Kapitola:

6 MATICOVA ALGEBRA

Ve 2. kapitole vénované maticim jste se v modulech 3.2 a 3.4 seznamili s pocetnimi

operacemi s maticemi a odvodili jste jejich vlastnosti. Vid€li jste, Ze tyto operace jsou

analogické operacim s redlnymi Cisly. Nekteré z nich (séitani a odc¢itani matic, nasobeni

matice realnym Cislem) maji vlastnosti shodné s obdobnymi operacemi provadénymi

s realnymi ¢isly, jiné (sou¢in matic) maji vlastnosti odlisné. V této kapitole své poznatky

rozsifite o vypocet inverzni matice, kterd je analogickd ptevracené hodnoté redlného cisla.

Pomoci zminénych operaci naucite se feSit rovnice, kde nezndmou bude pravé matice.

Omezime se jiZ jen na ¢tvercové matice.

Modul:

6.1 Inverzni matice

Cilem modulu je

- zaveést pojem inverzni matice ke ¢tvercové matici,

- zvladnout vypocet inverzni matice pomoci elimina¢ni metody i pomoci determinantd.

Ucebni jednotka:

6.1.1 Definice inverzni matice

Uz jsme se zminili o analogii mezi pocetnimi operacemi s redlnymi Cisly a pocetnimi

operacemi s maticemi. Pfipomeiite si, Zze pro kazdé nenulové redlné cislo » a jeho

., | 7 _ . . .. , . . ,
pfevracenou hodnotu —=7"'plati 7' =r7'#=1. Pro matici a jeji inverzni matici plati

r

obdobny vztah a pouziva se stejné oznaceni. Definice inverzni matice je v UL na str. 95, ve

veéte 6.1 na str. 96 je uvedena nutnd a postacujici podminka pro existenci inverzni matice.

Priklad 29.

K maticim

S

0 0
0 0

1 2 3 0 5 2
}, B={2 4 6|, C=(0 10 -1
1 -3 2 0 3 -5

inverzni matice viibec neexistuji, nebot’ vSechny jsou singularni, tj. plati
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det A=detB=detC=0

(viz ucebni jednotka 4.2.3).

Ucebni jednotka: | 6.1.2 Vypocet inverzni matice eliminaci

Uloha 48.
Stanovte inverzni matici A k matici A, je-li
2 2 3
11 7 3 a b
a) A= ; b)) A= ; C) A= ;o d)A=1T -1 0f;
1 2 -5 2 c d
-1 2 1
1 2 2 1 11
e) A=|2 1 =2, HA=|1 3 2|
2 -2 1 1 10

Ve viech piipadech proved’te zkousku, tj. ovéfte platnost vztahu AA™ = A7A =E, kde E je
jednotkova matice vhodného tadu.

Reseni:
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L 2 -1 L 12 -3 L 1 d -b
a) A= ; b)) AT =— ;¢ A= ;
-1 2 2a|5 7 ad —bc|—c a
NS
(1 -4 3 1 2 2 2 2
d A'=[1 -5 -3|; e)A“:lz 1 -2, H A'=|-1 L
a 2 2
-1 6 4 2 -2 1 1 0 -1
Ucebni jednotka: 6.1.3 Vypocet inverzni matice pomoci
determinanti

Druhd z metod vypoctu inverzni matice, kterou se naucite, je popsana vétou 6.3 na str. 100.

V nésledujicim ptikladu 6.4 na str.101 je pfedvedeno jeji praktické pouziti.

Uloha 49.

Urcete inverzni matice k maticim z ulohy 48 uzitim véty 6.3 (UL, str. 100).

TEST 14

1. Zjistéte, zda k matici A existuje inverzni matice, je-1i

2
-1

4

-1
.

-2

)
a) A=|-1 3
2 5

b) A=

o= =
N = = =
A O N W

-2
2. Pomoci elimina¢ni metody stanovte k matici A matici inverzni, je-1i
1 1 -1

1 2
a) A= ; b)) A=|-4 -5 6|
3 4
-3 -3 4

3. Pomoci determinantu stanovte k matici A matici inverzni, je-li

1 1 1 1
] 2 7 3
cosx -—sinx 01 1 1
a) A=| . ; b)) A=|3 9 4|; ¢) A= .
sinx COSXx 0 0 1 1
1 5 3
0 0 01
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Spravné odpovédi

1. a) detA #0,existuje; b) det A =0, neexistuje.

2. A1:[§ _l]; =2 -1 2|
2 2 30 1
1 -1 0 O
] -7 6 -1
4 cosx Ssinx 4 4 0o 1 -1
3. a) A" = . ; b A= 5 =3 -1|; ¢) A" =
—sinXx COSX 0 O 1 -1
-6 3 3
O 0 O 1

Doporucené ulohy pro procvi¢ovani:

S1, pt. 45, str. 26.

Modul: 6.2 Maticové rovnice

Cilem modulu je
- naucit se feSit maticové rovnice,

- ukézat na analogie a odliSnosti mezi maticovou algebrou a operacemi s realnymi ¢isly.

Ucebni jednotka: 6.2.1 Maticové rovnice

Prostudujte véty 6.4 a 6.5 v LA na stran¢ 102-103 a ptiklady 6.5 a 6.6 na str. 103-104.
Uvédomte si, Ze neznamou matici pocitdme z maticové rovnice obdobné jako redlnou
neznamou x z rovnice algebraické. Ptfitom roli redlného cCisla 0 hraje nulovd matice 0, roli
realného ¢isla 1 hraje vhodna jednotkova matice. Plati totiz

A+0=0+A; EA=AE=A.
Pfi feSeni maticové rovnice je tfeba dale uvazit, ze nasobeni matic na rozdil od ndsobeni

redlnych ¢isel neni komutativni a Ze déleni matic nahrazujeme nadsobenim inverzni matici.
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Piiklad 30.

Necht’ A, B, E jsou matice takové, ze vSechny nésledujici maticové operace jsou definovany.
UvaZme maticovou rovnici

AX -3B =E +2BX
s neznamou matici X. Pro vypocteni matice X postupujeme stejné¢ jako pii feSeni linedrni
rovnice s jednou neznamou. Nejprve vyrazy obsahujici nezndmou matici X pfevedeme na
levou stranu. Dostaneme

AX -2BX =E +3B.
Na levé stran¢ vytkneme zprava matici X, tj.

(A-2B)X =E +3B.
Za predpokladu, ze matice A — 2B je regularni, vynasobime zleva posledni rovnici matici
(A -2B) "' a dostaneme

(A-2B)"'(A-2B)-X =(A-2B)"'(E +3B),
odkud je
X =(A-2B)"'(E +3B).

Piiklad 31.

Resme maticovou rovnici z piikladu 2, je-li

R RIS I
womef) 0 AL ]

Protoze det(A +2B) = -6, existuje matice (A +2B)™',a uvazovana maticovad rovnice ma

Plati

jediné feSeni. Libovolnou z metod vypoctu inverznich matic dostaneme

303

1| 2 6

(A +2B) [
2 6

Dale je

el 1l ol

a hledana matice X je tvaru
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Uloha 50.

Reste maticovou rovnici AX = B —3X + A, je-li
1 3 1 3 1 0 1 2
a) A= , B= ; b) A= , B= .
4 0 0 2 11 31

Reseni: a) rovnice nema feSeni; b) X =

0N | —
0| WM | —

Ucebni jednotka: (6.2.2 ReSeni soustavy rovnic inverzni matici

Vrat'te se ke kapitole 5 v LA a v poznamce 5.1 na str. 73 si znovu piectéte, jak 1ze pomoci

matic zapsat systém linearnich rovnic.

Piiklad 32.

M¢jme soustavu rovnic

x, —=3x, =5,
2x, —2x, =6.
Tuto soustavu mizeme piepsat na tvar
Ax = b,

kde

Priklad 33.

Jestlize je matice A soustavy Ax =b reguldrni, pak k ni existuje matice inverzni A~ a
soustava rovnic ma jediné feSeni, které Ize zapsat pomoci inverzni matice ve tvaru
x=A"'b.

ReSme pomoci inverzni matice systém rovnic z piikladu 32. Plati
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2
det A =4, adj AZ{ 5

I
W
L 1
”,
I
|
D=
A|—h|w

- 1 _
Potom
1 3
- 2
= Alp = 2 4 =
AR 1@ U
2 4
Uloha 51.
Pomoci inverzni matice feste systém rovnic
a)  x, —x,+2x; =1, b) x +x,+2x, =1,
2x,-X, +7x; =2, 2x, +7x, +4x; =11,
—3x, +3x, —4x; =-1; x, +x, +4x, =3;

c) —x *+2x,+3x; =0,
2x, —x, +7x; =2,

—3x, +3x, —4x, =-1.
ResSeni:a) x=(-4,-31)"; b) x= (—%,%,1);

c¢) Matice soustavy je singularni, soustavu nelze feSit pomoci inverzni matice.

TEST 15

Reste nasledujici tikoly:

1. Rozhodnéte, které z uvedenych matic jsou reguldrni a které singuldrni:

1 00 4 2 1
1 -3 2 -1 1 2 3
A= , B= , C=/0 1 0|, D= , F=[1 3 5|
2 -6 3 5 5 -1 2
0 0 1 2 41

2. Urcete p LR tak, aby matice A byla regularni, je-li
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1 1 1
5.4 1 P
1 2 2 21 3
a) A= ; b)) A=14 3 0f; ¢) A= .
3 p - 1 1 2 p
P 110 1
3. K maticim
-1 0 1 0
1 2 -13
1 2 -1 0 1 1
A= , B=(0 1 -5|, C=
-3 1 -1 -1 1 1
8 1 -4
2 1 -1 -1
uréete inverzni matice
a) elimina¢ni metodou,
b) pomoci determinantii.
4. Reste maticové rovnice
a) AX =B; b)XB =B,
je-li
0 1 1 1 2 1
A=l1 -1 -1|, B=(1 0 -1|
0 0 1 11 1
5. Urcete matici X, kterd vyhovuje rovnici XA = C — BX, je-li
1 0 1 3 2 3
a) A= , B= , C= ;
2 3 0 2 0 1
1 0 1 0 21
b) A= , B= , C= .
0 1 31 0 1
6. Pomoci inverzni matice feste soustavu rovnic
a) 3x, —2x,+ x; =1, b) x, +2x, =1, b)x, +2x, —x; =5,
2x, -Xx;, =2, 3x, +6x, =3; X, —x, +5x; =0.

x, —3x, +3x;, =0;

Spravné odpovédi

1. A jesingularni; B,C jsou regularni; D neni ani singuldrni, ani regularni; F je reguldrni.

2. a) pZ6; b) p#l; c¢) prozadné p neniregularni.
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0 0 1 1
1 -5 3
_1113 _11 -1 01_10
ATl == ; B'=—|-8 100 5|; C'=
6|-2 1 1 0 1 1
-8 15 1
-1 1 0 0
220 31 -1
a) X=A"B=|0 1 0; b) X=BA"'={0 1 -1
1 10 21 0

. a) X= (— 3,—9,—8)T;b) nelze fesit pomoci inverzni matice (A je singularni); ¢) nelze fesit

pomoci inverzni matice (A neni ¢tvercova).

Doporucené ulohy pro procvicovani:

81, pt. 45 - 49 na str. 26-30.

CVICENI 5

. Zjistéte, pro kterou hodnotu parametru p O R existuje k matici A inverzni matice A™' a
pak ji urcete, je-li

{1 1} Fp 6}
a) A= ; b) A= .
I p 4p 8

. K dané matici

1 -1 0
A=(0 1 2
2 -1 4

v .« .. , -1 ,
urcete matici inverzni A~ pomoci

a) elimina¢ni metody,

b) determinantt.

3. Reste maticovou rovnici X + A> = 3A — XB pro matice
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{1 2} [—1 1} {—3 4} {—2 1}
a) A= , B= ; b) A = , B= .
0 -1 2 0 2 5 0 5

4. Pomoci inverzni matice feSte soustavu rovnic
x, tx, —x;=-2,
x,—x, tx;= 0,

2x, +x, =3x; =-7.
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