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Uvod

Predmeétem diplomové prace je sbirka prikladi.

Cilem diplomové préace je vytvofit sbirku piikladd z diferencialniho poctu
funkci dvou proménnych. Hlavnim voditkem a zdrojem pouzité teorie byla
skripta [3]. V préci je uvedena pouze nutnd teorie, které je potfebna k poro-
a cvifeni, které byly vybrany z riznych zdroji, ale zejména byly pouzity [1],
[2]. Z piiklad uvedenych ve skriptech [3] byly pouzity jen ty, které jsou pouze
jako cviceni, pripadné byly vhodné upraveny.

Diplomovéa prace je rozdélena do 4 kapitol. Prvni kapitola se zabyva zave-
denim funkci dvou proménnych a jejim grafem. Diraz je kladen na zakladni
pochopeni funkce dvou proménnych, urceni jejiho defini¢cniho oboru a schop-
nosti sestrojit graf funkce, pfipadné vrstevnice dané funkce. Obrazky pouzité
v této kapitole byly sestrojeny v programu Maple 8, nebo byly pouzity z [5].
Ve druhé kapitole je popsana limita a spojitost funkce. Pojem limita a spo-
jitost funkce patii mezi zakladni pojmy diferencidlniho poc¢tu. Kapitola je
roz¢lenéna na sekce limita funkce, véty o limitach, vypocet limity a spojitost
funkce. Tteti kapitola se zabyva parcialnimi derivacemi funkce dvou promeén-
nych. V této kapitole jsou popsany a vyteseny piiklady na parcialni derivace
1. fadu, parcidlni derivace vyssich fadt, smérové derivace a gradient funkce.
VsSechny vysledky piikladi a cvi¢eni uvedné v této kapitole byly ovéreny
programem Maple 8. Posledni ¢tvrta kapilola se zabyva lokalnimi extrémy
funkce. Tato kapitola je jesté doplnéna o vazané extrémy funkce, které jsou
obtizné, proto jsou v této kapitole uvedeny jen zakladni priklady tykajici se
tohoto tématu, bez uvedeni potiebné teorie. Na konci kazdé kapitoly jsou
uvedena cviceni, ve kterych si ¢tenar miize ovérit porozumeéni danému ucivu.

Diplomova prace je urcena studentiim bakalafského studia ucitelstvi ma-
tematiky na Pfirodovédecké a Pedagogické fakulté Masarykovy univerzity,
déle studentim nematematickych ptrirodovédnych disciplin, a také vSem za-



jemcim o dalsi studium. V praci je kladen diiraz na velky pocet reSenych
prikladi, které maji pomoci k lepsimu pochopeni probiraného tématu.

Préace byla vysazena systémem KTEX.

Pouzité oznaceni:

N mnozina vsech prirozenych cisel
Z mnozina vsech celych c¢isel
R mnozina vsech realnych cisel

R*  rozSifend mnozina vSech redlnych éisel, tj. R* = R U {+o00, —c0}
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Kapitola 1

Funkce a jeji graf

1.1 Defini¢ni obor a graf funkce

Redlna funkce jedné redlné proménné je zobrazeni z R do R. Zobecnénim
tohoto pojmu je zobrazeni R? do R, které se nazyva funkce dvou proménnych.

Definice 1.1. Necht M C R% M # 0. Zobrazeni f : M — R se nazyva
redlnd funkce dvou redalnych proménnych a mnozina M se nazyva definicni
obor této funkce a znaci se D(f).

7 definice funkce dvou proménnych plyne, Ze tato funkce je jednoznacné
urcena zadanim jejiho definiéniho oboru D(f) a pFedpisem, kterym je
kazdému bodu = = [z, yo| € D(f) pfifazena funkéni hodnota f(z,y). Pokud
je predpis dan vzorcem a neni zadany defini¢ni obor funkce, pak defini¢nim
oborem rozumime mnoZinu viech bodti x € R?, pro které ma tento vzorec
smysl.

Definice 1.2. Necht f je funkce dvou proménnych definovand na mnoziné
M C R2 Grafem funkce f nazjvdme mnoZinu bodi

G(f) = {[ZL‘,y] € Rg T = [J:anO] € M7 Yy = f({L‘)}

Pozndamka 1.1. Pro funkci dvou proménnych je grafem funkce mnozina bodu
v trojrozmérném prostoru. Pro zobrazeni tvaru a priibéhu zobrazované funkce
budeme vyuzivat Tezy s rovinami z = 0, y = 0, z = 0, coz jsou souradnice
stén pyz, Prz, Pry, @ rovinami s nimi rovnobéZnymi viz obr. 1.1

Definice 1.3. Necht M C R? a f : M — R je funkce dvou proménnych
definovana na M, ¢ € R. Mnozinu

fe=ARlw,yle M = fz,y) = c}

nazyvame vrstevnice funkce f na urovni c.
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Obrazek 1.1:

Grafy nékterych funkci dvou proménnych jsou plochy nebo jejich ¢asti, znamé
z analytické geometrie v prostoru. Blizsi podrobnosti v [8]. NapiSeme-li jejich
rovnice v explicitnim tvaru, mizeme fici, zZe naptiklad grafem funkce

flz,y) =ax + by + ¢ je rovina
flz,y) = /12— a2 —y? je horni polovina kulové plochy
_ 2y , o
f(z,y) = —c-4/1—— — 55 je dolni polovina elipsoidu
a b?
2 2
fly)=c\/1+ 5+ %2 je horni polovina dvojdilného hyperboloidu
2?2
flzy) ==+ je elipticky paraboloid
p q
22 g
flz,y) = el je hyperbolicky paraboloid.

Vypocet a zobrazeni definiéniho oboru funkce z = f(z,y)

Mnoziné dvojic redlnych ¢isel z,y, které tvori defini¢ni obor funkce, odpo-
vida v soutfadnicové roviné (z,y) mnozina bodu, kterou vymezime jistymi
rovnicemi a nerovnostmi. Defini¢ni obor funkce z = f(z,y) a jeho zobrazeni
v roviné (z,y) budeme vySetfovat postupné pro rizné druhy funkei. P¥i-
tom u funkci dvou proménnych hledame dvojice realnych cisel z, y, pro které
funkéni predpis f(x,y) vibec pfipousti pfifazeni redlného ¢isla z.
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Priklad 1.1. Zobrazte v roviné defini¢ni obor funkce

f(fv,y)=\/(1—x2—y2) (%2+y2—2y). (1.1)

Resend. Vyraz pod odmocninou musi byt nezdporny, proto musi byt splnéna,
podminka

2 2 s 2
(1—x —y)(z+y —2y) > 0.

To nastane pravé tehdy, kdyz

2
(1—x2—y2> <0 a <%+y2—2y) <0
nebo
72
(1—3:2—y2> >0 a <Z+y2—2y> > 0.
Vysetfeme, kdy nastane rovnost. Rovnice
=1

je rovnici kruznice se stfedem v bodé [0, 0] a polomérem r = 1,

rovnice )

x 9
— 4y —2y=0
1 Y Y

je rovnici elipsy se stfedem v bodé [0, 1] a poloosami a =2 a b = 1.
Rovnici elipsy lze prevést na tvar

2

Xz
— —1)?2=1.
L tw-1

Mno#ina viech bodt [z,y] € R? spliiujici vyse uvedené nerovnosti, tedy de-
finiéni obor funkce f, je znédzornéna na obr. 1.2.1 (vysrafovand ¢ast).

Priklad 1.2. Zobrazte v roviné defini¢ni obor funkce

f(z,y) = arccos (1.2)

r+y

Reseni. Definiénim oborem funkce arccos je interval [—1,1], funkce (1.2) je
tedy definovana pro [z, y| spliiujici nerovnosti

x
-1

<1 a x# —u.
iy s # —y
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Rozlisujeme dva ptipady:
)x>-—y:
—x—y<z a zz+yY,

odkud dostavame
y>2rx a 0<uy.

i) o< —y:
—r—y>r a xT>T+Y,
odkud dostavame
y<—-2x a 0>y.

Tedy mnoZina vsech bodi [z,y] € R? spliiujici uvedené nerovnosti, tj. defi-
ni¢ni obor funkce (1.2) je zndzornéna na obr. 1.2.2.

.\‘3 )
J\r THe-1D =1 y=—-2x

— -
-2 2 ] v -

x ——A\\
———
, / ] N RY
Wy =1 — \

.1- =
—1 — N
\ N

Y
e

1.2.1: Graf defini¢niho oboru funkce (1.1)  1.2.2: Graf defini¢niho oboru funkce (1.2)

Obrazek 1.2: Grafy defini¢nich obort funkei (1.1) a (1.2)

Priklad 1.3. Zobrazte v roviné defini¢ni obor funkce

f(z,y) = In(zIn(y — 2)) (1.3)

Reseni. Defini¢nim oborem funkce In je interval (0, 00), funkce (1.3) je tedy
definovéna pro [z, y| spliiujici nerovnosti

zln(y—x)>0 a y—x>0.

Souc¢in z In(y — x) > 0 je kladny pravé tehdy, kdyz
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i) >0 aln(y — x) > 0 odkud dostavame
x>0 a In(y —2) >Inl
a po odlogaritmovani druhé nerovnosti dostaneme
x>0 a y>1+ua.
ii) z <0 aln(y —x) < 0 odkud dostavame
r <0 a In(y —z) <Inl
a po odlogaritmovani druhé nerovnosti dostaneme
<0 a y<l+ua.

Tedy mnoZina vSech bodil [z,y] € R? spliiujici vyse uvedené nerovnosti,
tj. defini¢ni obor funkce (1.3) je znazornéna na obr. 1.2.

v v=x-+1

//‘1‘:.\‘
4
? /
//
=

/s
s

1
Y —

\“““M\m\m

Obrazek 1.3: Graf defini¢niho oboru funkce (1.3)

Priklad 1.4. Pomoci vrstevnic a fezii rovinami p,., p,, zobrazte graf funkce

flz,y) = /a? + 4y? (1.4)

Resent. Vrstevnice dané funkce na trovni k£ > 0 jsou dany rovnicemi

k=22 +4y2 tedy k? =2+ 49

kterou lze prevést na tvar
22 4y
12 + " 1. (1.5)
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Rovnice (1.5) je rovnice elipsy se stfedem v pocatku a poloosami a = k,
b= g Rez rovinou p,, tj. + = 0 ddvd 2 = \/4_y2 = |2y|. Rezem je lomena
¢ara s vrcholem v poc¢atku dand rovnici z = |2y|. Podobné fez rovinou y = 0
davéa z = |z|. V obou pfipadech je fezem lomend ¢éra s vrcholem v pocatku
o rovnici z = |2y|, resp. z = |z|. Na zékladé ziskanych vysledki muzeme
fici, ze grafem funkce (1.4) je elipticky kuZel s vrcholem v poc¢atku a hlavni
osou z, nachézejici se v poloprostoru z > 0 viz. obr 1.4.

R - I T

1.4.1: Pudorys 1.4.2: Bokorys 1.4.3: Narys

Obrazek 1.4: Graf funkce (1.4) pomoci vrstevnic

Piiklad 1.5. Zobrazte v R3 graf funkce

.I'

flaa) =5+ (16)

Reseni. Vrstevnice dané funkce na trovni k£ > 0 jsou dany rovnicemi

2?2y 22y
k=—+==, tedy —+4+-+-=1
g T Y g T

coz jsou rovnice elipsy se stfedem v pocatku a poloosami 3v'k, 2vk. Rezy

rovinami y = 0, z = 0 davaji

coz jsou rovnice parabol s vrcholem v pocatku soutfadnych sténéch p,. a py..
viz. obr. 1.5. Na zakladé ziskanych vysledkt miizeme fici, ze grafem je plocha,
ktera se nazyva elipticky paraboloid.
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2_
0.51 g
7 0.44 4
N
TER) 034
Tk A5 ]
¥ 7
= 2 2 e ]
¥ ¥
1.5.1: Pudorys 1.5.2: Bokorys 1.5.3: Narys

Obrazek 1.5: Graf funkce (1.6) pomoci vrstevnic

Priklad 1.6. Zobrazte vrstevnice funkce
z=lz[— |yl + |z —yl. (1.7)

Reseni. Nejprve musime odstranit ve vyjadieni funkéni zévislosti absolutni
hodnoty. Provedeme diskusi v jednotlivych kvadrantech.

la) x>0,y >0z >y = z=c—y+x—y=2x—y).

Ib)z>0,y>0x<y = z=0—y—x+y=0.

M z<0,y>0(zdevidyr >y) = z2=—z—y—x+y=—2x.

Mla) 1 <0, y<0, 2>y = z=—x+y+x—y=0.

b)) x <0, y<0,2<y = z=—ax+y—xz+y=2y—x).

WV)z>0y<0,z>y = z=x+y+z—y=_2x.
Souhrnna situace je znédzornéna na obr. 1.6.1. Protoze pro libovolna [z,y] €
R? plati nerovnost |z —y| > |y|—|z|, je vidy f(x,y) >0, tj. proc < 0je f. =

(). Pro ¢ > 0 zndzornime v jednotlivych sektorech kiivku |z|—|y|+|z—y| = ¢
aproc=0,1, 2, 3je vysledek znazornén na obrazku 1.6.2.
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Il
W —

¢
z=—2x z=0
z=2(x—-y) /L
> : >
x c=3/ x
_-:2(},-7_;() c = /
0 z=2x =1

1.6.1: Graf funkce (1.7) 1.6.2: Vrstevnice funkce (1.7)

(8]
Il

1.2 Cviceni

Cviceni 1.1. Urcete a zobrazte v roviné defini¢ni obory funkei:

Y y 1
10 29
d)z= Ty e)z:—x f)z:x J
2x — 3y r2 — a2 —y? y? — 2
) br — 7 h) 2+t +1
z = rTT=
& 222 4+ 3y? — 12 x2 — g2

Vysledky 1.1. a) [x # 0,y € R; celd rovina (zy) bez osy y|, b) [y # x; celd
rovina (zy) bez bodu piimky y = z], ¢) [nesmi byt soucasné z = 0,y = 0;
rovina (zy) bez pocatkul, d) [y # §$; celd rovina (zy) bez bodd pfimky
y = 2x], e) [2? + y* # r?; rovina (zy) bez bodi kruznice z* + y? = 1%, f)
[y* # 2x; rovnina (zy) bez bodd paraboly y? = 2x], g) [22% + 3y* # 12;
rovina bez bodu elipsy %2 + % = 1], h) [y # x,y # —x; rovina (zy) bez bodi
ptimek y = =,y = —z].

Cviceni 1.2. Urcete a zobrazte v roviné defini¢ni obory funkei:

1
b)z:cosE

a) z = sin
r+y Y

c) z = arctg d) z = arccotg

x? + 4y x? + 52

Vysledky 1.2. a) [z # —y; rovina (xy) bez bodi piimky y = —z |, b) [y # 0;
rovina (zy) bez bodi osy x|, ¢) [#? # —4y; rovina (zy) bez bodl paraboly
r? = —4y], d) [nesmi byt soucasné x = 0,y = 0; rovina (zy) bez po¢atku].



Funkce a jeji graf 16

Cviceni 1.3. Urcete a zobrazte v roviné defini¢ni obory funkei:

1
a)z=+/3r—y b)z =
c)z=x++1—y d)z=+1—22—y?

1
)z = —F—m f)z=+va2+y?2 -1
Va4 —x?— 2

Vysledky 1.3. a) [y < 3z; dolni polovina vytatd pfimkou y = 3z, b) [y > ;
vnitfek horni poloroviny vytaté ptfimkou y = z|, ¢) [y < 1; dolni polorovina
vytatd piimkou y = 1], d) [#? + y? < 1; uzaviend kruhova oblast s hranici:
2?2 +9y? = 1], e) [z +y? < 4; oteviena kruhova oblast bez kruznice 224-y? = 4],
f) [z2+y* > 1; rovina (zy) bez vnitiku kruhu omezeného kruznici z2+y? = 1].

Cviceni 1.4. Urcete rovnice vrstevnic danych funkei:

a)z = (z+y) b)z=xz-y
0)z= Iy dz="1
a
_y—b B 1
e)z—x_a f) EE
I‘Q
g)z=y(a*+1) h)z =1/1—=— —y?

Viysledky 1.4. a) [z = ¢, ¢ € R, ¢ > 0; soustava piimek x +y = ++/c], b) [z =
¢, ¢ € R; dvé soustavy rovnoosych hyperbol: y = £],¢) [z = ¢, c € R, ¢ > 0;
jedna soustava rovnoosych hyperbol: y = %], d) [z = ¢, ¢ € R; svazek pfimek
o stfedu v poc¢atku: y = c¢- ], e) [z = ¢, ¢ € R; svazek pfimek o stiedu (a, b):
y—b=c(x—a)],f) [z =c¢, c €R, c>0;soustava kruznic: 2% + y* = 1].

c
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Kapitola 2

Limita a spojitost funkce

Pojem limity funkce patii k zdkladnim pojmtm diferencidlniho poctu. Je
to lokalni vlastnost funkce, ktera popisuje chovani funkce v ryzim okoli bodu,
ve kterém limitu urcujeme. Ryzim okolim bodu rozumime okoli daného bodu
kromé tohoto bodu, to znamena, ze limita nezavisi na funkci hodnoté funkce
v tomto bodé. Funkéni hodnota se mtze lisit od limity v tomto bodé nebo
funkce nemusi byt v daném bodé viibec definovana.

K definici limity, spojitosti a vSech dalsich pojmu diferencialniho poctu je
potieba zavést metriku, v naSem piipadé metriku na R?. Metrika je funkce,
ktera dvéma bodim prifadi nezaporné cislo.

Podle rtizného vybéru metriky, miizeme napi. v R? ziskat euklidovskou met-
riku, ktera se vyuziva v geometrii

pa([z1, 11, (w2, 2)) = V(21 — 22)% + (Y1 — 12)?,

nebo ¢tvercové okoli lze ziskat volbou maximalni metriky

poo([xlayl]a [5E2,y2]) = max{|$1 - $2|7 |y1 - y2|}-

Tuto metriku budeme v dalsim pouzivat. Podrobnosti v [7].

Okoli bodu a € R miZeme zapsat jako interval |z —a| < €, ¢ > 0. Okoli bodu
O(a) bodu a € R? je definovano pomoci metriky p v R? jako mnoZina

O(a) = {x € R* : p(x,a) < e}

Ryzim okolim bodu a rozumime mnozinu O(a) \ {a}.
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Okoli nevlastnich bodt v R? jsou definovéna v souladu s maximéalni metrikou,
tedy okolim nevlastniho bodu [00, 0] rozumime libovolnou mnozinu typu
(a,00) x (b,o0), a, b € R. Analogicky definujeme okoli nevlastniho bodu
[—00, 00, [00, —o¢], [—00, —o0] a také okoli bodi typu [a, £o0], [£oo, a].

2.1 Limita funkce

Definice 2.1. Rekneme, 7e funkce f : R? — R ma v bodé a € (R*)? limitu L,
L € R* jestlize ke kazdému okoli O(L) bodu L existuje ryzi okoli O(a)
bodu a = [ay, as] takové, Ze pro kazdy bod z € O(a)ND(f) plati f(z) € O(L).
Piseme
glﬁin(ll f(z)=L.

Pozndmka 2.1. MnozZinu R* = RU{+o00, —oc0}, kde —00 a +00 jsou symboly
nepatiici do mnoziny R, ktera je iplné usporadana tak, ze pro libovolné z € R
plati —oo < x < 400, nazyvame rozsirenou mnozinou redlngch cisel.

Limitu nazyvame vlastni, jestlize L € R, v opa¢ném piipadé (L = +oo) li-
mitu nazyvame nevlastni. Bod a € (R*)? nazyvame limitni bod.

Definice 2.1 limity je univerzalni definice pro funkci dvou proménnych, pro
vlastni ¢i nevlastni limitu a pro vlastni i nevlastni limitni body, tj. alespon
jedna soufadnice je +o0o. Specifikaci okoli pro vlastni limitni bod i limitu
a € R?, L € R dostaneme tzv. € — & definici vlastni limity ve vlastnim bodé.
Pro funkci dvou proménnych dostavame néasledujici definici.

Definice 2.2. Rekneme, 7e funkce f : R? — R ma v bodé [zg, yo] € R?
limitu L € R, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdy
bod [z,y] € D(f) spliwjici |z — xo| < 9, |y — yo| < 0, [x,y] # [xo,yo], plati
|f(z,y) — L| < e. PiSeme

lim  f(z,y) = L.

(z,y)—(z0,y0)

Cislo € € R, ¢ > 0 je libovolné malé ¢islo, at se bod P = [x,y] € R? blizi
bodu Py = [z, y0] € R? libovolnym zpiisobem, tj. napf. po jekékoliv kiivce
y = @(x) prochazejici bodem = € O(F) N D(f). Piitom funkce f(z,y)
nemusi byt v bodé (xg,y) viibec definovana. Probihé-li limitni proces tak,
7e souradnice bodu P = [x,y] € R? jsou vazany rovnici y = p(x), pak limitu
funkce lim(z ) (z0,40) [ (@, y) vypolteme po dosazeni ¢(z) za y jako limitu
funkce jedné proménné, tedy lim, .., f(x).
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Pozndmka 2.2. Rovnice y = p(z) vyjadfuje obycejné jednoparametricky sys-
tém kiivek, ktery je mozné prokladat body = € O(Fy) N D(f) a bodem
(w0, yo] € R2. Jestlize vypoctend limita L je na parametru zavisla (méni-li
se pro rizné hodnoty parametru), pak limita v bod& [zg,yo] € R? neexis-
tuje. Je-li tato limita pro rtizné cesty y = ¢(x) stejna, lze jen Fici, Ze limita
funkce f(z,y) muZe existovat. Najdeme-li tfeba jen dvé rtizné cesty vedouci
k riznym hodnotam L, limita funkce f(x,y) neexistuje.
Piiklad 2.1. Rozhodnéte, zda v bodé [0, 0] existuje limita funkce
r+y
T = . 2.1

fla.y)=—— y (2.1)
Regend. P¥iblizujeme-li se k bodu [0,0] po parabolické cesté y = ax?, dosta-
vame

. r+y . x—ar? . 1+ax
lim = lim = lim =1.
(zy)—00) Tz —y 2-0x —ar? +—01—ax
y=ax?
Ozna¢me Py = [0,0]. K limité L = 1 dospé&jeme, at se libovolnym bodem

[z,y] € R? libovolné malého okoli bodu P, blizime k bodu Py po parabolické
cesté y = ax?. Vysledek by mohl vést k zavéru, Ze limita existuje a Ze je
L = 1. Zvolme vsak jesté jednu cestu po pfimce PP,, kde P = [z,y], tj.
po piimce o rovnici y = kx :

. T+y . T+kx . 14+k 14k
lim = lim = lim = .
(z,y)—(0,0) T — Y z—0 1 — kx z—01 —k 1—k
y=kx
Pro rtizna k € R, tedy pro rizné primky, je limita rtizné, a proto limp_. p, i—fz
neexistuje.
Priklad 2.2. Rozhodnéte, zda existuje limita
-3
lim  —7 (2.2)

(z)—(23) T +1y—5
Reseni. Pfiblizujeme-li se k bodu [2,3] po piimce PP, prochazejici body
P = [z,y], By = [2,3], kterd m& rovnici y = k(x — 2) + 3, kde £k € R
dostavame
y—3 ) kx —2k+3—3

hm —_— = hm =
@y)—23) T+y—95 (-3 T +kr—2k+3-5
y=k(z—2)+3

— lim k(x—2)  k
T -2+ k) 14k

Pro riiznd k£ € R dostavame rtizné limity, proto dana limita neexistuje.
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Priklad 2.3. Rozhodnéte, zda existuje limita

T+ 3

lim @———. 2.3
(zy)—21) 20 —y + 7 (2.3)

Resend. Necht limitni proces nejprve probiha po pfimkach prochézejici body
P = [x,y], Py = [2,1], kterd m4 rovnici y = k(z — 2) + 1 dostéavame

lim _ T +3 = lim r+3 =
(w,y(w(%,l) 2w —y+7 a—22r—krx+2k—1+7
y=k(x—2)+1

5

T A _2%k+2%—1+7 2

Nezavisle na smérnici k, tedy po vSech ptimkach prochéazejici body P, Fy, je
limita L = %

Volme nyni parabolické cesty. Povazujme bod [2, 1] za vrchol parabol se spo-
le¢nou osou, rovnobézné s osou y. Rovnice téchto parabol je:

y—1=a(r—2)* tedy y=ax® —4dar +4a+1 (2.4)

T+ 3 r+3

lim —— = lim =
(zy)—21) 2x—y+7 2-22x—ax?+4axr—4a—1+7
y:ax2—4ax+4a+1

) 1

T4 _—da+8a—da—1+7 2

Nezavisle na koeficientu a soustavy parabol je opét L = %
Limitu lze také vypocitat pouzitim zakladnich vét o limitach:
x+3 243 1

lim = ——
(x,y)—>(271) 2.T - y + 7 4 - ]- + 7 2

Tedy, dana limita existuje a je rovna L = %

2.2 Véty o limitach

Dilezitym nastrojem pro vypocet limity funkce jedné poménné je 1'Hospitalovo
pravidlo. Pro funkci dvou proménnych podobné pravidlo neméame.

V nasledujicim jsou uvedeny véty o limitach, které pouzivame pfi vypoctu
limit.
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Véta 2.1. Funkce f m4 v bodé [z, 1] € R? nejvyse jednu limitu.

Véta 2.2. Nechf lim(, ) (zo.40) f(#,y) = 0 a funkce g je ohranicend v néja-
kém ryzim okoli bodu [zg, yo] € R? (tj. existuje konstanta K > 0 takovd, ze
lg(x,y)| < K v tomto ryzim okoli). Pak

lim  f(z,y)g(z,y) = 0.
(z,y)—(z0,y0)
Véta 2.3. Necht h(z,y) < f(z,y) < g(x,y) v n&akém ryzim okoli bodu
(70, o] € R? a plati
lim h(z,y) = lim x,y) = L.
(z,y)—(z0,y0) (@9) (%y)—’(wo,yo)g( v)
Pak
lim x,y) = L.

(I»y)ﬂ(xo,yo)f( v)
Véta 2.4. (Pravidla pro pocitani limit) Necht f, g jsou funkce dvou
promeénnych,

lim  f(z,y) =Ly, lim g(z,y) = Lo

(.Z‘,y)—>(.l‘o,y()) (Ivy)é(x()vyo)

a Ly, Ly, € R. Pak plati

a) lim  ef(x,y) =cL, prokazdéce R,

(x,y)—>(xo 7y0)

b)( )lir(n )[le(%y) + ng@ay)] =c1Ly + cpLy, pro kazdécy,cp; € R,
Z,Yy)—(Zo,Yo

c) lim [f(x,y)g(x,y)] = LiLs,

(z,y)—(x0,y0)

—

L
Q  um LW Dy s

(z,y)—(zow0) g(,Y) Ly’
Pozndmka 2.3. Necht funkce z = f(z,y) je definovand v bodé Py = [z, 3o
a néjakém ryzim okoli O(Fy) bodu Py = [z, yo).
Bod P = [z,y] € O(FPy)) ND(f) se mize pfiblizovat bodu Py = [zg, yo] dvojim
zpusobem po pravouhlé cesté, a to po piimkach y = p, x = ¢, kde p,g € R
jsou konstanty viz obr. 2.1.

Pak limitu funkce f(z,y) nazyvame dvojndsobnou (postupnou) limitou, kte-
rou lze vypocitat postupnym limitnim pfechodem vzdy pomoci jedné pro-
ménné, pricemz druhou proménnou povazujeme za konstantu, tedy

lim [lim f(z,y)] = L1 lim [lim f(z,y)] = Ly (2.5)

Y—Yo T—o T—T0 Y—Yo
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Obrazek 2.1:

Rovnost obou postupnych limit je nutnou podminkou k existenci limity

lim  f(z,y) = L. (2.6)
(z,y)—(z0,y0)
To znamenad, ze je-li L1 = Lo, muZe existovat limita, ale je-li L; # Lo, limita
neexistuje.
Maé-li vSak funkce f(z,y) limitu a je-li lim(, y)—(zoy0) f(2,y) = L, pak L =
Ly = Ls. Toho lze vyuzit pfed vypoctem limity k ovéfeni, zda limita funkce
pripadné neexistuje.

Priklad 2.4. Rozhodnéte, zda existuje limita

T — 2y

lim (2.7)

(@.9)—(00) 3T +y
Resend. Pfi vipoctu limity budeme postupovat podle rovnice (2.5). Tedy
dvojnasobnou limitu vypocitdme postupnym limitnim pifechodem pomoci
jedné proménné a druhou proménnou budeme povazovat za konstantu:

-2 -2
Ly = lim(lim —— =2 = lim —2 = —2 (2.8)
y—0'2—0 31 + Y y—0 y
-2 1
Ly = lim(lim ——=Y) = lim —— = - (2.9)
z—0'y—0 3x + y z—0 3x
Tedy Ly # Lo a proto limita neezistuje.
Priklad 2.5. Rozhodnéte, zda existuje limita
5% — 3y?
T (2.10)

lim
(zy)—(0,0) =+ 2y
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Reseni. P¥i vypoctu limity budeme postupvat analogicky, jako v piikladu
2.4. Dostavame

b2 — 3y — 3y
Ly = lim(lim 22—y =i =2 =g (2.11)
y—0z—0 1z + 2y y—0 2y
2 9.2 2
Ly = lim (lim 25—y i 2 (2.12)
z—0'y—0 x + 2y z—0 I

Dospéli jsme k vysledku L; = Lo, proto limita (2.10) miZe existovat.
Vypocet provedeme opét analogicky s piikladem 2.1. K bodu [0, 0] se budeme
priblizovat po primce y = kx. Toto zapiSeme:

, Sz —3y? .. x*(5—3K*) 5 — 3k?
L= lm — =lim—————=limzx - —— =
(z.y)—(0,0) T+ 2y =0 x(1+ 2k) 70 1+ 2k
y=kzx

Plati tedy nutnd podminka L. = L; = Lo, proto limita (2.10) existuje a je
rovna 0.

Véta 2.5. Funkce f mé v bodé [z, yo] limitu rovnu L, jestlize existuje ne-
zéapornd funkce g : [0,00) — [0, 00) spliiujici lim, o} g(r) = 0 takova, Ze
| f(o + 7 cos g, yo +rsinp) — L < g(r)

pro kazdé ¢ € [0,27] a r > 0 dostatené mala.
Specialné, plati-li po transformaci do polarnich souradnic

lim x,y) = lim A(r
L m flag) = T b0)g(e)
kde lim, o4 h(r) = 0 a funkce g(p) je ohrani¢end pro ¢ € [0, 27), pak
lim x,y) = 0.
(z,y)—(z0,90) fz.y)
Priklad 2.6. Rozhodnéte, zda existuje limita

1
lim (14 z%¢?) =2+7 . 2.13
(z,y)—(0,0) ( v) (2.13)

Reseni. K existenci limity (2.13) vyuZijeme transformace do polarnich sou-
fadnic a tvrzeni Véty 2.5. Zavedme substituci z = rcosp, y = rsin . Je-li
(z,y) — (0,0), je r — 0+ tedy

1 1
lim (1 +2%?) ®%% = lim (14 r?cos® psin? ) ZeoZetsing =
(2.9)—(0,0) ( V) Jim, ( psin’ p)

m""

. . — . 442 2.,)"
= lim (1 —|—T4 SIIIQ(PCOS2 90) = lim eln(l—l—r ST p cos S0) "=
r—0+ r—0+
1 402 2
= lim e—r—an(LH" sin” ¢ cos (,O) — lim e
r—0+ r—0+

L — ehmr_,o_g. L’
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1n(1+r4 sin? ¢ cos? zp)

kde L = — — . Vyuzitim 1‘Hospitalova pravidla dostavame
I — lim _ln (1 + r*sin? ¢ cos? go) — lim m - 473 sin? p cos? ¢ _
r—0+ r2 r—0+ 2r
, 2r2 sin?  cos? ¢ 0
= lim — —5 =-=0,
r—0+ 1+ 7rtsin“pcos?y 1
odkud
lim ef = elimr—o+ L — 1
r—0+

Podle Véty 2.5 je i ptivodni limita rovna 1.

2.3 Vypocet limity

Vypocet limity nékterych funkei f(z,y) v bodé [z, yo| provadime podobnymi
zpusoby a pouzitim podobnych vét jako u funkce jedné proménné. Pritom se
muiizeme presveédcit o spravnosti splnénim nutné podminky pouzitim postup-
nych limit. Je-li vypoctena limita L a obé postupné limity L, Lo, musi byt
L = Ly = Ls.

e Pro vypocet limity u funkci typu polynomi a nékterych racionélnich lo-
menych funkci je mozné postupovat pouhym dosazenim x = xg, y = o
do funkéniho predpisu.

Priklad 2.7. Vypoctéte limity nasledujicich funkci.

a) f(x,y) = 22*> — 3y + 5 v bods [-2, 3]

Reseni. Pokud miizeme soufadnice limitniho bodu do pfislusného vyrazu
dosadit (tj. po dosazeni neobrzime neurcity vyraz), je hodnota limity dané
funkce rovna funkéni hodnoté v tomto bodé. Plati tedy

lim (222 — 3y +5) = 4.
<x7y>~<—2,3>( y+5)

b) f(z,y) = “L205 v bodé [1,2]

Resend. Soufadnice limitniho bodu miizeme opét dostadit do p¥islusného vy-
razu, protoze po dosazeni neobdrzime neurcity vyraz, je hodnota limity dané
funkce rovna funkci hodnoté v tomto bodé. Tedy

, 2y —xyd + 1
hm —2 = —5
@y)—12)  (z—y)
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e Pii vypoctu limit nékterych racionalnich lomenych funkci vede nékdy k cili
rozklad citatele a jmenovatele, nebo vynasobeni ¢itatele i jmenovatele vhod-
nym vyrazem.

Priklad 2.8. Vypoctéte limity nasledujicich funkei.

a) f(x,y) = 28— 4 ° v bodé 2,2]

Reseni. Protoze bychom dosazenim souiadnic limitniho bodu ziskali neuréity
vyraz typu g, najdeme hodnotu limity tak, Ze ¢itatele i jmenovatele rozlozime
a po upraveé dostaneme

2ty . (z —y)(a® + 2y +y°)

lim 1 T = lim 5 N =
@y)—(22) Tt =yt @y—-2) (r —y)(z +y)(2? + y?)

) (22 + 2y + y?)
li 5 5
@y)—22) (z+ y) (22 + y?)

_3
==

_ _3@*+y?)
b) f(z,y) = Jeryris v bodé [0, 0]
Reseni. Protoze bychom dosazenim soufadnic limitniho bodu ziskali neur-
¢ity vyraz typu (9), najdeme hodnotu limity tak, Ze citatele i jmenovatele

vynéasobime vyrazem \/x? + y? + 4 + 2, vyuzijeme zde algebraického vzorce
a’* —b*> = (a —b)(a +b). Po této upravé dostavame

. 3(=* +v%)
lim =
(@y)—=00) /22 +y2 +4 -2
. 3(2? + y?) \/x2+y+ +2)
= lim
(=.4)=(0.0) (\/ z? + y +4-2)(\/a2 + P +4+2)
Wi

(z,5)—(0,0) (:v2 +y2+4)—4
. 32 +y°) (Va2 +y? +4+2)
= lim 5
(2.4)—(0,0) (22 +y?)
= lim 3(v2?2+y2+4+2)=12.
(z,y)—(0,0)

e Viypocet limity lze provést také prevedenim dvojné limity na limitu funkce
jedné proménné. Ptfi vhodném tvaru funkce definované v jistém okoli bodu
Py = [0, yo] zavadime pro vypocet limity substituci:
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y = kx, pokud z — 0, y — 0, pfipadné y = k(x — zo) + yo, pokud = — o,
Yy — Yo, priemz limitni cesty tvoii pfimky svazku se stfedem v pocatku [0, 0],
ptipadné v bodé [xg, 10|, nebo zavedenim poldrnich souradnic r, ¢ definova-
nych vztahy

r=r-cosp, y=r-siny, pokud r — 0, y — 0, pripadné

T =1x9+7r-cosp,y=1yo+r-siny, pokud r — xg, y — yo a tedy r — 0, pfi-
¢emz limitni proces probihé po polopiimkach se spoleénym pocatkem [0, 0],
pfipadné v bodé [z, yol.

Priklad 2.9. Vypoctéte limity nasledujicich funkci.

a) f(z,y) = 222 v bods [0, 0]

= z—2y

Resend. K bodu [0, 0] se budeme piiblizovat po piimce y = kz. Coz zapiSeme:

. 5z —3y? . 2*(5—3K?) 5 — 3k?
lim _— = — = lim2x = 0.
(z.y)—(00) T — 2y =0 x(1 — 2k) 70 1— 2k
y=kx

b) f(z,y) = (2* + 3/2)“’23/2 v bodé [0, 0]
Reseni. Zavedenim polarnich soufadnic a vyuzitim tvrzeni véty 2.5 dosté-
vame
lim (o 4 )0 =l () oot eoin®e

(2,4)—(0,0) r—0
. E 2\r*7cos? psin® ¢ cos? psin® @ __
= lim(*)""] = (1) =1
protoze
. . 4.
L = lim 62 r*Inr
r—0

a vyuzitim L‘Hospitalova pravidla dostavame

. i, Jim.. 4.
L:hme2r lnr:€2hmrﬂor lnT:u.:eO:l

r—0

Podle Véty 2.5 je i ptivodni limita rovna 1.

¢) f(z,y) = 2L v bodé [0, 0]

(@2+42)2
Reseni. Zavedenim polarnich soutadnic dostavame
2292 . rtsin®pcos?

hm _— = hm _ Sin2 C082 .
(@y)—(00) (2 4+ y2)2  r—0+ 4 ) %)

Protoze vysledek zavisi na ¢, tj. na cesté, po které se blizime k bodu [0, 0],
uvedend limita neexistuje.
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e Limitu Ize vypocitat také pouzitim zakladnich limit

sing(z,y) _ 4 (2.14)
(@y)—(ab)  g(x,y)
a
(@y)—(ab) g(z,y)
jestlize

lim z,y) =0
(Ly)ﬂ(a,b)g( 2

Priklad 2.10. Vypoctéte limity nasledujicich funkci.
a) f(z,y) = B2 v pods [2,3]
Resend. Limitu funkce vypodeme pouzitim zakladnich limity podle rovnice
(2.14), tedy
in(3z — 2
im sin(3z — 2y) 1
(@y)—(23)  3x—2y
protoze

lim (3z—2y)=0.
(x,y)—>(2,3)( v)

b) fxz,y) = B v bods [3,0]

Y

Resend. Limitu funkce vypodeme pouzitim zakladnich limity podle rovnice
(2.15) a rozsifenim citatele i jmenovatele virazem x, tedy

t { t
TG B 1 L/ TSR Sy
(z,y)—(3,0) Yy (z,9)—(3,0) Y (z,y)—(3,0) Y r—3
protoze
lim (xy) =0.
e ) 7Y

e Dalsim zptisobem je pouzitim zakladni limity

lim (14 g(z,y))7D =e, (2.16)
(z,y)—(a,b)
pokud

lim x,y) =0.
(x,y)ﬁ(a,b)g( v)
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Pouzijeme-li substituci ¢t = g(z,y), piseme t — 0 misto x — a, y — b. Tedy

lim (1 +¢)

t—0

Priklad 2.11. Vypoctéte limitu

22
1\ a5
lim 1+ - .
(z,y)—(00,1) x

Resend. K vypoctu limity pouzijeme vzorce pro zakladni limitu podle rovnice
(2.

16).
1\ =t 1\ =+
lim (1+—> = lim [(1—1——) } =L=ce,
(@,y)—(00,1) x (2,y)—(00,1) x
nebot

1 xT
InL= lim l r ~ln(1+—)]=
(z,y)—(c0,1) | T+ Y T
1 x
= lim [L’ -ln{ lim (1+—)}:1~lne:1.
(z,y)—(o0,1) T+ Y (z,y)—(00,1) x

2.4 Spojitost funkce

—e. (2.17)

Pomoci pojmu limita funkce definujeme spojitost funkce v bodé.

Definice 2.3. Rekneme, 7e funkce f : R? — R je spojitd v bodé [xg, yo] €
(R*)?, [xo, yo] € D(f), jestlize ma v tomto bodé vlastni limitu a plati

lim f(xvy) = f(xO;yO)‘
(z,y)—(0,y0)
Protoze se spojitost funkce dvou proménnych definuje pomoci pojmu limity
funkce stejné jako pro funkci jedné proménné, obdobné plati véta, ze soucet,
soucin a podil spojitych funkci je opét spojita funkce a dale také plati véta
o spojitosti slozené funkce.

Véta 2.6. Jsou-li funkce f, g spojité v bodé [xg, yo] € R?, pak jsou v tomto
bodé spojité i funkce f+ g, f-g aje-li g(xo,y0) # 0, je v tomto bodé spojita
také funkce f/g.

Véta 2.7. Necht funkce g, h jsou spojité v bodé [z, vo], uo = g(x0, o),
vo = h(xo,y0) a funkce f je spojitd v bodé [ug,vg]. Pak je v bodé [xg, yo]
spojita slozend funkce F(z,y) = f(g(x,y), h(z,v)).
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Poznamka 2.4. Napt. polynomy ve dvou proménnych, funkce sin u, cos u, €*,
kde u je polynom ve dvou proménnych jsou pfikladem funkci spojitych v celé
roviné.

Stejné jako pro funkci jedné proménné, plati pro funkci dvou proménnych
Weierstrassova véta.

Piipomenme, ze Weierstrassova véta pro funkce jedné proménné se tyka
funkci spojitych na uzavieném a ohranic¢eném intevalu, piicemz spojitost
na uzavieném intervalu znamend spojitost zleva (zprava) v pravém (levém)
krajnim bodé a normalni spojitost ve vnitfnich bodech.

Pro funkci dvou proménnych definujeme spojitost na mnoziné takto:

Definice 2.4. Rekneme, Ze fukce f je spojitd na mnoziné M C R2, jestlize
pro kazdy bod [z, yo] € M plati
lim f(@,y) = f(x0,Y0)-
(x,y)%(xo,yo)
(z,y)eM
Limitni vztah chapeme takto: Ke kazdému € > 0 existuje § > 0 takové, ze
pro kazdé [z, y] € Os([zo, yo]) N M plati | f(x,y) — f(xo,v0)| < .

Véta 2.8. (Weierstrassova) Necht funkce f je spojita na kompaktni mno-
7iné M C R?. Pak nabyva na M své nejmensi a nejvétsi hodnoty.

Pozndmka 2.5. Dusledkem této véty je ohranicenost spojité funkce na kom-
paktni mnoziné, coz byva nékdy spolu s Vétou 2.8 formulovano ve dvou
vétach jako prvni a druhd Weierstrassova véta.

Priklad 2.12. Urcete body, v nichZ nejsou nésledujici funkce spojité.

a) f(2,9) = Goatrae

Re$end. Funkce f1 = 3z +y, fo = (x —2)?+ (y + 3)? jsou polynomy ve dvou
proménnych a ty jsou spojité v celé roviné. Funkce f neni spojita v bodech,
ve kterych neni definovand a podle Véty 2.6 o podilu fo = (z — 2)? + (y +
3)? # 0. Tedy [2, —3] je bodem nespojitosti, nebot funkce neni v tomto bodé
definovana.

Reseni. Funkce f; = 1, fo = 222+ 3y2. Funkce f; je konstantni funkce, kterd
je spojita v celé roviné a funkce f; je polynom ve dvou proménnych a ty
jsou spojité v celé roviné. Funkce f neni spojita v bodech, ve kterych neni
definovand a podle Véty 2.6 o podilu f, = 222 +3y? # 0. Tedy [0, 0] je bodem
nespojitosti, nebot funkce neni v tomto bodé definovan4.
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. 1
C) f(l', y) ~ sin? wx+sin? Ty

Reseni. Funkce f; = 1, f, = sin®’7a + sin?ry. Funkce f; je konstantni
funkce, ktera je spojita v celé roviné a funkce f5 je goniometrickd funkce
ve dvou proménnych a ty jsou spojité v celé roviné. Funkce f neni spo-
jitd v bodech, ve kterych neni definovana a podle Véty 2.6 o podilu fo =
sin?tx 4+ sin?7y # 0. Do defini¢niho oboru nepatii body, pro které plati:
sintx = 0 a soucasné sin7y = 0, tedy mx = 7-m a my = 7 - n a po Gprave
dostavame z = m a y = n, kde m,n € Z. Body nespojitosti jsou tedy body
s celoc¢iselnymi soufadnicemi.

Q) f(e.y) = 7'

Resend. Funkce f; = 1, fy = 2% — %, Funkce f; je konstantni funkce, ktera
je spojita v celé roviné a funkce fy je polynom ve dvou proménnych a ty
jsou spojité v celé roviné. Funkce f neni spojita v bodech, ve kterych neni
definovand a podle Véty 2.6 o podilu f, = 2% — y? # 0. Do defini¢niho oboru
nepatii body, pro které plati:

2?2 —y? =0, tedy (z — y)(x +y) = 0, Body nespojitosti jsou tedy body, pro
které plati y # = a y # —x. Kfivkou nespojitosti jsou tedy primky y = =z,
y=—x.

e) f(x,y) = xzm_:;;y_4
Re$end. Funkce f; = x+2y, fo = 2% +1y*—4 jsou polynomy ve dvou promén-
nych a ty jsou spojité v celé roviné. Funkce f neni spojita v bodech, ve kterych
neni definovana, tj. 22+y? = 4 a podle Véty 2.6 o podilu f, = 22 +y*>—4 # 0.
Tedy body, v nichz funkce neni spojita tvori kruznici se stfedem v pocatku
a s polomérem 2.

Piiklad 2.13. Rozhodnéte, zda funkce f(z,y) definovana nésledujicim zpt-
sobem je spojita v bodé [0, 0]:

fz,y) = {ﬁiyz pro [r,4] 70 (2.18)

0 pro [z,y] =0 .

Regeni. Nejprve ovéiime, zda existuje lim, ,)—(0,0) f (2, y). Piiblizujeme-li se
k bodu [0, 0] po piimce o rovnici y = kx, mizeme psat:

i Ty? . x(kx)? , k2 i kx

im =lim——-"—=1lim ——— = lim =
(@y)—00) 22 +y2  a—022+ (kx)?2 2-022(1+ k%) 2-01+ k2
y = kx

I —
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Vidime, ze vysledna limita nezavisi na k, proto uvedena limita existuje. Vy-
Setfeme nyni, zda je v bodé [0, 0] spojita. Pfi vypoctu limity zavedeme polarni
soufadnice z = cosg, y = singp, je-li (x,y) — 0, je r — 0+ a dle Véty 2.5
dostavame:

2
L= i Y im

rcos - r?sin?
m 2.2 2
(z,y)—(0,0) T° + Y r—0 r

= lim 7 sin® ¢ cos ¢ = 0.
r—0

Vysledna limita je rovna L = 0 i pro body [z, y] # 0, proto funkce (2.18) je
spojitd v bodé [0, 0].

2.5 Cviéeni

Cviceni 2.1. Rozhodnéte, zda existuje limita:

5
a)  lim J b) lim *
(29)=(0.0) T + Y (@9)—(00) T +y
: 31 — 2y 5% — 3y?
c) 1m d) im ———
(@,y)—(0,0) D + Ty (2,9)—(0,0) 22 + 22

az™ — by" 322

e lim ——— f lim —MM—
) (z9)—(00) cz™ + dy” ) (@,9)—(0,0) y* — 5z + 3y

Vysledky 2.1. a) [neexistuje], b) [neexistuje], ¢) [neexistuje|, d) [neexistuje,
e) [neexistuje], f) [neexistuje, po cestach y = kz je L = 0, ale pro k = 2 je

_ 21
L=3%1]
Cviceni 2.2. Pomoci postupnych limit ovéite, Ze nasledujici limity neexis-
tuji:
) T —y ) x—2y
a) lim b) lim
(z,y)—(0,0) T + Y (@,9)—(0,0) 3T +y
2,2 _ 4 2 3 _ 3 2

(x,y)—>(1,2) X + y - 17 (m,y)H(O,O) T + y

Viysledky 2.2. a) [neexistuje, L; = —1, Ly = 1], b) [neexistuje, L; = —2,

Ly = 3 ], ¢) [neexistuje, Ly = §, Ly = 2], d) [neexistuje, L; = 3, Ly = 0].
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Cviceni 2.3. Vypoctéte limity nasledujicich funkei:

In(z + eY)
a lim  (hxy® —2v~! b lim ——=
) (m,y)—>(2,1)( y ) ) (x,y)—>(l,0) \/ 1’2 + y2
1 2 .2
0 dm [sn—o -0 @ m Y
(z,y)—(1,1) 4+ 2y T4y (zy)—(1,-1) = +y
4 4 _ 2 _
e) lim % f)  lim At
(x,y)ﬂ(3,3) xre — y ({E,y)—>(0,0) :By

Visledky 2.3. a) [L=9],b) [L=In2],¢) [L=0],d) [L=2],¢) [L =18],
f) [L=35 ]

Cviceni 2.4. Pomoci polarnich soufadnic vypoctéte limity nésledujicich
funkeci:

1 -1 Nty +1-1
a)  lim e b) lim ° y2 i 5
(z,y)—(0,0) T* + Y (z,y)—(0,0) ety
. (24+y2)2+1-1 . T4y
C) (a;yl)li»I%O,O) .Ty2 d) (:c,y)l—1>1(20,oo) x2 — Ty + y2
2 2
e) lim Tty

Vysledky 2.4. a) [L=0],b) [L=0],¢) [L=0],d) [L=0],e) [L=0].

Cviceni 2.5. Vypoctéte limity néasledujicich funkei:

I 3 in(622 + 612
2) lim sin(x + 3y) b)  lim sin( a; + 2y )
(@y)—(00) x+ 3y (zy)—(00)  2(x2? + y?)
9 (3 .3
c) lim - Ll d) lim —Sm(f +éy )
(z,y)—(0,0) SIn TY (z,y)—(0,0) T*+Y
1 1
e lim 1+ xy)=y f lim 14 22 + 3y)2=+8y
) (x,y)—>(070)( y) ) (z,y)—>(3,—2)( y)
) lm (14+z—y)v
8 (z,y)—(2,2)

Viysledky 2.5. a) [L = 1], b) [L =3],¢c) [L =2],d) [L =0],¢e) [L =¢] )
(L =e], g) [L=e.
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Cviceni 2.6. Urcete body, v nichz nejsou nésledujici funkce spojité:

Tx 1
a) f(z,y) = T2+ (g 2° b) f(x,y) = \/m

1 )
V@) = e A) fay) = 5
2
) f(29) = £) f(x,9) = In(1 — 2~ ?)

Vijsledky 2.6. a) [bod N = [2,2]], b) [bod N = [0,0]], ¢) [z =y = 2L, o =

y =k, k € Z ], d) [kfivka nespojitosti: y = 2z], e) [kfivka nespojitosti:
2 . v v 7 N

y = %], ) [kruznice se stfedem v pocatku a polomérem 1}.

Cviceni 2.7. Rozhodnéte, zda funkce f definovana nésledujicim zptisobem

je spojita v bodé [0, 0] :

a) f(z,y) = {:v:ff;‘l pro [z,y] # 0 , b) f(z,y) = {xfiyy4 pro [z,y] # 0,

0 pro [z,y] = 0. 0 pro [z,y] = 0.

Vysledky 2.7. a) [neni spojitd], b) [neni spojitd].



Parcialni derivace 34

Kapitola 3

Parcialni derivace

Pojem derivace funkce je druhym zakladnim pojmem diferencidlniho poctu.
Pripomenme definici a geometricky vyznam derivace funkce jedné proménné:
derivace funkce f : R — R v bodé z je limita

f'(xo) = lim M‘ (3.1)

z—zo T — Xg
Derivace funkce v bodé udéva smérnici teny ke kiivce y = f(x) v bodé
[0, f(x0)] € R. M&-li funkce f derivaci v bodé ¢, je v tomto bodé spojita

a existuje také limita funkce.

Limita funkce dvou proménnych je komplikovanéjsi pojem nez v pripadé
funkce jedné proménné, protoze k bodu [xg, o] € R? se mizeme bliZit né-
kolika zptisoby. Blizime-li se k bodu [zg,yo| ve sméru soufadnych os z a v,
dostavame se k pojmu parcidlni derivace funkce dvou proménnych.

Parcialni derivace funkce v libovolném bodé podle urcité proménné vypo-
¢itame tak, ze funkci derivujeme jen podle této proménné, pficemz ostatni
proménné povazujeme za konstanty. Rikdme pak, Ze tvorime parciding deri-
vace pruntho 7ddu nebo prosté pruni parcidlni derivace.

3.1 Parcialni derivace 1. radu

Definice 3.1. Necht funkce f : R? — R je definovana v bodé [z, o] a néja-
kém jeho okoli. Polozme () = f(x,yo). M&-1i funkce ¢ derivaci v bodé x,
nazyvame tuto derivaci parcidlni derivaci funkce f podle proménné x v bodé

[20, 0] a oznacujeme f,(zo, o), resp. %(%,yo), [ (w0, 0)-
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To znamena, ze

fz(x07y0> — lim M — lim f(l’,yo) B f(IO7yO). (32)

T—T0 T — Xo T—To T — 2o

Podobné, ma-li funkce 1(y) = f(xo,y) derivaci v bodé 1o, nazyvame tuto

derivaci parcidlni derivaci funkce f podle proménné y v bodé [xg, yo] a ozna-

cujeme f, (w0, o), resp. 5L (x0,90), f; (20, 0):

To znamena, ze

f,(z0, o) = lim M — lim f(@o,y) — f(anyO)' (3.3)

Y—yo Y—%Y y=Yo Y=Y

Pozndamka 3.1. Ma-li funkce z = f(x,y) parcidlni derivace ve vSech bodech
mnoziny N C D(f), jsou tyto derivace funkcemi proménnych z,y. Oznacu-
jeme je fo(z,y), fy(,y), ptipadné & f(z,y), & f(x,y), fo(z,9), (2, y), 2

/ !/
Zyy Zyy Z

x? y'

Véta 3.1. Necht funkce f, ¢ : R? — R maji parcidlni derivace podle pro-
ménné z;, i € {1,2}, na oteviené mnoziné M. Pak jejich soucet, rozdil, sou¢in
a podil ma na M parcialni derivaci podle x; a plati

1) & 0)] = o f (o) £ (),

(@] = 7 (@)gle) + T () 5g(a),

0 ( @) o @g@) — f(2)559()
dz; \ g(2) 9*(z) ’

pfi¢emz tvrzeni o podilu derivaci plati jen za predpokladu, ze g(z) # 0.

Vzorce pro vypocet parcialnich derivaci nékterych funkci:

Umluva. Je-li funkce u funkci jedné proménné, pak u’' zna¢i derivaci podle
této proménné. Tj.

_du ;o dv

- d_X’ v (y) - d_y

Predpokladejme, ze tyto vzorce plati vSude tam, kde jsou piislusné funkce
definované.

u'(x)
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o =u(2), 2 =1(y),
z = u(z)v(y),
2y = -0, Zy=u-v

2= —=,
v(y)
u v
Z$:E7 Zy_—U'v—z,
2 = [u(x)]"W,
2y =vu’ ", zy =u"lnu- v,

= [u(ajv y)]nv

2y = n[u(w,y)]”_lu;, zy = nfu(z, y)|" L/

z = sinu(z,y),

2 = cosu(z,y) - ul, zy = cosu(x,y) - u,.

z = tgu(z,y),
1 / 1 /
Zp = ——— - UL, Zy = ——— U,
cos? u(x, y) Y cos?u(w,y) Y
JRR—E

Y

zp = a"@ na -l zg=a""Y1na-u,.

z = log, u(x,y),




Parcialni derivace 37

z = arcsinu(z, y),

1 , 1
Re = 5 Uy Ry = 2 Uy
z = arctgu(z,y),
1 1
2y = u 2 ul

YT ulw )

z = [u(x, y)]v(x,y) —_ ov(@w) lnu(z,y)7

20 = [u(z, )] [ (o) + (o) u;}

z, = [u(z, y)]"@¥ [U; ‘Inu(z,y) + v(x, y)u@l’ i ug/} :

Priklad 3.1. Vypoctéte parcialni derivace funkce dvou proménnych

a) z = 2t + yt — 42?2

Reseni. Pri vypoctu paricalni derivace podle proménné x povazujeme pro-
ménnou y za konstantu, tj.

2y = 4 — 8z,

Analogicky, pfi vypoctu parcialni derivace podle proménné y povazujeme
proménnou x za konstantu, tedy

2y = 4o — 8x2y.

b) z = 322y + ™.

Resend. Pii vypo¢tu budeme postupovat jako v piredchozim piikladé, tedy
z, = bxy + €™y,

2y = 322 + e,
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Reseni. Protoze proménné z a y jsou separované, parcialni derivace vypoc-
teme tak, Ze jednu proménnou povazujeme za konstatntu a podle druhé pro-
ménné derivujeme, tedy

—2x sin x2
By = 5
Yy
—Ccos T
-
Y 2
Yy

d) z = arcsin £.
x

Reseni. Pii vypoc¢tu budeme opét postupovat jako v predchozich piikladech,

tedy
- (-5) =
=) = ———
1% T 22./1 - &

2 2

1 1 1
Zy = —2 E = —2 .
1-4 xy/1— ‘;’—2
Priklad 3.2. Vypoctéte parcialni derivace 1. fadu funkce
flr,y) = Va2 +y?em

Reseni. Pti vypoctu paricalni derivace podle proménné x povazujeme pro-
ménnou y za konstantu:

(%[\/m.ex%y?} :(%[(x +y)%- x+y2} _

1 _1
=5 (* +97) 72 20() + (2 4 )2 () 20 =
x 22 22442
=~ () 2(2 4 )3 () =
x? + 92
z(e”* )

_ne ") 2, 2
S [1+2(2% +¢?)].
Analogicky, pfi vypoc¢tu parcidlni derivace podle proménné y povazujeme
proménnou x za konstantu, tedy

— % (:v2 —|—y2)_% 2y(e” *+y
B Y 2+y :L‘ 2+y2 _
_ y(€x2+y2) 2 2

= ———= [1+2(" +¢7)].

aa (497 =
) + <x2+y2>%<ew2+y2>-2y=
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Pozndmka 3.2. U funkci jedné proménné plyne z existence derivace v daném
bodé spojitost funkce, u funkci dvou a vice proménnych toto tvrzeni neplati.

Mé-li funkce f : R? — R paricdlni derivace v bodé [z, 30, nemusi byt
v tomto bodé spojita, jak ukazuje nasledujici priklad.

Piiklad 3.3. Funkce definovana predpisem

2 prozx=0neboy =20

flz,y) = y
0 jinak

mé v bodé [0,0] obé parcidlni derivace rovny nule a neni zde spojita, pro-

toZze v tomto bodé neexistuje limita dané funkce (grafem funkce je rovina

podstavy, ve které je ,vyzdvizen“ pocatek soustavy soufadnic).

Parcialni derivace udava pouze informaci o chovani funkce ve smeérech rov-
nobéznych se souradnymi osami, proto z existence parcialni derivace neplyne
spojitost funkce. V jinych smérech, nez rovnobéznych se souradnymi osami,
se funkce muze chovat ,velice divoce“.

Priklad 3.4. Urcete rovnici te¢né roviny ke grafu funkce

flay) = v1-a?—y? (3.4)

v bodé [l’o,yo,zo] = [%7 \/L@?]

Reseni. Pripomenme, rovnice tecny ke grafu ma tvar

f(@) = f(xo) + f'(wo)(z — o). (3.5)
Analogicky, rovnice te¢né roviny ke grafu ma tvar

A f (o, vo) df (o, yo)

o ey~ ). (30

f(z,y) = fzo,90) + (x —x0) +
Nejprve tedy musime vyjadrit parcidlni derivace 1. fadu funkce (3.4) a pak
nalézt jejich funkéni hodnoty v daném bodé.

Po tpravé dostavame parcialni derivace 1. fadu funkce (3.4):

Of(z,y) _ —T
or -
8f(:c,y) —Y

dy V1—a22—y?
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a dosazenim zadaného bodu jejich funkéni hodnoty:

8f($0,y0) _ af(\/Lg7 \/Lg) -1
ox ox
1 1
8f(m0,y0) _ af(jga 73) -]
y ox

Nyni uz zbyva jen urcit soutadnici zy, kterou ziskame dosazenim soutadnic
[0, Yo] = [\/Lg, \/Lg] do pfedpisu zadaného rovnici (3.4), tedy

ZO:f($0ay0):%‘

Po dosazeni vypo¢tenych hodnot do rovnice (3.6) ziskdme hledanou rovnici
tecné roviny ke grafu funkce (3.4) v bodé [z, yo, 20] = [\/Lg, \/ig, \/Lg], ktera ma

tvar
1 1 1

fr)= 75— =)=

a po upraveé dostavame rovnici

x+y+z:\/§.

3.2 Parcialni derivace vyssich radu

Definice 3.2. Necht [x¢,yo] € D(f.). Existuje-li parcidlni derivace funkce
fz(x,y) podle proménné = v bodé [z, yo|, nazyvame tuto derivaci parcidlni
derivaci 2. tddu podle x funkce f v bodé [xg,yo] a znacime f,.(xo,yo) nebo
také %(wo,yo).

Existuje-li parcialni derivace funkce f,(x,y) podle proménné y v bodé [z, yo],
nazyvame tuto derivaci smisenou parcidlni derivaci 2. radu funkce f v bodé

vz L 52
(%0, Yo] & znacime f,, (o, yo) nebo také a‘igy (20, Yo)-

Analogicky definujeme parcialni derivace 2. fadu f,.(zo, yo) & fyy(z0, %o)-

Parciélni derivace n-tého fadu (n > 3) definujeme jako parcidlni derivace
derivaci (n — 1)-tého Fadu.

Priklad 3.5. Vypoctéte parcialni derivace 1. a 2. fadu funkce

z=a" (3.7)
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Reseni. Zadanou funkci 1ze zapsat ve tvaru

2
z=a¥ =, (3.8)
Parcialni derivaci prvniho fadu funkce (3.7) podle proménné x vypocitame
snadno pfimo ze zadani, tedy
2 2
2y = ﬁ z = ny(yQ’l) = y2xy2x’1 Y v )
Ox x
Parcialni derivaci prvniho fadu funkce (3.7) podle proménné y budeme po-
¢itat z rovnice (3.8), tedy

In :ry2 2
Zy=—z=c¢e Inx-2y) =22Y ylnx.
Y ay ( y) Yy
Parcidlni derivace druhého ¥adu funkce (3.7) budeme podcitat pomoci parci-
alni derivace prvniho fadu, tedy
0? 0

— — — 02(02 (y%2—2)
Zmr—@'z_a_x(zx)—y@ 1)xy )

82 a 2 2
W= 2 z= ay (2y) =Inz[22Y + (2" - Inz - 2y)2y].
SmiSené parcialni derivace druhého ¥adu funkce (3.7) budeme pocitat pomoci
parcialnich derivaci prvniho Fadu, tedy

z

0? 0
%= Gage = gy = 20 Ay e 2y = 252V (1 4y ),
0? 0

1
— — — 22D Uil — (v*-1) 2
Zyp = = —2, = T nr+zx 2y = 2yx 1+y“Inx).
Y oyor  Ox’ Y S (1+y )
Vsimnéme si, Ze z,, = 2,,. Nasledujici véta ukéZe, Ze tyto rovnosti nejsou
nédhodné.

Véta 3.2. (Schwarzova) Necht funkce f mé spojité parcidlni derivace
fay, fye v bod€ |20, yo]. Pak jsou tyto derivace zaménné, tj. plati

fa:y(x07y0) = fyx(xmyO)- (39)
Pro derivace vyssich tadi lze Schwarzovu vétu zapsat nasledujicim zptisobem.

Véta 3.3. M&-li funkce f v bodé [xg, yo] a néjakém jeho okoli spojité parcidlni
derivace az do fadu n, pak hodnota parcidlni derivace fadu n v libovolném
bodé z tohoto okoli zavisi pouze na tom, kolikrat se derivovalo podle pro-
ménné x a kolikrat podle proménné y, nikoliv na poradi, v jakém se podle
téchto proménnych derivovalo.
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Priklad 3.6. Vypoctéte smisené parcialni derivace 2. fadu funkce
flz,y) = 2" +y* — da?y? (3.10)
a presvédcte se o jejich zaménnosti.

Reseni. Defini¢nim oborem funkce (3.10) je mnozina D(f) = R2.
Pti vypoctu parcialni derivace podle proménné x povazujeme proménnou ¥y
za konstatntu, tedy

_ 8 _ 3 2
fw—%f(rcay)—% 8xy”.

Déle pri vypoctu parcialni derivace podle proménné y povazujeme promeén-
nou x za konstatntu, tedy

_ a _ 3 2
fy= 2y [z, y) = 4y” — 8x7y.

Smisené parcialni derivace druhého fadu budeme pocitat pomoci parcidlni
derivace prvniho tadu,

92
Ty — = —16zy,
Jou 0xdy wy
82
. = = —16
Ty Oyox “y
Vidime tedy,
fxy = fy:ra

ze smisené parcialni derivace 2. fddu se sobé rovnaji.

Priklad 3.7. Vypoctéte smisené parcialni derivace 2. fadu funkce

flz,y) = if‘z (3.11)

a presvédcte se o jejich zaménnosti.
Reseni. Definiénim oborem funkce (3.11) je mnozina D(f) = {(z,y) € R? :

T # Y}
Nejprve musime vypocitat parcidlni derivace 1. fadu funkce (3.11) podle
proménné x a promeénné y:

s 0@y @-y)—@+y 2%
T o (x —y)? (z —y)?
fzaf(x,y):(a:—y)+w+y: 2z

dy (z —y)? (z—y)*
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SmiSené parcidlni derivace 2. fadu funkce (3.11) vypocitame pomoci parcialni
derivace 1. radu:

CO0f(ry) 2@ -y —dylr—y)  2(y°—27)

fmy o 0x 0y - (35 _ y)4 = i y)4
ya dyox (z —y) CEO

. 7 Z ” — " v V\/ vel: . i /v Ve .7 7 'V .
Vidime, zZe fg, vz, Presveédcili jsme se, Ze smisené parcialni derivace 2
fadu funkce (3.11) jsou zdménné vsude, kde jsou definované.

Priklad 3.8. Vypoctéte parcialni derivace 2. fadu funkce
f(z,y) =¥ (3.12)
a presvédcte se o zaménnosti smiSenych parcidlnich derivaci.

Reseni. Defini¢nim oborem funkce (3.12) je mnozina D(f) = R2.
Nejprve musime vypocitat parcidlni derivace 1. fadu funkce (3.12) podle
proménné x a promeénné y:

of(z, _
fm:ﬂTy):ny 17
fy _ 6f(a$7y) _ aﬁeylnw — 2YInz.
Y Y

Parcidlni derivace 2. fadu funkce (3.12) vypocitdme pomoci parcidlni derivace
1. radu:

0% f(z,y) 2
= STy — 1)
faz 502 yly — 1)z¥=,
2
fou = %f;y) = (%a:yln:c = 2¥Inz?, proxz > 0.

SmiSené parcidlni derivace 2. fadu funkce (3.11) vypocitame pomoci parcialni
derivace 1. fadu:

0 1
fou = gx—gf =ye’ Iz +a- = (1+yha),
0
fo = P ptobios 4yt e = 971 4y Ina),
Yyoxr

Vidime, ze = Fesvédcili jsme se, ze smiSené parcidlni derivace 2.
) Ty YTy y
radu funkce (3.12) jsou zameénné.
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Priklad 3.9. Dokazte, Ze pro funkci ¢(x,y) = xe¥ + ye® plati vztah

Vg3 + Py3 — TPzy2 — YPr2y = 0. (313)

Reseni. Vypocitame-li jednotlivé parciadlni derivace dané funkce, dostaneme

83

P =5 o(r,y) = ye”,
63

P T a5 o(r,y) = ve,
3

Pry?2 = %@yz g0($, y) = ey,

83
P2y = m QO(ZE,y) =€

Dosazenim vypoctenych derivaci do rovnice (3.13) dostaneme:
ye’ 4+ xe? — xe¥ — ye” = 0. (3.14)

Tedy dokazali jsme vztah (3.13).

3.3 Smérové derivace, gradient

Parcialni derivace funkce f v bodé [xg, yo] € R? jsou obydejné derivace, které
ziskame zizenim defini¢niho oboru funkce f na pfimku jdouci bodem x a rov-
nobéznou s i-tou souradnicovou osou, kde i = {1,2}. Zobecnénim parcidlnich
derivaci jsou smérove derivace, které lze ziskat zizenim definicniho oboru
funkce na piimku jdouci bodem z a majici smér daného vektoru u € V2. To
tedy znamend, ze pak vySetfujeme funkci ¢(t) = f(z + tu), kterd je funkei
jedné proménné, pro kterou je pojem derivace jiz dobfe znam.

V? je standardni oznaceni pro zaméfeni dvou-rozmérného euklidovského pro-
storu.

Definice 3.3. Nechf f je funkce dvou proménnych, [z, yo] je vnitini bod
D(f), u € V2 Polozme ¢(t) = f(x + tu). M4-li funkce ¢ derivaci v bodé
0, nazyvame ji smérovou derivaci funkce f v bodé x (derivaci f ve sméru
vektoru u) a oznacujeme f,(r). To znamena, Ze

p(t) — ¢(0)

fu(z) = lim (3.15)
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Pozndmka 3.3. Necht (ey,es) je standardni baze v V? (vektor e;, i = {1,2}
ma na i-tém misté jednicku a na zbyvajicim misté nulu). Pak f..(z) = f,,(x),
tj. smérova derivace podle vektoru e; je totozna s parcidlni derivaci podle
proménné x;.

Definice 3.4. Necht funkce f(z,y) ma v bodé [zg,yo] € R? spojité obé
parcidlni derivace prvniho fadu. Pak gradient funkce f v bodé [z, o] je
vektor

gradf(x(byO) = (fr(mmy())?fy('rmy()))‘ (316>
Nékdy gradient funkce f oznacujeme V f (¢teme: nabla) a plati

Of (ro,y0) Of (xo, ?Jo))
dr Oy '

V f(xo, y0) = (

Necht M je mnoZina viech bodi [z, y] € R?, v nichZ existuje grad f(z, y). Vek-
torovou funkci definovanou na mnoziné M predpisem (x,y) — gradf(z,y)
nazyvame gradientem funkce f. Znacime ji gradf nebo V f.

Véta 3.4. Ma-li funkce f(x,y) v bodé [x¢, yo] € R? spojité parcialni derivace
prvniho f4du obou proménnych z,y, potom ma v bodé [zg,yo] smérovou
derivaci ve sméru kazdého (jednotkového) vektoru u € V? a plati

fu(wo,0) = grad f(zo, vo) - u, (3.17)

kde symbol - oznacuje skalarni soucin vektort.

Pozndmka 3.4. Plati f,(zo,v0) = |gradf(zo,vo)| - |u| - cos, ¢ €< 0,7 >,
kde ¢ je thel vektoru gradf(xo,vo),u. Tedy fu(xo,v0) je maximalni, kdyz
¢ = 0. Odtud plyne, ze gradf(zo,yo) urcuje smér, kterym f v bodé [z, yo)
roste nejrychleji.

Je-li gradf(zo,y0) = 0, je potom f,(zo,y0) = 0 pro kazdy vektor u € VZ.
Je-li grad f(zo, o) # 0, existuje mezi vSemi smérovymi derivacemi funkce f
v bodé [z9,70] € R? maximéalni smérové derivace. Je to derivace ve sméru

vektoru

. — 8radf(zo, o) (3.18)

\gradf(xo, yo)’ ’

pro kterou plati
fo(zo,90) = |grad f(zo, yo)|- (3.19)

2

2
Ti—y ¥
e v bodé

Piiklad 3.10. Vypoctéte smérovou derivaci funkce f(z,y) =
[1,1] a ve sméru vektoru u = (2,1).
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Resend. P¥imym dosazenim do definice 3.3 a vyuzitim I'Hospitalova pravidla
dostaneme

(1+28)2—(1+¢2)
f [1 1] . hm f([]-; 1] + t(27 1)) o hm f(]_ —I— 2t, 1 —|— t) o hm (1+2t)2+(1+t)2
@D - t—0 t o t—0 t o t—0 t
. e Lo (6 + 2)(562 4 6t + 2) — (32 + 26) (10t +6) _
0t 150 (5¢2 + 6t + 2)2 B

2.2-0-6
= ee— 1'
22

Piiklad 3.11. Vypoctéte smérovou derivaci funkce f(z,y) = x*> —y? v bodé
[1,1] ve sméru jednotkového vektoru, ktery svira s kladnym smérem osy x
thel Z.

3

Reseni. Nejprve uréeme vektor u = (uy, ug). Plati

u T
= =tgp=tg, =3,

Uy 3
tedy
Uy = V3uy. (3.20)
Daéle pro jednotkovy vektor plati
ui +uj = 1. (3.21)

Dosazenim (3.20) do rovnice (3.21 ) dostavame
ui + 3ud =1,

po upravée

1
Dosazenim (3.22) do rovnice (3.20) dostévame soufadnice vektoruu = (3, ‘/75)

Vypocet smérové derivace miizeme provést dvojim zpisobem:

a) Pfimym dosazenim do definice 3.3 a vyuzitim I’'Hospitalova pravidla
dostaneme

[(1+16)2 — (1 + L1)?

T )1, 1) = lim ¢ -
(Lt ) — (1 + VBt + 3%
= lim —
t—0 t
t— 3t +t2
:yné# :yné(l—\éwt) =1-3.
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b) Vyuzitim definice 3.4 dostaneme, Ze pro gradient funkce f plati

gradf(z,y) = (2, —2y) (3.23)

a déle dosazenim soufadnic bodu [1,1] do rovnice (3.23) dostaneme

gradf(1,1) = (2, —2).

Tedy
1 V3
A1) = gad (L 1) -u = (2.-2) - (5. 22) —1- V3
Priklad 3.12. Vypoctéte smérovou derivaci funkee f(z,y) = 2%y + In(7)
v bodé a = [2, 3] ve sméru vektoru u = (1, —2).
Resend. Vyuzitim definice 3.4 dostaneme, Ze pro gradient funkce f plati
1 1
gradf(z,y) = Vf(z,y) = (2:6?4 + it - ;) (3.24)

a déle dosazenim soufadnic bodu a do rovnice (3.24)dostaneme

radf(a) = (2,5
Tedy
fu(a) = gradf(a) -u = (25 E) - (1,-2) = 31

273 6
Priklad 3.13. Urcete bod, ve kterém je gradient funkce f(z,y) = In(zx + i)

roven vektoru u = (1, —4).

Reseni. Vypocitame gradient funkce f(z,y) = In(z + i) Pro parcialni deri-
vace prvniho fadu plati

1 Y
o) = 1 = (3.25)
1 -1 —1
= = , 3.26
fy(z,y) 1+$ Y2 T2 + ( )
Odtud )
y JE—
radf = ( , >
gradf xy+ 1 xy?> +y
Déle gradient funkce f porovname se zadanym vektorem u = (1, —%).
Plati

() =(-9)
xy+1" 22 +y 9/
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7 rovnosti slozek vektord dostaneme systém rovnic

Yy
=1 3.27
xy +1 ( )
—1 16
= —— 3.28
xy? +y 9 ( )

Dosazenim rovnice (3.27) do rovnice (3.28) dostdvame

116
v 9
Odtud plyne
3
Yy = 4
Dopocitame soutadnici x, pro y; = ¥ 3jexy=—Laproy = % jex
Gradient zadané funkce je roven vektoru (1, ——) v bodech [—3,

_ 7
2= 3-
i 53l
Priklad 3.14. Urcete body, ve kterych se velikost gradientu funkce f(z,y)
(22 + y2)2 rovna 2.

Resend. Vypoditame gradient funkce f(z,y) = (22 4 2)2. Pro parcialni de-
rivace prvniho fadu plati

> <x2 + y2> * 27 = 3ay/22 + 12 (3.29)

2
3 3
fulwy) =3 (:L“2 + yz) 2y = 3y\/a? 4y (3.30)

Odtud gradf = (3z/22 + y2, 3y\/22 + ¢2)
Pro velikost gradientu funkce f plati

fo(z,y) =

lgrad f| = 1/ (f2)? + (fy)? = V/922(2? + y2) + 9y (2> + ¢?) =

— VO = 367 + 4.

Dostavame tedy rovnici
3(2* +y°) = 2. (3.31)

Velikost gradientu funkce f(z,y) = (2% +y?)?
na kruznici 22 + % = 2.

Piiklad 3.15. Ovéite, zda je funkce f(z,y) = /2% +y v bodé¢ A = [1,2]

ve sméru vektoru u = (—3, 1) rostouci.

se rovna 2 v bodech, které lezi
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Resend. Vypoditame derivaci funkce f(z,y) = /2 +y v bodé A = [1,2]
ve sméru vektoru u = (—3,1). Nejprve uréime parcidlni derivace prvniho
fadu funkce f v bodé A.

R 3

fx(37;y) = m ) fm(A) = m (3-32)
1 1

fy(x,y) = m ’ fy(A) = SR (3.33)

Odtud plyne

gradf(A) = <% , %)

Urc¢ime derivaci ve sméru

Fuld) = radf(a) - u= (o o) (B ) = b =

3
23 2V3 T2v3 2v3 VB

Protoze derivace f,(A) je zapornd, funkce f je v bodé A ve sméru vektoru u
klesajici.

3.4 Cvicleni

Cviceni 3.1. Vypoctéte parcialni derivace 1. fadu funkei

a)z =32% —5y° +1 b) z = 4Va5 — Iny?
c) z = b’y d) z = 523y* — 2%y?
e)z = 2t +y* — da?y? f)z=sinz - lny
Visledky 3.1. 8) [z = 62, %, = —15¢7], b) [z = 2V, 2, = 2], )

(2. = 107y*, 2, = 202%y° |, d) [z, = 152%y® — 229, 2, = 102°y — 32°y?], e)
(20 = 42® — 8xy?, 2, = 4y° — 8a%y], f) [z, = cosz - Iny, 2, = =& |

CvicCeni 3.2. Vypoctéte parcialni derivace 1. fadu funkei

— 3
a)z = R b)z = il
r+y r—y
2 2 3 3
0o TV §. Bty
1.2 _ y2 1'2 + y2
- 2 —2x —3y2 x2
VySl@dky 322 a) [Zm = 2ﬁ7 Ry = @}72}32) [Z:zts: (17—3)247 Z?gj (x?;y)QL C)
[z = Gy 2 = o | ) e = et = Sowme ]
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Cviceni 3.3. Vypoctéte paricalni derivace 1. a 2. fadu funkci:

a)z =aY b) z = y*

Vysledky 3.3. a) [z, = y-a¥™', 2z, = 2¥Inz, 2, = y(y — 1)av™2, 2, =
0’2, 2y = 2y = 2V 1+ ylna) | b) [z, = v* T ny, 2, = (v + 1)y7,
Zow = YT 0%y, 2, = 2(2 4+ Dy" Y 2ay = 240 = V¥[L+ (2 + 1) Iny] ]

Cviceni 3.4. Vypoctéte paricalni derivace 1. a 2. Fadu funkci:

a)z= (5a%y — P +7)° [ P —

)z = (52y —y’ +7) ) ey
2

¢) z = sin — d)z = zsin(z + y)
T

Vijsledky 3.4. a) [ = 30(52%y — y* + 7)’xy, 2, = 3(bay —y° + 7)*(a” —
3y?), zee = 600(522y — 3 + 7)xy? + 30(52%y — y> 4+ 7)%y, 2y, = 6(52%y — > +
7)(2*=3y*)* = 18(52%y—y*+7)%y, 2ay = 2ye = 60(52°y—y°+7)(52% —=3y*)zy+

x2 _

30(52%y — ¥ + 7)), b) [z, \/xi+y2 ~ T 2y = —m, Zyy =
-3 33 3xy>

N Y o Y o Y o B Y o

—%,] C) 2y = —z—z -cos(%), zy = 2 -cos%, Zyg = ;—3{1 -sin & 21%2 :

cos%, Zyy = _;ng -sin% + % . cos%, Zoy = Zyz = 2%33 . sin% — i—gcos%,] d)

[z, = sin(z+y)+x cos(z+Yy), 2z, = xcos(x+Yy), zze = 2cos(x+y)—xsin(z+
Y), Zyy = —xsin(x +y), 2my = 2y = cos(z +y) — rsin(z + y).

Cviceni 3.5. Vypoctéte parcidlni derivace 1. fadu funkei:

Viysledky 3.5. a) [z, = % (3)

zg=x-€"] c) [z, = eV, z,=5%-ev |, d) [zx:e%( — 1), z, =ex|.
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Cviceni 3.6. Vypoctéte parcialni derivace 1. fadu funkei:
1 T —y
= —In(a? + ¢ b)z =1
a)z 2n(9c +y°) )z nx—l—y
¢) z = arcsin — z = arcsin ———
y Va2 +y?
Y 1
e) z = arctg ; )z arctg L
Vysledky 3.6. a) [ Zg = meyz, 2y = z2—2{-y2’ |, b) [z, = meyym Zy = ﬁ, ], ¢)
oo = i o = i b O e = Al = sl ) e =

= e D) 1% = e 2 =

Cviceni 3.7. Urcete rovnici tecné roviny ke grafu funkce v daném bodé:

a) f(z,y) = 2* + 2y + 27,

b) f(z,y) = arctg 2,
x

1,1,4]
1,-1,7].

[CCOa Yo, ZO] =

[I(h Yo, ZO] -

Visledky 3.7. a) [3Bx +5y—2z=4],b) [zo=—-F, o +y—22=15]

Cviceni 3.8. Urcete gradient funkce:

a) f(x,y) =

1+ y?

Visledky 3.8. a) [gradf = (11>
b) [gradf (——v2

o a2 g2
b - Y it
) f(x,y) = arcsin e

_—2zy ) ]
T2 (r?)2) b
—12/2

(z24y2 \/xz

2’ x2+y2)\/x2_y )]

Cviceni 3.9. Vypoctéte smérovou derivaci funkce v daném bodé a daném

) £a.) = Tnfe -+ 9), ool = (1.2 w = (22, 22),
b) f(:v,y) = ln(x2 + y2)7 [$0>y0] = [1’ 2]’ u= (1, 1)7

) 1) = awcta(ay). lroo] = 11w = (L2, 22),
d) f(z,y) = In(e” + €Y), [zo,y0] = [0,0], u = (cos a, sin ).

Visledky 3.9. a) [f.(1,2) = %2 ],

[fu(070) — sinoc—gcosa]‘

b) [fu(1,2) = ¥ ],

c) [£.(0,0) = £ ], d)
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Kapitola 4

Lokalni extrémy

vvvvvv

poctu. Je to proto, ze v kazdodennim zivoté se kazdy z nas setkava s fesenim
néjakych extremdlnich tloh, jako jsou napf. prirodovédné déje probihajici
tak, Ze jista veli¢ina nabyva své nejvétsi nebo nejmensi hodnoty (vykonana
prace, dodané teplo).

Pii studiu lokalnich extrému vysetiujeme danou funkci pouze lokalné tj.
v okoli né¢jakého bodu.

4.1 Lokalni extrémy

Definice 4.1. Rekneme, 7e funkce f : R? — R nabyva v bodé (g, o) € R? :
e lokdlniho mazima, jestlize existuje okoli O(xg,yo) bodu (z¢,yo) takové, ze
pro kazdé (z,y) € O(zo,yo) plati f(z,y) < f(xo,yo),

e ostrého lokdlniho mazima, jestlize existuje okoli O(xg, yo) bodu (z¢, yo) ta-
kové, 7e pro kazdé (z,y) € O(ro, yo) ~ (o, yo) Plati F(z,y) < f(x0,yo).
Analogicky pro f(z,y) > f(zo,y0), resp. f(z,y) > f(xo,yo) definujeme lo-
kdlni minimum, resp. ostré lokdlni minimum.

Pro (ostra) lokalni maxima a minima budeme pouzivat spoleény termin (os-
tré) lokdlni extrémy.

Piiklad 4.1. i) Funkce f(z,y) = \/2*+ y* ma v bodé [z,y] = [0,0] ostré
lokalni minimum, protoze f(0,0) = 0 a pro kazdé [z, y] # [0,0] je f(x,y) > 0.

ii) Funkce f : R? — R definované predpisem

_Jzt+y* pro[z,y] #[0,0],
flay) = {1 pro [z,y] = [0, 0]
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méa v bodé [0, 0] ostré lokdlni maximum, protoze pro [z, y] # [0, 0] dostate¢né
blizko pocatku plati f(z,y) < f(0,0) = 1.

Poznamka 4.1. Ptedchézejici priklady ukazuji skutec¢nost, ze pro existenci
lokalniho extrému v néjakém bodé funkce nemusi mit dand funkce v tomto
bodé parcialni derivace a nemusi zde byt dokonce ani spojitd.

V pripadé, ze funkce ma v daném bodé parcialni derivace si uvedeme nutné
a postacujici podminky pro existenci lokalniho extrému.

Definice 4.2. Necht f : R? — R. Rekneme, Ze bod [zg, yo] € R? je stacio-
ndrni bod funkce f, jestlize v bodé [xq,yo| existuji parcidlni derivace funkce

f a plati
df (o, yo) Af (o, yo)
ox oy

Nasledujici véta, kterad zastupuje nutnou podminku existence lokalniho ex-
trému, byva v nékteré literatufe oznacovana jako Fermatova véta.

— 0, — 0. (4.1)

Vé&ta 4.1. Necht funkce f : R* — R ma v bodé [zg, yo] € R? lokélni extrém
a v tomto bodé existuji parcialni derivace funkce f. Pak je bod [zg, o] jejim
staciondrnim bodem, tj. plati (4.1).

Pozndmka 4.2. Funkce f : R? — R mtiZze mit lokalni extrém pouze ve svém
stacionarnim bodé, nebo v bodé, kde neexistuje alespon jdena z parcialnich
derivaci.

Stacionarni bod nemusi byt bodem lokalniho extrému, muze nastat pripad,
kdy funkce f mé stacionarni bod [z, yo|, ktery v tomto bodé nemd lokalni
extrém, pak takovy bod nazyvame sedlem.

Véta 4.2. (Postacujici podminka pro ezistenci lokdlniho extrému,)

Necht funkce f : R? — R md v bodé [zg,50] € R? a néjakém jeho okoli
spojité parcidlni derivace druhého fadu a necht [xg,yo] je jeji staciondrni
bod. Jestlize

D(0,Y0) = fuu(T0, Y0) fyy(T0, Yo) — [fuy (0, y0)]* > 0, (4.2)

pak mé funkce f v [zg,yo] ostry lokalni extrém. Je-li f..(xo,y0) > 0, jde o
minimum, je-li f..(zo,%0) < 0, jde 0 maximum.
Jestlize D(xg,yo) < 0, pak v bodé [z, yo] lokalni extrém nenastava.

Jestlize D(xg,yo) = 0, pak funkce f mize, ale nemusi mit v bodé [z, yo]
lokéalni extrém. Pokud takova situace nastane, je tieba k vySetifeni extrému
rozhodnout jednim z nasledujicich zpiisob:
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a) podle definice 4.1. Pro body (z,y) z okoli bodu (¢, y9) musi platit:

f(x,y) > f(x0,v0),

tedy
f(z,y) — f(zo,y0) >0 pro ptipad lokélniho minima (4.3)
a
f(ZL“,y) S f(x07y0)7
tedy

f(z,y) — f(zo,90) <0  pro piipad lokdlntho maxima. (4.4)

b) pouzitim svazku p¥imek y — yo = k(z — x¢). Danou funkci pak vy-
Setfujeme na téchto pfimkach jako funkci jedné proménné z, pricemz vyraz
zavisly na parametru k rozhodne o extrému. Tim vlastné hledame extrémy
ezl plochy s rovinami svazku o, osa je rovnobézna s osou z (0||z) a prolozené
bodem (z¢,yo). VSechny tyto fezy maji v bodé (xg, o) stejny extrém jako
funkce z = f(x,y), pokud extrém existuje.

Priklad 4.2. Urcete lokdlni extrémy funkce f(z,y) = 22® — zy® + 5x? + ¢

Reseni. Zadana funkce f je polynom proménnych z,y, tedy jeji parcidlni
derivace jsou spojité v celém R2. Proto lokilni extrémy mohou nastat pouze
ve stacionarnich bodech, které najdeme jako feSeni soustavy rovnic

fo(z,y) = 62> — 9 + 100 =0 (4.5)
fylz,y) = —2zy + 2y =ay —y=y(x —1)=0. (4.6)

Z rovnice (4.6) plynou dva pfipady:

i)y=0neboz—1=0
Dosazenim do rovnice (4.5) y = 0 dostavame

622+ 102 =0

odkud 5
T = O, To = —g.

Funkce mé stacionarni body P, = [0,0], P, = [-2,0].
Déle dosazenim do rovnice (4.5) = 1 dostavame

y> =16
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odkud
=4, Yo = —4.
Dohromady dostavame dalsi dva stacionarni body P = [1,4], Py = [1, —4].

ii) y =0 asoucasné z —1 =0
Dosazenim do rovnice (4.5) dostavame

6410 — 0 £ 0.

Vidime, bod [1, 0] prvni rovnici nevyhovuje, neni tedy feSenim soustavy rov-
nic.

Dana funkce ma ¢tyfi stacionarni body Py, P, P3, P,. Nyni budeme vyset-
fovat, ktery ze stacionarnich bodi spliiuje postacujici podminku existence
extrému dle Véty 4.2.

Parcialni derivace 2. fadu jsou rovny:

fea(w,y) =120+ 10, fy(z,y) = 20 +2,  fi(2,y) = —2y.

Pro bod P, = |0, 0] dostavame:

Joa(P1) =10, fyy(P1) =2, fo(P1) =0

D(P) = foulP1) -+ fyy(P1) — f2,(P1) =10-2—0 =20 > 0.

Postacujici podminka pro lokalni extrém dané funkce v bodé P, = [0, 0]
je spliiena. Déle vidime, ze znaménko druhé parciélni derivace f,.(0,0) =
12-0+ 10 = 10 > 0, proto ve stacionarnim bodé P; = [0, 0] nastava lokalni
minimum.

Pro ostatni body postupujeme zcela analogicky.

Bod P, = [—%, 0], plati

16

fra(P2) = =10, fy(P2) = 2" fuy(P2) =0

D(P2) = f:mc(P2) : fyy(P2> — zy(PQ) =—10- ? < 07

proto v bodé P, nenastava extrém.
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Bod P; = [1, 4], plati
foo(P3) =22, fy (P3) =0,  fo(P3) = —8
D(Ps) = fua(Ps) - fyy(Ps) = fuy(P3)* =220 — (=8%) <0,
v bodé P; nenastéva extrém.
Bod P, = [1, —4], plati

ffEiE(P4) = 227 fyy(P4) = 07 fxy(P4) = -8
D(P4) = f:r:r(P4) ' fyy(P4) - :?y(P4) =22-0— 82 < 07

v bodé P, nenastava extrém.

Priklad 4.3. Urcete lokalni extrémy funkce f(z,y) = —3z* — 5y’

Reseni. Zadana funkce f je polynom proménnych z,y, tedy jeji parcidlni
derivace jsou spojité v celém R2. Proto lokalni extrémy mohou nastat pouze
ve stacionarnich bodech.

folz,y) =—122=0,  f,(z,y) = —20y° = 0.

Vidime, Ze dand funkce f maé jediny stacionarni bod P = [0, 0], vySetifeme
tedy postacujici podminku extrému:

fea(m,y) = =362%,  f,,(2,y) = —60y>, f., = 0.

Potom

vidime tedy, Ze o lokdlnim extrému nelze timto zptsobem rozhodnout.
Ukéazeme si nékolik zptisobt, jak postupovat. Zkoumejme tedy okoli bodu
P =10,0]:

a) pouzitim rozdilu funkcich hodnot podle (4.3) a (4.4):
f(x,y)— f(zo,y0) = —3x*—5y*—0 < 0 pro kazdy bod [z, y] € R? z okoli bodu
[0, yo] = [0, 0]. Proto dand funkce f ma v bodé [0, 0] lokdlni extrém, a to lo-
kalni maximum. Funkéni hodnota tohoto lokdlniho maxima je f(x,y)max = 0.
Jiny lokalni extrém dané funkce neexistuje.
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b) pouzitim svazku piimek y = kz :
Piislusné funkce proménné z je dana rovnici: z = —x*(3 + 5k*).
Jeji derivace:

2 = —4a%(3 + 5kY), 2 = —124%(3 + 5KY),
2 = _945(3 4 514, 207 = —24(3 + 5KY).

A7 derivace 4. fadu je pro x = 0 rizna od nuly, ale je zavisld na parametru
k tak, ze pro kazdé k € R je stale zaporna. Jde tedy o extrém, a to o lokalni
maximum. Jiny lokalni extrém dané funkce neexistuje.

c) nékdy lze o existenci i kvalité extrému rozhodnout tsudkem, napf.
v daném piipadé je ziejmé z < 0 pro kazdé (x,y) € R*> a z = 0 pro
x = 0,y = 0. Z toho plyne, Ze v bodé [0,0] mé funkce nejvétsi hodnotu,
proto se jedna o lokalni maximum dané funkce.
V jednoduchych piipadech mtizeme vyuzit geometrického znézornéni, zvlaste
kdyz grafem dané funkce je plocha, kvadrika apod., jejiz polohu si dovedeme
v soustavé soradnic predstavit.

Priklad 4.4. Urcete lokalni extrémy funkce f(z,y) = (z — 1)3(y + 2).

Reseni. Zadand funkce f je polynom proménnych z,y, tedy jeji parcialni
derivace jsou spojité v celém R2. Proto lokalni extrémy mohou nastat pouze
ve stacionarnich bodech. Tyto body jsou urceny rovnicemi

falz,y) =3(x = 1)*(y +2)* =0, (4.7)
fyz,y) =3(y +2)*(x = 1)* = 0. (4.8)
Po vydéleni rovnice (4.7) rovnici (4.8) dostaneme rovnici
y+2
=0
x—1 ’
kde vidime, Ze rovnice ma jediny staciondrni bod P = [1,—2]|. VySetfeme

postacujici podminku pro extrém:

fra(z,y) = 6(z = 1)(y +2)°,  fyy(z,y) = 6(y + 2)(z —1)°,
foy = 9(x = 1)*(y +2)%.
Potom
D<P) = fx:c(P) ’ fyy(P) - :?y(P) =0,
vidime tedy, zZe o lokdlnim extrému nelze timto zptisobem rozhodnout.
Proto zkouméame okoli bodu P = [1, —2] :
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a) z definice 4.1: vySetfeme rozdil

fle,y) = f(1,-2) = (¢ + 1)*(y +2°) = 0
e je zdporny prox < 1,y > —2aproz > 1y < —2,
e je kladny prox < 1,y < —2aprox > 1,y > —2.

V okoli bodu [1,-2] nema rozdil stale stejné znaménko a proto extrém v bodé
P = [1, —2] neexistuje.

b) pouzitim svazku p¥imek prochézejici bodem [1, —2]. Jde o ptimky, které
maji rovnici y +2 = k(z — 1), k € R.
Rovnici svazku pfimek upravime a dostavame y = kx — k — 2. Prislusna
funkce proménné x ma tvar:

z= (v —1)°%.
Jeji derivace:
2 =6(x — 1)°k%, 2" =30(x — 1)*k?,
200 = 120(x — 1)%k?, 2 = 360(x — 1)%k?,
2 = 720(z — 1)k3, 20 = 720%3.

Vidime, ze az derivace 6. fddu je pro x = 1 rizna od nuly, ale je zavisla
na parametru k. Protoze pro rizna k nemé tato derivace stale stejné zna-
ménko, extrém v bodé P = [1, —2| nenastava.

Piiklad 4.5. Urcete lokdlni extrémy funkce f(z,y) = e**~¥(5 — 2z + ).

Reseni. Zadana funkce f je polynom proménnjch z,y, tedy jeji parcidlni
derivace jsou spojité v celém R2. Proto lokilni extrémy mohou nastat pouze
ve stacionarnich bodech. Plati

fe(z,y) = ex2_y(—4a:2 + 2zy + 10x — 2) =0,
z2—
fy(z,y) =€ Y2z —y—4) =0.
Protoze =¥ > 0 pro viechna [z,y] € R? dostavame soustavu rovnic

—42? 4 22y + 102 — 2 =0,
20 —y — 4 =0.
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Reseni soustavy rovnic dosazovaci metodou vede k rovnici 2z — 2 = 0, odkud
dostavame z = 1 a déle y = —2.

Existuje jediny stacionarni bod P = [1, —2]. VySetfeme postacujici podminku
extrému:

Foa(m,y) = € 7(=82° + 422y + 202 — 12z + 2y + 10),
fu(x,y) = Y22 + y + 3),
fay(z,y) = e Y(—4a® + 2y + 67 — 2).

Potom

fua(1,—2) = =263, fuu(1,—2) = —¢?, fay(4,4) = —4é®,

dale
D(P) = fuu(P) - fu (P) — f2,(P) = 2e% — 16¢° < 0.

Ty

Dané funkce nemd lokalni extrém v bodé P = [1, —2].

Poznamka 4.3. Kromé stacionarniho bodu miize vést k lokdlnimu extrému
funkce z = f(z,y) také bod (¢, yo), ve kterém obé parcialni derivace prvniho
radu f, f, neexistuji, nebo také bod, ve kterém je jedna derivace rovna nule
a druhd neexistuje. Funkce musi byt zfejmé v bodé [z, o] definovana a bod
musi byt vnitinim bodem defini¢niho oboru.

Ma-li funkce v tomto bodé skutecné extrém, zjistime opét vysetfovanim okoli
tohoto bodu, zpravidla pouzitim rozdilu funkénich hodnot f(z,vy)— f(xo, yo)-
S takovymi pfipady se setkdvame nejcastéji u iracionalnich funkei.

Piiklad 4.6. Urcete lokalni extrémy funkce f(z,y) = ¢/ (2 +2)23/(2 — y)2.
Resend. Parcialni derivace prvniho ¥adu funkce f jsou:

S 2VEZW ey = VD

fw(xvy)_my —m.

Pro rovnice stacionarnich bodt dostaneme

fo(z,y) =0, kdyz y = 2,
fy(x,y) =0, kdyz x = 2.

Neexistuje tedy dvojice [x,y], pro niz jsou obé derivace rovny nule. Funkce
nema stacionarni bod, a proto neexistuji lokalni extrémy ve stacionarnich

bodech.
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Vysettujeme tedy body, ve kterych parcialni derivace neexistuji:

a) Obé derivace neexistuji v bodé [—2, 2]. Funkce mize mit v tomto bodé
lokalni extrém. Pouzijeme tedy rozdilu funkénich hodnot f(x,y) — f(zo,yo)
v okoli bodu [-2,2] :

fla,y) = f(=2,2) = /(2 +2)?Y/(2-y)? - 0>0

pro kazdou dvojici [z, y] z okoli bodu [—2,2].
V bodé [—2,2] méa dana funkce lokalni minimum.

b) Pro body pfimky x = —2 derivace f,(z,y) neexistuje a derivace
fy(z,y) = 0. V bodech pfimky z = —2 mtize nastat neostry lokalni extrém.

flay) — f(=2,9) =2+ 22/ 2= y)2—0>0

pro kazdou dvojici [z, y| z okoli bodid piimky x = —2.
V bodech pfimky z = —2 ma dana funkce neostré lokalni minimum.

c¢) Pro body piimky y = 2 derivace f,(z,y) = 0 a derivace f,(x,y) nee-
xistuje. V bodech pfimky y = 2 miize nastat neostry lokalni extrém.

fl@y) = f(2,2) =2 +2)2Y/(2-y)?—0>0

pro kazdou dvojici [z, y] z okoli bodi pfimky y = 2.
V bodech piimky y = 2 mé dané funkce neostré lokalni minimum.

Priklad 4.7. Urcete lokalni extrémy funkce

flz,y) =2y —2®>—y+6x+3,y>0.

Reseni. Parcidlni derivace prvniho fadu funkce f jsou:

fo(z,y) =y —2x+6 (4.9)

fy(z,y) = % ! (4.10)

1) Uréeme stacionarni body. Tyto body jsou feSenim soustavy

VYy—2x+6=0
x

~——1=0,
2y
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které vyhovuje bod P = [4,4] a je jedinym staciondrnim bodem.
Vysetfeme postacujici podminku extrému:

fmz(xay) = _27
T
fou(,y) = _ma
1
fay(z,y) = ﬁ
Potom . .
fm@(4’4) =2, fyy(4’4) = _ga fmy(47 4) = Z
a
1 1
D(P) = £2a(P) - fu(P) = F2,(P) = 5 = 17 > 0

a dale vidime, ze f,.(4,4) = —2 < 0, tedy funkce f ma v bodé P = [4,4]
lokalni maximum.

2) Body, ve kterych neexistuje néktera parcialni derivace. Z rovnic (4.9),
(4.10) plyne, ze fy(x,y) = 0 v bod€ [3,0] a f,(x,y) neexistuje v bodé [3,0].
To tedy znamend, ze v bodé [3,0] by funkce f mohla mit lokdlni extrém, ale
protoze tento bod neni vnitifnim bodem defini¢niho oboru (lezi na hranici),
lokalni extrém v tomto bodé neexistuje.

4.2 Vazané extrémy

Urcujeme-li lokalni exrém funkce z = f(x,y), jsou-li proménné x,y vazany
podminkou
o(r,y) =k, kdekeR,

mluvime o vazaném extrému.

Urceni vazanych extrémi funkci je obecné velmi obtizné. Ukazme si zde né-
které zakladni priklady.

Funkce z = f(z,y) za podminky ¢(z,y) = 0 je funkce jedné proménné. Jeji
zapis ve tvaru z = fi(z), resp. z = fo(y) dostaneme tak, kdyZ z rovnice
©(x,y) = 0 bude mozné jednu z proménnych z,y vyjadiit jako funkei druhé
proménné a pak dosadit do funkce z = f(x,y) za y, piipadné za x.

Priklad 4.8. Vypoctéte vazany extrém funkce
z =P (4.11)

jestlize x +y — 3 = 0.
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Resend. Z rovice x+y—3 = 0 si vyjadiime jednu proménnou, napt. y = 3—x,
dosadime do rovnice (4.11) a vypocteme jeji derivace:

z=a+ (3 —12)* =27 — 27Tz + 927,
2= —27+ 18,
2" =18.

Nutna podminka pro lokalni extrém funkce jedné proménné: —27 + 18z = 0,

odkud dostavame x = %, a po dosazeni za x do rovnice y = 3 — x, dostaneme

Yy = %, kterd vede k extrému, protoze z” # 0 pro vSechna x € R.
Déle 2” > 0 vede bod [2, 2] k lokalnimu minimu funkce (4.11), s podminkou,

272
zex+y—3=0.
Priklad 4.9. Vypoctéte vazany extrém funkce
z =y, (4.12)

jestlize z +y = 1.

Reseni. Z rovice x + y = 1 si vyjadiime jednu proménnou, napi. y = 1 — x,
dosadime do rovnice (4.12) a vypocteme jeji derivace:

z=a(l—1)=2—2°
'=1- 2z,

z
2= -2

Nutnéd podminka pro lokalni extrém funkce jedné proménné: 1 — 2z = 0,
odkud dostavame x = %, a po dosazeni za x do rovnice y = 1 — x, dostaneme
Yy = %, ktera vede k extrému, protoze z” # 0 pro vSechna x € R.

Dale z” < 0 vede bod [, 1] k lokélnimu maximu funkce (4.12), s podminkou,
zex+y—3=0.

4.3 Cviceni

Cviceni 4.1. Urcete lokalni extrémy funkce:

a)z=a>+xy+9y* — 62— 9y b)z = 2xy — 2z — 4y
c)z=9—(z—5)*+ (y—4)? d) z = 2° + zy® + 6y
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Vysledky 4.1. a) [zmin = —21 v bodé P = [1,4] |, b) [neexistuji], c) [neexistuji
], d) [2min = —6v/3vbods P, = [\/5, —3], Zmax = 6v/3 v bods P, = [—\/3, —3]
], €) [Zmin = —1 v bodé P = [1,1] ], f) [2mmm = 30 v bodé P = [5,2] |, g)
[Zmin = 3 — £ v bodé P = [0, —1] .

Cviceni 4.2. Urcete lokalni extrémy funkce:

a)z=a2"-3xy -+ +y—7 b)z = 2® 4+ a® + 2ax cosy, a > 0
c)z=2"y*(12 —z — y) d) z = sinz + siny + cos(z + y)

Visledky 4.2. a) [zmin = —7 v bodé P = [1,1] |, b) [tmax = % + a® — &
vbodé P = [-% 2] |, ¢) [2max = 27648 v bodé P = [6,4] ], d) [2max = 3

v bodech P, = [§ + 2nm, 5 + 2mm), P, = [°F + 2nm, 5% + 2ma], m,n € Z. ).

Cviceni 4.3. Vypoctéte vazané extrémy funkce:

a)z = x +y, jestlize xy =1

b) z = x + y, jestlize 4yt =1
1 1. 1 1

c)z = —+ —, jestlize —+—==1
'y 22 2

Vysledky 4.3. &) [2max = —2 v bodé P, = [—1, —1], Zyin = 2 v bodé P, = [1,1
[, b) [2max = V2 vbod& P = [ 5, 75, Zmin = —V2vbodé P, = [~ 75, — ]|
C) [Zmax = \/5 v bodé Pl - [\/ia \/5]7 Zmin = _\/§ v bodé P2 = [_\/_7 _\/i]
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