Cviceni 5-6- PS
Derivace funkce

2. listopadu 2006

Priklady z textu J. Dockal : Matematika I- feSené priklady - ucebni text
kombinovaného studia FSI VUT Brno - www.fme.vutbr.cz/opory/ na str.
36 - 39.

Otazky a ulohy

1.

2.

10.
11.
12.

13.

Uvedte presnou definici derivace funkce.

Co jsou tecna a normaéla ke grafu funkce? Odvodte jejich rovnice.

. Co jsou jednostranné derivace?

. Co je nevlastni derivace?

Uvedte vzorce pro derivovani souctu a rozdilu funkei.
Uvedte vétu pro derivovani slozené funkce.

Uvedte vétu pro derivovani inverzni funkce.

Co je logaritmicka derivace a k ¢emu slouzi?

Uvedte vétu o ryze monoténni funkei v bodé.

Uvedte Rolle‘ovu vétu.

Uvedte Cauchy‘ovu vétu o stfedni hodnoteé.

Uvedte Lagrange‘ovu vétu o stfedni hodnoteé.

Uvedte vétu o monotdénni funkei na intervalu.



14.
15.
16.
17.

18.

19.

20.
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30.

31.

32.

33.

Co jsou vyssi derivace?
Uvedte Leibnitzuv vzorec pro n-tou derivaci.
Uvedte 1‘Hospitalovo pravidlo.

Vysvétlete postup pri vypoctu limit neurcitych vyrazi typu 0 - oo
a oo — 00.

Vysvétlete postup pii vypoctu limit neuréitych vyrazt typu 0°, 1°°, 0c?.

Co je stfed oscila¢ni kruznice grafu funkce a jak se odvodi vzorce pro
vypocet jeho soufadnic?

Jak se definuje pojem kfivka v roviné€ a co jsou jeji parametrické rov-
nice?

Odvodte rovnice teény a normaly ke kiivce dané parametricky.
Jak se odvozuji rovnice te¢ny a norméaly k polarnimu grafu funkce?
Co je smérovy thel teény polarniho grafu funkce a jak se odvodi?

Co je polarni subtangenta, polarni subnormaély, délka polarni tecny,
délka polarni noraly a jak se odvodi vzorce pro jejich velikost?

Odvodte vzorce pro polomér kiivosti polarniho grafu funkce.
Jak se odvozuji parametrické rovnice evoluty?

Co je cykloida a jak se odvodi jeji parametricka rovnice?

Co je evolventa a jak se odvodi jeji parametrickd rovnice?

Co je Archimedova, hyperbolicka a logaritmicka spirdla a jaké jsou
jejich zakladni vlastnosti?

Definujte pojem derivace vektorové funkce jedné realné proménné.

Odvodte vztah pro derivovani skaldrniho souc¢inu dvou vektorovych
funkeci.

Odvodte vztah pro derivovani velikosti vektorové funkce.

Odvodte vztah pro derivovani vektorového soucinu dvou vektorovych
funkeci.



Cviceni
1. Vypocitejte pfimo podle definice derivaci f’ funkce f v bodé a.
(a) f(z)=—b2?+6z+3,a =z,

[f’(m) _ }lg% 75(w+h)2+6(w+hal+3f(75x2+6z+3) = —10x + 6]

(b) f(iL') = \/m,@ = 2u,
(20 = 1t LY VETS) (3T
h—0

h ( N +3)

_ 2u
o /(4u2+3)]

(¢) f(x) =a’sin(x — %), a=1%,

[f' (§) = lim (5+h) sinh—(5)"sin0 _ (93]

h—0 h
(d) f(x) = (v —1)arcsin /75, = 1.
harcsin |/ 2t2
(1) = }lblg(l) # = arcsin % =7

2. Vypocitejte derivaci f’ funkce f a urcete jeji defini¢ni obor.

() =~ 5= 2 £0)

V1+sinz’
[f'(z) = —% (1 + sin? x)_% -2sinzcosx, D(f') = R]
(d) f(z) = cosxV1 +sin’ z.

_ 2sin® x

[f'(z) = Vi’ D(f")
3. Vypocitejte derivaci f’ funkce f.
3z 3 3x
_ .3 3z e’.cos y/arctge
(a) f(xz) =Insin {/arctge [(Heﬁz)_ {farctg ¥ sin {/arcts 63,]

(b) f(z) = f(x) = %{l/arcsin\/M[ z+1 ]

8- %/(arcsin Va2 42x)3-/1—22 222242z

/ 2
e ln(az +bz+c) . (2ax+b)

2\/1n(a:1:2 +bz+c)-(ax?+bz+-c)

(c) flz) = flz) = eVileistere [ ]

]

622 arcsin [ln(a?’ +a:3)]
(a3+m3)~\/1—1n2 (aB+a3)

(d) f(z) = f(x) = arcsin® (In (a® + 2%))



4. Nechf je dana funkce f. S pouZitim logaritmického derivovani naleznéte
funkci v.

() f() =2}, (@) = 2 (@) — 251 - ),
[f'(x) = T (% lnx)/, v(z) = 0]

(b) f(z) =", w(z) =L —coszlna,

lel

[ Fa — [lnf( )] (sinzlnz), v(z) = 2]
“xl) — Iz

[ [lnf( )] = [z =] v(e) = 4]

5. Urcete intervaly, v nichz je funkce f ryze monotonni.

(a) f(z)= 5=, [roste (0,1), (e?, 00), klesa (1, €?)]
(b) f(z) = e* +2e377, [roste (1, 00), klesa (—oo, 1)]
(¢) f(z) =2xarccotgz + In (1 + 2?) — 7z,

[roste (—00,0), klesa (0, 00)]

00 0,00
(d) f(z) =2z(1—Inx)> [roste (0,2) , (e, 00), klesa (2, ¢)]
6. Urcete intervaly v nichz je funkce f monotoénni.

(a) f(x)=o—e" [roste (—o0,0), klesd (0, —o0)
(b) f(z) = Liii% [roste (—o0, —1), (1,00), klesa (—1,1)
(c) f(z)=In(z+V1+2?), [roste (—o0, 00)
(d) f(z) = 2vaxr —22,a > 0. roste (0, 2a), klesa (— a)

7. Dokazte spravnost nerovnosti. (Ve vSech ptipadech pouZijte vétu o mo-
notonni funkci na intervalu.)

(@) 2vz>3—1, (z>1), [fz)=2Va-3+7,f(1)=0; f'(z) =

- ’”m;f >0 proz > 1= froste v (1,00) a tedy f(z) > f(0)]

(b) e >1+x, (z#£0), [f(z)=¢"—1—2x, f(0) =
f'(x) =e*—1=0; klesd v (—00,0) a roste v (0,00) =
f(z) >0prox >0a f(0) < f(x) pro z > 0]
(c) 2zarctgz > In (1 + x?),
[f(z) =2z arctgx — In (1 + 22), f(0) = 0; klesd v (—o0, 0),
roste v (0,00) = f(x) >0 proz <0a f(0) < f(x) pro x > 0]

X

C

]
]
]
]



(d) z>In(1+2z), (z>0). [f(z) =2 —In(1+2z), f(0)=0;
f'(z) = 155 > 0proz > 0= f roste v (0, 00)]

8. Naleznéte n-tou derivaci £ funkce f, kde

(a) f(z) =V, [fi) = (—1yn-t . 22 oty
(b) f(z) = ewt?, [f) = greaet?]
(c) f(x)=sin®z, [f( =2""1sin (22 + (n — 1)%)]
(d) f(2) = ey U =D 0l @ =27 (- 1) 1]
(e) flx) = we”, [f®) = (n +x)e”]
(f) f(z) =zInz, [f™ = (=1)"(n - 2) !, pro n > 2]
(8) f(z) = e, [f™) = ame™]
(h) f(z) =log, =, SO = (=1 (=) ]
(i) fz) =e™, [f*) = (=1)"e™]
(4) fl@) =13 [F = 2]

(a) f(x)=e"cosz, k=5 [4e*(sinx — cos z)]
(b) f(z)=2%lnzx, k=4, 4]
(c) f(x) =z**, k=6, 32€% (22 + 2423 + 9022 + 120z + 45)]
(d) f(z) = (z*>+1)sinz, k=20. [-379sinx — 40x cosz + x*sin x|

10. Naleznéte prvni a druhou derivaci v bodé («, 3) funkce y(z) dané im-
plicitné rovnici F(z,y) = 0, kde

(a) F(z,y) =y*+2* = 3azy, (o, 8) = (3. %),

[y (%) = ) = gy (3) = Syl teit) 2
(b) Fx,y) =y—1—-we?, (a,B) = (-1,0), [y/(-1) = 57 y'(—1) = 2]
(c) F(z,y) =ev+ay—e, (a,0)=(0,1), [y(0)=—1, y"(0) = %]

11. Pomoci I‘Hospitalova pravidla vypocitejte limity

SiInT — £ Cosx

[=1lim —Mf—— 1
(a) 1 = lim LT B
Qret — T
(b) I = lim e 3e —1-23—1—3U7 [%]
xz—0 (696 — ]_)



12.

13.

14.

15.

(¢) I = lim (z*lnz), 0]

z—0t
(@ 1= : ]
= lim 00
e—1cos B In(l — z)’
) x 1 1
<e>l-iﬁ%(x_1—m)v 3
In(1 —z) +tg =t
(1) 1=t OO T ES =
z—1- cotg mx
(g) | = lim 21, 1]
() 1= lm(1 + tga)=ies, €]
1 tgx
W 1=t (1) 1
(G) 1= lim (tgz)> . 1]
T— 7
Naleznéte asymptoty funkce f. K vypoctu limit pouzijte l¥islusna 1‘Hospitalova
pravidla.
(a) f(x)=we?, =0,y =x+3]
(b) f(z) = wes", £ =0, y = 4]

Naleznéte rovnice teény a normély ke grafu y = f(x) funkce f v bodé
(a, f(a)).
(a) f($)=$+m,a:0 [t:y—lzéx,n:y—lz—zfp]
(b) f(z) = arctgz, o = —1
tiy+T=3@+1),n:y+75=-2x+1)

Urcete, ve kterém bodé (a, f(a)) mé graf funkce f tecnu svirajici s
osou O, thel 7.

(a) f(z) =32 =5z +2, [f'(@) = 1= (e, fa)) = (1,0)]
(b) f(z) = v1—a? [f'(a) =1 = (o, f(@) = (=5, 5)]

Naleznéte norméalu ke grafu funkce f dané vztahem f(x) = zlnz tak,
aby byla rovnobézna s primkou p danou rovnici 2z — 2y + 3 = 0.

kp=1=ky,, k, =

1 1 =2 .. 3
Fla) = hadl T QT € Ny =0— 5]



16.

17.

18.

19.

20.

Naleznéte rovnice tecen k hyperbole "%2 — % = 1 kolmych na pfimku
p>2x+4y—3—0.

ey = —3, ke = 2; ¢/ (z) = 2;(‘1 . Pro body dotyku («, f(«)) musi platit
7a? = 2y%(a) =14 =0,¢(2) = g5 =2 = a = +4.
ti:y—T=2(x—4),ty:y+7=2(x+4)]

Naleznéte thel, pod kterym se protinaji grafy funkci f, g, kde f(z) =

7 9(@) =2 .

[Jedna se o thel, ktery sviraji te¢ny obou k¥ivek v pruseciku («, 3).
Pro priisecik plati \/ia =2—Va=a=1 f(1)=—-34(1)=—3.
Grafy se protinaji pod nulovym thlem (jsou te¢né).]

Vypoditejte délku tecny |AT| a normaly |AN| a orientované velikosti
Sn, S¢ subnormély a subtangenty ke grafu funkce f(x) = 2% v bodé
A=(1,2).

/(1) = 2In2, 5, =

L sy =42, [AT| = 5V 1+ 41n*2,

|AN| - 1+41In?2

Vypocitejte soucet orientované velikosti subtangenty s; a velikosti tecny
|AT| ke grafu funkce f(x) =1In(2* — 1) v libovolném bodé A = (o, 3),
kde 8 = f(a) =In(a® —1).

/() =
s +|AT| = (oz -1+ ,/1+ =2 G 4 1) = |af| (vyuzili jsme zde

skutecnost, ze « € D(f) a tudiz a* — 1 > 0).]

Barometricky tlak p se méni s vyskou h podle zédkona In £ o = = ch, kde
po je normalni tlak. Ve vysce 5540 m tlak dosahuje polovinu normal-
niho tlaku. Udejte rychlost zmény barometrického tlaku v zévislosti na
zméné vysky.

[p(h) ... zavislost tlaku na vysce, hledame p/(h).
Plati p = ppe* = on DS540 = ¢ = — ln2..

55401
p =poe™ = p'(h) = cpoe™ = p'(h) = —22p(h) = p (h)
In 2 mo\— h In 2
_5540p0( 2) a0 = —osa0 2 i y




21. Predpokladame, ze objem kmene je imérny treti mocniné jeho pruméru
a ze prumeér roste rovnomérné z roku na rok. Kolikrat je vétsi rychlost
ristu objemu v case, kdy primeér je 90 cm nez v case, kdy primér je
18 cm?

[Oznaceni: d...pramér, ¢...¢as, to, t1s ... Casy, kdy priamér je 90 cm
a 18cm, k,[ ... konstanty tmérnosti, O(¢)...objem v Case,

v(t) = O'(t)...rychlost ristu objemu. Plati O = kd?,

d=1It = O = ki’ = v(t) = 3kI*t*. Hledan4

veli¢ina:v (tog) : v (t1s) = 25.]

22. Muz vysoky 1,7 m se vzdaluje rychlosti 6,34 km/h od lampy, ktera je
3 m nad trovni ulice. Jakou rychlosti se pohybuje stin hlavy?

[Oznaceni: a(t) . ..draha muze v zavislosti na ¢ase t, b(t) ...draha
stinu. Hledanou veli¢inou je ziejmeé O'(¢). Plati a(t) = 6,34 - ¢.
Z podobnosti 2 = ”1’—7& =b= % a= 3'{55’4 t=b'(t) = 14,63 km/h.]

23. Rozklad chemické latky v reakci probiha podle zdkona m = mge ",

kde m je mnozstvi (nerozlozené) latky v casovém okamziku ¢, mg je
pocatecni mnozstvi latky, k& je kladnd konstanta. Naleznéte rychlost
v reakce jako funkci mnozstvi latky a vysvétlete, co je rychlost reakce.

v(t) = m'(t) = —kmge " = —km, okamZit4 zména mnozstvi— m

24. Sila P ptsobici na hmotny bod je nepiimo timérna rychlosti v pohybu
bodu. Jak zavisi kinetickd energie F bodu na case ?

[Oznaceni: v(t) .. .rychlost hmotného bodu o hmotnosti m v ¢ase t,

a(t)...zrychleni, k... konstanta timérnosti. Plati E(t) = @
P(t)=m-a(t)=m-v'(t) = (i) =m-vt)'(t) =k=

m [@} = t) = kt + ¢, kde c je libovolna konstanta.
Zavislost je tedy linearni.|



