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10 Diferencialni rovnice 1. radu

10.1 Separace proménnych

Priklad 1: Najdéte obecné feSeni (obecny integral) diferencialni rovnice

v =tgatgy.

Teorie
Separaci proménnych prevedeme rovnici na tvar

d Cos sin x
—y:tgxtgy = — ydy:
dx siny CoS X

dx

a substitucemi uw =siny , v = cosx dostaneme po integrovani

Inlu/=—-Inlv|+InC, neboli siny = Coix (obecny integral).
2. (zy? + x)dz + (y — 2*y)dy = 0 [1+y*=C(1—2?)]
3. zyy’ =1 — 22 (2% + y* = In Ca?]
4. y'tgr—y=a ly = Csinz — a
5. zydr + (z + 1)dy =0 [y =C(x+1)e™"]
6. \/y2 + ldx = xydy {ln]:c| =C+ \/ﬁ;aﬁ:O}
7. e¥(1 + 2¥)dy — 22(1 + e¥)dz = 0 [1+ev=C(1+2?%)]
8. (22 — 1)y +22y> =0, y(0) =1 [y{ln(1 — 2%) + 1} = 1]
9. y'sinz =ylny, y(5) =e [y =e'82]
10. siny coszdy = cosysinzdr, y(0) =% [cosx = /2 cos y}
11. y'cotgzr +y =2, y(3) =0 [y =2 —4cosz]

Reseni pomoci |'webMathematicy
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10.2 Rovnice umozZnujici prechod k separaci proménnych.

Priklad 12: Najdéte obecné feseni diferencialni rovnice

, 3 1

-4 -
YT ey

Teorie
Substituci x +y = u, 1+ vy = « pfevedeme rovnici na tvar

o1 — 3+1 jdu_l—u
2 dr  2u

Separaci proménnych a integrovanim dostaneme

2
/ “ du:/lda:, neboli —2u—2ln|l—u|l=2-C

1—u
a prejdeme k pivodnim proménnym 3z + 2y +2In|l —z —y| =
Priklad 13: Najdéte obecné Teseni diferencialni rovnice
(x4+y+2)de+ 2r+2y—1)dy=0.
Substituci  + y = v, dx + dy = du pfevedeme rovnici na tvar
(u+2)de+ 2u—1)(du—dr) =0 = 3—u)dr+ (2u—1)du=0.

Separaci proménnych a integrovanim dostaneme

2u —1
/Su du—l—/ldx:—C, neboli —2u—>b5ln|ju—-3|+z=-C
—u

a prejdeme k pivodnim proménnym z + 2y + 5ln|z +y — 3| =

4. ¢y —y=2x—3 2z +y—1=Ce"
15. ¢ = sin(zx — y) [z + C = cotg(55 + 7))
16. ¢ = Ar + 2y — 1 [Vizr+2y —1-2In(yAz +2y — 1 +2) _a:+0}
17. ¢y =cos(z —y — 1) ly =2 —1—2arcotg(z— )+2k7r ke Z
8. yvI+er+ty=ao+y—1 [x—I—C—2u—i—2ln\u—1| +2)]
x/m}

| webMathematica|
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Priklad 19 :

/

y =-

Najdéte obecné Teseni diferencialni rovnice

22 + 2xy

ry

Teorie

Substituci y = ux, ' = v’z + u pfevedeme rovnici na tvar

s 2% + 2wum I du dx
ur+u=— = ——.
TUT (u+1)2 T
Integrovanim dostaneme
1-1 1
/L du=Inju+1|+——=—Inlz|+C
(u+1)2 u+1

a prejdeme k ptvodnim proménnym

Y
InlZ
n‘x viq o
X
_ o
20. y' = =2
21. y = 3,
22. vy —y = /2% + 12

23. (3y? + 3xy + 2?)dx = (2* + 2xy)dy

24. (22 +9?)y = 22y

25. vy’ = ycosln?

26. y+ /12 + 2 -2y =0, y(1) =0
27. (zy' —y)arcotg? =z, y(1) =0
28. (y? — 32%)dy + 2xydz = 0, y(0) =
20. y = Lt y(1) =1

muu¢7$1mx+m+—3—

r+y

{arcotg Y=InCy/2? + yﬂ

(2% +y* = Cy]

(22 = C? +2CYy)]
Bx+y Oxex}
v =" =Cy ﬂ

InCz = cotg(
[y = xe?hT, k: € Z_

332—1_

==

[\/m _ Larcotg ! |

1 [yzs _ yz . xz}
ly = —a

| webMathematica|
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10.3 Variace konstant

Priklad 30: Metodou variace konstanty feste diferencialni rovnici
y cos’x+y=tgz.
C1vs v vz ; . . ., Teorie
Nejdiive vyresime homogenni rovnici metodou separace proménnych
ycosPr+y=0 = Iny+tgz=InC = y=Ce .
ReSeni nehomogenni rovnice hleddme ve tvaru y = C(z)e "9*. Po dosazeni do
puvodni rovnice dostaneme

1
(C'(x)e 9" 4+ C(z)e™" xCOSQ Jcos?z + C(x)e " =tgx.

C'(z)e " cos’ v =tgr = C(z) =% (tgr — 1) + K .
Obecné feseni rovnice ma tvar y = Ce 9% +tgax = 1.

tedy

31. zy — 2y = 22* [y—C’x +x}
32. xy +y+1=0 ly = Cz —1]
33. 2y + (x + 1)y = 3x%e™* [zy = (2% + C)e™"]
34. (zy +e")dx —xdy =0 [y =e"(In|z| 4+ C)]
35. y =2(y — xcosx) [y = 2(C' +sinx)]
36. (xy — 1)Inx =2y [y:Cln2q:—ln:(:}
37. ysinx + ¢y cosx =1 ly =sinx + C cos x]
38. (2¢Y —x)y =1 [z =¢e¥+ Ce™Y|
39. ' = 755 [z = Cy? + 7]
40. ¢ = m [ZL‘ — 8sin? 2+ C’e_cosy}
Ay +8 =2 y(1) =1 v=—5+%]
42. ' —2xy=1, y(0) =0 [y = e* fe_tzdt]
0
43. 2¢/xy —y = —sin\/x — cos /T, y je omezend pro — oo [y = cos /]
44. 22%y' — 2y = 2xcosx — 3sinz, y — 0 pro x — o0 [y:%}
45. (1+ 23 In(1 + 2%y’ — 22y = In(1 + 2?) — 2z arcotg x [y = arcotg ]

ly —» =% pro x — —o0]

' webMathematica|
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10.4 Bernoulliova rovnice

Priklad 46 : Ptevodem na linearni diferencialni rovnici vyteste

vy —y=a"y .

Teorie
Substituci z = y?> = 2/ = 2yy’ dostaneme
o'y —yi =122 = 12 —2z2=22".
Vyftesime linearni rovnici
1. hom. rovnice 2. part. TeSeni
xzl —22=0 x (' 2% = 22?
2y = C a? C = In|x|?
zp = Inz? - 2?
3. obecné Teseni
z=C2*+1In(z?)2? = y? = C2? + In(2?) 22.
47. Y + 2y = y?e” [y(ex +Ce?®) =1,y = O}
48. xy' — 22%/y = 4y ly = * In?Cx,y = 0]
49. xy + 2y + 2°y%e® = 0 [y 2 =2*(2e" + C),y = 0]

50. (1 + 2%y = 2y + 2%y B \/117(0 —2V1+a2?—SIn(z + Va2 + 1))}

' webMathematica|
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11 Linearni diferencialni rovnice n-tého radu

11.1 Systémy funkci

Priklad 51: Mame rozhodnout o linearni zavislosti nebo nezavislosti funkci
9 . _
1, z,2” na intervalu I = (—o0,00) . Teorie

Budeme zkoumat, kdy Vx € I nastane rovnost
cil+ecr+eri=0,

Postupné pro x = 0 dostaneme ¢; = 0, pak pro x = 1 a * = —1 dostaneme
co+c3=0a —cy+c3 =0. Odtud plyne cs = 0, c3 = 0. Podle definice jsou funkce
1, z, 2% linedrné nezavislé. Wronskian danych funkeci je

€T
1 22 |=2#0.
0

Tedy i podle véty 10.4 jsou funkce 1, z, 2% linedrné nezavislé.

Rozhodnéte o linearni zavislosti nebo nezavislosti nasledujicich funkeci

52. 1,2, z, 22 [z&vislé]
53. €%, xe”, xle” [nezavislé]
54. 5,cos? ,sin’ x [z&vislé]
55. cosx, cos(x + 1), cos(x — 2) [zavislé]
56. 1, arcsin x, arccos x [zavislé]
57. cosx,sinx, cos 2z [nezévislé]

Najdéte Wronskian funkci

58. 1,z 1]
59. e ", xe™” [6_%}
60. 2, cosx, cos2x [—8 sin® ZIZ’}
61. 4,sin®z, cos 2z 0]
62. e 3% sin 2z, e 3% cos 2z [—26_696}

| webMathematica|
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11.2 Eulerova rovnice

Regeni Eulerovy rovnice z"y™ + a, 12"y + ... + a1y +apy = 0, kde
ag, . .., ap—1 €R hleddme ve tvaru y(z) = 2, (popf. 2*Inz, ..., 2" In" 1 2) A eC.
Teorie

Priklad 63: Dosazenim funkce y(x) = 2* do rovnice
2%y — dxy 4+ 6y =0

dostaneme 22 \(\ — 1)2* 2 — 4z z* 1 +62* = 0, tedy
(AN =5A+6)2*=0.

Tato rovnost je splnéna (pii x # 0) pro kofeny \; = 2, Ay = 3, uvedeného poly-
nomu. Funkce yi(z) = 22, yo(x) = 2° tvoii fundamentélni systém dané rovnice
a jeji obecné feseni ma tvar

y:C1$2+02x3.

Priklad 64 : Podobné pii feSeni rovnice 2%y” — 3zy’ + 4y = 0 dostaneme
A — 4\ +4=0= A\ =2 afundamentalni systém rovnice je tvoren funkcemi
y1(x) = 2%, yo(x) = 2*Inz . Obecné Feseni ma tedy tvar y = C1 2> + Cy 2% Inx.

Priklad 65: Reseni rovnice z%y” +3xy +2y = 0 hleddme ve tvaru y(z) = 2.

Po dosazeni do rovnice dostaneme A> +2A\+2=0 = \; = -1+, g = —1 — 1.

Do fundamentalniho systému tedy patif funkce y;(x) = 271 yo(x) = 271" nebo

y1(x) =z Lcos(Inz), yo(x) = 2 'sin(lnz) a obecné Feseni rovnice m4 tvar

C
y=—cos(lnz) + —sin(lnz).

x T
66. 2%y" — 3xy —y =0 [y = Cha?tV5 4 02562_‘/5}
67. 23y + 2%y =0 [y = C + Cox + C3z1n 1]
68. 22y" + 5xy’ +3y =0 ly = Cia™t 4 Cha ™3]
69. z%y" + Tzy' + 8y =0 [y = Cia? 4 Coz™?]
70. 23y" — 6y =0 [y = C12® + Cycos(v2Inz) + Cysin(v21nz)]
71 2%y — 22y +2y=0; y(1)=1,4/(1) =1 [y = z]

' webMathematica|
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11.3 Rovnice s konstantnimi koeficienty

Priklad 72:  ReSeni homogenni linedrni diferencidlni rovnice s konstantnimi
koeficienty
y//_y/_12y20
hledame ve tvaru y(z) = e (popt. ze', ..., zF 1el?)
kofenem charakterlstlcke rovnice (charakteristického polynomu)

M -A+12=0.

, kde ¢iselny parametr A je

Tedy \; = —4, Ay = 3, fundamentélni systém rovnice je tvoren funkcemi e 4%, e3*

a obecné feSeni rovnice ma tvar

y(x) = 016_433 + Cge3x .

Teorie

Priklad 73: Rovnice
y//_4y/+4y:0
ma charakteristickou rovnici \> — 4\ +4 =0 = A12 = 2. Fundamentalni systém
rovnice je nyni tvofen funkcemi y;(x) = e**, 1y(x) = xe?* a obecné Feseni
rovnice ma tvar
y=C1e* + Cyxe®

Priklad 74 : K rovnici y” +4y = 0 prislusi charakteristickd rovnice A\ +4 = 0
s kofeny A\; = 2i, Ao = —2i. Fundamentalni systém je tvofen funkcemi y;(x) =
e¥@ ys(x) = e nebo yi(x) = cos2x, yo(x) = sin 2z . Obecné Feseni m4 tvar

y(x) = Cpcos2x + Cysin 2z .

5.y =y =y +y=0; y(0)=1,y(0) =2 9"(0) =3 ly=e"(1+x)]
76. " — 4y +3y=0; y(0)=6,¢'(0) =10 ly = 4e” + 2]
77y +6y" + 11y + 6y =0 [y = Cle ™ + Cre 2" + Cse” ?”ﬂ
78. Yy + 2y 4 yW =0 [y = C1 + Cox + Cs2? + Cya® + e7(C5 + Cox)]
79. 4" — 8y +5y =0 [y:e (Crcos§ + Cysin § }
80. y" — 8y =0 [y = C1e* + e7(Ca cos V/3z + Cysin v/3x]
81. yW 44y +10y"+12y'+5y = 0 [y = (O + Cyx)e™ + (C3 cos 2x + Oy sin 2x)e "]
82. y' — 2y +2y =0;y(0) =0,y/(0) =1 [y = €” sin z]
83. v — 2y +3y=0;y(0) =1,9/(0) =3 [y = e?(cos V2 + v/2sin v/27)]

' webMathematica|

10


http://webmath.zcu.cz:8080/webMathTest/old/paja/drovnice1.jsp

11.4 Metoda snizovani radu

Pokud znéame jedno feseni y;(x) homogenni rovnice, pak dalsi partikularni feseni
hleddme ve tvaru y(z) = y1(z) - z(z) . Teorie
Priklad 84: Rovnice (sinz —cosz)y” —2sinzy’ + (cosz +sinz)y =0

ma jedno feSeni y; = €. Pro druhé feseni y(z) = e” z(x), plati ¢’ = e"(z + 2/),
y" =e"(z+ 22"+ 2") a po dosazeni do ptivodni rovnice dostaneme

(sinz — cosw)e”(z + 22 + 2") — 2sinxe” (2 + 2') + (cosz + sinx) e’z =0 =
(sinz —cosx) (22' + 2") — 2sinx 2’ =0 = (u=2")

(sinw — cosz)u' —cosx2u =0 = (sinz — cosz)du = cosz2udr =

1 CoOS T . ) ,
—du = _ dx ; vypocteme integral vpravo
2u sinx — cosx
/ Cos T 1/ 2cosx 1/cosx—sinx—|—cosa:—|—sinx
- r=— - r= - : dr =
sinx — cosx 2 ) sinx —cosx 2 sinx — cosx
v =sinx — cosx 1 1 [1 x
. =— [ —ldr+= | —dv=—=+In|sinz— C;
{du:(cosx—l—sm:c)dx} 2/ x+2/1} ! 2+n\smx cosz [+
1 x 1 A
tedy 5 Inu = —§—|—§ln |sinz—cosz |[+C = u = Ce *(sinz—cosz) (=2) =
z=Ce *(—sinz) = y=e"Ce “(—sinz) = —C'sinx  a obecné TeSeni ma tvar

y=Ce" + Cysinz.

Naleznéte obecné feseni nasledujicich rovnic, jestlize znate partikularni reseni

85. (1—a)y' —ay +3y=0; yi=+v1+uz ly = Civ1+ 2+ Cov/1 — 1]
86. 2*(z+1)y"—2y=0; y1=1+1y=Ci(1+ 1)+ Co((+1— L In|z +1])]

87. xy/ +2y —ay=0; y1 = % [y = Cre™™ + Cye”]
88. ¥ —2(1+tg’x)y =0; y1 =tgx ly = Citgar + Co(1 + wtg )]
89. (e"+ 1)y —2y —e'y=0; yp=e"—1 [y =Ci(e"=1)+ efjl

90. 22(22 — 1)y" + (4o — 3)ay” — 2z +2y = 0 [y = C1z + 2 + Cs(z In|z| + 1)]

1 =292 =5
91. (2% — 22+ 3)y"” — (2* + 1)y’ + 22y’ — 2y = 0 [y = Ciz + Che” + Cy(z? — 1)]
[y = 2,92 = €]

' webMathematica|
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11.5 Nehomogenni rovnice

Teorie
Priklad 92: Metodou variace konstant vyresime rovnici
1
y// + gy = — )
sin 3x

1. Uréime obecné Feseni homogenni rovnice y” 4+ 9y = 0 (viz metoda charakte-
ristické rovnice, piiklad (72))
M 4+9=0=y,(z) =C; cos3z + Cy sin3x.
2. Partikularni feseni y, nehomogenni rovnice hledame ve tvaru
yp(r) = C1(z) cos 3x + Cy(x) sin 3z .
Funkce C)(z), Cy(z) spliuji soustavu algebraickych rovnic:

Cicos3r+ Chsindz = 0 = 3C]cos3zsindx + 3C,sin?3r = 0,
—3C]sin3z + 3C)cos3r = o= = —3C] sin 3z cos 3z + 3C§ cos® 3z = 3L
Odtud po se¢teni rovnic dostaneme 3Cj = <3 = (C, = ¢In|sin3z]|

a z prvni rovnice plyne Cfcos3x + @ =0 = (7 = —%. Partikularni

reSeni ma tvar

wis

1
Yp() —g cosx + §ln\sin3x\ sin 3z .

3. Obecnym fesenim tlohy je funkce
1
y(x) = yn(x) +yp(x) = Cy cos3x 4 Cy sin 3z — g cos 3z + : In | sin 3x| sin 3z .

Reste rovnice

93. y' =2y +y=< ly = e"(z1n|z| + Crz + Cy)]
9. ' -2y +y= xf; [y = e*(C1z + Cy — In V22 + 1 + xarcotg x }
95. " 43y + 2y = = ly= (e +e ) In(e’ + 1) + Cre " 4 Che ']
96. y" +y + cotg?z =0 ly =24 Cicosz + Cysinz + cos(z) In| tg Z|]

Vyfeste rovnici 3"’ — ¢ = f(x), jestlize

9. f(2) =15z ly=e"(x+C1) — (e"+ 1) In(e” + 1) + (4
98. f(z) = e**/1 — e [y = %ex(arcsin(ex) + eI —eX + COy) + %\/m + Cg}
99. f(x) = €** cos(e”) [y = Che* — cos(e®) + Cs)]

' webMathematica|
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11.6 Metoda odhadu tvaru partikularniho reseni

Priklad 100 :

3.

genni feSeni ma tvar

. 7 rovnosti )
(x —1)* =

Teorie

Pomoci odhadu tvaru partikularnibo reSeni vyfesime rovnici

y' =5y = (x—1)".

. Charakteristickd rovnice A\*> — 5\ = 0, m4 kofeny \; = 0, Ay = 5 a homo-

yp, = C1 + Cy e’

e (P, () cos bx + Qp, () sin bx)

vyiplivd a=0,b=0,n=2, m=0 = k=2, Ry(x) = asx® + a1z + ay,
kde a9, a1, ap jsou konstanty. Kritické ¢islo a + 0 = 0 je jednonasobny
koren charakteristické rovnice, tedy r =1.

Partikularni feseni nehomogenni rovnice hledame ve tvaru

yp(z) = (a2$2 + arx + ag) ,

potom yz’g(x) = a2® + a1z + ag + v (2a07 + a1) = 3ar® + 2a17 + ag,
Y, (x) = 6azx + 2a; . Po dosazeni y,, y; do dané rovnice dostaneme:

6asz + 2a; — 5 (3as2? + 2a1x + ag) = (z — 1)?,

—15a92% + (6az — 10a1)z + 2a1 — bag = 2> — 2z + 1,

S 4 _ 4 ==L
2 = 75, M1 = 35, = 40 = T35 >
a partikuldrnim FeSenim je funkce  y,(z) =z (Fa? + 57 + Tor) -

Obecné feSeni ma tvar

y(z) = Cy +C’23;‘e5x+:1:(1—§;1:2+ %er ITlg)

Metodou odhadu feste rovnice

101.
102.

103.

104.
105.
106.

y' +y = 4dze”

y" —y = 2e* — 22
' +y — 2y = 3ze”
y" — 3y + 2y =sinx
y'+y=4sinx

y" — 3y 4+ 2y =xcosx

[y = Cicosx + Cosinx + (22 — 2)e”]

[?J:CleerCze + xe® + 22 +2}

[9_016 + Coe™ + ( %—% e}

[y = Cre” + Coe®* 4 S0 4 cost]

[y = Cycosx + Cysinx — 2x cos x|
[y:wa—l—CgeQx-l—( 11020)Cosx (?1’87+13040)31n x}

13



107. ' + 3y — 4y =e ¥ 4 ze* [y = Cre” + Coe ™ — L4 — )e™]
108. y" — 9y = ¥ cos x ly = C1e3" + Che™ 3" + 635”(37 sinx — 3 cos x)}
109. v — 2y +y = 6xe” ly = (C1+ ng + 2%)e”]
110. /" +y = xsinz {y—(Cl——)cosa:nL (Co+ 7 sma:}
Reste rovnice s poc¢ateéni podminkou

111. ¢ + 9y = 63 ; y(0) =4/ (0) =0 ly = —%(cos 3z + sin 3z — €%7)]
112. y" — 4y’ +5y = 22%¢”; y(0) = 2, y'(0) = 3 [y=e**(cosv—2sinz)+ (z+1)%"]
113. y"+6y'+9y = 10sinz; y(0) = y'(0) =0 [y = (z+2)e ¥ +i(4sinz—3cos z)]
114. y" + 4y = sinz; y(0) =/ (0) =1 [y = cos2x + = (sm 2 + sin )]
115. ¥ +y =2cosz; y(0) =1, y(0) =0 [y = cosz + wsin ]
Odhadnéte partikularni feseni nasledujicich rovnic

116. v — 7y = (z — 1)? [A12® + Apa® + Asz]
117. ¢/ + 72’ = e ™ [Aze™™]
118. 3" — 8y + 16y = (10 — x)e™® [(Ay2® 4+ Aga?)e”]
119. 3" + 25y = cos bz [2(A cos b5z + Bsinbx)]
120. y" + 4y + 8y = €?*(sin 2x + cos 27) [(Acos2z + Bsin2z)e*]
121. 3" — 4y’ + 8y = €**(sin 2z — cos 2x) [2(Acos 2z + Bsin 2z)e"]
122. yW — " =4 [Ax?]

123. y" +2y" +y = (2z + 1)sinz + (22 — 4z) cosz  [(Az? + Bz + C) cos z+]
|+(D2? + Ex + F)sinz|

124. 3" — ¢ = e®sinx + 22 le*(Acosx + Bsinx)+]
[+2(Cz*+ Dz + E)]

125. y@ — 4y” + 8y — 8y + 4y = e*(w cosx + sin ) [2?e"{(Az + B) cos z+]
[+(Cx 4+ D)sinz}]

126. 3®) — ¢ 18y — 8y +16y' — 16y = 3cos 2z +1 [2%(Acos 2z + Bsin2z) + C]
[y = 3cos2x + 1]

' webMathematica|
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11.7 Okrajové ulohy

Teorie

Priklad 127: Pomoci charakteristické rovnice a dosazenim okrajovych pod-
minek vyresime smiSenou okrajovou ulohu

y' — 2y — 8y =0, x € (0,1),
y(O) =1, y'(l):O.

Charakteristickd rovnice je \2—2\A—8 =0 = \; = 4, Ay = —2 a obecnym fesenim
tilohy je funkce y(z) = Cie®® + Cye™2*. Z okrajovych podminek dostaneme

1 = Cy+Cy, C) = —

15960
0 = 4Ce* — 2Che 2, Cy = % .
ReSenim okrajové tlohy je funkece y(z) = ; +12€6 et + 1_%‘32666 e 2"
Reste nasledujici okrajové tlohy
128. y" —y =0; y(0) = 0,y(2m) = 1 v = Siiss]
129. y" +y =0; y(0) =0,y(27) =1 [nema fesent]

130. ¢ — k?y = 0; y(0) = vy, y(z0) = v2 [y:m(vl sinh k(xg—x)+wvy sinh kx)

131. " — o’y = 0; y(0) = v,y'(xg) = 0 y = vt

132. y"—a?sy = 0; y(0) = £,9/(z9) =0 [s <0y = CO;&@%;OI) pro g # gj%}

{pro Ty = %nemé feSeni; s > 0;y = %; k=1,2,3, }
133. 4/ = Ny =05 A #0,5(0) =0,y(1) = 3 [y = 3%
134. " = Ny =03 A #,9(0) = 0,y/(1) = 3 [y = Fecas]
135. " = Ny =0; A #£,4/(0) = 0,y(1) = § [y = o]
136. z¢y" + 4y = 0;y(1) = /(1) ; y(z) je omezend pro x — oo [y = 0]

137. y™® — My = 0;5(0) = 4"(0) = 0, y(7) = y"(x) =0 [y = Csinkx pro \ = k|
[k =1,2,3,... y =0 pro ostatni ]

' webMathematica|
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11.8 Ulohy na vlastni ¢&isla a vlastni funkce

Teorie
Priklad 138 : Urcime vlastni ¢isla a vlastni funkce okrajové tlohy
y'+Ay=0, y(0)=0, y(r)=0.
ReSeni hledame ve tvaru y(z) = e, potom charakteristickd rovnice mé tvar

24+ A=0=Fk=+V/-)\.
e Pro A<0 je ki=+v—-\, ko =—+—X\ aobecné feseni ma tvar
y(x) = C4 oV AT + O, e VAT y/(x) A Y oV e _ \/_—/\02 oV

7 okrajovych podminek dostavame soustavu rovnic pro neznamé konstanty

Cl) CQ

0201+C27

0:\/_—)\016\/_7/\71__\/_—)\026_\/_7)@7}0120,02:0$y:0.

e Pro A = 0 mé obecné feseni tvar y(x) = C1 + Cox = y'(x) = C5 a z okra-
jovych podminek dostaneme

CleR,CB:O:y:Cl.

e Pro A > 0 ma obecné feseni tvar
y(z) = Oy cos VAz+Cysin Vaz = o/ (z) = —VACysin VAz+V A Cy cos Vaz .

7 okrajovych podminek plyne

0=C5, B
0:—Clsin\/X7r,}\/X7r_mr’n€N'

Dostavame tak posloupnost vlastnich cisel
{1,4,9,16,...}
a posloupnost jim odpovidajicich vlastnich funkci je

{cos x, cos 2z, cos 3z, . . . }.

Najdéte vlastni ¢isla a vlastni funkce tlohy " + \y = 0, je-li

139. x €< 0,7 >,y(0) =y (7) =0 {)\K = (QK;DQ,yK =sin 21y, K € N}

16



140. 7 €< 0,7 >,9/(0) = y(r) = 0 e = B e — cos 2Ly K € |

141. ze< 1,2 > y(1) =y(2) =0 [)\K = K% yx =sin Kz, K € N}
142. z €< 1,2>,y(1) =¢y'(2) =0 [)\K:M,y[{:COSQ L KEN}
143. r €< 1,2 >4/ (1) =y(2) =0 {)\K = —(2[(;1)2 Ui = Sin Lmv K e N}
144. z €< 1,2>,4/(1) =9/ (2) =0 [Ax = K?n%,yx = cos Kmz; K =0,1,2,...]
145. x €< a,b>,y(a) =y(b) =0 [)\K (ff:;,yl{ = smM K € N

146. x €< a,b>,y(a) =y (b) =0 {/\K %,yk——smw,lfe N

7. & €< a,b > y(@) = y(b) = 0 [an = BT g = cos IHESOT g e

Najdéte vlastni ¢isla a vlastni funkce nasledujicich okrajovych tiloh

148. 1 + 2/ + Ay = 0; 2 €< 0,1 >,y(0) = y(1) = 0 =1+ 2]
[yK = [""sin KZ””, K € N]

K272 KTFIIILE_

149. 22" + 2y + Xy =0; 2 €< 1,1 >, y(1) =y() =0 [AK: 77 Y =sin S

150. " + (A + 1)y =0 Ak = K?’n? —1,K € N]
re€<0,1> y(0)=9(0)=0,y(1)—¢'(1)=0 [y =sin(arcotg(Kn)+ Krz)]

151. y”+%y’+)‘y =0; y(l)=0,y je omezena pro x — 0 [AK:%,yK:%Sin @}
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12 Soustavy linearnich diferencialnich rovnic

Teorie

Priklad 152 : Urc¢ime fundamentalni matici a obecné feseni homogenni soustavy

v = 2y1+ v
Yo = 3y1 +4ys.

= (21)

a jeji vlastni ¢isla dostaneme z rovnice

Matice soustavy je

A—2 —1

det(/\H—A)zdet< 3 y_4

)Z(/\—2)</\—4)—3=0 = )\121, Ao=D5.
K vlastnim ¢islim uréime vlastni vektory:
L R e B! hi\ = 2 T
AM=1: (]I A)h—(_g _3) <h2>—02>h1—(1, 1) ,

e NE 3 -1\ hi\ = > T

Fundamentalni matice ma tedy tvar

a obecné TfeSenl ma tvar

. 1 1 . -
yx)=Y(z)-C =4 (_1)ex+02<3>e5x:Clhle$+02hge5x.

12.1 Soustavy homogennich diferencialnich rovnic

Yo = Y2 — 4u [y2 = 2C1e7" — 2Cpe”]
154. ¥} +y1 — Syo = 0 [y1 = 201e% — 4Che™?"]
Ys—y1— Y2 =0 [y2 = C1€¥ + Che™"]
155. y; = 41 + v [y = e*(Cycosz + Cysinz]
Yy = 3ya — 241 [y2 = e {(C1 + Cs) cosz + (Co — Cy) sinx}]

18



156.

157.

158.

159.

160.

161.

162.

163.

164.

165.

166.

Y= y1 — 32

Yo = 31 + 12
yi+y1+5y2=0
Yh—1y1—y2 =0
Y= 251 + 2

Yo = 4y2 — 1
y1=3y1—

Yo = 4y1 — Yo
Y=Y+ Y3 — Yo

Yy =Y1+ Y2 — Y3
?J§:2y1—

Y1 = 3y1 — Y2 + 3
Yo =11+ Y2+ Y3

ys = 4y — Y2 + 4ys
Y1 = 4ys — 2y3 — 3y;
Yy = Y3+ U1

ys = 6y1 — 6ya + Hys3
yi=yl—y2—y3
Yo =y1+ Y2

Y5 =3y + ys
yi=4y1—y2—y3
Yy = Y1 + 2yo —

Ys = y1 — Y2 + 23
y{:y1—y2+y3
Yo =y1+ Y2 — U3
Y3 = 23 — 1o

Y =4y1 — ¥

Yy = 3y1 + Y2 — U3
Yz = Y1+ Y3

[yz
[93 =

[?Jl = (202 -

(32

[yl =

e’ (Cy cos 3x 4+ Cy8in 3x)]

[yo = €"(C sin 3z — Cy cos 3z)]

V]
]

Ch) cos 2z — (2C7 + () sin 2]

[y2 = C cos 2z + (4 sin 2]
[ 01 + CQQZ

[ = (C1 + Cy + Cox)e®

[y1 = (C1 + Cax)e”]

[y2 = (2C1 — Cy + 2C5x)e”]

[yl
[92

= (e’ + 02623: + Cse™ ﬂ

[ 016 - 3036 x]
[ = C1e® + Cye* — 5Cge_ﬂ

= (Che* + 026230 + 036595:
= (C1e* — 205> + 03€5x_
[yg = —(Che’ — 3026296 + 3036596_

(1 = Cre” + Cse™]
[yg = (Che’ 4+ 02623:

]

[yg = 261262”77 — Cgeizj

[y1 = e*(2C5 sin 2x 4 2C'5 cos 2)]

= e"(Cy — Cy cos 2z + C3sin 2z)]

lys = e*(—C1 — 3C3 cos 2z + 3C5 sin 2]
[y1 = Cleh 02 + 03

2 0162”” + Che®”

[ 016233 + 036 :c

_ {20, —
{C1 —

19

v

[?Jz

Ys = (Cl

= (C1 + Cox)e® + Cze*®

|
|
]

(Cl —2C5 + CQZC)ex]

Co + Cyz)e® + C3e®
= (Cy + Coz + C32%)e*®

Co + (2(]2 —2C5)x + 203:1:2}6 z

Cy + 205 + (CQ — 203 J} + 0316‘2}6%

]
]
}
}



12.2 Soustavy nehomogennich diferencialnich rovnic

Priklad 167: Reseni nehomogenni soustavy diferencialnich rovnic
= 2ptypte’
Yo = 3y1 +4ys.

hleddme metodou variace konstant.

e Nejdrive vyfesime homogenni soustavu (viz piiklad 152). Reseni homogenni
soustavy ma tvar

jz) = Y(x)- = C) <_1>ew+02<:1))>e5x’

kde Y(z) je fundamentélni matice soustavy a C' je vektor konstant.

—

- C(x),
kde C(z) je vektor funkei. Po dosazeni do soustavy dostaneme Y'(z)C/(x) +
Y(z)C'(x) = AY(x)C(x) 4+ b(x) . Protoze Y' = AY, tak plati

C! (x) (_1)ex+05<x)<§> e = <e0>

Cre® + Che®® = et 4CH e = e? Cy= e ™
= =
—Ce* +3C5e™ =0 —4C] e = —3e” C,=32x

e Partikularni feSeni dané rovnice hledame ve tvaru g,(z) = Y(x)

Odtud vyplyva

a partikularni reseni soustavy ma tvar

(:1:)—§x ! egc—|—_—1 ! e”
AR R 16 \ 3

e Obecnym fesenim nehomogenni soustavy je funkce

— — — 1 T 1 . 1 R 1 .
e = = 6 (—1)e +02(3) ek (—1)e % <3) C

168. y; = yo + 2¢€” [yl = C1e” + Che™ 4 xe® — 2% — 2}
yé =y + 2 [y2 = 01633 — 026_33 + (ZU — 1)696 — 233]
169. y; = y2 — bcosx [yl = (1% + Che ™ — 2sinx — cos ZIZ’}
Yy = 2y1 + Yo [yg = 20Ce** — Cye ™ +sinx + 3 cos :U}
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170.

171.

172.

173.

174.

175.

176.

177.

178.

179.

180.

181.

182.

Yy = 4y + yo — e** [y1 = Cr1e? + Coe® + (z + 1)e*”]

Yo = Y2 — 241 [y2 = —201€%" — Cye®® — 22>
yi =2y - +1 [y1 = (01 + 202(13)636 — 3]
Yy = 3y2 — 21 [yo = (C1 + Cy + 2C5z)e” — 2]
Yy = y1 — 3y + 2% [yl = (1% + 30 e*™ — e — 46396;
Yh =y + y2 + e " [y2 = Cre? + Coe™™ — 2e7* — 2% ]
Y = 2y1 — 4y (1 = 4C1e” + Coe™" — dze”]
yé = y1 — 3y2 + 3e” [yg = (Ch1e* + 612672m — (QT — 1)6‘76_
Y1 = 2y1 — Yo [yl = C1e% + 32% + 22 + 02;
Yo =y2 — 2y1 + 18z [yo = —C1€* + 62% — 2z + 2C, — 2]
Yy =y + 2ys + 16xe” [y1 = 2C1e** + Cye™ — (122 + 13)¢”]
Yy = 2y1 — 2yo [yg = C1e¥ — 20973 — (8z + 6)e”|
Y1 = 2y1 — Y2 [y1 = (C1 + Cox — 2%)e”|
Yy = y1 + 2€” [3/2 ={C1 = Cy + (Co+2)z — $2}6x_
Yy =11 — Yo + 8x [y1 = C cos 2z — Cysin 2z + 2x + 2]
Yy = by1 — Yo [yo = (C} + 2C5) cos 2z + (2C, — Cy) sin 22 + 10z]
Y1 = 2y1 — Yo [yl = C1e® + C9e3 + e%(2cos x — sin x)}
Yy = 2ys —y1 — He’sinx [yg = C1e% — Cee® + (3 cos x + sin x)}
Yy =1y +tglr —1 [y1 = Cycosx + Cysinx + tg z]
Yy = —y1 +tgx [yo = —Cysinz + Cycosx + 2]
Y = =4y — 22 + =5 [y1 = C1+2C2e™" +2e " In e — 1]
yh = 6y1 + 3yp — = [y = —2C1 — 3Che ™ — 3e @ 1In |e” — 1]]
Yi =11 — v + —— [y1=(C1+x) cosz+(Co+z) sinz+ (cosz—sin z) In | cos ]
yh =211 — Y2 [y2=(C1—C%) cos x4 (C1+Cy) sin x+2 cos x In | cos x|+ 22 sin z
Y1 =2y1 + vy —2y3 —x + 2 [y1 = Cre” + Cysinx + C5 cos x|
Yy =1—1 [yo = & — C1e” + Cycosx — Cssin x]
vh=y1+y2—ys—x+1 lys = 1+ Cysinx + C3 cos 7

Najdéte partikularni feseni nasledujicich soustav diferencialnich rovnic

183.

Yo = y2 +y3; y2(0) = 0,43(0) = —1 [y2 = €2 — €3]

yh = —2y2 + 4ys [y = " — 2¢¥]
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184.

185.

186.

187.

188.

189.

190.

191.

ys = 3y2 — y3; 42(0) = 1,33(0) =5 [y2 = %]
ys = 10y, — 4ys [y; = be "]
y1 = 3y1 + 8y2; 41(0) = 6,y2(0) = -2 [y1 =2(2e" +e77)]
Ys = —3Y2 — Y1 [y2 = —e* — e "]
yi=e" =y = 5y1; y1(0) = 55 42(0) = 53 (1 = 55" — 35¢™]
Yy = > +y1 — 3ys [y = 5c€” + €]
y1 =1y2; y1(0) = y2(0) = 1 [y1 = cos x + sin z]
Ys = —U1 [y = cosx — sin z
y1 = 4y1 — 5y2; 11(0) = 0,42(0) =1 1 = (1= 2x)e™*]
Yo = Y1 [y = we "]
yi=uy1+y+z; 1(0) = —§,4(0) = -2 [y1 = —32 — ]
Ys = y1 — 2ya + 2z y2 = g7 — 5]
Yy =y1 +5y2; y1(0) = —=2,42(0) =1 [y1 = (sinz — 2 cos x)e™]
Yo = —3y2 — 41 (Yo = e " cos z]
2yy = 6y1 — o — 6% —x +3; 11(0) = 2,12(0) =3 [pr =¥ + €% +2° + 1]

Yo = 2yp — 20 — 1 Y2 = 2% + 1z + 1]

' webMathematica |
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13 Posloupnosti a rfady funkci

13.1 Posloupnosti funkci

Teorie

n2

n24x2 -

Priklad 192 : Budeme vysetfovat konvergenci posloupnosti f,(z) =

Pro bodovou konvergenci plati

2 2
lim ———— = lim ————— — 1.

n

Pti hledani mnoziny M, na které posloupnost konverguje stejnomérné nas zajiméa

n R I e ,
P R 1| = | = Zjistime, kdy plati
. ?
hm sup 5 9 = 0 .
n—o0 enr N2+ T

Pokud je M omezend mnozina, pak 3K Vx € M : |x| < K a plati

22 K? , 2
5 5 < — = lim sup —> =0.
n°+x n n—o0 e N+ X
2
Jestlize M = R, pak sup 2+ s =1 = lim sup 2+x2 =1.
reM =X gecM

Dana posloupnost tedy konverguje stejnomérné na kazdé omezené mnoziné, na
celé realné ose konverguje bodove.

Rozhodnéte o stejnomérné konvergenci posloupnosti { f,(x)}, je-li

193. fu(x) = 2" [z€(—1,1) bodové, z€(—1+¢,1 —¢) stejn.]
194. fu(x) = =282 [D(f1) = (—1,00), z€ (1, +00) stejn.]
195. fo(x) = 2™ + "1 [z€(—1,1) bodové, z€(—1,1 — ¢) stejn.]
196. f,(z) = 2" — 2®" [z€(—1,1) bodové, z€(—1+ ¢, ) ejn.]
197. fu(z) = e [fn — O prozeR, ale fn = %}
198. fu() = 7%= [mER stejn.]
199 fu(w) = \Jo+ 1=z [ € (0, +o0) stejn.]
200. f,(z) = e [z € (—00,1)bodove, x€(—00,1 —¢) stejn.]
201. f,(x) = arctgnx [z € (—00, 00) bodové, x € (—o0, —¢) U (g, +00) stejn. |
202. f,(r) = xarcotgnx [z € (0, +00) bodové i stejn.]
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13.2 Funkéni rady

Teorie

Priklad 203 : Méme najit obor konvergence fady >  In"x.

Pouzijeme odmocninové kritérium a zkoumame, pro kterd x € R plati nerovnost
{/|In" 2| = |Inz| < 1, coZ je splnéno pro + < z < e. Pro z1=1 dostaneme fadu

00
n=1

konvergence dané fady je tedy interval (%, e).

Najdéte obor konvergence fady > f.(z), je-li

n=1

204. f,(z) = S (L=zyn

205. f,
206. f,

(z)
(x)
(z)
207. f,(x)
208. f,(x)
209. fo(x) = wsne
210. f, ()
211. f,(x)
212. f(x)
213. f,(x)

(©.9)
Dokazte stejnomérnou konvergenci > f,(x), je-li
n=1

214. fo(z) = -2

x24+n2

(u

T+2"

215. fo(z) =
216. fu(z) =
217. fu(z) = SRnr
218. fu(z) =

24

o0
> (—=1)", kterd diverguje; podobné pro zo=e fada »_ 1" opét diverguje. Obor

[< 0,00)]

[z € R— < —1,1>]
[t € R—{-1,1}]
[lz| > 1]

[z > 0]

[z > 0]

2 < |z| < V6]

[l > V/e]

[z € R —{0}]
[lz| < 1]

[z € R]
[z > 0]
[z € R]
[z € R]
[z € R]



219.
220.

221.
222.

223.

224.

225.

226.

227.

fu(x) = arcotg xQan?’
fulr) = 3=

fulw) = P
fu(z) = (arcotg =—)°
fal@) =In(1+ L)

sin(:%) sin 2nx
ful2) = =2 —

falz) = %(xn +a7")

folr) = e

25

n>2|z] <a,a> 0]

[|z] <a,a> 0]
[z € R]
[5 < 2] < 2]

e<z<a,(ea>0e<a)
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13.3 Mocniné rady

Teorie
Priklad 228 : Najdeme obor konvergence fady Y 5"2".
n=1
Po substituci y = 2 dostaneme mocninnou fadu Y 5"¢", kterd méa polomér
n=1
konvergence R = W = % Pro y= —% dostaneme fadu nz_:l(—l)“, ktera,
diverguje; podobné pro y = l fada > 1 diverguje. Obor konvergence ptuvodni
n=1

rady 572%" je tedy interval (— =, -=

£ o)
Najdéte polomér konvergence rfady
220, 3 BT g 1

nz—:l n [4}
230. > Zuip V3]

n=1
231. 3 3" (n3 4 2)z" [L}

e :
Najdéte polomér konvergence fady > a,z", je-li

n=0
232. a, = &5 1]
233. a, = 4 [o0]
234. a,, = O;;QH [\/ﬂ
235. ap =" (0 < a < 1) [00]
236. a, =< + %(a,b>0) [min(, $)]
_ 3V

237. a, = S 1]
238. ap = =15 (a,b > 0) [min(a, b)]
239. a, = (—1)" {2} [27]
240. a, = SV (2)n [1]
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a(a+1)...(a+n—=1)b(b+1)...(b+n—1
241. a, = e n(!c(chl).)..((chn)fl)( : [1]

Najdéte obor konvergence mocninné fady > a,(r — )", je-li
n=0
242. an:#ﬁ,xozl (< 0,2 >]
243, a, = (2=1y gy = —2 [(=5:—3)]
244. a, = S 2y = (1,1 >]
245. a, = ﬁ,xo =1 [< —2,4)]
246. a, = \/ Bt 1wy = 2 (=3, =1)]
57 —3)n
247. @, = T 4 — 0 [<—%3)]
248. a, = ﬁln%ﬁ—;;,xo =1 [< —2,0 >]
249. a,, = V2HELVICL gy — 3 (< —4,-2 >]
250. a, = /a— 1,20 =0,a > 0,a # 1 [< —1,1)]
VA
251. an:ﬁ, 0o=1 (< 0,2 >]
' webMathematica|
Najdéte rozvoj funkce f(z) v mocninou fadu
252. f(z) = e {Z #;x €ER
n=0 i
253. f(x) = cos*x [1 + Z(—l)”%;’;_),lx%, r€R
n=1 i
254. f(z) = sin 3z sin 5z [Z L2 (1 -2z € R
. 3 o0 n+13 32n 1) In+1 |
255. f(x) =sin’x S & o T EeR
n=1 i
256. f(z) = whp L;O(—l)”(n + 1Dz 22 € (—1,1)
257. f(a) = %5 [—2 +3 It € (-2,2)
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258. f(x) = =y {—i > B e e (-1,1)

259. f(x) =In /12 [zﬂ r e (—11)

260. f(r) = Ind2e i+ S - Giee (hi>
261. f(r) = - [1 +3 Gtana € (-1 1>:
262. f(z) =1+ a2 [1 + ‘%2 + nf:; (_1>n(_217f)2!7_3)”x2”; x e (—1, 1)_
263. f(z) = (1—a?) 3 Lﬁo b x € (—1, D
264. f(z) = S [x + él (2Tl;!1)!!xn+1;x c (_%’ %)
265. f(x) = (1 + %) arcotg x [:1: + 2 il %x%ﬂ;x e 11 >_
Najdéte rozvoj funkce f(z) v mocninnou fadu _ _
266. f(x) = In(x + /1 + 22) [x + é (_1):2(s;§f1)!!§injll;x e<—1,1 >:
267. f(r) = arcsinx [x + i (2(7;,:)1!?”:52”:11;95 e<—1,1 >_
268. f(r) = arcotg 213 ”3 [—% ; 327:?1 2::11, e< —3,-3 >_
269. /(@) = 5 O+ (S e <
270. f(2) = 1t [% i::o Doz € (—1, 1):
271. f(x) = % [i cosna;z € (—1 1)_
272. f(z) = 3 In 1L + L arcotg = Lé) %;x € (-1, 1)
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273. f(x) = rarcotgz — Inv/1 + 22 [Z( )”*1% re<—1,1>

274. f(z) = rarcsinz + /1 — 22 {1 +Z 4 Z §Z+; :: 2?:;, e<-1,1>
275. f(x) = 2i=o) {z(—1)n—1(1+§+---+ Ly € (=1,1)
n=1 |

(0.9] u

276. f(z) = 1= L; > Gahr e (—1,1)

277. f(x) = arcotg®x [Z ()" Y1+ 5+ + an_l)%;x e<—1,1>
n=1 |
278. f(x) = e"sinx {Z ZQSm mreR
279. f(x) =e"cosx [ 22608% " x € R
. 2n+1 i
280, f(r) = (2 S S jel < 1
Pomoci rozvoje v mocninnou rfadu vypoctéte integraly
281. [t [Z L e R
0 n= ]
r sin ¢ ) (—1)ng2n+l i
r dt = (2n—1) ”z4”+1 ]
283. of — [ ; 2Ty T € (—1,1)
[ _t2dt x?’ - 2n 1)”3:2”Jr3 |
' webMathematica|
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14 Fourierovy rady

Teorie

1 pro 0<z<nm

Priklad 285: Stanovime Fourierovu fadu funkee f(x) = { 0 pro —7 <z <0

podle zakladniho trigonometrického systému, tj. ve tvaru

+00
% + Z(ak cos kx + by sin kx).

k=1
Vypocteme koeficienty ay , by :
1 [ 1 1
apy=— [ 1d§é=1, ap = cos k& d§ = — [smk{]o, k=1,2,...,
0 T
0 0

™

by, :%/sinkﬁ dé :—%[coskﬁ]g = —%[(—1)]€ —1], k=1,2,....
0

Vysledek piseme ve tvaru:

Najdéte Fourierovu fadu funkce f(x) na intervalu (—m, ), je-li

o
286. f(x) = |z| Vysledku vyuzijte k secteni fady Z 2n+1 [ —4 Z COZET{E‘”, 7;2

287. f(x) = n* — 22 Vysledku vyuzijte k sec¢teni fady i = il (_gﬂ

[§7T2 +4 i::l (_Z)nﬂ COS NT; 62 7{—;
288. f(x) = signa Vysledku vyuzijte k seCteni fady Z 2n+1 [% ni: %; %
289. f(z) =sinax a ¢ Z {QSlﬂﬂ il(_l)nﬂ%_
290. f(z) =cosax a ¢ Z [2&%{2—1@ + ijl(—l)”% _
291. f(z)=¢€e™ a#0 {— sinh am{5- + Z a2+n2 ~(acosnx — nsinm:)}-
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. 0 ,
292. f(z) = % lq) <1 > ¢"sinnx; zavedte e = z]
n=1

Najdéte Fourierovu fadu funkce f(x), je-li

293. f(z) = 2,z € (0,2n) [zl sinne
294. f(x) =z,z € (a,a + 2l) [a +1+2 Zl = (sin 74 cos M7 — cos 74 sin 27E)
295. f(x) = 22,2 € (0,2m) [% e DI Y e
n=1 n=1 .
ax . e n ah cos(“7%)—n sin( "= ]
206. f(z) = e,z € (—h, h) [2 sinh ah{z- + > (-1) L
297. f(r) =zcosw,x € (—73, %) [?6 Z n+12 sin 2nx
208. f(z) =e" — 1,z € (0,2n) [62’2:1{% + 2 (P - - L
n=1 |
Najdéte Fourierovu fadu funkci f,(x) = sin" x a g,(z) = cos" x pro n = 2,3,4,5.
299. fo(z) =3 — 1 cos2x [92(z) = 1 + 3 cos2z]
300. f3(z) = 3sinz — §sin 3z [95(2) = 3 cosz + § cos 3z]
301. fy(z) =3 — 4 cos2x + g cosdw [9a(z) = 3 + § cos 2z + 4 cos 4z]
302. f5(z) = —2sinz+ 3 sin3z — - sin bz [g5(z) = 2 cosz + 5 cos 3z + 15 cos 5]
Najdéte Fourierovu fadu funkce f(x), je-li
303. f(x) =% — 5,2 € (0,7) (kosinové fada) {% ngo %]

304. f(z) = 2% x € (0,7) (sinova fada) [% i (—1)”“{%2 + Z[(=1)" — 1]} sin nx]

n2
n=1

305. f(z) =sinaz,a € Z,x € (0,7) (kosinova fada) [4?@ > %pm a sudé
=0_

[4?@{2712 + Z B2 Apro a hche]
n=
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306. f(z) =cosax,a € Z,x € (0,m) (sinova fada) [ 235 o 22”7;31 5 Pro a sude]
n=0

7T
n=

oo
[ 8 M pro a hche]

307. f(z) = (5 — ),z € (0,5) podle soustavy

{cos(2n — 1)z}, n e N { 2 Z 2n @il + }COS(2n — 1)$]

{sin(2n — D)z},n € N [Z {(27;1)2 + (27%1)3} sin(2n — 1)x]
n=1

Integraci Fourierova rozvoje funkce f(x) = x najdéte rozvoj funkci z2, 23, x4, 2°

pro z € (—m, )

308. f(z) =z {2 i(_nnﬂm%_
309. f(z) = 22 [ +4 Z (=" -
310. f(z) = 23 [2 il( )”m sin nx-
311. f(x) = 2* {% i( 1)ntibomn ;T” cosnx-
312. f(z) =2° [2 i(—l)”+1120_20”:§12”4n4 sin nx_

| WebMathematiCE;
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15 Limity, derivace a diferencial funkci vice realnych pro-
ménnych
Teorie

Priklad 313 : Je dana funkce f predpisem f(x,y) = %, f(0,0) =0
a body M = [3,4], Q = [2,1].

a) Rozhodnéte o spojitosti funkce f.

b) Stanovte diferencial funkce f v bodé M.

¢) Stanovte derivaci funkce f v bodé M ve sméru vektoru o = (1, —1)T.

d) Stanovte smér a velikost nejvétsiho spadu funkce f v bodé Q.
Resen:

a) Funkce f je spojitd na R? \ [0,0] (polynomy jsou spojité funkce na R?).
Musime rozhodnout pouze o spojitosti v bodé [0, 0], tzn. ovéfujeme zda plati

li Ity — ).
2 fn[loow v

Prechodem k polarnim soutadnicim x = r cosy, y = rsin ¢ dostaneme

x+y _ . r(cos p+sin )
lim = lim —5—

x +y r—0
[z,y]—10,0] e oom)

tedy neexistuje a dana funkce neni spojita.

. Posledni limita zavisi na volbé tuhlu ¢,

b) Pro parcialni derivace funkce f plati ﬁ = $2+(y22;(57;§/ 2 - W?
9 22 4y?—(v+y)2 i x — 0 —
5_1];: +(Z;2+(y2—~)_2y)y: (2y+y2y V bodé M = [3 4] .]e 8_(M)_621g7 8_52673;
a diferencial funkce f v bodé M je df(M,h) = 62157 dr + === 625 L dy .

¢) Derivaci funkce f v bodé M ve sméru vektoru v = (1,—1)T vypocitame

pomoci vztahu %(M): grad f(M) - v = (g7157, ng51) (1, -D" =g

d) Smér nejvétsfho spadu funkce f v bodé Q je dan vektorem —grad f(Q) =
<§_577 ;_51> , jeho velikost je ||U|| = % 50 .
Piiklad 314 Spocitejte derivaci funkee f = “52, f(0,0) = 0 v bods [0,0] ve
sméru vektoru o = (1,1)7.

34t
7 definice dostaneme 8f(O 0)= %11"% 10, OHt(lt’l)) £(00) _ Pr% tQt 0 _ 2.
3440
Parcidlnf derivace (0, 0)= lim JRAHEAZIEN = Jim 50 peexistuje.
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315.

316.

317.

318.

319. f
320. f
321. f
322. f

323.

324.

Rozhodnéte o spojitosti fce f v bodé [0, 0]:

2

flz,y) = xy , f(O 0)=0 [neni spojita]
flz,y) = %my?’ f£(0,0) =0 [neni spojité]
fla,y) = B | £(0,0) =0 je spojitd]
fx,y) = (1+sin(z —y))"l=1, £(0,0) = 1 [je spojitd]
Rozhodnéte, zda fce f v bodé [0, 0] a ve sméru (1, 1) roste nebo klesa
flz,y) = (2® + y?)sinz, [fce roste]
flz,y) =— tgy e’ [fce klesa]
flz,y) = fce je konstantni]
f(z,y) = —1In |y + 2+ 1| cosx, [fce klesa]
Najdéte diferencial funkce f v bodech [0,0] a [1, 1]
flay) = A=, £(0,0)=0 df = 0dw +0dy, df = ;% do + 3% dy]
flz,y) = (y+2)tg %, f(0,0) =0 [df = 7dx + 0dy, neexistuje]

' webMathematica|
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16 Reseni funkcionalnich rovnic, teé¢na rovina

Teorie

Priklad 325 : Je dana funkce F' predpisem F(x,y) = 2%y + 2z — 3y a body
A=13,-1], B=[1,1].

a) Pomoci véty o implicitni funkci zjistéte, jestli existuje jediné, spojité feseni
y rovnice F(x,y) = 0 na okoli bodd A, B. Piipadné urcete derivaci y' v pii-
slusném bode.

b) Stanovte vektor normély a tecnou rovinu ke grafu funkce F' v bodé grafu

C=1[217.
c¢) Stanovte tecnu k hladiné funkce F' prochazejici bodem D = [1,0].
a) Oveéfime predpoklady véty o implicitni funkci:
1. Funkce F'(x,y) = 2%y + 22 — 3y je spojitd na R?, proto i spojita na okoli

bodi A, B.
2. Rovnosti F'(A) =0, F(B) = 0 jsou splnény .
3. Parcialni derivace [, = %ﬁ’y) = 32%y? — 3 je spojitd na R? a plati

F,(A) =24 40, F,(B) =0.

Na okoli bodii A tedy existuje jediné, spojité feseni y rovnice F(x,y) = 0;
. v v s 2xy3+2 —

derivace feSenf je y/'(3) = =77 = — 527 B-1) s

O feseni rovnice F'(z,y) = 0 na okoli bodu B nemuZeme na zakladé véty

o implicitni funkci nic Fici.

b) Vektor normaly 7 ke grafu funkce F (a:, y) = 2%y® + 2z — 3y v bodé grafu
C=R1LFR| = 215 je i = (F(2.1),F(21),-1) = (6,9, 1)
a tecna rovina je dana rovnici z — 5 =6(r—2)+9(y—1).

c) Te¢na k hladiné funkce F' prochéazejici bodem D =[1,0] je dana rovnici
0=F.D)(z—-1)+F,D)(y—0)=0=2z—-1)—-3y.

Pomoci véty o implicitni funkci zjistéte, jestli existuje jediné, spojité reseni
y rovnice F'(x,y) = 0 na okoli bodu A, B, C'. P¥ipadné urcete derivaci 3/
v prislusném bodé.
326. F(z,y) = —322+y* —ay — 20 -3y, A=10,3], B=11, ] C =1-3,0].
[A:y/(0)=2,B: N , C: Nee:z:}
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327.

328.

329.

330.

F(z,y) =2 +4y> —2x + 16y +13, A=[-1,-2], B=[1,-1], C =[1,0].
[A: Neex, B:y'(0) =0, C: Neex.]

Urcete parcialni derivace prvniho fadu funkce z = z(z,y) implicitné defino-

vané rovnici 2* — 3zyz —8 =0 v bod& A = [0, 3]. [A:zx:%, zy:O,}

Ke grafu funkce f najdéte tecnou rovinu, kterd je rovnobézné s rovinou p.
flr,y) =2 +y*—2, 0:3x+2y—2=0.
Bz —=2)+2(y—1)—(2—3) =0

K nulové hladiné funkce f najdéte tecnou rovinu, ktera je rovnobézna s ro-
vinou Q.

flz,y,2) =2*+2y> +32° =21, p: 2+ 4y +62=0.
(z—1)4+4y—2)+6(z—2)=0, (x+1)+4(y+2)+6(z+2)=0]

' webMathematica|
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17 Extrémy funkci vice proménnych

Teorie
17.1 Optimaliza¢ni alohy bez vazeb
Priklad 351 : Najdeme extrémy funkce f(z,y) = 2> —ay +y*> — 22 +y.
Stacionarni bod vypocteme ze soustavy
B 20 —y—2=10 B
gradf(xmy()) — (07 O) = x4+ 2y +1=0 = [xOJ yO] — [170] :
Hessova matice funkce f ma tvar H(z,y) = ( _21 _21 ) . Potom
Stac. bod H Hlavni minory H | vlastni ¢isla H | Typ bodu
2 —1 My =2>0 AM=1>0 ..
[1,0] (_1 2) My =50 N =350 bod minima
Priklad 832 Najdeme extrémy funkce f(x,y) = x*+ 6xy + 2y*. Stacio-
narni bod vypocteme ze soustavy
grad f(zo90) = (0,0) = 0T T =yl = 0,0].
) ) 6.1' + 4y — O ) )

2 6

6 4 ) . Potom

Hessova matice funkce f ma tvar H(z,y) = <

Stac. bod H Hlavni minory H vlastni ¢isla H Typ bodu
(2 6) My =2>0 M=3+V37>0

[0, 0] sedlovy bod

6 4 My=—-28<0 | \=3—-37<0

Najdéte lokalni extrémy funkce f

333. f(z,y) = 2t + y* — 2% — 20y — 3 [[1,1],[-1,—1] min, [0, 0] sedlo]

334. f(z,y) =2+ 2y+y*—4lnz —10lny [[1, 2] min]

335. f(z,y) =a®+y*+ 22+ 20+ 4y — 62 [[—1, —2, 3] min]

336. f(z,y) =2y + z(a—x — 2y — 32) [[%, 6+ 16) sedlo}

337. f(z,y) = zyIn(z? + y?) [0, £1], [+1,0] sedla, | (126), (126)] :
1 1 1 1

] max|

_ _ T 11
Sy 7y onl R L by o Sy ol Bl by Sy o
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17.2 Optimaliza¢ni alohy s vazbami
Teorie

Priklad 338 : Stanovte extrém funkce f(z,y) = 2% + zy* + 522 + 3* na
piipustné mnoziné V ur¢ené podminkou h(zx,y) =z +y = 0.
Véazané extrémy budeme nejdrive hledat pomoci Lagrangeovy funkce

L(z,y,\) = 2° + 2y* + 52> + y* + Az + y).

Najdeme jeji stacionarni body

OL — 322 + 42 + 102+ A =0

o

oL $1:0,y120,)\120
G =22y +2y+A=0 =

oL 372:—2,3/2:2,)\2:4

Druhy diferencial Lagrangeovy funkce je
d*L = d*f + Ad*h = (62 + 10) do? + 4y dwdy + (22 + 2) dy?
a po dosazeni vazebni podminky
dh =dx +dy =0
dostaneme
d’L = (8x — 4y + 12) da?.

V bodsé [0,0,0] je d*L = 12dz* > 0, tedy bod [0,0] je bodem minima funkce f
vzhledem k mnoziné V,

v bodé [—2,2,4] je d*L = —12dx? < 0, tedy bod [—2, 2] je bodem maxima funkce
f vzhledem k mnoziné V.

Tento priklad lze také resit prechodem k jedné proménné.
Z vazby x +y = 0 plyne y = —x a po dosazeni do ptivodni funkce dostaneme
f(r,y) = f(z) = 2° + 2° + 52® + 2 = 22° + 627

Pro tuto funkci je f'(z) = 62® + 12z a stacionarni body jsou z; = 0, 75 = —2.
Druhd derivace ma tvar f’(x) = 1220 4+ 12 a f”(0) = 12 > 0 = v bodé [0, 0] je
minimum funkce f vzhledem k mnoziné V', podobné f”(—2) = —12 < 0 = v bodé
[—2,2] je maximum funkce f vzhledem k mnoziné V.

Nyni budeme hledat extrém stejné funkce f(z,y) = 2° + zy® + 522 + y* na
pfipustné mnoziné V urcené podminkou g(z,y) = x + y < 0. Kromé extrému na
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hranici mnoziny oV (8‘7 = V), ted hledame i extrémy uvnitf mnoziny V (zde
g(x,y) < 0). Tedy grad f = 0, neboli

g—£:3x2+y2—|—10$:0 } = 371:073/1:0’ x4:_1ay4:_\/?7

g—£:2xy+2y20 z3=—R y3=0, x5=-1,y;=7.

Pouze body [0, 0], [—%, 0],[-1, —/7] patii do mnoziny V a pro druhy diferencial
funkce f v téchto bodech plati

d>£([0,0]; k) = (62 + 10) da® + 4y dady + (22 + 2) dy?|j0.9 = 12dy* > 0,

E(—R,00;h) = —Hda? <0, Ef([~1,—VT|;h) = 4da® — 4T dady.

Bod [0, 0] je bodem minima funkce f vzhledem k R?, tedy i vzhledem k mnoZiné v,
podobné bod [—4,0] je bodem maxima funkce f vzhledem k mnoZiné V.

V bodé [—1, —/7] ve sméru (dz,dy) = (1,0) je d*°f = 4 > 0 a funkce f ma v
tomto sméru minimum, ale ve sméru (dz,dy) = (1,1) je d>f =4 —4V/7 <0 a f
mé v tomto sméru maximum. Bod [—1, —v/7] je tedy sedlov§m bodem funkce f.
Zbyva rozhodnout bod [—2,2] € dV, pro ktery je A =4 > 0 = grad f(—2,2) =
—4grad g(—2,2), (gradient funkce f sméfuje do mnoziny \A/) a funkce f muze
nabyvat pouze minima vzhledem k ‘A/, ale vzhledem k hranici 9V nabyva maxima.
Proto v bodé [—2, 2] neni extrém funkce f vzhledem k mno#ing V.

Priklad 339 : Stanovte extrém funkce f(z,y,2) = zy + yz na piipustné
mnoziné V uréené podminkami hy(x,y, 2) =y+2—2=0, ha(z,y, 2) =2*+y*—2=0,
x>0,y>0,22>0.

Véazané extrémy budeme hledat pomoci Lagrangeovy funkce

L(z,y,\) = zy + yz + My + 2 — 2) + da(2® + 4> — 2).

Najdeme jeji stacionarni body

U=y +20r=0 = =32 t4+z2+2(30)y—y=0
%:$+z+2kzy+>\1=0 } = PHmw—y—yr=0
‘g—ﬁ=y+>\1=0 = A1=-y J
gTL:z+y—2:0:>z:2—y 2+ 2—-yr—y*—yzr=0

i =
Fe=a+yP—2=0=>2"=2—¢ 2y +2-yr -y —yr=0
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Odtud 2(1—39*)+(2-2y)z2=0= (1—y)(1+y+2z) =0 aprotoze = > 0,
y >0,z >0, tak jediny stacionarni bod je B=[1,1,1] a Ay = —1, Ay = —1.

Druhy diferencial Lagrangeovy funkce je
AL = 2\ dz® + 2 dxdy + 2Xs dy* + 2 dydz

a po dosazeni vazebnich podminek v bodé B = [1,1,1]

dhi =dz+dy=0=dz=—dy, dhs=2xdr+2ydy=0=dr=—dy
dostaneme pro Ay = —1, Ay = —%
B*L=(-4—-2-4-2)dy*<0 pro drv=dz=—dy#0.

Tedy bod [1,1, 1] je bodem maxima funkce f vzhledem k mnoziné V.

Najdéte lokalni extrémy funkce f vzhledem k mnoziné V

340. f(z,y) =222 +2y, V:32+2y—2=0,
[[—1,3] min}

341. f(z,y) =222 +a2y, V:-3x—-2y+2<0,
[nemé extrém vzhledem k V]

342. f(z,y) = 22+ 122y + 2y, V :da? 44> =25,
12,4, -3, —4] max, [2,-3],[~2,3] min]

343. f(z,y) = 2% + 122y +2y*, V :4a®+y? <25,
12,4, [-3,—4] max, [2,-3],[~2,3] min]

344. f(x,y) =z — 2y + 2z, V24P +22=1,
622 max, (232 mn

Najdéte min. a max. hodnoty funkce f vzhledem k mnoziné V'
[—l min, 14 V2 max}

2 2
Vier4+y " <z<1, 5

345. f(x,y) =z +y+ z,
Via?+ %+ 22 <100,

[0 min, 300 max]

346. f(x,y) = 2% + 29> + 322,
' webMathematica |
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18 Vicenasobné integraly
Teorie

18.1 Dvojné integraly
Priklad 347 - Méme mnozinu M = {[z,y] € R? : ay > 1,4y > x,y < 3}.

Vypoctéte
Y2
I = / / " dxdy .
M

Prisecik funkciy = 7,y = %je bod [2, %], tedy % <y<3aproxplatidy > x >
Tudiz

3 4y

1
J

348.  [[ ye dzdy [%e‘L + %e}
y?<x<y+2
72 <y<y/16—12
350. [ |zy|dxdy (2]
1<z2<y?<4
351. [[ x—l—gl/—i—l drdy, kde M je trojuhelnik s vrcholy [1,2], [5, 2], [4, 4]
M

[ZIn9+8In16]

352. [[|z| dxdy, kde M je dana nerovnostmi z? <y, 4a? +y* < 12
M
[36v/3 — 14]

353. [[[2x +y—1] dedy, kde M je ddna nerovnostmi 2z >y >z, v <1
M

354. [[+/1—2a%—y?dxdy,
M

kde M je dana nerovnostmi %+ y2 <l,2>0,y>0 [g}

41



18.2 Trojné integraly

Priklad 355 Méme mnozinu M = {[x,y] € R® : 22 +y? < 1,22 +9>+2% < 4}.
Vypoctéte objem télesa M, tj. integral

I:///ldxdydz.
M

Ptechodem k cylindrickym soutadnicim x = rcosy,y = rsin p, z = z dostaneme
r2<1,22<4—1r% ¢e(0,21) a dedy = rdrdy, tedy

2r Va—r2 2 1

1 Vi-
I:///ldzda:dy:// / rdzdrdg0://2 4—1r2 7 drdp =
M 0 0 _yi— 0 0

— 7“2

2w

2 3

u:4—r2 -

520 ) ][ [l -t
0 4

0

356. [[[1dedydz,
k‘(/:le V je ddna nerovnostmi 2%+ y? —22<1,0<2<1 [7r %}
357. fff xyz s dedydz,
kde V' je ddna nerovnostmi \/m <2z£52,0<2, 05y [—@ + 15 L ln 5}
358. [[[ 22y dx dy dz

k‘(/iere dana nerovnostmi 0 <z <1, 0 <y <z,0<z<uay [ﬁ}
359. fff T drdydz,

kde V' je ddna nerovnostmi z +y <3, 0<y, 0<z,0<2<4 [91n 2]
360. fff 4+Z s drdydz,

kde V je ddna nerovnostmi z% + y* < 4z < 16 0]

361. fff v2yz dx dy dz,
1%

kde V je dana nerovnostmi 4z?+y?+22<1,2>0, y >0, 2 <0 [_LL}

| webMathematica|
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