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Úpravy a řešení soustav lineárních rovnic

1. Soustava lineárních rovnic

2. Ekvivalentní úpravy

3. Maticový zápis

4. Úprava na schodový tvar

5. Zp̌etná substituce

6. Gaussova eliminace

7. Gauss-Jordanova metoda

8. Pracnosťrešení
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2.1 Soustava lineárních rovnic

DEFINICE 1
Soustavou m lineárńıch rovnic o n nezńamých
x1, . . . , xn naźyváme mnǒzinu rovnic ve tvaru:

a11x1 + . . . + a1nxn = b1
... · · ·

... ...
am1x1 + . . . + amnxn = bm

(S)

Čı́sla aij, i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n naźyváme koe-
ficienty soustavy abi, i = 1, . . . , m naźyváme prav́e
strany.
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2.1 Soustava lineárních rovnic

PŘÍKLAD 1 Soustava źuvodńıho p̌rı́kladu II:

2u1 −u2 = 0.2683
−u1 +2u2 −u3 = 0.2683

−u2 +2u3 −u4 = 0.2683
−u3 +2u4 −u5 = 0.2683

−u4 +2u5 = 0.2683

Jedńa se o soustavu 5 rovnic o 5 neznámýchu1, . . . , u5, kde

a11 = 2, a12 = −1, a13 = 0, a14 = 0, a15 = 0,
a21 = −1, a22 = 2, a23 = −1, a24 = 0, a25 = 0,
a31 = 0, a32 = −1, a33 = 2, a34 = −1, a35 = 0,
a41 = 0, a42 = 0, a43 = −1, a44 = 2, a45 = −1,
a51 = 0, a52 = 0, a53 = 0, a54 = −1, a55 = 2,

b1 = 0.2683
b2 = 0.2683
b3 = 0.2683
b4 = 0.2683
b5 = 0.2683
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2.2 Ekvivalentní úpravy

Základní myšlenkǎrešení soustavy lineárních rovnic spočívá

v nahrazení dané soustavy jinou soustavou, která má stejnéřešení a

je jednodušší.

DEFINICE 2
Ekvivalentńımi úpravami soustavy linéarńıch rovnic naźyváme

následuj́ıćı úpravy:

E1 Vzájemńa výměna libovolńych dvou rovnic soustavy,

E2 Násobeńı obou stran ňekteŕe rovnice soustavy nenulovým

č́ıslem,

E3 P̌ričteńı násobku ňekteŕe rovnice soustavy k jińe rovnici.
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2.2 Ekvivalentní úpravy

Ekvivalentní úpravy mají tu vlastnost, že jejich pomocí můžeme

z upravené soustavy získat zpět původní soustavu.

Jestliže soustavaS ′ vznikla ze soustavyS vzájemnou vým̌enou

i-té aj-té rovnice podle pravidla E1, pak tatáž úprava použitá

naS ′ nás p̌rivede zp̌et kS.

Jestliže soustavaS ′ vznikla ze soustavyS násobeními-tého

řádku nenulovým̌císlemα podle pravidla E2, pak násobením

téhožřádku soustavyS ′ číslem 1

α
obdržíme zpátky soustavuS.

Jestliže soustavaS ′ vznikla ze soustavyS přičtenímα-násobku

i-té rovnice kj-té rovnici(i 6= j), pak p̌ričtení(−α)-násobku

i-té rovnice soustavyS ′ k j-té rovnici soustavyS ′ vede op̌et

k S.
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2.2 Ekvivalentní úpravy

Dvě soustavy lineárních rovnic nazývámeekvivalentní soustavy,

jestliže jednu z nich lze získat z druhé ekvivalentními úpravami.

V ĚTA 1
Jsou-li dv̌e soustavy linéarńıch rovnic ekvivalentńı, potom maj́ı

stejńe řěseńı.

PŘÍKLAD 2 − 2x1 + x2 = 0 (1)

x1 − 3x2 = −10 (2)

Vhodńa úprava soustavy je napřı́klad vyńasobeńı (2) dvěma, podle pravidlaE2, a

přičteńı (1) k upraveńe (2), v souladu s pravidlemE3. Upraveńa soustava bude ḿıt

tvar − 2x1 + x2 = 0 (3)

−5x2 = −20 (4)

Z rovnice (4) vypǒctemex2 = 4 a po dosazenı́ do rovnice (3) dostaneme

−2x1 + 4 = 0 odkudx1 = 2. 2. Úpravy ařěseńı soustav linéarńıch rovnic – p. 7/27



2.3 Maticový zápis

Soustavu(S) bude úsporňe zapisovat do tabulky




a11 . . . a1n b1

...
...

...
...

am1 . . . amn bm



 ,

kterou nazývámerozšířená matice soustavy(S). Matici A a vektorb

A =





a11 . . . a1n

...
...

...
am1 . . . amn



 , b =





b1

...
bm



 ,

nazývámematicí soustavy(S) apravou stranou soustavy(S) .

Pokud vektorx má za složky neznáméx1, . . . , xn můžeme soustavu

zapsat v maticové podoběAx = b.
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2.3 Maticový zápis

Ekvivalentním úpravám soustavy rovnic odpovídají operaces řádky

rozší̌rené matice soustavy, které nazývámeelementární (řádkové)

operace:

(e1) Vzájemná vým̌ena libovolných dvoǔrádků.

(e2) Násobení ňekteréhǒrádku nenulovým̌císlem.

(e3) P̌ričtení násobku ňekteréhǒrádku k jinémǔrádku.

Máme-li dv̌e matice, z nichž jedna vznikla z druhé pomocí

elementárnícȟrádkových operací,̌ríkáme, že matice jsoǔrádkově

ekvivalentní.
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2.3 Maticový zápis

V ĚTA 2
Majı́-li dvě soustavy linéarńıch rovnic řádkov̌e ekviva-
lentńı rožśıřeńe matice, potom majı́ stejńe řěseńı.

PŘÍKLAD 3 Úpravu soustavy (1),(2) na (3),(4) můžeme
zapsat pomoćı element́arńıch operaćı ve tvaru





−2 1 0

1 −3 −10





·2
7→





−2 1 0

2 −6 −20





+r1

7→





−2 1 0

0 −5 −20
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2.4 Úprava na schodový tvar

DEFINICE 3
Budemeřı́kat, že matice je veschodov́em tvaru, jestliže ḿa prvńı

nenulov́e prvkyřádk̊u zvańevedoućı prvkyuspǒrád́any jako schody

klesaj́ıćı zleva doprava. Pǒzaduje se p̌ritom, aby vedoućı prvky

nebyly nad sebou a aby všechny p̌rı́padńe nulov́e řádky byly dole.

PŘÍKLAD 3

A =





2 0 2

0 0 2



 , B =









0 2 2

0 0 2

0 0 0









, C =









0 3 2

0 0 0

0 0 0
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2.4 Úprava na schodový tvar

Pomocí elementárnícȟrádkových operací můžeme převést lib.

matici na schodový tvar.

Je-li v matici soustavy[A|b] prvekaij nenulový, pak vynásobíme-li

i-tý řádek této maticěcíslem−akj/aij a p̌ričteme-li ho kek-tému

řádku, bude mít upravená matice vk-témřádku aj-tém sloupci

prvek

akj + (−akj/aij) aij = 0.

Pokud je prveka11 nenulový, lze takto transformovat matici[A|b]

na tvar








a11 a12 . . . a1n b1

0 a1
22 . . . a1

2n b1
2

...
...

...
...

...
0 a1

m2 . . . a1
mn b1

m
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2.4 Úprava na schodový tvar

Pokud bude také prveka1
22 nenulový, můžeme obdobně dosáhnout pomocí

elementárnícȟrádkových operací, aby i pod ním byly v upravené matici nuly.

Bude-li pokaždéai−1

ii 6= 0, dostaneme nakonec matici ve schodovém tvaru (nebo

též v tzv.trojúhelníkovém tvaru) s nenulovými prvkya11, a
1
22, . . . , a

k−1

kk .



























a11 a12 . . . a1k . . . a1n b1

0 a1
22 . . . a1

2k . . . a1
2n b1

2

...
...

...
...

...
0 0 ak−1

kk . . . ak−1

kn bk−1

k

0 0 . . . 0 . . . 0 bk
k+1

0 0 . . . 0 . . . 0 0

...
...

...
...

...
0 0 . . . 0 . . . 0 0



























Pokudai−1

ii = 0 a je možno nalézt prvekai−1

ji 6= 0, j > i, stǎcí vzájemňe vyměnit

před úpravoui-tý a j-tý řádek. V opǎcném p̌rípaďe dostaneme obecnější schodový

tvar.
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2.4 Úprava na schodový tvar

POZOR! Neprovádíme-li postupné úpravy na upravené matici,

můžeme se dopustit chyby. Například úpravami
[

1 1 1 1
2 1 1 0
2 0 1 1

]

−r3

−r2

7→

[

1 1 1 1
0 1 0 −1
0 −1 0 1

]

+r2

7→

[

1 1 1 1
0 1 0 −1
0 0 0 0

]

nedostaneme rozšířenou matici soustavy ekvivalentní s původní

matici soustavy. Této chybě se můžeme vyhnout tak, že zvolíme

jedenřádek, který neupravujeme, ale použijeme ho k úpravě

ostatních. Nap̌ríklad úpravy následující úpravy jsou již ekvivalentní.
[

1 1 1 1
2 1 1 0
2 0 1 1

]

−2r1

−2r1

7→

[

1 1 1 1
0 −1 −1 −2
0 −2 −1 −1

]

−2r2

7→

[

1 1 1 1
0 −1 −1 2
0 0 1 3

]
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2.5 Zpětná substituce

Uvažujme, že rozšířená matice soustavy je ve schodovém tvaru


























a11 a12 . . . a1k . . . a1n b1

0 a1
22 . . . a1

2k . . . a1
2n b1

2

...
...

...
...

...
0 0 ak−1

kk . . . ak−1

kn bk−1

k

0 0 . . . 0 . . . 0 bk
k+1

0 0 . . . 0 . . . 0 0

...
...

...
...

...
0 0 . . . 0 . . . 0 0



























1. Jestliže poslední nenulovýřádek rozší̌rené matice soustavy má

nenulový pouze poslední prvekbk
k+1

, pak tomutǒrádku odpovídá

rovnice
0 = bk

k+1,

která nemá probk
k+1

6= 0 řešení. V tomto p̌rípaďe tedy danásoustava

nemá řešení.
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2.5 Zpětná substituce

PŘÍKLAD 4 Soustava neḿa řešeńı

Rožśıřeńa matice soustavy byla elementárńımi řádkov́ymi

operacemi p̌revedena na schodový tvar:
[

1 2 −1 1
0 1 −1 2
0 0 0 −3

]

Tato rožśıřeńa matice soustavy odpovı́dá soustav̌e:

x1 + 2x2 − x3 = 1

x2 − x3 = 2

0 = −3

Posledńı rovnici 0 = −3 nelze splnit prǒzádnou volbux1, x2, x3 a

soustava tud́ıž neḿa řěseńı.
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2.5 Zpětná substituce

Uvažujme, že rozšířená matice soustavy je ve schodovém tvaru


























a11 a12 . . . a1k . . . a1n b1

0 a1
22 . . . a1

2k . . . a1
2n b1

2

...
...

...
...

...
0 0 ak−1

kk . . . ak−1

kn bk−1

k

0 0 . . . 0 . . . 0 bk
k+1

0 0 . . . 0 . . . 0 0

...
...

...
...

...
0 0 . . . 0 . . . 0 0



























7→









a11 a12 . . . a1n b1

0 a1
22 . . . a1

2n b1
2

...
...

...
...

...
0 0 . . . an−1

nn bn−1
n









2. Jestližek = n, bn
n+1 = 0 aai−1

ii 6= 0, i = 1, . . . , n, pakn-tá rovnice

má tvar
an−1

nn xn = bn−1

n ,

ze které snadno vypočtemexn. Po dosazení do předchozích rovnic

zbude v(n − 1)-ní rovnici op̌et jediná neznámá. Budeme-li takto

postupovat dále, určímejediné řešení soustavy. 2. Úpravy ařěseńı soustav linéarńıch rovnic – p. 17/27



2.5 Zpětná substituce

PŘÍKLAD 5 Soustava ḿa jedińe řešeńı

Rožśıřeńa matice soustavy byla elementárńımi řádkov́ymi

operacemi p̌revedena na schodový tvar:
[

1 2 −1 1
0 1 −1 2
0 0 1 −3

]

Tato rožśıřeńa matice soustavy odpovı́dá soustav̌e:

x1 +2x2 −x3 = 1
x2 −x3 = 2

x3 = −3
⇒

x1 +2x2 −(−3) = 1
x2 −(−3) = 2 ⇒

⇒
x1 +2x2 = −2

x2 = −1 ⇒ x1 + 2(−1) = −2 ⇒ x1 = 0

Soustava ḿa jedińe řěseńı x1 = 0, x2 = −1, x3 = −3.
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2.5 Zpětná substituce



























a11 a12 . . . a1k . . . a1n b1

0 a1
22 . . . a1

2k . . . a1
2n b1

2

...
...

...
...

...
0 0 ak−1

kk . . . ak−1

kn bk−1

k
0 0 . . . 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 . . . 0 0

...
...

...
...

...
0 0 . . . 0 . . . 0 0



























3. Jestliže rozšířená matice má obecný schodový tvar, pak z každé

rovnice soustavy vyjáďríme neznámou, která odpovídá vedoucímu

prvku. Postupným dosazováním od posledníhořádku dostaneme

vzorce pro neznámé odpovídající vedoucím prvkům vyjádřené

pomocí neznámých na pravé straně. V tomto p̌rípaďe má soustava

nekonečně mnoho řešení.
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2.5 Zpětná substituce

PŘÍKLAD 6 Soustava ḿa nekoněcně mnohǒrešeńı

Rožśıřeńa matice soustavy byla elementárńımi řádkov́ymi

operacemi p̌revedena na schodový tvar:
[

1 1 −1 1 1
0 0 1 −1 2
0 0 0 0 0

]

Tato rožśıřeńa matice soustavy odpovı́dá soustav̌e:

x1 +x2 −x3 +x4 = 1
x3 −x4 = 2

0 = 0
⇒

x1 = 1 − x2 + x3 − x4

x3 = 2 + x4
⇒

⇒ x1 = 1 − x2 + (2 + x4) − x4 = 3 − x2

Soustava ḿa nekoněcně mnohǒrěseńı x1 = 3 − x2, x3 = 2 + x4

přižem̌z x2, x4 volı́me libovolňe.
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2.6 Gaussova eliminace

Gaussova eliminǎcní metoda:

1. dopředná redukce, tj. redukce na schodový tvar

2. zpětná substituce, tj. řešení soustavy se schodovou maticí

PŘÍKLAD 7 Soustava, která neḿa řešeńı.

Řěsme soustavu 2x1 + x2 = 2

x1 + 2x2 − x3 = 1

4x1 + 5x2 − 2x3 = −1

Ekvivalentńımi řádkov́ymi úpravami dostaneme postupně
[

2 1 0 2
1 2 −1 1
4 5 −2 −1

]

·2 − r1

−2r1

7→

[

2 1 0 2
0 3 −2 0
0 3 −2 −5

]

−r2

7→

[

2 1 0 2
0 3 −2 0
0 0 0 −5

]

Poslední rovnici0x1 + 0x2 + 0x3 = −5 nelze splnit žádnou volbou

x1, x2, x3. Soustava proto nemářešení. 2. Úpravy ařěseńı soustav linéarńıch rovnic – p. 21/27



2.6 Gaussova eliminace

PŘÍKLAD 8 Soustava s jedińymřešeńım.

Řěsme soustavu 2x2 + 3x3 = 2

x2 + x3 = 0

x1 + x3 = 4

Ekvivalentńımi řádkov́ymi úpravami dostaneme postupně
[

0 2 3 2
0 1 1 0
1 0 1 4

]

r3

l
r1

7→

[

1 0 1 4
0 1 1 0
0 2 3 2

]

−2r2

7→

[

1 0 1 4
0 1 1 0
0 0 1 2

]

Řěseńım rovnic dostaneme postupně

x3 = 2

x2 = −x3 = −2

x1 = 4 − x3 = 2

což je jedińe řěseńı nǎśı soustavy.
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2.6 Gaussova eliminace

PŘÍKLAD 9 Soustava, která má nekoněcně mnohǒrešeńı.

Řěsme soustavu x1 + x2 + x3 = 1

x1 − x3 = 1

x2 + 2x3 = 0

Ekvivalentńımi řádkov́ymi úpravami dostaneme postupně
[

1 1 1 1
1 0 −1 1
0 1 2 0

]

−r1 7→

[

1 1 1 1
0 −1 −2 0
0 1 2 0

]

+r2

7→

[

1 1 1 1
0 −1 −2 0
0 0 0 0

]

Posledńı matice je rožśıřenou matićı soustavy

x1 + x2 + x3 = 1

−x2 − 2x3 = 0

0 = 0
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2.6 Gaussova eliminace

PŘÍKLAD 9 Pokrǎcov́ańı
x1 + x2 + x3 = 1 (1)
−x2 − 2x3 = 0 (2)

0 = 0 (3)
Z rovnice (2) vypǒctemex2 pomoćı x3, tj. x2 = −2x3. Po dosazeńı

zax2 do rovnice (1) dostanemex1 = 1 + x3.

Soustava ḿa tedy nekoněcně mnohǒrěseńı ve tvarux3 libovolné,

x2 = −2x3, x1 = 1 + x3. Můžeme je zapsat také pomoćı

libovolného parametrup ve tvarux3 = p, x2 = −2p, x1 = 1 + p.

Poznámka:Má-li soustava nekonečně mnohǒrešení, jemnǒzina

řešení uřcena jednoznǎcně, nikoliv však jejíparametrizace.

Nap̌ríkladx2 = p, x3 = −1

2
p ax1 = −1

2
p + 1 je jiný tvar téhǒz

řešení.
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2.7 Gauss-Jordanova metoda

DEFINICE 4
Budeměrı́kat,že matice je vnormovańem schodov́em tvaru, jestliže

je v takov́em schodov́em tvaru,že v̌sechny prvky nad vedoucı́mi

prvky jsou nulov́e a nav́ıc vedoućı prvky jsou rovny jedńe.

Gauss–Jordanova metoda:

1. dopředná redukce, tj. redukce na schodový tvar

2. úprava na normovaný schodový tvar

(a) ďelenířádků matice vedoucími prvky

(b) nulování prvků nad vedoucími prvky pomocí elemen-

tárníchřádkových operací (e1),(e2) a (e3)
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2.7 Gauss-Jordanova metoda

PŘÍKLAD 10 Nap̌rı́klad dodatěcnouúpravou rožśıřeńe
matice soustavy z přı́kladu 8 dostaneme





1 0 1 4

0 1 1 0

0 0 1 2





−r3

−r3 7→





1 0 0 2

0 1 0 −2

0 0 1 2





Řěseńı soustavy se nacháźı v posledńım sloupci matice
vpravo, nebot’ rovnice, kteŕe odpov́ıdaj́ı rožśıřeńe matici
soustavy napravo, jsoux1 = 2, x2 = −2 ax3 = 2
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2.8 Pracnostřešení

Gaussova eliminace je velmi efektivní pro ruční řešení malých

soustav a pro pǒcítǎcovéřešení soustav stovek až tisíců rovnic.
Metoda je velmi efektivní i pro pǒcítǎcovéřešení v̌etších

soustav se speciální strukturou rozložení nenulových prvků.
Pro rozsáhlejší soustavy existují efektivnější metody, které se

rozvíjejí i v soǔcasné dob̌e.
Gaussova eliminace není vhodná pro paralelní počítǎcovou

implementaci.

Pracnosťrešení soustavy metodou Gaussovy eliminace (m = n):

1. Dop̌redná redukce:1
6
(2n + 1)(n + 1)n násobení, tj. cca1

3
n3

pro velkán

2. Zp̌etná substituce:1
2
n(n − 1) násobení, tj. cca1

2
n2 pro velkán.
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