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Cviceni €. 6
Vektorové prostory a podprostory.

Vektorové prostory

Definice:
Realnym (komplexnim) vektorovym prostorem nazyvénm®zinuV na niz je definovano
zobrazenlV xV [ (u,v) - u+vOV, které nazyvame:igtani vektoti a zobrazeni

R(C)xV [ (a,v) - avOV, které nazyvdme nasobeni vektoru skalarem, adirplati
(VD) Ou,v,wOV :u+(v+w) =(u+v)+w

(V2) bOVOullV:u+o=0+u=u

V3) OuOvVO-uOV:u+(-u)=(-u)+u=o

(V4) Ou,vOV :u+v=v+u

(V5) Do OR(C)du,vOV :a(u+v)=au+av

(V6) Da,FUORC)OulV :(a+ plu=au+ fu

V7)) Oa,FORC)OuDV :a(pu) = (af)u

(V8 OullV :lu=u

Prvky mnozinyV pak nazyvame vektory a prvky mnoZziR§C) skalary.

Priklad:

Dokazte, Z&R" :{[ul,uz,...,un],ui OR,i :L...,n}, s operacemi definovanymigqupisy
[u+v], =[u]; +[V];, [au]; = alu],,i =1..n.

tvori realny vektorovy prostor.

(VDOu,v,wOR": [u+(v+w)]; =[u]; +[v+w], =[u], +([V]; +[w],) = ([u]; +[V];) +[w], =
=[u+v], +[w];, =[(u+V) +w],, prolib.i aodtudu + (v+w) = (u+V) +w.

(V2)[o =[0,...0]J0udR":[o+u]; =[0]; +[u], =0+[u]; =[u]; =[u]; +0=[u]; +[0]; =[u+0];,
prolib.i aodtudo+u=u=u+o.

(V3)OuOR"O-u=[-uy,..../u ] - [u+ (=u)]; =[u]; +[-u]; =u; +(-u;) =0=(-u;) +y,
[-u]; +[u], =[-u+u],,prolib.i aodtudu + (-u) =0 =-u+u.
VAOUDR O-u = [~Uy,...7u,] - [u+ (=u)], =[u], +[-u], =u; +(-4) =0=(-u;) +u, =

[-u], +[u];, =[-u+u];,prolib.i aodtudu + (-u) =0 =-u+u.

V4)Ou,vOR":[u+v], =[u], +[V], =[V], +[u], =[v+u],,prolib.i aodtudu +v =v+u.
(VHUa OROu,vOR":[a(u+V)]; =alu+V], =a([u]; +[V];) = alu], +alV], =[au], +[av], =
=[au+av],,prolib.i aodtuda(u +Vv) = au + av.

(Ve)Ua, BUROUDR" :[(a + B)u]; = (a + B)[u]; = alu], + Blu];) =[au]; +[Au]; =[au+ pu];,
prolib.i aodtud(a + S)u = au + fu.

(V7)Oa, BOROUOR": [(a(Bu)]; = alA]; = a(Blu];) = (aB)[u]; =[(aB)u];.

prolib.i aodtuda(pu) = (af)u.
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(V8)OuUR" : [], =1 u]; =[u],,prolib.i aodtudlu = u.

R" tedy tvdi s operaci&tani aritmetickych vektdra s operaci nasobeni aritmetickych
vektori skalarem realny vektorovy prostor. .

Analogicky se da dokazat, Ze taki€2 (mnozina vSech uspadanych komplexnich n-tic)
tvoii s operaci@tani a nasobeni komplexnim skalarem komplexnioreky prostor.

Priklad:
DokaZte, Zze mnozink vSech realnych funkcf : R — R's operacemigtani funkci a

nasobeni funkce skalarem definovanyi@dgpisy
f+g:x - f(X)+g(x),af :x - af (x), IXOR
tvoii reélny vektorovy prostor.

(v)Of,g,hOF :(f +(g+h))(x) = £(x) +(g+h)(X) = f(x)+(9(x) +h(x) =
=(f(X)+g(x)) +h(x) =(f +g)(x) +h(x) = ((f +g) +h)(x), prolxOR aodtud
f+@+h)=(f +g)+h

(V2)loOF,o(x) =00xOR,Of OF : (f +0o)(x) = f(X)+0o(x) = f(X)+0=

f(X) =0+ f(xX)=0(x) + f(x) =(0o+ f)(x), prolxDRaodtudf +o=f =0+ f.

VIIOf OF C=fOF,(-f)(X) ==f(X),OXxOR: (f +(=F))(X) = f(X) + (= )(X) =
=f(X)+(-f(X)=0=0(X) =—F(X)+ F(X)=(-F)(X)+ f(X) =(-f + f)(X), prox 0 Raodtud
f+(-f)=o=—-f +f.

VAHOf,gOF:(f+9)(X)=f(X)+g(x) =g(x)+ f(X) =(g+ f)(x), prolx] R aodtud
f+g=g+f.

(V5Oa OROf ,gOF :(a(f +g)(X) =a(f +g)(X) =a(f(X)+g(x)) =af (X) +ag(x) =

= (af )(X) + (a9)(X) = (af +ag)(x), prolx IR aodtuda(f +g) =af +ag.

(V6)Ua, BOR DO OF : ((a+ B)f)(X) = (a + B) f(x) = af (x) + (X)) = (af )(x) + (B )(X) =
=(af + [)(X), proldxOR aodtud(a + B) f =af + fF.

(V7)Oa, BUROfF OF : (a(B))(X) =a(B)(X) =a(B (X)) = (aB) f(x) = ((aB) f)(x),
proCx R aodtuda(ff) =(apf)f.

(v8)f OF : (f))(x) =1f (x) = f(X),prolIx R aodtudlf = f. .

P¥iklad:

Mnozina R™" vSech realnych matic typm(n) s operacemicgtani matic a nasobeni matice
skalarem definovanymirpdpisy
[A+B]; =[Al; +[Bl;, [@A]; =alAl;,i=1...m, j=1..,n,

kdeAB jsou lib. realné matice typun(n) a a lib. skalar, tvéi realny vektorovy prostor.

(V1) OA,B,COR™ : A+(B+C) =(A+B) +C viz Cviceni 2, vlastnosti maticovych operaci,
¢.8

(V2) IOOR™,[O]; =0,i =1..,m, j =1.n,JAOR™ : A+0 =0+ A= A viz Cviceni 2,
vlastnosti maticovych opera¢i9
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(V3) DAOR™O- AOR™,[-A], =-{A];,i=1..m, j=1.n:A+(-A) =-A+A=0

viz Cvi¢eni 2, vlastnosti maticovych opera&il0

(V4) DA BOR™" : A+ B =B+ A viz Cvi¢eni 2, vlastnosti maticovych operatif

(V5 Oa OROABOR™ :a(A+B) = aA+aB viz Cviceni 2, vlastnosti maticovych operaci,
¢4

(V6) Oa, FSOROAOR™ : (a + B)A=aA+ BA viz Cviceni 2, vlastnosti maticovych

operacig.3
V7) Oa, FOROAOR™ :a(BA) = (af)A viz Cviceni 2, vlastnosti maticovych operath
(V8) DAOR™" :1A = A viz Cvi¢eni 2, vlastnosti maticovych operatl ¢+

Vektorové podprostory

Definice:

Neprazdna podmnozina vektorového prostor\ se nazyva podprostorevh je-li sama
vektorovym prostorem vzhledem k operacitiiami vektoti a nasobeni vektoru skalarem
definovanymi nav.

Véta:
Necht’ U je neprazdna podmnozina vektorového prostoruestlize
1. Ou,vOU jeu+vOU

2. DaORC)OuU jeauU
pakU je podprostorem vektorového prost®fu

Piiklad:
Rozhodpite, zda-li je mnoZin&) ={[u,,u, 0]:u,,u, O R} podprostorenR®.

Je zejmé, zeU 0 R*neba jestlizeu =[u,,u,,0]0U = uOR®

1.u=[u,u, 010U av=[v,v, 00U =u+v=[u, +v,,u, +v,,0+0] =[w,,w, 0] JU
2.u=[u,,u,,0]0U alib.skalara = au =[au,,au,,a0] =[w,,w, 0] JU

Podle pedchozi ¥ty je tedyU podprostorenmR®. ¢

Piiklad:
Rozhodpite, zda-li je mnoZin&) ={[u,,u, 1] :u,,u, R} podprostorenR®.

Je zejmé, zeU 0 R®neba’ jestlizeu =[u,,u, 1]0U = uOR®.

Avsak mnozinaJ neni podprostorenk® neba’ v U neexistuje nulovy vekton JU tak,
zeluOU jeu+o=u . Vskutkulu,,u, 1] +[0,,0,1] =[u, +0,,u, +0,,2] #[u,,u, 1] neba
pro posledni sloZzku je vzdg#1.

Piiklad:
Rozhodpite, zda-li je mnoZzin&) ={[u,,u,,u,]:u, +u, —u, =0} podprostorenR®.

Je zejmé, zeU 0 R®’neba’ jestlizeuJU = uOR®.
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1. u=[u,u,,u;]0U,u, +u, —u, = 0 av=[v,Vv,,v,]0U,v, +v, -v, =0=

= u+v=[u +v,u, +v,,u; +Vv;] =[w,w,,w, ]azarovaéd, +u, —u, =00v, +v, -v, =0
Odtud0=0+0=u, +u, —uy +Vv, +Vv, =V, = (U, +Vv;) + (U, +V,) = (Us +V;) =W, +W, — W,
Odtud dostavame, 2e+wOU .

2. u=[u,u,,u;]0U,u, +u, —u, = 0,aa lib.skalar= au =[au,,au,,au,] =[w,,W,, W,]
azaroved, +u, —u, =0.0dtud0=a0=a(u, +u, —u,) =au, +au, —Qu, =W, + W, — W,
Odtud dostavame, zeu U .

U je tedy podprostorem vektorového prostétu .

Piiklad:

Dokazte, ze mnozin®,,, vSech mnoh&ena stupré nejvySen je podprostorem vektorového

prostoru vSech realnych funkei

Je 2ejmé, Ze kazdy mnokiten pO P,,, definovany pedpisemp(x) =a x" +...+ax" +a,,
kde x,a,,...,a,,a, O Rje realnou funkci a ted®,,, O F

1L pOPR,..,p(¥)=a,x"+..+ax +a, aq0R,,;,q(x) =b X" +..+bx" +by = (p+)(x) =
=p(X)+q(x) =a x"+..+ax +a,+b x" +..+bx' +b, =

=(a, +b)x" +...+(a, +b)x" +(a, +b,) aodtudp+qOP,,,

2. pOP,,p(X)=ax"+..+ax' +a,aa OR= (ap)(X) = ap(X) =

=a(a x"+..+ax" +a,) = (aa,)Xx" +...+ (aa,)x" + (aa,) aodtudap O P,,,

Podle &ty tedy plyne, zeP,,, je podprostorem vektorového prostéiu ¢

Piiklad:
Rozhodgte, zda-li mnozina mnolksteni U :{p(x) =a,x* +a,Xx+3a,:a,,a, [] R} je
podprostorenp,.

Je Zejme, Ze kazdy prvek mnozityje mnohélenem stupé nejvySe 2 a tedy i prvkers,.
Odtud tedyU O P,.

1 pOU,p(x) =a,x* +a,x+a, aqlP,,;,q(x) =b,x* +b,x+h, = (p+q)(x) =

= p(X) +q(X) = @, X" +a,x+a; +b,x* +b,x+b, = (a, +b,)x* +(a, +b,)x+(a, +b,) =
=c,x* +¢,x+¢, aodtudp+qOP,,

2. pOU, p(x) =a,x* +a,x+a, aa DR = (ap)(X) = ap(X) =

=a(a,x* +a,x+a,) = (aa,)x* +(aa,)x + (aa,) = c,x* +c,Xx+c, aodtudap OU

U je tedy podprostorem vektorového prostétu .

Véta:
Necht' V je libovolny vektorovy prostor &,v,,...,v,, OV jeho libovolné vektory. Mnozina
U={vOV:v=ay +a,v, +..+a,v,,0a,.a,,...a, OR} je podprostorem V, ktera se

m?

nazyva linearni obalektor v,,v,,...,v,, OV a zngimeU =(v,,V,,...v,, ).
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Dukaz:

Je Zejmé, zeU OV , neba kazdy vektor 2J vznikl ze sodtu vektoi z V nebo jeko nasobek
skalaru vektoru ¥ a tudiz musi taktéz gétdo vektorového prostor.

1. Jestlizeu,vOU jsou libovolna, palu =a,v, +a,v, +...+a.v, a

V=LV, + BV, +...+ [ v, . Potom Ize vyjatit

utv=av,+a,v, +.+a Vv, + Vv, +B,v, +..+ BV, =

= (al +ﬁ1)vl + (a2 +ﬁ2)V2 t..t (am +ﬁm)vm = ylvl + y2v2 Tt ymvm'
Odtud je patrne, Za+vOU .

2. Je-liudU a y ORlibovolna, pak

W= p(aNy +a,V, +o+a0V,) = pagy, a5V, ot jag v, =,
= (o) + (W), +o+ (VO )V, = BV + BV, +ot BV
Odtud zejm¢ U .

Z 1. a?2.tedy vyplyva, 78 je podprostorenv. .

Piiklad:
Rozhodste, zda-li jsou mnoziny) = {[ul,uz,us] OR%:u, +u, -u, =00u, —u, = O} a
V= {[ul,uz,u3] OR®:u, +u, = O} podprostoryR® Pokud ano, nalezte jejich pinik a

~

souet.

V8echny prvky mnoziny musi sphovat podminkyu, +u, —u, =0,u, —u;, = 0Tzn. Ze
slozky vektoru u JU musi bytreSenim soustavy 2 rovnic
u +u,-u; =0
u,-u, =0
Matice této soustavy je jiz ve schodovém tvaruzéakizeme pimo ucit jeji feSeni
u, =0,u, =t,u, =t,0t JR. VektorfeSeni nizeme déale zapsat ve tvaru
u=[u;,u,,u,] = [0t,t] =t JOL1] pro Ot UR.
OdtudU ={t J011], Ot 0 R} = ([011]). MnoZinaU je tedy linearnim obalem vektoru
[011] O R® a tedy podprostorerR®

Analogicky musi vSechny prvky mnoziwysphovat podminkw, +u, = 0Tzn. Ze slozky
vektoru u 0V musi bytreSenim 1 rovnice o 3 neznamyegh+u, = 0

V této rovnici si proto volime neznameg,u, za parametry a dostavarfeseni

u, = p,u, =—q,u, =q,0p,q0R. Tento vektotreSeni Mizeme dale zapsat ve tvaru
u=[u,,u,,u;] =[p,—q,q] =[p,00] +[0,-q,q] = p[100] +qJO,~11] pro Up,qUR.
OdtudV ={pJ1,00] +qJ0,-11], Op,q 0 R} = ( [100], [0,-11]). MnoZinaV je tedy linearnim
obalem vektar [1,00],[0,-11] O R® a tedy podprostorerR®

Slozky vSech vektdru =[u,,u,,u,] prainiku U nV musi sphovat podminky
u, +u, —u, =0,u, —u, =0 a zarové podminkuu, +u, = 0 Dostavame tedy soutavu rovnic
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u +u,-u; =0
u,-u; =0
u,+u; =0
Odeitenim 2. rovnice od 3. dostdvame soustavu ve sctéoadvaru
u, +u, —u; =0
u,-u; =0
2u, =0
JejizteSenim jeu, = 0O,u, = 0,u, = OPrinik podprostorlJ aV obsahuje tedy pouze jediny
vektor a tim je vektor nulovyU nV ={o }

Pokud uvazime, Ze libovolny vektardU mé tvaru =t[ [011]pro Ot 00 Ra libovolny vektor
vV matvarv= pl[100]+ql[0,— 11]pro Op,q0R, tak w=u+vOU +V ma tvar
w=t[[0L1] + p[[1,0,0] +ql[0,—11] pro Ot, p,q0R. Pak podprostod +V je linearni
kombinaci vektar [011],[100],[0,~11] O R® a mizeme psat +V =( [011],[10,0], [0,~11]).
.

Poznamka

Z predchoziho fikladu vyplyva, Ze vSechri@Seni soustavy linearnich rovnic s nulovymi
pravymi stranami tvid podprostor vektorového prostoRI', kden je patet neznamych
sosutavy!



