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Teorie mereni

Tradi¢ni déleni teorii méreni v psychologii: kontrast CTT a IRT.
° To je ale hodné povrchni déleni.

Borsboom:
o Klasicka testova teorie (Classical Test Theory, CTT)
o Modely s latentnimi proménnymi (EFA, CFA, CCFA, RM, IRT)
> Spojité méreni (conjoint measurement)
> (Pokud jste tu ¢ekali jesté network modely, tak ty nejsou méreni©).

To, co se dnes vydava za CTT, je urcita smiSenina pUvodni CTT a
faktorové analyzy.

o Faktorova analyza je pouzivana jako diikaz konstruktové validity Ci pro
konstrukci testu.

o CTT je vyuzivano pro vlastni parametrizaci a definici méreni.



Teorie mereni

Je vhodné konceptualné oddélit:

o Zpusob ,,Skdlovani“ tedy vztah pozorovaného chovani a namérené proménné
(tedy jakym zpUsobem z ,,pozorovani“ vytvarim ,,skéry“).

o Zpusob uvazovani o tom, jaka je charakteristika mérenych jeva.
o ZpuUsob, jakym dokladdame kvalitu méreni (validitu, reliabilitu...).

Co to tedy je méreni?



Druhy méreni

Mnozstvi a velikost.

o Zakladni charakteristika méreného pojmu/konstruktu/veliciny, kterou
chceme méfrit. Z principu tedy intervalové.

UZ v 18. a 19. stoleti (Kant, Leibniz aj.) definice ,intenzity“:

o Extensivni velikost — celek se fyzicky sklada z ¢asti (délka). Polozenim dvou
metrovych predmétu za sebe vznikne predmét o délce 2 m.

> Intensivni velikost — rovnéz intervalové, ale , projevuji se” instantné (teplota,
barva...). ,Slouc¢enim” dvou 20stupriovych predmétl nevznikne predmét
40stupnovy.

> Nepostacuje pro definici méreni — jsou zavislé na mérené veliciné.

Z principu jsou vSechny psychické rysy intenzivnimi velicinami.



Druhy méreni

Koncept fundamentalniho méreni.

o Zakladni: Neni odvozené z jiného méreni, méri se primo objekt za pomoci
stejné veliCiny (délka pravitkem, vaha zavazim).

> Odvozené: Je odvozené pomoci aditivnich operaci z jinych namérenych
hodnot (objem, Cas, sila zemétreseni na Richteroveé stupnici).

> Nic jiného neni méreni v pravém slova smyslu.

Podobné extensivni (fundamentalni) a intensivni (odvozené) veliciné.

° Fundamentalita vsak neni charakteristikou mérené veliCiny, ale méreni jako
takového.

° Odvozena veliCina je ta, pro niz bylo pouzito odvozené méreni; casem se z ni
s vyvojem jiného méficiho nastroje muze stat veli¢ina zakladni.

Z této definice ale vyplyva, ze méreni v psychologii tak, jak existuje dnes,
zfejmé neni fundamentalni ©



Aditivita
Aditivita je predpokladem scitani; zjednodusené princip: ,celek je soucet
casti“.

Umoznuje napf. prevést funkci ,+“ do ,,x“: napf. f(a+b) = f(a)+f(b).
Predpokladem aditivity je , fazeni” (ordering) a , fetézeni” (concatenation).

Hodnoty lze scitat (ndsobit) a provadét bézné matematické operace.
o Coz ale nemusi byt smysluplné z hlediska dané veliciny (intenzivni vs. extenzivni).

Zakladem méreni je tedy intervalova/pomérova skéala se stejné velkymi
jednotkami a aditivni strukturou (pfipadné binarni Skala ano/ne).

Je nutné oddélit aditivitu veliciny a aditivitu méreného objektu.
> Napf. objem je aditivni jednotkou, Ize ,sCitat” napr. m3.

o PFfi smichani dvou latek ale mUze byt vysledny objem jiny, nezZ odpovida souctu
pGvodnich objemd.

° Intenzivni veli¢iny tedy umoznuji fetézeni/aditivitu skaly, ale technicky to nemusi ddvat smysl.



Klasicka
testova
teorie

vpravo: Cronbach




Klasicka testova teorie

Klasicka testova teorie stoji na trech pilifich/objevech (Traub, 1997):
o Existence chyby méreni |. typu (nezplsobené nic¢im jinym).
o Chyba méreni je nahodna veli€ina.
° Koncept korelace.

Spearman (1904) pfisel s koeficientem proti oslabeni korelace (,attenuation
coefficient”), chybu méreni parametrizoval a umoznil vznik CTT.

DlleZzitym impulzem byla rovnéZ Fergusonova komise (1932-1940).
> Striktni pozadavek aditivity. Protoze psychologové nedokazali , zfetézeni” svého
meéreni, psychologie podle zaveéru komise nemeéri.

o Reakci byla Stevensova ,,operacni teorie méreni“, ktera rozsirila definici méreni:
»...measurement, in the broadest sense, is defined as the assignment of
numerals to objects and events according to rules.” (Stevens, 1946, s. 677).
Klicovy pojem je ,matching”.

> Ve skutecnosti zjednoduseni konsenzu z pfirodnich véd: ,Measurement is a method of assigning
numbers to magnitudes” (napr. Helmholtz, 1887).

o Umoznila nezabyvat se tim, co jsou namérené hodnoty, a ,jit dal”.

Vyvoj CTT byl prakticky ukoncCen do 60. let, vSe podstatne z hlediska CTT
jako teorie méreni je v Lordovi a Novickovi (1968).


http://sci-hub.tw/10.1111/j.1745-3992.1997.tb00603.x
http://www.jstor.org/stable/1412159?origin=crossref

CTT: Axiomy

,Dobré”“ méreni je takové, kdy razni lidé v rGznych ¢asech dojdou
rdznymi nastroji ke stejnym namérenym hodnotam, pokud se mira
samotného objektu nezmenila.

Postup fyzikalniho méreni (napr. délky):
o Zmérim objekt n-krat a ziskam n méreni délky oznacenych jako d;.

nog.
> Bodovy odhad délky je primér z téchto méreni: E(d) = Ziz %

> To E(d) je , expected value” — odhad mérené hodnoty.
> Chyba tohoto méreni (Standard Error /of Measurement/) je:
> Pro jediné méreni: SE = s, , kde s, je vybérova smérodatna odchylka pozorovanych hodnot d; .
o Pro primér z n méreni: SE = j—% (standardni chyba primeéru!).
> (A pouZijeme Studentovo t-rozloZeni, protoze s, je pouze pozorovanym odhadem populaéni g,.)



CTT: Paralelni testy

Koncept reliability byl zaveden Spearmanem (1904) za ucelem odhadu
hodnot korelaénich koeficient(l nezkreslenych nepresnostmi méreni. Od
néj pak byla odvozena reliabilita v socialnich vedach.

Pojem reliability je zaloZzen na konceptu paralelnich testa.
° A naném je zalozen cely model méreni v CTT.

Paralelni testy jsou takové, u kterych plati:

o A. Pravy skor je v obou testech a pro kazdy méreny subjekt stejny (exaktng;i
je primérem z nekonecné velkého poctu méreni).

> B. Rozptyl téchto pravych skorl je v obou testech stejny (plati automaticky,
plati-li A).

o C. Chybovy rozptyl je v obou testech a pro kazdy subjekt stejny (exaktnéji jde
o SD nekonecéné velkého poctu méreni).



CTT: Paralelni testy

CTT vychazi z operacionalismu.
o CTT definuje ,,pravy skor” (tj. objekt méreni) skrze pouzity mérici nastroj.
Neresi, jak tento skor vznikl — zpravidla jde tedy o soucet polozek.

Zakladni CTT vztah X}, = 1,, + e), Ize chapat jako linearni funkci.
Standardizovany regresni koeficient je potom roven korelaci prediktoru
a zavislé proménng, tedy 7.




CTT: Reliabilita

Reliabilita r,.,.» testu x je definovana jako vysvétleny rozptyl
pozorovaného skore pravym skore:

2 2 2 2 2

. RZ __ 07 _  O7 __ Ox—0¢ __ O¢
= (R == ="0 =173
X T TO0e X X

> Upravy plati, protoze dosazujeme podle vzorce 62 = 62 + 02.

Vysvetleny rozptyl je druha mocnina korelace, tedy:
—_ 2 2
° Tyy! =Ty = (R7)

C NV xx! = Ty — (R)

OK. Ale jak tedy zjistime to 7;.;?



CTT: Paralelni testy

Vypoctu linedrni regrese je ,jedno”,

kterym ,jde smérem” ©

o Pokud tedy pravé skoére vysvétli napr.

80 % pozorovaného skore, pak to Vet Txt
samé pozorované skore zaroven
vysvétli 80 % skore pravého.

ProtoZe chyby méfeni spolu r =14

nekoreluji (v CTT modelu), pravé

rxx |
skore mediuje veskery vztah obou

testa.
o X, vysvetli80 % T a to zase 80% X,.
80%%=64%.

Kcz)relace dvou méfeni je tedy r,,» =

T‘x'l'l
o Coz uz zname.

@
e




CTT: Reliabilita

Reliabilita testu je proto mj. definovana jako uvazovana ,korelace dvou
paralelnich testd”.

o Nékdy zjednodusené uvadéno jako korelace metody se sebou samou, proto
ten symbol .,/ — korelace méfeni x s virtudlnim paralelnim méfenim x'.

Hypotéza s paralelnimi mérenimi nebyla nova, paralelni méreni byly
dlouho zndmym principem zpresrfiovani fyzikalnich méreni. Prdlomovy
byl ale pravé Spearmantv (1904) ¢lanek o oslabeni nereliabilitou, diky
kterému z pozorované korelace dokazeme odhadnout reliabilitu.

Zakladni dtkazy reliability v CTT jsou proto postaveny na ,,paralelni
administraci testu®.
o Méri ale rizné paralelni administrace stale to samé?



CTT: Attenuation (oslabeni)

Hlavnim motivem Spearmana (1904) pfri praci s reliabilitou byl odhad
korelace dvou testl nezkresleny chybou méreni.

( 74

Tzv. ,attenuation coefficient”, , korekce proti oslabeni”, , korekce proti

nereliabilité”. Odhad korelace pravych skor:
T
« pq

T, =
pq
VTop'Taqq’
> Kde 15,4 je odhad korelace pravych skord, 7,4 je pozorovana korelace testd p
agar Tqq' Jsou jejich reliability.

pp'’
> Protoze korelace pravych skorl 7, < 1, Ize odhadnout maximalni moZznou
pozorovanou korelaci testl: 1, < /1,7 g4/



Fig. 7.1 Spearman‘s model of attenuation and reliability. Panel A: The true relationship between p
and q is attenuated by the error in p’ and q'. Panel B: the correlation between the latent variable p
and the observed variable p' may be estimated from the correlation of p' with a parallel test.




CTT: Odhady reliability

Stabilita v Case, reliabilita typu test-retest
o Paralelnim testem (PT) je ten samy test administrovany jindy.

Shoda posuzovatelU, inter-rater reliabilita.
° PT je ten stejny test administrovany nékym jinym.

Reliabilita paralelnich forem.
° PT je jiny test vytvoreny tak, aby , byl stejny”.

Vnitrni konzistence
o Split-half: PT jsou jednotlivé pUlky testu.
o Alfa: PT jsou jednotlivé polozky/pllky testu.

Lze Cekat, ze vSechny koeficienty budou stejné?



Jsou polozky paralelnimi testy?

Mohou byt. Ale to je hodné silny predpoklad. Proto koncept ,, miry”
paralelnosti zaloZzeny na faktorové analyze.

° Xip = T; + 4,0, + &, , kde X;;, je pozorovany skor Cloveka p na polozku i, T;
je intercept (primér vSech osob na dané polozZce), A; faktorovy naboj
(smérnice, ,mefitko” polozky) a &;, je reziduum; ta maji rozptyl al-z
oznacovany jako unicita (rezidudlni rozptyl, chyba méreni polozky).




Jsou polozky paralelnimi testy?

Xip =T + Aigp + gip

Stupné paralelnosti (,,vyssi“ obsahuje vsechny ,,nizsi“ predpoklady):
Kongenerické polozky — méri stejny rys.

> Polozky jsou pouze vybrany ze stejné domény.

Tau-ekvivalentni polozky — méri na stejné ,,skale”.

o, Méfitko” vSech polozZek je stejné; shodné faktorové naboje A; napfi¢ polozkami.

o

o

o

Paralelni polozky — méfi se stejnou chybou.

o Rezidualni rozptyl al-z shodny napfi¢ polozkami.

o

Striktné paralelni polozky — stejna obtiznost.
° Intercepty 7; shodné napfic polozkami.

o U bindrnich poloZzek ma paralelni a striktné paralelni shodny vyznam (protoze al-z =17;,(1—1)).



CTT: Predpoklady odhadu

Rada odhad reliability ma néjaké predpoklady. Pfi jejich nedodrzeni je
reliabilita souctového skore (tedy odhad rozptylu vysvétleného pravym
skore) zkreslena:

Cronbachovo alfa: tau-ekvivalence polozek.
Spearman-Brownova korekce split-half korelace: paralelni polozky.

Vse vyse uvedené: jednodimenzionalita, pripadné lokalni nezavislost
o Atim se dostavame k FA.



CTT: skalovani

Vizualni analogova skala (Hayes and Paterson, 1921)

Thurstonova Skala (1928)
> 3 rGzné typy, napf. ,metoda stejné se jevicich intervalt”.

Likertova Skala (1932)
° Metoda sigma vs. zjednoduSena metoda

Guttmanova skala (40. léta)
o RozSifeni plivodni Bogardovy (1925) skaly socidlni distance.

o PlOvodné deterministicky model pozdéji rozsifen na stochasticky model;
Guttmanova Skala jako zaklad IRT.

OsgoodUv semanticky diferencial (1957)

Doporuéuji kap. 5: Price, L. R. (2016). Psychometric Methods: Theory into Practice. New York: Guilford Press.
Libgen



/

Vza

CTT vs. faktorova ana

CTT méri pravé skore testu. Co to sakra jako je?

Pravé skore je oCekavany skor respondenta v daném testu.

o Méreni je zavislé na mérficim nastroji. Délka stolu mérena pravitkem A a
pravitkem B je nejen jina, ale je to jind délka.

Jsou polozky paralelnimi testy z hlediska méreného pravého skoére?

Z toho dlvodu se CTT prolnulo s faktorovou analyzou, ktera
ospravedlnuje CTT postupy (s¢itani polozek, prijeti konceptu , pravého
skore”), ovéruje , konstruktovou validitu” atd.



Teorie zobechitelnosti

Jednotlivé konceptualizace paralelnich testl (test-retest, split-half,
shoda posuzovatell) neméri ,tu stejnou chybu®. Jde o rGizné reliability.
Jaka je ale ,absolutni presnost méreni“?

Cronbach, Nageswari a Gleser (1963) rozvinuli pivodni CTT koncept do
teorie zobecnitelnosti.

,Rozparcelovali“ nahodnou chybu méreni do diléich slozek, které jsou
odhadovany naraz; namisto pravého skore mérime , universe score”,
tedy pravy skoér pro prostor danych kombinaci podminek.

Pavodné se rozptyl parceloval pomoci rmANOVA, dnes spis mixed
model.



Spojité
mereni

vpravo: John Tukey

vic vpravo: Gérard Debreu




Spojité mereni

Nezavisle na sobé objevili francouzsky ekonom Gérard Debreu (1960) a
psycholog Duncan Luce s matematikem Johnem Tukey (1964).

Conjoint measurement theory (CM; teorie spojitého méreni) definuje,
jakym zplsobem lze z nomindlnich pozorovani sestavit skalu s aditivnimi
vlastnostmi.

o A tedy vyvraci zavéry Fergusonovy komise; resp. poskytuji moznost testovat
kvantifikovatelnost pozorovani psychickych jevu.

> Pro nds je podstatné, Ze Raschiv model je jednou ze stochastickych specifikaci
jinak deterministického CM.

V soucasnosti docela rychly rozvoj v oblasti dalSich stochastickych aplikaci
pro rizné ucely, napft. Karabatsos chrli jeden model za druhym.

Zajimavost: Tversky z dvojice Kahneman a Tversky (1979), ktefri ziskali jako
prvni psychologové Nobelovu cenu, se zaméroval pravé na CM (napfr. 1967)
a jejich prospektova teorie je na CM zalozena.


https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0022249667900399

CM: Axiomy

CM je zalozeno na nékolika axiomech. Jejich splnéni vede k tzv.
spojitému méreni.

Méjme dvé proménné A a X.
° Nevime, zda A, X, nebo A i X jsou kontinualni proménné.

a, b, c... jsou disjunktni, identifikovatelné Urovné proménné A;
X, Y, ... jsou disjunktni, identifikovatelné drovné promeénné X.

P je sefazend mnozina vSech moznych A X X paru atributd A a X.
o Bud mUZe byt sefazena (pfirozena cisla), nebo muze jit o hodnoty (realna
Cisla).



CM: Single cancellation

Pozadavek , nezavislosti“.

Razeni prvkl A je stejné pro
vsechny urovné X.

> VyZaduje ,fazeni”, tedy prvni Y <
podminku aditivity. Z T x P .
| | | |
Pokud (a,x) < (b,x), bl || b [0 [z
pak (a,w) < (b, w) pro vSechna
W E X . c 6 x €,y &7

Plati tranzitivita:
> [(a,x) > (b,x)] A [(b,x) >
(b,y)] = (a,x) > (b,y)



CM: Single cancellation

Single cancellation — jednoduché
vykraceni.
° (a,x) < (b,x)

’ (a;ﬂ < (blA X y

ca< b a a,x a, y a
Jleft-leaning diagonal” b* l e lb, 5 l b,z
Pohyb ,zpét” ale neni mozny: c ox ey oz

° [(a,x) > (b,y)] = [(a,y)? (b, x)]

° Nic nelze vykratit



CM: Double cancellation

Predpokladejme:
° (a,y) > (b,x)
° atedya+y>b+x

>a(b,z)>(cy) ;
o atedyb+z>c+y '

Tedy: a o /m a
cat+y+b+z>b+x+c+y b bx A bx/b

catf++z>Krx+c+yf -

ca+z>x+cC
> (a,z) > (c,x)

I(l

,right leaning diagona



CM: Priklad 1

Délka.
°m>Ccm>mm

o stul > kniha > tuzka

 lmm fem  m
m 150 15 0,15
kniha [EWY 30 0,3
ST 1500 150 15

(tuzka, m) < (stal, mm)
o (stal, mm)/(tuzka, m) = 1500/0,15 = 10000

Jsou tuzka-kniha-stul kvantitami?

Jednoduché vykraceni
° (tuzka, mm) < (kniha, mm)

o (tuzka, mm) > (tuzka, cm)
tuzka+cm+kniha+m <
Dvojité vykraceni kniha+mm+stll+cm
o (tuzka, cm) < (kniha, mm) o tuzka+m < stll+mm
o (kniha, mm)/(tuzka, cm) = 300/15 = 20 ° 207500 = 1000
o (kniha, m) < (sttl, cm) Vznikne fundamentalni skala:
> (sttil, cm)/(kniha, m) = 150/0,3= 500 ° tuzka=1, kniha=2, stil=10



CM: Priklad 2

Ovocnd skila” S Ticlené [sute | ervens
o tresné > hrusky > jablka zelené  3luté tervené
o Cervené > Zluté > zelené jablko  jablko  jablko
zelenda  zluta cervena
hruska hruska hruska

Je druh ovoce, resp. barva
kvantifikovatelna?

zelend  7Zluta cervena
treSen  tresen  tresen




CM: Priklad 2

,0vocna skala“.
o tresné > hrusky > jablka

o Cervené > zluté > zelené 10 20
Je druh ovoce, resp. barva 20 40
kvantifikovatelna?

Ohodnotte chutnost kazdého 50 100

ovoce na Skdale 0-100.

ANO
o tfeSen =5, hruska = 2, jablko=1



CM: Prik
Ovocns s’ S Tielens s cervens
o tresné > hrusky > jablka
o Cervené > zluté > zelené 1 >0 60
Je druh ovoce, resp. barva W 1 30 30
kvantifikovatelna?

ad 2

Ohodnotte chutnost kazdého
ovoce na Skdale 0-100.

NE

° Neni dodrzeno poradi (single
cancelation).



CM: Prik
Ovocns s’ S Tielens s cervens
o tresné > hrusky > jablka
o Cervené > zluté > zelené 1 3 E
Je druh ovoce, resp. barva W ’) 10 20
kvantifikovatelna?

ad 2

Ohodnotte chutnost kazdého
ovoce na Skdale 0-100.

NE
o dodrzeno double cancelation.



CM: Priklad 2
,Ovocna skala“

° tresné > hrusky > jablka
o Cervené > zluté > zelené

Je druh ovoce, resp. barva
kvantifikovatelna?

Ohodnotte chutnost kazdého ovoce
na skale 0-100.

ANOQO? |

o Existuje 3! X 3! = 36 moznosti Ne’
dvojitého vykraceni. 30 z nich plati o Kraceni neni jedinymi predpoklady
automaticky v pfipadé jednoduchého v pfipadé, kdy obsahem tabulky
vykraceni a pokud z téch 6 plati neni jen fada pfirozenych &isel
jedina, pak plati vSech 6. . v s

) (prosté poradi).
° Jedna plati.



CM: Dalsi podminky

Jednoduché a dvojité vykraceni

v/ v . e . w x v z
nestaci plné pro kvantifikaci.
Y. a a w a, X a, 1 a z
Resitelnost: o
o Pokud zndme tfi ze ¢tyf Urovni a, b, x, b bow o bx b,y b, z
y, lze ¢tvrtou dopoditat tak, aby
(a’ X)~(b, y) c cw c X cy Cz
o Jinymi slovy: Kazda Uroven P ma .
: d d, w dx. | d d =
hodnotu jak z X, tak z A. " e !

Archimedovska podminka:
o ,Hodnoty jsou rovhomeérné

Jinymi slovy obsahem tabulky (P)

rozprostieny.” musi byt:
o To vse plati az do nekonecna.” o Prosta poradi bez vynechani (tedy
o Neexistuji pFilis malé &i ptilis velké pfirozenad Cisla, pékna skala),

hodnoty, které by uz neslo srovnavat. - Dobte definovana . ¢kala“
V24 ¢



CM: Posloupnost kancelaci

Bohuzel, reSitelnost a
archimedovska podminka neni
primo testovatelna.

Lze ale reSit neprimo pomoci i v ) -
,posloupnosti kancelaci”. - o e s o
o Pokud A=X=3, staci dvojité kraceni bk
° vel s vv s b b, w b.x b, 1 b.:
pro dukaz spojitého méreni.
o Pokud A=X=4, je nezbytné trojité c ¢ ow ¢ x | Gz
kraceni. - Fa
o . d d w d;X ot d v, d z
o (,Tranzitivita“ rozdila). *



CM: vztah k psychologi

Pokud A jsou napriklad respondenti (které lze ordinalné seradit podle
miry schopnosti) a X polozky (faditelné podle obtiznosti), lze pouzit
spojité méreni.

Pak by kazdy clovék mél byt umistitelny na néjakou skalu obtiznosti
polozek a naopak.

o Sikovné&jsi ¢lovék vyFedi obtizn&jsi priklady nez méné Sikovny &lovék.

> Lehdi polozku vyresi i lehci respondenti.

o Implicitni pfedpoklad Guttmanovy skaly.

Kvili chybé méreni (na Urovni polozky) vsak pfimo neplati a platit
nemuUze.



Modely
s latentnimi

ysy



https://www.frontiersin.org/articles/10.3389/fpsyg.2013.00975/full

Modely s latentnimi rysy

Predpokladaiji, Ze existuje latentni, nepozorovany rys, ktery kauzalné
,ZpUsobuje” pozorované chovani (odpovédi v dotazniku/testu).

Vychazi z realismu; proménna musi existovat, aby mohla néco
zpUsobovat (ale predmétem diskuze).

Prikladem modelu muze byt stard dobra faktorova analyza: latentni
faktor je linearné spjaty s pozorovanymi promeénnymi.
o Hahaha, smali jsme se uz hodné davno (omezené rozpéti pozorovanych vs.
neomezené rozpéti latentnich proménnych).

Navic vime, ze je to celé slozitéjsi.
> Polozkou skaly depresivity je Spatny spanek. Léky zkvalitnujici spanek vsak
plsobi na ostatni indikatory depresivity pfi retestu.
o Vztahy proménnych jsou komplexnéjsi, pfi jediném méreni ale muize jit o
vhodné zjednoduseni.



Modely s latentnimi rysy

faktorova ordinalni latent class IRT a Raschuv

analyza faktorova analysis model
analyza

latentni intervalova intervalova nominalni intervalova
promeénna
(prediktor)
manifestni intervalova ordinalni nominalni, nominalni,
proménna ordinalni, ordinalni
(zavisla) intervalova
linearni komplikovany linearni logisticky
© (linearni s
probit. SC)



/

Vza

Ordinalni faktorova ana

Odhad na polychorické korelacni
matici.
° Jaka je korelace dvou spojitych

intervalovych proménnych, z nichz
pozorujeme jen urcité ,,rozmezi“?

plcpver

lechr Trust in palice
P g effectiveness
plcarcr

7Y

ploverp @ o . .

s v , . . G _ Tr_ust.m pol_m:e
Latentni proménna nepredikuje - @
primo manifestni, ale tzv. ,item )1
latent response”. D =C /\

o Ta se pomoci tzv. ,skorovaci st -G O
“« . . . 7 ’ pracedural fairnesyg
funkce” manifestuje v ordinalnich
odpovédovych kategoriich. pleexd @ © ’
. 4 ’ v ’ CaplCSt o )
2PL IRT model s binarni odpovédi <
ekvivalentni nCFA; u deldi wiprsn (e Caidpron® )
odpoveédové skaly jen obdobny. ot et Y




Raschuv
model

Benjamin Wright

s fotografii George Rasche




\yvoj teorii odpovedi na
polozku

50. a 60. léta, dalsi rozvoj v 80. letech (pocitace).

Nezavisle na sobé G. Rasch (dansky matematik), F. M. Lord (psycholog,
psychometrik) a P. F. Lazarsfeld (rakousky sociolog).

Jde o stochastickou Upravu puvodné
deterministického Guttmanova modelu.

> Pfelom zejm. Rasch (1960).

Rada rdznych modeld, napt.:
o poctu parametry +

(
Georg Rasch (1901-1980)

Paul Felix Lazarsfeld

Raschiv model: 1PL-3PL (a 4/5 PL) (1901-1976) Louis Guttman

(1916-1987)

o

binarni/ordinalni/nominalni: GRM, RSM, PCM, GPCM, NRM
jedno- vs. multidimenzionalni: kompenzatorni vs. nonkompenzatorni

dalii rozdifeni: IRTree, modely pro ,VAS“, modely pro ipsativni polozky a dalsi s
volnym prelivem do kognitivniho modelovani, modely zahrnujici Cas...

Rasch, Novick, Lord, Andrich, Samejima, Hambleton, De Boeck, van der Linden a dalsi

o

o

(e]



Vztah rysu a odpovedi

Jak, faktorova analyza, tak CTT predpokladaji linearni vztah mezi
pozorovanym skore v testu (polozce) a mérenou veliCinou.

© Xip = T; + /11'029 + gip

To neni realistické.

o PFi urcitych konstelaci Urovné respondenta a obtiZznosti polozky to mlze vést
k predikcim mimo mozny rozsah pozorovanych skord.

> Predikovany skor je zpravidla realné Cislo; mozné pozorované skory jsou ale
na urovni polozky zpravidla cela ¢isla (0/1, 0-1-2-3).

o V pripadé binarni polozky by predikovany skor z intervalu <0 ; 1> bylo mozné
chapat jako pravdépodobnost spravné odpovédi. V takovém pripadé by ale
nemél byt vztah pravdépodobnosti a schopnosti linearni.

o Vztah predikovanych hodnot a pravého skore byl proto resen davno pred vznikem IRT.



Vztah rysu a odpovedi

Predpoklady zakladniho Raschova modelu:

o Existuje spojity, intervalovy latentni rys, ktery ,,zplsobuje” pozorované
binarni odpovédi.

o Tyto odpovédi zalezi dale na parametrech polozky.
o Odpoved lze predikovat prostrednictvim tzv. charakteristické funkce polozky.

> Pozorované odpovédi jsou navzajem lokdlné nezdvislé (jsou zplsobeny
vyhradné drovni latentniho rysu, parametry polozek a nahodné chyby).

> To nemusi byt pravda u vicedimenzionalniho IRT.

Jaky je vztah spojitého intervalového prediktoru a binarné zavislé
promeénné?
° Jakou analyzu byste pouzili?



Vztah rysu a odpovedi

pravdépodobnost

Rasch navrhl normalné rozdélenou
kumulativni distribu¢ni funkci (tzv.
,0giva“).
> Dnes se oznacuje jako tzv. probit
model.

- Castéji se pouziva logit model,
ktery je prakticky identicky, ale
pouziva logistickou funkci. =

schopnost

0

o Ma fadu vyhod, |épe se derivuje, atd. @
1 x =2
° CD(X) —Ef_ooe 2 dt

pravdépodobnost

> kde ®(x) je kumulativni normalni
distribuce o |

— logit(1.72)
— normal

[ [ [ [ [
4 2 0 2 4

0

schopnost/obtiznost



Vztah rysu a odpovedi

—

pravdépodobnost

Funkce, ktera popisuje 09

pravdépodobnost (spravné) .

odpovédi, se nazyva: 08

05

o charakteristicka krivka polozky 04

. . . 03

° item characteristic curve (ICC) 0
> item response function (IRF) n hopros

> Technicky vzato jde o funkci; kfivka je jen

jeji zobrazeni. =
>V pFipadé polytomnich IRT modeld 5 = ]
se pouziva jesté oznaceni scoring £ @
function. g <
A jednotlivé IRT modely se odlisuji S 7 o
YR gl
prave touto ICC. gL | | ___nomal__
4 2 0 2 4
schopnost/obtiznost



Charakteristicka funkce polozky

Charakteristicka funkce Raschova modelu: 6 b | P
5 0,7%

6-b;) 45  1,1%

e( l 1 ’ ’

P;(0) = = 4 1,8%
l( ) 1+e(9_bi) 1+e_(9_bi) 35 2,9%
° @ — mira latentniho rysu daného clovéka (spravné by méla byt 3 47%
notace 6,, tedy mira rysu pro osobu p, ale zjednodusuiji to). 25  7.6%

o b; — tzv. parametr obtiZnosti; obtiznost polozky i. izs Eg:f’
o P;(8) — pravdépodobnost spravné odpovédi na polozku i pfi Urovni S 26:9%
latentniho rysu 6. Pravdépodobnost Spatné odpovédije Q;(6) = 0,5 37,8%
1— P;(6). 0 50,0%

05 62,2%

. P; 9 0

Lze upravit na In29__ g b;. L e
1-P;(0) 1,5 81,8%

° Interpretace: logaritmus Sance (log-odds, viz logisticka regrese!) je 2 88,1%
roven rozdilu schopnosti Clovéka a obtiznosti polozky. 2,5 92,4%

3 953%

Pravdépodobnost neni linearni. Log-odds ji linearizuje. 35 97,1%
4 98,2%

4,5 98,9%



Charakteristicka funkce polozky

6_b| P
o -5 0,7%
= 45 1,1%
o 4 1,8%
E 3,5 2,9%
2 | -3 4,7%
£ 2,5 7,6%
“% -2 11,9%
3 I 1,5 18,2%
& -1 26,9%
2o
o~ 0,5 37,8%
0 50,0%
o | 05 62,2%
I I | | ! 1 73,1%
4 D, 0 2 4 1,5 81,8%
2 88,1%
schopnost/obtiZznost 2,5 92,4%
3 95,3%
P =" - in—19) b T ona
(o — _ n =0 — b, 4 982%
i —b; —(6-b; l '
1+ e(6-b;) 14e (6-b;) 1-— PL(H) 4,5 98,9%



Charakter

100

80
70

Raw percentages

ticka funk lozk
o Stejna logika odhadu lze pouzit pro
skore celého test.
P > Vpravo je skor osob/polozek
jednoduge In —-———.
" J 1-P(0)
o s o Toho vyuziva tzv. PROX estimator.
T - ° Jdeo itgrativm’ postup, ktery .
1 e updatuje parametry podle algoritmu:
** 0
................... u 2
1 } K/ X—min(x) Odif
* G o —_— _ 7 ——JJ
: D E(Q) in max(x)—X 1+ 2,9
+ I B o prvni ¢ast je logaritmus Sance, protoZe jde o
I podil spravné ku chybné ¢&asti testu; pod
B S odmocninou je korekce, kde 0 ;¢ jde rozptyl
) . obtiznosti polozek, aby to nekonvergovalo k
R nule.
| Logodds | M ° Iterativné se opakuje nastfidacku pro polozky
. a osoby.
-3) :-| N




o / VvV VvV /
RM vs. spojite mereni
BGEEAEAEE  Mame tryfi polozky Wz a by
-0,5 0 osoby A-D. Pomoci RM kazdé byl
W)
X (05)

027 062 0,73 0,92 odhadnut skor (rys, obtiznost).
0,08 027 038 0,73 > Nahore: pravdépodo?y_cgs)t spravné
2P0 002 008 012 038 odpovédi P,(8) = < (9—lb-)'
JE o001 003 005 0,18 1+e(0-D;

> Dole: prosty rozdil & — b; na spojité
intervalové skale.

Béda | Cyril ]
05 0 Double cancelation (-!):
-1 0,5 1 2,5

o (B-W)+(C-X)>(A-X)+(B-Y) = C-W>A-Y

-2,5 -1 -0,5 1 ° (B-W)-(A-X) = 3; (C-X)-(B-Y) = 2
4 25 2 05 .. ,
EEN 3,5 3 1,5 Dalsi podminky

o 342 = 5= (W-C)-(A-Y)

Proc jsme u délky nasobili/délili a
zde séitdme/odéitame? ©



Charakteristicka funkce testu

Vyhodou Raschova modelu je fakt,
ze je ,,plné identifikovan®,

> Kazdému hrubému skére odpovida
pravé jeden odhad latentniho skore.

Srovnani hrubého skéru a IRT odhadu

30
I

Lze proto definovat
charakteristickou krivku testu.

o test characteristic curve (TCC) s

TCC(0) = Z 1CC,(0)

i=1
o Ocekavany hruby skér podle miry
latentniho rysu (odhad pravého skdre

25
I

hruby skar
15

10

v CTT). ©
Vyuziva se pfi skdrovani testu. o e
> Soucet polozek nese ,vSechny“ 4 2 0 2 s
informace o latentnim rysu. T odhad



Informacni funkce polozky

Doted’ jsme mluvili o vztahu latentniho rysu a pravdépodobnosti (spravné)
odpovedi.

Jaka je ale tésnost tohoto vztahu?

Odpovédi na tuto otazku je informacni funkce polozky I;(0) (item
information function/curve). Pro dichotomické pol.:

P;(9)]*
PR 0]

P;(6)[1 — P;(6)]
Pro kazdou Uroven schopnosti jina.

P.(0)... pravdépodobnost spravné odpovédi pfi urovni O schopnosti respondenta
(tzv. pravdépodobnostni funkce, viz modely drive).

P." ... prvni derivace této pravdépodobnosti
1 — P;(0) ... je pravdépodobnost jiné, nez spravné odpovédi.

> Ve jmenovateli je tedy rozptyl hrubého skéru. Proc?

o

o

o

[¢]



Informacni funkce polozky

Raschiv model snadno derivuje. ° [ ameay
° P;(8) = P;{(6)[1 - P;(6)] a _?155
ICC Lze tedy zjednodusit: § =
1i(8) = P,(6)[1 — P,(6)] .
° Informacni funkce je tedy primo &
rovna rozptylu predikovaného 2
pravého skoru na polozce. g 3 -
>V ptipadé 2PL modelu I;(8) = a?P;(8)[1 — =
P;(6)]. E o
Maximum je vzdy tam, kde je -
polozka nejstrméjsi — a to je v bodé o |
obtiznosti polozky. ° | | , | ,
> V RM tedy: 4 2 0 2 4
° [l.(g = bi) =0,5(1-10,5) =0,25. schopnost/obtiznost



Informacni funkce testu

Informacni funkce testu je souctem informacnich funkci polozek:

10) = ) 1)
i=1

Informacni funkce poloiek/tes}u je reciprokou (,,prevracenou”) funkci k
chybovému rozptylu: 65 ¢ = ok

Z toho dlvodu standardni chyba méFem’jei

SE(0) = o)

o Tedy ¢im vyssi informace, tim mensi chyba méreni.

Interval spolehlivosti potom ziskame vynasobenim kvantilem normalniho
rozdéleni (stejné, jako v CTT):

Closy,(0) =0 + z- SE;
> Jde nicméne o chybu latentniho rysu, nikoliv jeho odhadu (CI kolem pravého vs.
pozorovaneho skore. Realné se proto pouzivaji rizné bootstrapoveé techniky.



Informacni funkce testu

- 05
— TIC forma A
7 TIC forma B
————— histogram 3. trida
————— histogram 4. tfida
61| ----- histogram 5. tfida F- 0.4
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= 57 e
w i=1
z 3
8 r- 03 §
€ 4- &
= a
— =
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v N
E 3 r-02 E
O k=]
i
£ I
=
2 -
r- 01
1 —_
0 e r 0.0

latentni skér




Reliabilita v IRT

Definice reliability je v IRT naprosto stejna, jako v CTT, tedy virtualni
korelace paralelnich testll. Bohuzel je porusen predpoklad
homoskedascity, protoze kazda uroven rysu ma jinou chybu méreni.

Lepsi je tedy o reliabilité uvazovat jako o rozptylu pozorovanych odhad
vysvetleném latentnimi rysy.

2 2 2 2 2
(o] 7" , = & -_ O-T -_ O-X_O-e -_ 1 — o-_e
XX 0%  o%+o? 0% %

BohuZel nemdme gZ. Zde se pouziva ,,primérna” chyba méfeni, tzv.
root mean-square error (RMSE):

Yp-15E;
N

o, = RMSE =




Reliabilita v IRT

Po dosazeni:

N 2

_,SE
=1

RMSE? N
X X

V pripadé Raschova modelu a tzv. JMLE estimatoru.

o Jiné estimatory pouzivaji jiné odhady latentnich rysu, napriklad EAP (expected a-
posteriori estlmates) atd.; pak se rozptyl téchto odhad(l dosazuje za rozptyl
pravych aT, nikoliv pozorovanych 0)% skord.

Tzv. empiricky odhad reliability: za 62 je dosazen pozorovany rozptyl
latentnich rysu.

o VétsSina IRT estimator( ma predpoklad normalniho rozdelenl proto se obcas
pouZiva tzv. marginalni odhad reliability, kam se za g2 (resp. O'T) dosazuje apriorni
rozptyl, se kterym estimator pocital, zpravidla 1.

Stejné jako jiné odhady vnitrni konzistence je to ,,spodni mez” reliability.
> Ne vzdy!



Lokalni reliabilita

Daniel (1999) navrhl pouzivat tzv. lokalni reliabilitu: odpovéd na otazku,
jakd by byla reliabilita testu, kdyz by pro vSechny respondenty/skupiny
mérila jako pro daného respondenta/skupinu.

Namisto RMSE se do vzorce vySe dosadi chyba méreni daného
respondenta, chyba pro danou Uroven skoru, RMSE dané skupiny atp.:

RMSE?*(0 e M
Txxr(HEM)Zl— ( )

2

Ok ()

Celkova reliabilita je pak vazenym priimérem vSech moznych lokdlnich
reliabilit (Cigler, 2017©):

. ar 1 +bry ) . o
° Pro 2 skupiny: 7.,/ = , kde a a b jsou pocty respondentu.

N a+b
Zi:l nir;;/

° Pro N skupin: 1., = —x

ar;; je reliabilita ve skupiné i.



Lokalni reliabilita
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Odhad reliability

Lze spocitat pro osoby i pro polozky.

Reliabilita osob zalezi na:
o rozptylu proband(;
o délce testu;

> poctu kategorii kazdé polozky (zvySuje se vétSinou cca do 6, vyssi
pocet totiz zpravidla zhorsuje vérohodnost modelu a fit poloz v);

o ,sample-item targeting” — jsou polozky vhodné tézké pro dany vzorek?
> Je naopak nezavisla na poctu osob.
o Kritéria stejnd jako v CTT.

Reliabilita polozek zavisi na:
° rozptylu obtiznosti polozek;
o poctu probandg;
o, item-sample targeting”.
> Je nezavisla na délce testu.
° Odpovéed na otazku , jak presné jsme odhadli obtiznosti polozek”?
o Kritéria vyrazné prisnéjsi... u béznych testl chceme alespon 0,99.



Shoda dat s modelem

| kdyz si to Linacre a Bond s Foxovou nemysli © , pfedpokladem toho,
aby Raschliv model byl fundamentdlnim méreni, je potreba, aby dobre
popsal data.

Respektive aby data dobre vyhovoval Raschovu modelu.

Shoda dat na drovni:
> Polozky / respondenta

o Celého modelu




Shoda dat s RM: polozky

Jak moc dobre pozorovany pattern odpovéedi (1101100100...) odpovida
predikovanym odpovédim (0,98; 0,84; 0,32; ...)?

Vychodiskem je tzv. standardizované reziduum respondenta p na
polozku i (rozdil predikované pravdépodobnosti a pozorované binarni
odpovédi, délené chybou predikce):

, = xpi — Ppl . xpl- — Ppi
pi — -
T
. \/Ppi(l — Ppi)
Celkova chyba v datech Ize vyjadrit jako )(l-z = ’1;':1 Zgl-, které ma chi

rozdéleni o N; poCtu stupnu volnosti (pocCet respondentq, kteri
odpovidali na danou polozku).



RM: Outfit

Prvnim ukazatelem fitu je tzv. outfit, ktery se tradicné vyjadfuje dvéma
zpUsoby.

Mean-square outfit: celkova chyba délena poctem stupnl volnosti
(primérnd hodnota z-standardizovan%ho rgzidua):
= szl Zpi

' N
(underfit), nizSi hodnoty pak tzv. guttmanovsky patter — vyssi shodu s daty
(overfit).

vvvvvv

Mean-square nam nerika nic o signifikanci. Proto se prevadi na tzv.
z-standardizovanou hodnotu, tedy z-skdr o stejné p-hodnoté jako pavodni
chi s danym poctem stupnd volnosti.

o Provadi se bud analyticky, nebo empiricky.

> Nula znamena optimalni fit, nizsi overfit, vyssi underfit; hodnoty mimo rozsah -
1,96—1,96 jsou ukazatelem neshody s daty na hladiné p < 0,05.



RM: Infit

Tim, Ze outfit zvaZuje vSechny respondenty/polozky stejné, je outfit
nachylny na ndhodny stastny tip Spatného respondenta, resp. na
nahodné selhani dobrého respondenta.

Proto se pouziva infit, kde kazdy case je vazeny hodnotou jeho
informacni funkce:

. Zgﬂzgilpi B g=1Z;i[Ppi(1 - Ppi)]

Vi =7¢N = N
2ip=1Ipi Y1 Ppi(1 = Pyi)
o Jde tedy o vazeny primeér standardizovaného rezidua.

Tento mean-square se prevadi na z-standardizovanou hodnotu stejné,
jako v pripadé outfitu.



Interpretace fitu polozky

Ukazatel, jak polozka/respondent odpovidad Raschovu modelu.
> Polozky: Odpovidali respondenti na polozku dle pfedpokladu?

° Respondenti: Odpovidal respondent na polozky dle predpokladu?
> Je zaloZzena na primeéru sumy ctvercl standardizovanych rezidui probanda/polozky s df=n-1.

o Pozor: vysoka hodnota se neintuitivné oznacuje jako , underfit“, nizka
,overfit“!

Vysokd hodnota (underfit): respondent/i odpovidal/i vice ndhodné.
o Méneé ,guttmanovska“ skala, nez jsme predpokladali.

Nizkd hodnota (overfit): respondent/i odpovidal/i méné ndhodné.
> Vice ,, guttmanovska” skala, nez jsme predpokladali.

Fit polozek je zakladem polozkové analyzy v RM.



Interpretace fitu polozky

Priklad:
o obtiznost polozek: snadné ....... stredni ........ tézkée.
o stochastickd predpovéd (prdmérny fit): 111...1101100100...000.
o deterministickd odpovéd (overfit): 111...1111100000...000.
> nahodila odpovéd: (underfit): 101...1010101010...010.
o Statny tip (vliv na outfit): 111...1101100100...001.
° nepozornost (vliv na outfit): 011...1101100100...000.
° nahodna znalost (vliv na infit): 111...1101111100...000.



Vyuziti infitu:
Korigovana reliabilita

Modelova reliabilita, kterou jsme si ukazali, je ,,unbiased” pouze tehdy,
pokud model popisuje data dobre.
o Napriklad v pripadé poruseni lokalni nezavislosti prestava byt spodni mezi
stejné, jako Cronbachovo alfa.

Proto se obcas vyuziva tzv. ,real reliability”, ktera koriguje oproti
neshodé s daty funkci max(1; v,,), kde v, je infit MNSQ respondenta p:

n

RMSEyorig. = Z oz (6;) max(1;v;),
\ =1

o Korigujeme tedy je underfitujici respondenty; overfitujici fit nezlepsuiji.

o RMSE se dosadi do vypoctu reliability uplné stejné jako u nekorigované rel.



Shoda dat s RM: model

Casto nas ale zajima, jak data jako celek vyhovovala RM.

Vystupem z ML estimatoru je tzv. log-likelihood estimacni funkce
(alternativné pak suma vSech standardizovanych rezidui v modelu).

° Ten ma priblizné chi rozdéleni.

Pocet stupnu volnosti:

N, ]
df = N;N, — NA — Ni+Np—1+z(Nj—2)
j=1

° Nj;, N, pocet polozek, responden_tﬁ v modelu; NA — pocet chybéj_l'cich dat.
o V zavorce pocet tzv. ,volnych” tj. odhadovanych parametru.
° Ta suma plati pro polytomické polozky, v binarnim RM je 0.

> (Nj je potet odpovédovych kategorii v celkem N, poloZkach s rGznou strukturou).



Shoda dat s RM: model

Tento vypocet je velmi striktni a stejné jako v CFA je vysledek zpravidla
signifikantni.

Proto se pouzivaji jiné ukazatele fitu: CFI, TLI, RMSEA...

Vypocet z log-likelihood funkce je ale zkreslujici a vede k odlisné
interpertovatelnym vysledkdm oproti CFA.

o Ale pouziva se (napf. Tennant a Pallant, 2012).

Proto se ukazatele pocitaji na zakladé korelacni matice
standardizovanych rezidui.

o Maydeu-Olivares, Cai a Hernandez (2011) a jejich vytunéné M2 a M2*
ukazatele (Maydeu-Olivares a Joe, 2006).

A dalsi analyzy nad rezidualni korelacni matici (PCA...).



Let’s go
practice!

prof. Linacre se srneckem



https://www.youtube.com/watch?v=O6xH2lKbWgc

/adani ukolu

Stahnéte si data:
https://is.muni.cz/auth/el/1423/ijaro2018/PSY028 E/um/irt/blok 2/

> Jde o polozky z testu IDS, subtest verbalni konceptualizace (Gc z CHC).
> Polozky jsou predskérované.

Subsetujte prvnich 100 respondentd.

Odhadnéte parametry Rascha modelu non-iterativnim PROX estimatoru:
https://www.rasch.org/rmt/rmt83g.htm (posledni kap.).

o Vlyporadejte se s extrémnimi skory.
° Bodové odhady, chyby odhadu, 95% CI.
° Transformujte parametry osob na 1Q skalu.

Odhadnéte:
o Reliabilitu poloZek/osob a korigovanou reliabilitu polozek/osob.

o Qutfit, infit (MNSQ, z-std) pro polozky/osoby.
> Shodu modelu s daty (za pouziti x? rozlozeni stand. rezidui).



https://is.muni.cz/auth/el/1423/jaro2018/PSY028_E/um/irt/blok_2/
https://www.rasch.org/rmt/rmt83g.htm

