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Faktorova analyza
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FA v kostce
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CTT vs. teorie latentnich rysu (napr. FA)

Klasicka testova teorie:

* Polozky jsou paralelnimi (zaménitelnymi) testy (méritky) méreného konstruktu
* Mérenym konstruktem je pravé skore (true score) osoby v testu

* Méreny konstrukt je tedy zavisly na testu (souboru polozek), je jim
operacionalizovany (,,Pravé skore je to, co mérime timto testem”)

* Operacionalismus: Konstrukt (a jeho vyznam) nelze oddélit od metody

* Antirealismus: Konstrukt realné neexistuje, je nécim, co jsme si jen vymysleli



CTT vs. teorie latentnich rysu (napr. FA)

Teorie latentnich rysu:

* Konstrukty realné existuji

* Konstrukty zptsobuji reakce na stimuly / odpovédi na polozky

 Konstrukty jsou spolecnou pricinou chovani

(Polozky v testu inteligence spolu koreluji, potoze spravnost odpovidani na né ma
spolecnou pric¢inu — inteligenci)

° Realismus: Konstrukty = latentni rysy existuji a jsou pricinou pozorovaného
chovani



Latentni rys:

Schopnost rychle bézet

Skill v sachu




Jak se (treba) projevuje? Latentni rys:

1) Jak rychle zabéhl 100m? .

2) Jak rychle zabéhl 400m? % Schopnost rychle bézet

3) Jak rych/e zabehl 800m? Pro srovnani CTT: Jak rychle zabéhl dohromady
100+400+800 = 1300m??

Alternativné CTT: Jak rychle zabéhne primérny zavod
vylosovany z domény béznych zavodi?

1) Kolikrat z 10 her porazil cvicenou opici? skill v ¢achu

2) .... okresniho mistra v sachu?
3) .... Garriho Kasparova? Pro srovnani CTT: Kolikrat z 10+10+10 her porazil
cvicenou opici + okresniho mistra + Kasparova?
Alternativné CTT: Kolikrat z deseti her porazi
primérného soupere vylosovaného z domény béznych
soubor(?




Faktorova analyza

* Vlysvétluje / popisuje vztahy mezi (spojitymi) manifestnimi proménnymi
a (spojitymi) latentnimi proménnymi (rysy)

* Manifestni proménna (MV) — promeénna, kterou lze primo mérit ¢i pozorovat

* Latentni proménna (LV) — proménna, kterou NELZE pfimo mérit Ci pozorovat —
hypoteticky konstrukt. Faktory ve faktorové analyze jsou prave latentnimi
proménnymi. Tedy — faktor (LV) je stale néjaka (spojita) proménna a rlzni lidé
,maji”“ své skory na této proménné (alespon to je predpoklad © )



Manifestni proménné: Latentni proménné: Mérené osoby:

Béh:
Adolf

1) Jak rychle zabéhl 100m? vy .
2) Jak rychle zabéhl 400m? % Schopnost rychle bezet  Béh: (;Os, 90s, 180s)
3) Jak rychle zabéhl 800m? Sachy: (3, 1, 0)

Bruno
. . Béh: (40s, 180s, 300s)
Sachy: Sachy: (4, 2, 1)
1) Kolikrat z ’10 he/" poraz{l cvicenou opici? ™~ crin\, fachu Cecil
2) .... okresniho mistra v SOM Béh: (50s, 190s, 320s)
3) .... Garriho Kasparova? Sachy: (7, 4, 3)




Faktorova analyza

* Schopnost rychle bézet ani skill v sachu neumime (nemuzeme) nijak ,,pfimo”
merit, zbyva nam na né usuzovat

* Predpokladame, ze obeé latentni promenné se manifestuji skrze neco, co merit
nebo pozorovat muzeme — manifestni promeénné

* Rozdilna schopnost rychle bézet mezi osobami se bude manifestovat rozdilnymi
Casy na jednotlivych tratich, ale nebude mit sama o sobeé nic spolecného s
poctem vyher v Sachu

* Rysy osobnosti Ci postoje se mohou manifestovat mirou (nesouhlasu) s
tvrzenimi, kterd by méla byt pro vysokou/nizkou miru r),/)su typicka

(,Hrozné rad jsem ve spolecnosti stfredem pozornosti



Faktorova analyza

* Faktorova analyza nam do ruky dava matematicky nastroj (statisticky model),
ktery nam umoznuje vztahy mezi manifestnimi a latentnimi proménnymi studovat

* Na predchozich slidech jsme si predstavili zakladni premisu FA konceptualné, jako
takovy myslenkovy experiment

* Pojdme to vzit trochu technictéji a abstraktnéji — predstavenim modelu.

* Jak podstatu tohoto myslenkového experimentu propojime s realnymi daty, s
nécim pozorovatelnym ¢i méritelnym?



Zakladni pojmy

* Jaka je typicka podoba dat v pripadé faktorové analyzy?

* Multivariacni data — data pro soubor osob, vétsi mnozstvi manifestnich
(mérenych, pozorovanych) proménnych (napfr. skdry z testu, skal, polozek...)

Co sloupec, to proménna
Datova matice:

Co radek, to osoba




Zakladni pojmy

* Jednotlivé bunky v datové matici predstavuji skor dané osoby na dané
manifestni promeénné

* Fundamentalni premisa faktorové analyzy: Tyto skory nejsou néjakymi
nahodnymi hodnotami, ale vykazuji urcité systematické aspekty, kterymi se
muzZeme zabyvat

Co sloupec, to proménna

Datova matice:

Co radek, to osoba




Zakladni pojmy

Datova matice: p sloupct (proménnych)
X11 | X12 X1p
X = X; N Fddki (osob)
//'
/7 . A\V4 V4 . /
Skér osoby i na proménnéj — |
Xn1 | Xn2 XNp




Zakladni pojmy

Ceho si miizeme na téchto datech véimnout? X:1 | X5 X;

> Variabilita kazdé proménné napric osobami
(rozptyl / SD)
if

> Kovariance dvou proménnych napric osobami
(kovariance / korelace)




Zakladni pojmy

Korelacni matice: p manifestnich proménnych
1 r, ri3 I1p
Ia1 1 ry; I2p
R = rs; rz; 1 3, | p manifestnich
i promeénnych
rjk
rog Tp2 I3 1

Pozn.: Na obrazku je korelaCni matice (na diagonale jsou jednicky r;; = 1, mimo diagonalu korelace 7y, ), faktorova analyza
ale velmi ¢asto pracuje s kovarianéni matici, kde na diagonale je rozptyl (ajzj) a mimo diagonalu kovariance (g ) pfislusnych
promeénnych. Typicky EFA pracuje s korelac¢ni, zatimco CFA s kovariancni matici. Z kovariancni matice Ize ziskat korelaéni

. . Ojk
matici snadno, 7, = —
2 2
9jj%kk

. Naopak to nefunguje, protoze korelacni matice nenese informaci o rozptylech.




Off-topic: 2 druhy analyz

Pokud chceme analyzovat néjaky dataset pomoci faktorové analyzy (aj.), mame v zasadé dvé
moznosti:

Limited-information approach:
> Nevyuzijeme vsechna data, ale data si (1.) zjednodusSime a pak (2.) analyzujeme tato zjednodusena data.

o Tento pristup ma néjaké omezeni (predpoklady) a mnoho vyhod (analyticka jednoduchost).
o Typicky: EFA i CFA, které pracuji pravé s kovariacni matici (tedy bivariacnimi statistikami polozek).

Full-information approach:
° Pro analyzu vyuzijeme vSechna data.
o Tento postup ma méné omezeni, obcas neni potrebny, je statisticky naro¢néjsi, ale ma radu vyhod.

o Typicky: tzv. item-factor analysis (teorie odpovédi na polozku), modelovani nelinearnich vztahd, ale
tfeba i tzv. FIML prdace s chybéjicimi daty v CFA (¢astecné, stale pracuje s kovarianéni matici).



Zakladni princip a predpoklady FA

* Korelace mezi dvéma manifestnimi proménnymi je zpusobena tim, ze tyto
manifestni proménné jsou funkcemi jednoho nebo vice spolecnych faktoru

* V ramci néjaké domény existuje (relativné) malé mnozstvi faktoru, které
ovlivnuji (relativné) velké (hypoteticky nekonecné) mnozstvi manifestnich
proménnych. Tim zpusobuji pozorovatelné korelace (kovariance) mezi témito
manifestnimi proménnymi

- Mira toho, jak moc ten ktery faktor ovliviuje danou manifestni proménnou, je
reprezentovana faktorovym nabojem — jakousi silou, s jakou faktor ovliviuje
manifestni proménnou (0 = faktor MV neovliviuje). Faktorové naboje jsou
ekvivalentni regresnim koeficientiim — faktor je nezdvisla proménna (prediktor)
a MV je zavisla proménna (outcome)



Model dat v FA

* Vratme se k prikladu s béhem a Sachy (a chvili se tvarme, Ze Zadné jiné latentni
proménné na sveté neexistuiji)

Cas 100m; = Ag * Schop. béh; + A = Skill. $ach,;

» Cas, za ktery osoba i ub&hne 100m, je linedrni funkci skéru osoby i na latentnich
proménnych Schopnost bézet a Skill v sachu

* Ag a Ag jsou mirou linedrniho efektu téchto latentnich proménnych na skér (Cas) v
manifestni proménné Béh na 100 metru. Jedna se o faktorové naboje

* Faktorové naboje nemaji subscript i, nezavisi na dané osobé

° ...zavisi vSak na MV. V tomto pripadé bude zrejmeé platit Az = 0



Model dat v FA

* Ovlivnily ale vykon osoby i pouze tyto latentni proménné? Co kdyz treba sice dobre béha, ale
nema rad kratké traté (takZze se moc nesnazil) a jesté k tomu mu Spatné zméfili cas?

Cas 100m; = Ag * Schop. béh; + As = Skill. 3ach; + Nerad. kratké. traté; + Chyba;

* Schopnost béhat by ovlivnila i jiny vysledek ¢lovéka i, treba v béhu na 1000 metrd — byla by v
tomto pripadé tzv. obecnym / spole¢nym faktorem

* Laska ke kratkym tratim i momentalni chyba méreni jsou v tomto pripade tzv. unikatnim
faktorem — ¢as v béhu na 1000m neovlivni.

* Laska ke kratkym tratim je ale v tomto pripadeé systematicka — pokud by ¢lovék i bézel 200m,
projevi se a stane se v takovou chvili obecnym (spolecnym faktorem). Takovou ¢ast unikatniho
faktoru nazyvame specifickym faktorem.



Common Factor Model

* Pravé jsme si (konceptualné) popsali tzv. Common Factor Model (L. L. Thurstone),
ktery je modelem faktorové analyzy od 40. let 20. stoleti do soucasnosti

* Existovaly drivejsi modely faktorové analyzy, jako napr. analyza tetrad aj.

* Existuji i jiné pribuzné modely, jako napf. analyza hlavnich komponent (PCA). Neplést!

* Dle CFM jsou manifestni proménné funkci dvou druht faktor:

* Obecnych / spolecnych faktorti (Common factors), které jsou spole¢né dvéma a
vice MV v datové matici

* Unikatnich faktort (Unique factors), které ovliviuji pouze jednu MV. Unikatni
faktory tak nevysvétluji (nezpUsobuji) Zddnou korelaci mezi dvéma MVs.



Common Factor Model

 Kazdy unikatni faktor se sklada ze dvou komponent:
* Ze specifického faktoru

* Z (nahodné) chyby méreni

...specificky faktor reprezentuje néjaké systematickeé vlivy, které ovliviuji pouze jednu
danou manifestni proménnou. Chyba méreni predstavuje nahodnou chybu.

* Pokud nemame k dispozici zadné dalsi informace, v modelu nelze chybu od
systematického faktoru oddeélit.

* Systematicky faktor se ale muze stat spoleénym faktorem, jestlize nas zacne zajimat
néjaka dalsi manifestni proménna, ktera je jim také ovlivihovana



Common Factor Model

* Rozptyl kazdé manifestni proménné je rozlozitelny nasledujicim zplsobem:

Pozorovany rozptyl = Spolecny rozptyl + Unikatni rozptyl
Unikatni rozptyl = Specificky rozptyl + Chybovy rozptyl
=>» Pozorovany rozptyl = Spole¢ny rozptyl + Specificky rozptyl + Chybovy rozptyl
Spoletny rozptyl Unikatni rozptyl

Komunalita (Communality) = , =1- -
Pozorovany rozptyl Pozorovany rozptyl

... = podil pozorovaného rozptylu, ktery je zpusoben obecnymi (spolecnymi) faktory



Common Factor Model

xij — ,UJ + Ajlzil + }]'jZZiZ + -+ Aijim + luu

Primér + Obecné faktory + Unikatni faktor

x;; je skor osoby i na manifestni promenné j

i je prumér manifestni promeénné j



Common Factor Model

xij — ,UJ + Ajlzil + }]'jZZiZ + -+ Aijim + 1ul]

Primér + Obecné faktory + Unikatni faktor

Zi1. je skor osoby i na obecném faktoru k
Ajk je faktorovy naboj manifestni proménné j na faktoru k

U;; je skor osoby i na unikatnim faktoru j



Common Factor Model

Rovnice modelu vypada jako rovnice pro vicenasobnou linearni regresi

° Manifestni proménné jsou zavislymi promeénnymi
> Faktory jsou nezavislymi proménnymi
> Faktorové naboje jsou regresnimi koeficienty

* Faktorovy model je jako sada vicenasobnych linearnich regresi, kde nezavislé proménné jsou
nepozorované a nemeérené (...a nepozorovatelné a nemeéritelné)

* VVSechny parcialni korelace mezi jednotlivymi manifestnimi proménnymi - ve chvili, kdy
kontrolujeme vliv obecnych faktort — jsou predpokladany za nulové

* Jinymi slovy — korelace mezi jednotlivymi manifestnimi proménnymi jsou zplUsobeny pouze
obecnymi faktory



Common Factor Model

* Model dat slouzi k vysvétleni struktury a podoby syrovych dat (tedy skord na manifestnich
promeénnych)

* Faktorova analyza se vsak vlastné nezabyva strukturou a podobou syrovych dat. Zabyva se
vysvétlenim kovarianci / korelaci mezi MVs. Ma to ,,malou” vyhodu — nepotrebujeme k
tomu znat skory osob na latentnich proménnych (které stejné nezname a znat nemuizeme —
jsou nepozorované a neurcitelné [indeterminate])



Model kovariancni struktury

* Kovarianéni struktura (tedy vysvétleni korelaci / kovarianci) v Common Factor Modelu:

X = A®dA + Dy
* X (sigma) je matice korelaci / kovarianci mezi manifestnimi proménnymi

* N\ (lambda) je matice faktorovych ndboju (apostrof znaci transpozici)

* @ (phi/ fi) je matice korelaci / kovarianci mezi (obecnymi) faktory. Faktory byt korelované nemusi
— v takovém pripadé lze fici, ze faktory jsou tzv. ortogonalni

* Dy (D-psi / D-psi) je matice rozptyl( unikdtnich faktor(

* ...jak mozna spravné tusite, k faktorové analyze nepotirebujete syrova data, ale korelace /

kiviriinii mizi MVi.



Model kovariancni struktury

Vzorec
Y =ANADA + D¢

|ze rozepsat do rovnice pro kazdy par dvou polozek (pfipadné pro jedinou polozku, pokud i = j).

Kovariance O' proménnych i, j (pfipadné rozptyl jediné proménné i, pokud i = j) je v pfipadé
pritomnosti dvou faktoru fa g roven

l] = Aifdjs + AifAjgPrg + 0y
° Aijf —naboj polozky i na faktoru f
° ¢4 — korelace faktorl f, g.
° 6;; — rezidualni kovariance polozek i, j (typicky 0)

V pripadé F faktor(:
F

F

2 _

J_ell-l—z f ¢fg
f=1g=f



O co nam tedy ve FA jde?

* Cilem je odhalit, pochopit a popsat strukturu, ktera ,,zplusobuje” korelace mezi
manifestnimi promeénnymi

* Chceme tedy identifikovat (nebo ovérit) pocet a charakter (vyznam) faktoru, které
zpUsobuji pozorované korelace mezi manifestnimi proménnymi

* Jinymi slovy, chceme pfijit na to, kolik obecnych / spoleénych faktorl ovliviiuje nase
manifestni proménné a odhadnout silu a smér (+ / -) faktorovych naboju

* Velikost a smér faktorovych ndabojll nam napomadha v uréeni podstaty faktoru. Vyznam
faktoru je totiz vymezen tou podmnozinou vsech manifestnich promeénnych, které jsou
faktorem vyrazné ovlivihovany



Priklad
Predstavme si, ze pro vzorek jedinci mame k dispozici skory ze 4 testu:

porozumeéni textu (PC), slovni zasoba (VO), aritmetika (AR), matematické slovni
ulohy (MPS). Z dat ziskame nasledujici korelacni matici:

PC VO AR MPS
PC 1
VO 49 1
AR 14 .07 1
MPS 48 42 48 1




Priklad
Chtéli bychom identifikovat faktory, které ,mzou” za korelace meazi

promennymi, abychom témto korelacim porozuméeli. Aplikujeme metody
faktorové analyzy a ziskdme nasledujici matici faktorovych ndboju:

Faktor 1 | Faktor 2
PC .70 .10
VO .70 .00
AR 10 70 porozumeéni textu (PC)
slovni zdsoba (VO)
MPS .60 .60 aritmetika (AR)

matematické slovni ulohy (MPS)



Priklad

Faktor 1 | Faktor 2 Z‘ffnz.f“z?i“; ;‘?C’E(;J)(PC)
= 7 10 motematekd slowni Glohy (MPS)
VO .70 00
AR .10 .70

MPS .60 .60

* Prvky v této matici predstavuiji silu linearniho vztahu mezi kazdym faktorem a
kazdym testem (manifestni proménnou)
* Jaky muze byt vyznam Faktoru 1 a Faktoru 27



Exploracni a konfirmacni FA

* Ve svete faktorové analyzy rozlisujeme dveé situace:

* Exploracni (exploratory / unrestricted) FA:
Nemdme zadnou (nebo jen velmi mlhavou) predstavu o tom, kolik faktoru a
jakého charakteru je ,za daty”

* Konfirmacni (confirmatory / restricted) FA:
Mame celkem jasnou predstavu o tom, kolik faktor( a jakého charakteru je ,,za
daty“

...teoreticky model, ktery v obou pripadech pouzivame, je totozny!



Na zaver

* Méjme na pameti, ze FA je model — model, ktery reprezentuje néjakou
hypotetickou strukturu uvnitr pozorovanych dat. Kazdy matematicky model je —
alespon do néjaké miry — chybny a neda se fict, ze by perfektné a bez vyhrad
korespondoval s realitou

* Model, ktery nam sice dava smysl konceptualné, ale vubec nesedi na data, je
(vétSinou) k nicemu

 Model, ktery skvéle sedi na data, ale nedava nam konceptualné smysl, je
(vétSinou) rovnéz k nicemu

* Neplati, ze by jen tak jakakoli data byla vhodna pro faktorovou analyzu.



