Binomicka distribuce

Pri zjistovani p je nutné znat:
=a) celkovy pocet moznych jednoduchych jevl
=b) pocet jednoduchych jevu ktery spada do jevu/tfidy jevd,
jejichz pravdepodobnost zjiStujeme

Otazka: Kolika ruznymi cestami muze jev nastat?

Nekdy jednoduchée, nékdy lepsi pouzit pocCetni pravidla =
sekvence, permutace, usporadané (variace) a
neusporadané kombinace



sekvence

= Jednoduchy jev mize mit podobu série i sekvence — kazdy pokus
nahodného experimentu rezultuje v prave jednu z K vzajemné vylucujicich
se a vyCerpavajicich jevu a tento pokus je opakovan N krat — vysledkem je
sekvence

= PFf. Taham kuliCcku a po kazdém pokusu ji vratim zpét, opakuji Ctyrikrat vysledek:
Cervena, Bila, Cerna, Bila nebo mozna Bila, Bila, Cernd, Cerna = dvé rizné
sekvence

= Pocéetni pravidlo 1 : poéet moznych sekvenci pro N pokusli

Pokud muze nastat jakykoli z K vzajemné vylucujicich se a
vycerpavajicich jevu pfi kazdém z N pokusu, pak existuje
K" riznych sekvenci které mohou nastat

= PF. 5 krat (N) hazim minci, pficemz kazdy hod muze padnout jen
pana nebo orel (K=2),
pak existuje K" = 2°= 32 sekvenci



Nékdy se pocet jevl, které mohou nastat v riznych pokusech
experimentu lisi,

pak plati Pravidlo 2 pro sekvence: Pokud K;, K,, ....K_ je pocCet
riuznych jevu které mohou nastat pfi pokusech 1, 2,....,N v fadeé,
pocet ruznych sekvenci N jevi je K{*K,*....*K...

Pf. Nejprve hazim minci (K=2), pak kostkou (K=6), pak pocet
sekvenci je
26 =12



permutace

=Pocet zplUsobu jakymi mize byt sada riznych objektlu sefazena (plati i pro

sekvence jevl)

Pravidlo 3 permutace:
Pocet riznych zpusobu jakymi muze byt sefazeno N riznych
predmétu je N! = 1*2*3....(N-1)*N, serfazeni se nazyva permutace
takze celkovy pocet permutaci N objekta je N! (nazyvame N
faktorial)

Pr. Ve tfidé je 10 zidliCek pro 10 studentu. Kolika zptusoby muzou byt
studenti na zidle rozdéleni?
» Postup: Kterykoli ze studentd muze byt umistén na zidli 1 (10 moznosti

pro zidli 1). Pro Zidli 2 je ale uz jen 9 moznosti protozZe jeden student uz
sedi na zidli 1 atd. ...... tedy 10! = 10*9*8*7....."1 = 3 628 800 zpusobu

PF. 2: UCitel ma v klobouku jména 5 studentd, taha postupné jedno jméno bez
vraceni, kolik sekvenci je mozné vytahnout? 5! = 120
= Jaka je p Ze jméno jakéhokoli ditéte bude vytazeno jako prvni? Postup: Pokud
bude jakékoli dité na prvni pozici, zbyva N-1 rdznych sekvenci (tj. (N-1)! = 4! =
24) v jakych mohou byt sefazeni ostatni déti, tedy p jakéhokoli ditéte ze bude
vytazeno prvni je 24/120 = .20
» Predpokladejme ze v klobouku jsou dvé divky, jaka je p ze prvni dvé jména
taZzena budou divky?
= Postup: Pokud jsou prvni dvé tazena jména divci, pak zbyva 3!=6 zplsobl
jak vytahnout zbyvajici 3 chlapce. Jména divek mohou byt vytazena dvéma
zpusoby. Proto p = (2*6) / 120 = .10



Usporadané kombinace (variace)

Nékdy je nezbytné spocitat poCet zplsobu jakym r pocet objektd muze byt
vybran z N objektd (pfiemz r <= N)

Plati pravidlo: Poc€et zplisobu vybrani a serazeni r objektt z N riznych
objektt je N! / (N —r)!

Pr. 1. Ve tfidé je 10 studentu ale jen 5 zidli. Kolika zpusoby muze ucitel
vybrat a umistit studenty na zidle?

Postup: Na pocatku prvni zidle ktera muze byt obsazena 10 moznymi
zpusoby, pak druha zidle 9 zpusoby....az pata zidle 6 zpUsoby, tedy
10*9*8*7*6 = 10! / (10-5!) = 30 240

PF. 2. V loterii bylo rozdano 40 losu ruznym lidem a tfem vybranym byly
urceny prvni, druha a treti vyhra. Kolik muze existovat ruznych sekvenci
vitézu?
40!/ (40-3)! =40! /37! =40 * 39 * 38 = 59 280
= V kolika z téchto sekvenci by John Doe byl prvni, druhy nebo tfeti?

Pokud by byl prvni pak by po¢et moznosti na druhé a tfeti misto byl 39!/ 37! = 1 482.
Podobné by existovalo 1482 sekvenci kde by byl vytazen jako druhy a stejny poCet
selé)venm kde by byl tazen jako tfeti. Proto p(prvni, druhy nebo tfeti) = (3*1482) / 59 280
=.075



Neusporadane kombinace

Pri poCtech pravdepodobnosti nas vsak Casto nezajima poradi
jevu/udalosti, ale jen poCet zpusobu jakym r véci muze byt vybrano
z N véci. Predchazejici pravidlo 4 fika, ze celkovy poCet zpusobu
vybéru r veci z N a jejich sefazeni je N! / (N-r)!. Kazda sadar
objektll ma pritom r! moznych sefazeni podle pravidla 3. Kombinaci
téchto faktu ziskame pravidlo 5:

Pocetni pravidlo 5: Celkovy pocet zpusobu jak vybrat r riznych
kombinaci z N objektu bez ohledu na poradi je N! / (N-r)!r!
(neboli N nad r, neboli binomicky koeficient)

Pf. Mame 33 kandidatd na pozici manazera, a 3 mista. Kolika
riznymi zpusoby muzeme vybrat 3 lidi do manazerskych pozic?

— Postup: r=3, N = 33, takZze 33 nad 3 = 33! / (33-3)!3! = (33*32*31) /6 =
5 450, pokud jsou vsechny trojice stejne pravdépodobné, pak je
pravdepodobnost vybéru jakékoli trojice 1/5456.



Bernoulliho proces

Nejjednodussi pravdepodobnostni distribuce je ta s
pouze dvéma tfidami jevu

= Pf. Hod minci — pana nebo orel

= PF. Clovék je nahodné vybran — muz nebo Zena
experiment/proces ktery muze skoncit pouze jednim z
dvou vysledku = Bernoulliho pokus
Dvé tridy jevu a jejich pravdépodobnosti = Bernoulliho
proces
Jedna udalost = tzv. ,uspech®, druha = tzv. ,neuspéech”
p = pravdepodnost ,uspéchu“, g=1-p =
pravdepodnost ,neuspechu”

» PF. Hod minci: pana=uspéch=p=1/2

orel=neuspéch=q=1-p=1/2



vyber vzorku jako Bernoullino proces

« Mame-li S v souladu s Bernoulihho procesem a
vybirame vzorek nezavisle s vracenim anebo existuje
nekonecény pocet elementarnich jevu tak, Zze p a g se
nemeni.

« Pf. Provadime N=5 pokusu. Kolik raznych sekvenci
muzeme dostat?

= Pravidlo 1: 2°=32, pfiemz pravdépodobnost kazdé sekvence
zalezi na p a gq. Protoze pokusy jsou nezavislé, |ze aplikovat
rovnici o sdruzenych jevech A N B = p(A)*p(B)

» Jaka je pravdépodobnost 3 uspéchu = panen?
p (P,P,0,0,P)? Pouzitim rovnice o sdruzenych jevech
dostavame p2g2p= p3q?



Stejna pravdépodobnost je i pro sekvenci (O,0,P,P,P), nezalezi tedy
na poradi uspéchu, jen na jejich poc¢tu a pravdépodobnosti uspéchu

Pravdépodobnost jakékoli sekvence N nezavislych Bernoulliho
pokusech zalezi pouze na poétu Uspéchu a jejich
pravdépodobnosti: prgN": = p'(1-p)N-T,

kde r=pocet uspéchu a N-r=pocet neuspéchu

Sekvence 10 pokusu, nastanou 4 Uspéchy: p*q® = p*(1-p)°
= Pokud napt. p=2/3 pak (2/3)4(1/3)% = .00027

Pr.2: Pokud hodime 6krat minci, jaka je pravdépodobnost ze
padnou 3 pany nasledované 3 orly (P,P,P,0,0,0)?
= p3g3=(1/2)3 (1/2)3=1/64
= Stejna pravdépodobnost je i pro sekvence (P,0,P,0,P,0) nebo
(P,0,P,P,0,0) nebo jakoukoli jinou sekvenci obsahujici 3 pany



= VeétSinou nas vSak nezajimaji konkrétni sekvence s riznym
pofadim, ale pravdépodobnost uréitého poctu ,uspéchu” bez ohledu
na poradi
= pf. pokud hodime 5krat minci, existuje podle pravidla 5 (5 nad 3) = 10
ruznych sekvenci s 3 uspéchy (pany), pficemz kazda ma stejnou
pravdépodobnost, protoze obsahuji stejné mnozstvi uspéchu
= Chceme znat pravdépodobnost padnuti 3 uspéchu bez ohledu na
poradi, tedy pravdépodobnost sekvence (P,P,P,0,0) nebo sekvence
(P,0,P,0,P) nebo jakékoli jiné obsahujici 3 pany:
= Uzitim ,nebo” pravidla pravdépodobnosti dostavame p(3 uspéchy v 5
okusech) = p3g2+ p3g2 + ... + p3g? = (5 nad 3) p3qg?
grotoie kaigé sepkvcéncelzr)né’;I stejnou prerz)vchepodcgbnost a je}icel gelkem (5 nad

3) = 10

= Obecné: Pri vybéru vzorku z Bernoulliho procesu, s pravdepodobnosti
uspéchu = p, pravdépodobnost dosazeni presné r uspéchtiv N

nezavislych pokusech je p (r successes, N,p) = (N nad r) p'qN-

Binomicky vyber



= Pr. Binomickeho vyberu

= V/ populaci zvifat mame je 80% normalne
zbarvenych a 20% albinu bez pigmentace.
Biolog vybira nahodny vzorek o 3 zviratech,
jaka je pravdepodobnost ze vybere jednoho
albina®
= p (1 albin ze 3 zvifat) = (3 nad 1) .20 .802
= .384

Biolog ma 38 prilezitosti ze 100 najit 1 albina
ve vzorku 3 nahodne vybranych zvirat



PocCet uspéchu jako nahodna diskretni
(nespojita) promenna: binomicka distribuce

Proménna ma rozsah od 0 do N
Distribuce paruje kazdy pocet uspéchu s jejich pravdépodobnostmi

Kazda nahodna proménna X s pravdépodobnostni funkci
danou

p(x=r, N, p) =(Nnadr) pqN-pror=1, 2, ....., N,
ma binomickou distribuci s parametry N a p

zmenime-li parametry N a p, dostaneme jinou binomickou distribuci



Pr. Hazime 5 krat kostkou. Zajima nas pocet uspéchu
(panen) = hodnota proménné v kazdé sekvenci.
= Postup: ZaCiname nejvyssi hodnotou X=5.
= Pouzitim pravidla 5 dostavame:

(5 nad 5) = 1 moznych sekvenci v kterych jsou
same uspechy,
pficemz pravdépodobnost sekvence = p°q°

Tedy p (X=5, N=5, p=0.5) = (5 nad 5) p> = p°>= 1/32

Stejné postupujeme pro X=4, 3, ..., 0 a dostavame:

p (X=4, N=5, p)= (5 nad 4) p*q’ = 5 p*q'= 5/32
= (5 nad 3) p3g?= 10 p3g?= 10/32
= (5 nad 2) p%g3= 10 p2q3= 10/32
=(5nad 1) p'g*= 5plg*= 5/32
= ( )pPg> = g°= 1/32



X P(x)
3 (1/2)° =1/32
4 3 (1/2)4(1/2)1 =5/32
3 0 (1/2)%(1/2)> |=10/32
2 10 (1/2)2(1/2)° |=10/32
1 5(1/2)1(1/2)* =5/32
0 (1/2)° =1/32
= 32/32




Grafické znazornéni distribuce
aneb

alternativni zjisténi pravdépodobnosti konkrétniho poc¢tu uspéchd v N
pokusech nebo intervalu proménné (napf. 3=>x>=2) pfes PQRS

Binomicka distribuce Napf. P(X = 3) = .3125 =

pro N=5 a p=0,5 10/32




Srovnani binomickych distribuci pro N = 5, 25,100 a
500 (zleva nahore) — se zvétSujicim se N se blizi
normailni distribuci

o, 405

25 o =




Kumulativni funkce hustoty pravdépodobnosti pro N=5 a p=0.5




Druhé alternativni zjisteni poCtu kombinaci
pouzitim magie © - Pascaluv trojuhelnik

Napf. pfi N = 5 (Sesta rada)

1 X=0 1 kombinace
1 1 X=1 5 kombinaci
X=2 10
1 2 1 X=3 10
17 3 3 1 X=4 5
1 4 6 4 1 X=5 1 kombinace

1 5 10 10 &5 1
1 6 15 20 15 6 1






