Pravdepodobnost
(pracovni verze)



1. Definice pojmu

Jednoduchy/nahodny pokus (simple experiment)
= Akt vedouci k jednomu vysledku - napr. hod kostkou, zatoCeni ruletou, vytazeni karty z baliCku, vybér osoby na ulici
=  Vysledkem je vyskyt jednoduchého jevu/udalosti
Jednoduchy jev (elementary event)
»  Clen zakladni mnoziny
» vysledek jednoduchého pokusu - napr. hodnota 1 na kostce, 0 na ruleté, sedmiCka srdcova, modrooka pani
Jev/tfida jevl (event, event class)
= sada jednoduchych jevu - napr. licha éisla, ,srdce”, ,piky*”
Zakladni mnozina/prostor (S) (Sample space)
=  sada vSech jednoduchych jev
Spojené jevy (joint events) — nastavaji kdyz vysledek pokusu spada pod jevy A(,srdce”) i B(,kral“) napF. ,srdcovy kral®, popripadé
A nebo B napf. ,srdce” nebo ,kral“
= Pranik (N) (intersection) — napfr. pranik jevit Aa B =A N B nebo-liAaB
= soucasné nastani dvou nebo vice jevu

= Sjednoceni (U) (union) - napf. sjednoceni jevi = A U B nebo-li A nebo B
= secteni dvou nebo vice jednoduchych jevi bez priniku

Doplnék (~A) (complement)
= doplrikem jevu A je sada vSech zbyvajicich jevi z S
Vzajemné vyluCujici se/neslucitelné (mutual exclusive) jevy
L] nemohou nastat soucasné, jejich N =0
VycCerpavajici (exhaustive) jevy
= jevy vyplnuji cely S, jejich U =S8
Pravdépodobnost (p) (probability)
L] mira jistoty nastani kazdého jevu ze zakladniho prostoru - napf. pravdépodobnost Ze padne 1 na kostce
Podminéna pravdépodobnost (p (A|B)) (conditional probability)
L] pravdépodobnost vyskytu jevu A za pfedpokladu, Ze zaroveri nastane jev B —

L] napf. ex;;eriment: hod dvéma kostkami, udalost: souc¢et hodnot, otazka: jaka je pravdépodobnost vyskytu udalosti 4 kdyZ na jedné kostce
padne 57

Statisticka nezavislost (statistical independence)
L] nepodminéna pravdépodobnost jevu A a podminéna pravdépodobnost jevu A stane-li se zarover B jsou si rovny
= t.p(A)=p(A|B)
= nebokdyzp(ANB)=p(A)*p(B)



Definice pravdepodobnosti

p(A) = pravdépodobnost jevu A

. za predpokladu, Ze mame konecny pocet jednoduchych jevliv S a
kazdy jednoduchy jev z S ma stejnou pravdépodobnost nastani pak
platl ze p(A)=n(A)/n(S)

Pr. KrabiCka 10 kulicek — 5 bilych, 3 Cervené, 2 Cerné
experiment: bez divani vybereme jednu kuliCku

jednoduchy jev: jedna konkrétni kulicka, mame tedy 10 jednoduchych jevu
tvoficich S, jevy jsou vzajemné se vyIucu1|C| a kazdy ma
pravdepodobnost 1/10

zajimaji nas udalosti: ,bila, ,Cervena®, ,erna“
Otazka: Jaka je p ze vytahnu ,Cervenou®?

p(Cervena)=n (Cervena) /n (S)=3/10= .30
Podobné p (bila) = .50 a p (Cerna) = .20
p(Cervena a bila) = 0

Pravdépodobnostni funkce pfisuzuje kazdému jevu A z S Cislo p(A),
pravdépodobnost jevu A, tak ze plati (,axiomy“/zakony):
. 1.p (A) =0 pro kazde A
-« 2. p(S)=1
. 3. Pokud (A, A, A, ) jsou vzajemné neslucitelné,
pak p(A; U Ay) = p(Aq) +p(A,)



@

Pravidla pravdepodobnosti

p(~A) =1 —-p(A) (,doplrikova pravdépodobnost”)
PF. Jaka je pravdépodobnost Ze vyberu ,ne Cervenou® kuli¢ku tj. jinou nez ,Cervenou™?
L] p(~Cervena) = 1 - p (Cervena) = .7

0 <p(A) =1 (,rozsah pravdépodobnosti*)

(dukaz: pokud by néjaky jev mél p vétsi nez 1 pak by podle pravidla 1 mél dopinék jevu p zapornou a to by odporovalo axiomu 1)

p(D) = 0, pro jakékoli S (,nemozny jev*)

PF. Jaké'%e pravdépodobnost Ze vyberu ,bezbarvou® kuli¢ku tj. jinou nez ,ervenou® nebo ,bilou” nebo
,cernou”
= p(bez barvy)=0

p(AUB)=p(A)+p (B)—p (ANB)(tzv.“nebo*” pravidio)
Pr. Balicek 52 karet. Jaka je pravdépodobnost ,krale“ nebo ,srdce*?

= P (kral) = 1/13, p(srdce)=1/4, p (kral N srdce)=1/52 (jeden z kral( je srdcovy)
= p (kral nebo srdce) = 1/13 + 1/4— 1/52 = 16/52 = 4/13

Specialni pfipad: kdyZ jsou jevy vzajemné se vylucujici, pak p (A N B) =0
aprotop (AuB)=p(A) +p (B)
= Pr. p(€ervena nebo bila) = .30 + .50 = .80

Pokud A, ...., L tvofi segmenty S, pakp (AU ...... UL)=p(A)+...p(L)=1
Pokud jsou jevy A az L vylucujici se a vyCerpavajici, pak tvofi cely prostor S a soucet jejich
pravdépodobnosti musi byt 1
PF. p(€ervena nebo bila nebo €erna kulicka) = .30 + .20 + .50 = 1.00



llustrace: doplnek

S(52)

~A
(nekral)




Prunik a sjednoceni

=A+B- =13+4—1=16/52
5(52 karet) AUB=A+B-ANB=13+4 6/5

AN-~B

(pikovy + listovy
+ karovy kral)




A, B aCjsou
vzajemne se vylucujici jevy

S(52)

(dama)




A, B aCjsou

vzajemne se vylucujici a vycerpavajici jevy
S(10 kuligek)

B
(Cervena)

A (bila)

C (Cerné)




Podminéna pravdepodobnost

p (A | B) nebo-li p(AkdyzB)=n(ANB) /n(B)

=n(ANB)/n(S)/nB)/n(S)
=p(ANB)/p(B)

Pr. Vybér vzorku déti ve Skole limitujeme pouze na divky. Vznikne nam
novy zakladni prostor S, zahrnujici pouze Cast jednoduchych jevu z
puvodniho S. V novém prostoru S_, zahrnujicim pouze divky jaka je
pravdépodobnost vybéru levorukého Clovéka? Pficemz vime ze 51%
studentu je divek, 35% studentu je levorukych, a 10% studentu jsou
levoruke divky.

Otazka: p(levoruky, kdyz divka) = pocet levorukych divek / celkovy pocet divek

p(levoruka a divka)= pocCet levorukych divek / celkovy pocet studentt= .10
p(divka)=celkovy pocet divek / celkovy pocet studenti= .51
p(levoruky, kdyz divka) = p(levoruky a divka) / p(divka) = .10 /.51 = .196

p(divka, kdyZ levoruky) = .10 / .35 = .29



Statisticka nezavislost

Vyskyty jevu A a B jsou statisticky nezavislé pokud vyskyt jevu A neovliviiuje
vyskyt jevu B a opacné

» Tedy kdyz pravdépodobnost vyskytu jevu A a pravdepodobnost vyskytu jevu A kdyz B
jsou si rovny —tj. p (A) =p (A | B)
= pf. p (divka) =.51
P(divka, kdyZ levoruky)=.29
Vysledek: .51 # .29, proto jevy nejsou nezavislé (souvisi spolu)

= nebo alternativné kdyzp (AN B)=p (A) *p (B)
= pf. p (divka a levoruky) = .10
p (divka) = .51
p (levoruky) = .35
vysledek: .10 #£.51 *.35, proto jevy nejsou nezavislé

Pozor! Nezavislost # vzajemna vylucnost (neslucitelnost)

(Pro nadSence matematicky diikaz: pokud A a B jsou vzajemné neslucitelné, pak p (A N B) = 0. Pokud by A a B byly zaroven nezavislé, pak p (A N
B) = p(A)*p(B), a protoze p (A N B) = 0, tak to nemuze byt pravda pokud p(A) nebo p(B) neni nula)

(Pro nad8ence intuitivni dikaz: Pfedpokladejme Ze vSichni muzi jsou budto ,plesatici“ nebo ,hustovlasi“ (dva vzajemné se vylu€ujici jevy). Pokud
by ,plesatici“ a ,hustovlasi® byli na sobé nezavislé jevy, pak by mezi ,pleSaticimi“ byla stejna proporce ,hustovlasych® jako je celkova
proporce ,hustovlasych* mezi muzi, tedy p(A | B) = p(A), coz je tézké si predstavit © )



Prezentace spojenych jevu v tabulkach

= Pf. Zakladni mnoZina S = studenti kampusu v Bohunicich, kazdy student je budto divka nebo
chlapec, a odpovédéel budto ,ano“ nebo ,ne“ na otazku zda chodi kazdé rano rad do Skoly.

Chlapec (chlapec a ,ano®) | (chlapec a ,ne)
Divka (divka a ,ano) (divka a ,ne)
Ano Ne

» Necht v tomto kampusu pravdépodobnosti vybrat chlapce je.55 a divku .45, a pravdépodobnost
odpovédi ano je .40 a ,ne” .60.

P (chlapec)= .55 | (chlapec a ,ano®) (chlapec a ,ne)
P(Divka) = .45 (divka a ,ano") (divka a ,ne")
P(Ano) = .40 P(Ne) = .60

= p(chlapec),p(divka),p(ano),p(ne) = marginalni pravdépodobnosti
(nebot’ se vyskytuji na okraji tabulky)

» Kazda marginalni p = suma () v8ech spojenych pravdépodobnosti v urcitém
konkrétnim fadku nebo sloupci tabulky
= PF. p(chlapec) = p(chlapec a ,ano®) + p (chlapec a ,ne®)
p(divka) = p (divka a ,ano®) + (divka a ,ne)
p (ano) = p(chlapec a ,ano®) + p(divka a ,ano")
p (ne) = p(chlapec a ,ne®) + p(divka a ,ne)



P (chlapec)= .55 (chlapec a ,ano®) (chlapec a ,ne®)

P(Divka) = .45 (divka a ,ano") (divka a ,ne)

P(Ano) = .40 P(Ne) = .60

Jevy/tfidy jeva vyskytujici se podél okraje jsou vzajemné neslucitelné a vyCerpavajici (sada
téchto jevu tedy formuje S) = dimenze
» P¥F. 2 dimenze: jevy ,ano“ a ,ne" a jevy ,chlapec” a ,divka“
Statisticka nezavislost : kazda kategorie nebo jev podél jednoho okraje musi byt
nezavisly na kazdém jevu podél druhého okraje = pravdépodobnost kazdého
spojeného jevu se musi rovnat soucinu pravdépodobnosti korespondujicich (v radku
a sloupci) marginalnich jevi - p (AN B)=p (A) * p (B)
= PF. Pokud dimenze ,pohlavi“ a ,odpovéd ano/ne“ jsou nezavislé,
pak p(chlapec a ,ano) = p(chlapec) * p(,ano®) = .55 * .40 = .22
Stejné postupujeme v ostatnich pfipadech a vznikne tabulka:

P (chlapec)= .55 p(chlapec)p (,ano®) p(chlapec)p(,ne*)
=55* .40 = .22 =.55* .60 =.33

P(Divka) = .45 p(divka)p(,ano®) p(divka)p(,ne®)
=45* 40 = .18 =.45* .60 =.27

P(Ano) = .40 P(Ne) = .60




* Pro zavislé dimenze
= pravdépodobnosti spojenych jevu # sou€iny marginalnich pravdépodobnosti:

P (chlapec)= .55 p(chlapec)p (,ano®) p(chlapec)p(,ne*)
=.10 = 45

P(Divka) = .45 p(divka)p(,ano®) p(divka)p(,ne®)
=.30 =.15
P(Ano) = .40 P(Ne) = .60

* Pro tuto zakladni mnozinu S (napf. odpovédi divek poté co dostali od svého
milého kytici rdzi) pohlavi a odpovéd spolu souviseji
* Prozkoumame-li podminéné pravdépodobnosti,
= P(ano | chlapec)=.10/.55=.18
= P(ano|divka)=.30/ .45 = .67
pak vidime Ze divky mnohem pravdépodobnéji/Castéji odpovidaji ano v porovnani
s chlapci
= Pokud by ale obé dimenze byly nezavislé (jako v 1.tabulce) pak by tyto
podminéné pravdepodobnosti meély byt stejné,
= P(ano | chlapec)=.22 /.55 = .40
= P(ano|divka)=.18/.45= .40
takze znam-li pohlavi nedava mi to informaci o tom jak bude student odpovidat



