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1 Definice neurcitého integralu

(" Definice (neurcity integral, primitivni funkce). Bud' I otevieny interval, f a)
F funkce definované na I. Jestlize plati

F'(x) = f(x) pro vSechna x € I, 1)

nazyva se funkce F primitioni funkci k funkci f, nebo téz neurcity integral funkce
f na intervalu I. Zapisujeme

/f(x) dx = F(x).

Existuje-li k funkci f neurcity integral na intervalu I, nazyva se funkce f
\_integrovatelnd na 1.

J
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1 Definice neurcitého integralu

(" Definice (neurcity integral, primitivni funkce). Bud' I otevieny interval, f a)
F funkce definované na I. Jestlize plati

F'(x) = f(x) pro vSechna x € I, 1)

nazyva se funkce F primitioni funkci k funkci f, nebo téz neurcity integral funkce
f na intervalu I. Zapisujeme

/f(x) dx = F(x).

Existuje-li k funkci f neurcity integral na intervalu I, nazyva se funkce f
\_integrovatelnd na 1.

J

Primitivni funkce F(x) je vzdy spojita na I, plyne to z existence derivace.
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1 Definice neurcitého integralu

(" Definice (neurcity integral, primitivni funkce). Bud' I otevieny interval, f a)
F funkce definované na I. Jestlize plati

F'(x) = f(x) pro vSechna x € I, 1)

nazyva se funkce F primitioni funkci k funkci f, nebo téz neurcity integral funkce
f na intervalu I. Zapisujeme

/f(x) dx = F(x).

Existuje-li k funkci f neurcity integral na intervalu I, nazyva se funkce f
\_integrovatelnd na 1. )

Primitivni funkce F(x) je vzdy spojita na I, plyne to z existence derivace.

Véta 1 (postacujici podminka existence neurcitého integralu). Ke kazdé spojité
funkci existuje neurcity integral.
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Véta 2 (jednoznacnost primitivni funkce). Primitivni funkce je na daném intervalu
k dané funkci uréena jednozna¢né, az na libovolnou aditivni konstantu.
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Véta 2 (jednoznacnost primitivni funkce). Primitivni funkce je na daném intervalu
k dané funkci uréena jednoznacné, az na libovolnou aditivni konstantu. Ptesnéji, plati
nasledujici:

e Je-li F primitivni funkci k funkci f na intervalu I, plati totéZ i pro funkci G(x) =
F(x) +c, kde ¢ € R je libovolna konstanta nezivisla na x.

e Jsou-li F a G primitivni funkce k téze funkci f na intervalu I, li$i se obé funkce na
intervalu I nejvySe o aditivni konstantu, tj. existuje ¢ € R takové, zZe

F(x) =G(x)+c pro viechna x € I.
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Véta 2 (jednoznacnost primitivni funkce). Primitivni funkce je na daném intervalu
k dané funkci uréena jednoznacné, az na libovolnou aditivni konstantu. Ptesnéji, plati
nasledujici:
e Je-li F primitivni funkci k funkci f na intervalu I, plati totéZ i pro funkci G(x) =
F(x) +c, kde ¢ € R je libovolna konstanta nezivisla na x.
e Jsou-li F a G primitivni funkce k téze funkci f na intervalu I, li$i se obé funkce na
intervalu I nejvySe o aditivni konstantu, tj. existuje ¢ € R takové, zZe

F(x) =G(x)+c pro viechna x € I.

BohuZel, ne vzdy neur¢ity integral dokaZeme efektivné najit. Zatimco problém
nalezeni derivace funkce slozené z funkci, které umime derivovat, spoc¢ivé
pouze ve spravné aplikaci vzorct pro derivovani, problém nalézt neurcity

21X

integral i k funkci tak jednoduché, jako je napiiklad e’ je nefesitelny ve tfidé
elementérnich funkci.
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2 Zakladni vzorce

Véta 3. Necht f, ¢ jsou funkce integrovatelné na I, ¢ necht je redlné ¢islo. Pak na
intervalu I plati

[f@ +s@dx= [ fx)dax+ [gx)dx,
/cf(x)dx:c/f(x)dx.
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2 Zakladni vzorce

Véta 3. Necht f, ¢ jsou funkce integrovatelné na I, ¢ necht je redlné ¢islo. Pak na
intervalu I plati

[ f@ +s@dx= [ fx)dax+ [gx)dx,
/cf(x)dx:c/f(x)dx.

Véta 4. Necht f je funkce integrovatelna na I.

Pak

/f(ax—i—b)dx = %F(ax—i—b)

, kde F je funkce primitivni k funkci f na in-

tervalu I. Plati pro ta x, pro kterd je ax +b € I.
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2 Zakladni vzorce

Véta 3. Necht f, ¢ jsou funkce integrovatelné na I, ¢ necht je redlné ¢islo. Pak na
intervalu I plati

[ f@ +s@dx= [ fx)dax+ [gx)dx,
/cf(x)dx:c/f(x)dx.

Véta 4. Necht f je funkce integrovatelna na I.

1
Pak /f(ax—i—b) dx = EF(ax—i—b) , kde F je funkce primitivni k funkci f na in-

tervalu I. Plati pro ta x, pro kterd je ax +b € I.

Véta 5. Necht funkce f ma derivaci a nema nulovy bod na intervalu I. Potom na

tomto intervalu plati /J;/é;c)) dx =In|f(x)]|
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6
[Najdéte /(2x + 3\4/1E —sinx +e¥) dx.

6
I:/(2x+3{*/§+ﬁ—sinx+ex)dx
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[Najdéte /(2x+3\4/1% —sinx +¢%) dx.]

6
I:/(2x+3\”‘/§+ﬁ—sinx+ex)dx

:2/xdx+3/x}1dx+6/x*3dx—/sinxdx+/exdx

e Integral ze souctu je soucet integralti.
e Integral nasobku funkce je nasobek integralu.

o Neékteré funkce je moZno pfepsat na mocninné funkce.
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[Najdéte /(2x+3\4/1% —sinx +¢%) dx.]

6
I:/(2x+3\”‘/§+ﬁ—sinx+ex)dx

:Z/xdx+3/x%dx+6/x*3dx—/sinxdx+/exdx

P 5/4 =
—2—+3m+6 —(—cosx)+e*+C
4 2\
n+1
° /x"dx: il
n+1
° /sinxdxz—cosx
° /exdx:ex
g J
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[Najdéte /(2x+3\4/1% —sinx +¢%) dx.]

6
I:/(2x+3{*/§+ﬁ—sinx+ex)dx

:Z/xdx+3/x%dx+6/x*3dx—/sinxdx+/exdx

2 x5/4 —2

_nt Y S X
=7 +3—5/4+6 (—cosx)+e*+C

12 /4

1
=x24+ = 3—2+cosx+ex+C
5 %
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[Najdéte/tgxdx.]

= /tgxdx
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[Najdéte/tgxdx.]

I:/tgxdx

/ sin x
Ccos x

Pouzijeme definici funkce tangens.
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[Najdéte/tgxdx.]

= /tgxdx
:/smxdx
cos x

—sinx
= —/ dx
cos X

e Plati (cos x)' = — sin x. Citatel se tedy li§i od derivace jmenovatele jenom
konstantim ndsobkem.

e Vynésobime a vydélime integral timto ndsobkem.
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[Najdéte/tgxdx.]

= /tgxdx
:/smxdx
COos X
:_/—smxdx
COs X

_ _/ (Cosx)’dx
Cos x

Formalné pouZijeme vztah (cos x)’ = — sin x, abychom vidéli vzorec
f'(x)
dx =In|f(x)| +C.
/ ey x =i
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[Najdéte/tgxdx.]

= /tgxdx
/smx
) cosx

— sm X
/ dx
Cos X

_ _/ (cosx)’ d
cos x

—In|cosx|+C

f/(x) X =1In X

B E B EB
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.1 x+2
[Na]dete/mdx]

_/ x+2
x2+4x+5
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.1 x+2
[Na]dete/mdx]

_/ x+2
x2+4x+5

/ 2x + 4
2 x2+4x+5

e Plati (x> +4x +5)" = 2x + 4. Citatel se tedy lidi od derivace jmenovatele
jenom konstantim ndsobkem.

e Vyndsobime a vydélime integral timto ndsobkem.
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.1 x+2
[Na]dete/mdx]

o x4+ 2
/x2+4x+5
2x +4
2/x2+4x+5
ha +4x+5
2/ x2+4x+5

. f(x)
PrepiSeme do tvaru / dx.
[ P f(x)

B E B EB
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.1 x+2
[Na]dete/mdx]

o x4+ 2
/x2+4x+5
2x + 4
2/x2+4x+5
i +4x+5
2/ x2+4x+5

= Eln(x +4x+5)+C

70 e ot
[f(x)d In|f(x)| +C

B E B EB
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. x+5
[Na]dete/xz—de.]

_/x+5
2+4
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. x+5
[Na]dete/xz—de.]

_/r+5
2+4

/ - T > dx
B x2+4 " xZ+4

4 )

e Derivace jmenovatele je x, v Citateli vSak neni ndsobek této funkce.

/
x
e Vzorec / fx)
f(x)

e Rozdélime zlomek na dva.
- J
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x+5
jde ———dx.
[Na]dete/x2Jr4 x]
_/\f+5
2+4
_ 2x n 5
2x2+4 X244

dx

e V prvnim zlomku je v ¢itateli polovina derivace jmenovatele.

e Proto prvni zlomek vynasobime a vydélime dvéma.
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. x+5
Najdét /—d.
[ ajdéte i x]
_/x+5
2+4
. 2x 5
2x2+4 X2 +4

dx

1 2 1 X
= Eln(x +4)+5§arctg§+c

f’;c)) ()] + C

0/#dx—larct Ed
A2 12 T A Ae Yy
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1
[Najdéte/mdx.]

1
I:/(x+6)3dx
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1 1
[Na]dete/mdx.]

1
I:/(x+6)3dx

= /(x—l—6)_3dx

[]edné se 0 mocninnou funkci.

B E B EB
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1
[Najdéte/mdx.]

1
= / (x+6)3 dx
= /(x—|—6)_3dx
(x +6)2

o /f(ax—l— b)dx = %F(ax +b), kde F je integral z f.

=2

e V nasem ptipadéje f(x) = x 3, F(x) = Y aa=1

=7

B E B EB
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Upravime.

B E B EB
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Najdéte nasledujici integraly. ]

1
d =5
/2x—|—5 x
1

/mdx:

/e_xdx =
/e3xdx =

[ << B ©Robert Matik, 2006 B



Najdéte nasledujici integraly. ]

1 1
—— ==
/2x+5 X 21n\2x+5|+c

/e_xdx =

[ 3%,

o /ldx:ln\x\
x

1
/f ax+b)d - F(ax + b), v nasem ptipadéa = 2.
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Najdéte nasledujici integraly. ]

1 1
. dx=- C
/2x+5dx 21n\2x+5|+

/Qlix)sdx—/(2l~x)_5dx

Pfepiseme na mocninnou funkci.
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Najdéte nasledujici integraly. ]

1
/2x+5 —Eln\2x+5|+C
- = —1.4)5
/(27)() dx = /(2 1-x)7>dx
-0 1
N —4 -1

/e_xdx =

[ 3x .

1
/f ax+b)d - F(ax +b), v nasem pfipadé a = —1.
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Najdéte nasledujici integraly. ]

B E B EB

1 1

/(2_17x)sdx:/(2—1~x)_5dx

2-x)* 1
—4 —1
1

BCCED

/e_xdx =
/e3xdx =
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Najdéte nasledujici integraly. ]

1
/2x+5 —Eln\2x+5|+C
— _—dyx=[(2-1-2)7°
/(27)() dx = /( x) 72 dx
_@-»" 1
N —4 -1
1
4(2—3()44_C
/e_xdx—— +C
/p3xdv—
o /exdx:ex
1
/f (ax+0b)d - F(ax +b), v nasem pfipadé a = —1.
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[Najdéte nasledujici integraly. ]

[ dr=lmpxtsi+c

° /exdx:ex

/f ax+b)d le (ax + b), v naem ptipadéa = 3.

42 —x)*
/e_xdx =—e *+C

’ 1
/63l dx = 563" +C

B E B EB
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[Najdéte nasledujici integraly.

/(ex +e *)2dx

/sinxcos xdx

/sin2 xdx

2
X
/x—l—ldx
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[Najdéte nasledujici integraly. ]

/(ex +e ) dx = /(ezx +2+e ) dx

/sinxcos xdx

/ sin? x dx

2
x
/x—l—ldx

Upravime podle vzorce (a + b)?:

(ex +e—x)2 _ 62x+26xe—x +e—2x _ er +2+e—2x

B E B EB
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[Najdéte nasledujici integraly. ]

/(ex+e_x)2dx= /(62x+2+e ) dx

1 1 ’
= —e?¥ 4 2x——¢ ¥ 4+ C

2 2
/ sin x cos x dx
/ sin? x dx
/Eltegrujeme podle vzorct I
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[Najdéte nasledujici integraly. ]

/(ex +e )2 dx = /(62" +24e ) dx

1 1
— B L S AL (C

2 2
/sinxcosxdx = %/sin(Zx)dx
/sinzxdx
2
x
/x+1 dx

PouZijeme vzorec
sin(2x) = 2sin x cos x
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[Najdéte nasledujici integraly. ]

/(ex +e ¥)2dx = /(er +2+e ) dx
L oy 1 >
I 2x——e2%
€ +2x >¢ +C
. 1 . 11
/smxcosxdx: —/sm(2x)dx: ~-=-(—cos2x)+C
2 2 2
/sinzxdx

2
/ T dx
fntegrujeme podle vzorct )

/sinxdx = —cosx

/f(ax+b)dx: %F(ax—l—b) , kde /f(x) dx = F(x).
- J
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[Najdéte nasledujici integraly. ]

/(ex +e )2 dx = /(62" +24e ) dx

1 1
— B L S AL (C

2 2
. 1 . 11
/smxcosxdx =5 /sm(2x) dx = 5 5 (—cos2x)+C
1
.2 _ 4 _
/sm xdx = 2/(1 cos(Zx)) dx
2
X
/x—l—ldx
Vzorec

1— 2
sin? y — L—c0s(2%)
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[Najdéte nasledujici integraly. ]

/(ex +e )2 dx = /(62" +24e ) dx

1 1
— B L S AL (C

2 2
. 1 11
/smxcosxdx: E/sm(2x)dx— EE( cos2x)+C
1 1 1
.2 _ 1 . — 2l &
/sm xdx = 2/(1 cos(2x)) dx 2[9( 2sm(Zx) +C
2
x
/x—l—ldx

/Cosxdx =sinx

/fax-i—b (ax—l—b)
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[Najdéte nasledujici integraly. ]

/(ex +e ¥)2dx = /(ezx +2+e ) dx

1 1
= Eezx +2x—§e_2x +C

1 11
/sinxcosxdx =5 /sin(Zx) dx = 5 5 (—cos2x)+C

/sinzxdx = % /(1 - cos(Zx)) dx = %[x - %sin(2x)} +C

2 2
/ X dx:/x 1+1dx
x+1 x+1

Potfebujeme vydélit. K tomu je mozno pfevést Citatel na tvar, ktery pozdéji
umozni zkratit.
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[Najdéte nasledujici integraly. ]

/(ex +e )2 dx = /(62" +24e ) dx

1 1
= EeZX +2X—§€_2x +C

1 11
/sinxcosxdx =5 /sin(Zx) dx = 5 5 (—cos2x)+C

/sinzxdx = % /(1 - cos(Zx)) dx = %[x - %sin(2x)} +C

b x2—1+1 1
p— _—_—m f— 71 —_—
/x+1dx / ] dx /x +x+1dx

x2—1+1_x2—1+ LR
x+1  x+1  x+1 x+1
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[Najdéte nasledujici integraly. ]

/(ex +e ¥)2dx = /(ezx +2+e ) dx

1 1
= Eezx +2x—§e_2x +C

1 11
/sinxcosxdx =5 /sin(Zx) dx = 5 5 (—cos2x)+C

/sinzxdx = % /(1 - cos(Zx)) dx = %[x - %sin(2x)} +C

x2 2—-14+1 1
Y A - B T
/x—l—ldx / x+1 dx /x +x—|—1dx

2

:%—x+ln\x+1\+c

1 1 1
n _ n+1 - _ — -
[/x dx——n 7 /xdx In |x|, /f(ax—i—b)dx af(ax—i—b)
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. x+5
[Na]dete/mdx]

x+5
[= [ XT2 4
/x2—4x+9 *
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. x+5
[Na]dete/mdx]

Iz/idx

x2—4x+9
2x — 4
:/de
x2 —4x+9

“Zasifrujeme” derivaci jmenovatele, tj. vyraz (2x — 4), do ¢itatele.
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[Najdéte / de]

x2 —4x+9

Iz/idx

x2—4x+9

1

5(2x — 4
:/z(ic—)dx

x4 —4x+9

-

\_

e Musime upravit zlomek tak, aby se zlomky v prvnim a druhém integralu
rovnaly.

e K témto tipravam pouZijeme jenom multiplikativni a aditivni konstanty
(nenadélaji “moc velkou neplechu” pfi integraci).

. 1 . .
e Pfidanim ndasobku > mame ve druhém zlomku v Cditateli vyraz

2x —4) = x — 2. Koeficient u x je v pofadku.

il

J

[ << B ©Robert Matik, 2006 B



. x+5
[Na]dete/mdx]

x+5
I = 7d
/ 4x+9 *

2x—
= d
/ 4x—|—9 X

4 )
%(29( —4)=x-2
e Jox—ay42-x
2
e Nyni je v ¢itateli jenom x. Chybi ¢islo 5.
- J

B E B EB
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. x+5
[Na]dete/mdx]

x+5
I = 7d
/ —4x+9 *

/ 2x — +2—|—5
a —4x+9

dx

(2x—4)=x-2

~~
N
=
|

4)+2=x

Nl— N|l—= N

(2x—4)+2+5:x+5

e Prvni a druhy zlomek jsou stejné, nedopustili jsme se Zadné tdpravy,
kterd by zménila hodnotu zlomku.

©Robert Matik, 2006 B
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[Najdéte / 2

x+5
——dx.
—4x+9 x]
Iz/idx
4x 49
Zx— )+245
_/ dx
—4x+9
2x — 4 245
)2 X2 _4x+9 2 _4x+49

Rozdélime zlomek na dva.

B E B EB
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[Najdéte / zxidx.]
X

—4x+9
Iz/xiﬁdx
4x 49
/ 2x— +2—|—5dx
n —4x+9

_/ 2x — 4 . 245
2 x2—4x+9 —4x4+9

———2 —4x+9|+ | ——5——=d
In|x? — 4x + 9| /(x 72 X

[ f/ ()| +C
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[Najdéte / zxidx.]
X

—4x+9
x+5
I = 7d
/ —4x+9 *
/ 2x— +2—|—5d
= b
—4x+9

_/ 2x — 4 + 2+5
2 x2—4x+9 —4x+9

7
—Sn|®—dx 49+ [ — L d
2lr1|x x + ‘+/(x—2)2+5 x

Doplnime na ¢tverec ve jmenovateli druhého zlomku.

X2 —dx4+9=x2-2-2.x+2>—44+9=(x—-2)2+5
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de
x2 —4x+9

Iz/idx

[Najdéte /

4x +9
li2x—4 +2—|—5d
_/ “ax19
_ 2x — 4 2+5
/2 x2 — 4x—|—9+ 4x+9
21n|x —4x+9\+/ +5d
:11n|x —4x 49| +7- —=arctg ——— X2
2 f

1
1

1 1
/ m dx A arctg

, kde v nagem pi¥ipadé A = /5

B E B EB
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[Najdéte / 2

x+5
——dx.
—4x+9 x]
x+5
=[5> 4
/ —4x+9 *
/ 2x— +2—|—5d
- “4xy9

_/ 2x — 4 + 2+5

2 x2—4x4+9 —4x+9

= L —4x+9\+/7d
245

-2 1
arctg 1

§1n|x —4x+9|+7-

\[

[/fax—i—b

—F(ax +b), v nasem p¥ipadéa = 1

B E B EB

©Robert Matik, 2006 B



[Najdéte / zxidx.]
X

—4x+9
x+5
= 7d
/ “ax19 "
/ 2x— +2—|—5d
= X
—4x+9

_/ 2x — 4 . 245
2 x2—4x+9 —4x4+9

=21n|x —4x+9\+/7+5d
1 x—2 1

:§1n|x —4x+9|+7- \/_arctg\/_ 1
1

= ZIn|x®> —4x+9 +7~—arct —+C
2 1ol | VAR

Upravime.
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3 Parcialni zlomky.

Motivace. Se¢tenim zlomkii se 1ze presvédcit, Ze plati

1 1 1 1

x—1 x 22 22(x—1)

Z levé na pravou stranu pfejdeme pfevedenim na spole¢ného jmenovatele a
se¢tenim zlomkdi.

Napsat z vyrazu na levé strane vyraz na strané pravé zatim neumime, ale bylo
by vhodné se to naucit, protoze vyraz nalevo je snadné integrovat, coz se o
vyrazu napravo fici neda.
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P
Definice. Necht'R(x) = ﬂ je racionalni funkce. Je-li n > m, nazyva se

Qm(x)

funkce R(x) neryze lomend, v opaéném piipade ryze lomend.
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Py(x) .

Definice. Necht'R(x) = Om(®) je raciondlni funkce. Je-li n > m, nazyva se
m

funkce R(x) neryze lomend, v opaéném piipade ryze lomend.

Véta 6. KaZzdou neryze lomenou funkci lze zapsat jako soucet polynomu a ryze
lomené funkce (pomoci déleni se zbytkem).
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Definice. Necht'R(x) = P(x) je raciondlni funkce. Je-li n > m, nazyva se

Qm(x)

funkce R(x) neryze lomend, v opaéném piipade ryze lomend.

Véta 6. KaZzdou neryze lomenou funkci lze zapsat jako soucet polynomu a ryze
lomené funkce (pomoci déleni se zbytkem).

Py
Véta 7. Bud R(x) = 0 (( )) ryze lomend funkce. Predpoklddejme, Ze polynomy
m

Py(x) a Qu(x) nemaji spole¢né kofeny a Ze polynom Q;,(x) nema nisobné kom-
plexni kofeny. Funkci R(x) Ize zapsat jako souet funkci typu

Aq Ay Ak Bx+C
x—cl|(x—=c)2 | (x—c)k[ | x2+ Mx+N{

kde A;, B a C jsou vhodné konstanty (Jak? — viz. dale).
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Definice. Necht'R(x) = P(x) je raciondlni funkce. Je-li n > m, nazyva se

Qm( )

funkce R(x) neryze lomend, v opaéném piipade ryze lomend.

Véta 6. KaZzdou neryze lomenou funkci lze zapsat jako soucet polynomu a ryze
lomené funkce (pomoci déleni se zbytkem).

Py
Véta 7. Bud R(x) = 0 (( )) ryze lomend funkce. Predpoklddejme, Ze polynomy
m

Py(x) a Qu(x) nemaji spole¢né kofeny a Ze polynom Q;,(x) nema nisobné kom-
plexni kofeny. Funkci R(x) Ize zapsat jako souet funkci typu

Aq Ay Ak Bx+C
x—cl|(x=c)2] | (x=c)k x2+Mx+ N |

kde A;, B a C jsou vhodné konstanty (Jak? — viz. dale).

| Definice. Zlomky uvedené v pfedchozi vété nazyvame parcidlni zlomky. |
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[Rozloite na parcidlni zlomky (neurcité koeficienty nepocitejte).

x2

(x = 1D)x(x+3)

x J—
x3—1

3x—2
(x—1)2x2

x242x4+1
(x2+1)(x+2)2
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[ RozloZzte na parcialni zlomky (neurcité koeficienty nepocitejte).

x? A B _C
(x—Dx(x+3) x—-1 x x+3

x p—
-1

3x—-2
(x —1)2x2

x242x4+1
(x2+1)(x+2)2

e Prvni zlomek obsahuje tfi redlné jednoduché kofeny.

e Dostaneme tfi parcidlni zlomky s konstantou v ¢itateli a linedrnim vyra-
zem ve jmenovateli.
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[ RozloZzte na parcialni zlomky (neurcité koeficienty nepocitejte).

x? _ A B, C
(x—Dx(x+3) x—-1 x x+3

x —
-1

3x—-2
(x—1)2x2

x242x4+1
(x2+1)(x+2)2

Nejprve rozlozime na soucin ve jmenovateli. Rozklad je

Do (R
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[ RozloZzte na parcialni zlomky (neurcité koeficienty nepocitejte).

x? _ A B, C
(x—Dx(x+3) x—-1 x x+3
x A i Bx+C
x¥3-1 x—1 x2+x+1
3x—-2
(x —1)2x2
x242x4+1
(x2+1)(x+2)2

e Rozklad (x — 1)(x* 4 x + 1) ukazuje, Ze jmenovatel mé jeden realny
jednoduchy kofen a dva komplexné sdruzené koreny.

e Parcialni zlomek pfislusny ke komplexnim kofentim obsahuje v Citateli
linedrni funkci.
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[ RozloZzte na parcialni zlomky (neurcité koeficienty nepocitejte).

x? _ A B, C

(x—Dx(x+3) x—-1 x x+3
x _ A Bx+C

x¥3—-1 x—1 x2+4+x+1

-2 _ A B C,
(x—1)2x2 x—-1 (x—1)2 x 22
x242x4+1

(x2+1)(x+2)2

Jmenovatel ma dva realné koreny. Oba jsou nasobnosti dva.

B E B EB
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[ RozloZzte na parcialni zlomky (neurcité koeficienty nepocitejte).

x? _ A B, C
(x—Dx(x+3) x—-1 x x+3
x A n Bx+C
-1 x—1 x2+x+1
3x—-2 A B CcC D

= +

(x—1)2x2  x—1 (x—1)2+;+ﬁ

x24+2x+1 _Ax+B  C D
(x2+1)(x+2)2  22+1  x+2 (x+2)2

Jmenovatel ma jeden jednoduchy realny kofen a dva komplexné sdruzené
koteny.
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_ x?+1
Vypoctéte [} = / (x—1)(x+2)(x—2) a
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_ x?+1
Vypoctéte [} = / (x—1)(x+2)(x—2) d

41 A B C
(x—1D(x+2)(x-2) x—-1 x+2 x-2

Napiseme rozklad s neurcitymi koeficienty.
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_ x?+1
Vypoctéte [} = / (x—1)(x+2)(x—2) d

x2+1 _A B cC
(x—1D(x+2)(x—-2) x—-1 x+2 x-2

X24+1=A(x+2)(x—2)+B(x—1)(x—2)+ C(x —1)(x +2)

Vynasobime rovnici spole¢nym jmenovatelem (x — 1) (x +2)(x —2). ]
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_ x?+1
Vypoctéte [} = / (x—1)(x+2)(x—2) d

x2+1 _A B C
(x—1)(x+2)(x—-2) x—1 x+2 x-2

P+1=Ax+2)(x—2)+B(x —1)(x —2) + C(x — 1)(x +2)

Dosadime x = 1 do ¢erveného vztahu.
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_ x?+1
Vypoctéte [} = / (x—1)(x+2)(x—2) d

x2+1 _A B C
(x—1D(x+2)(x-2) x—-1 x+2 x-2

P +1=Ax+2)(x—2)+B(x—1)(x —2) + C(x —1)(x +2)

x=1 = 2=A3(-1)+B-0+C-0

Dostavame rovnici neobsahujici ani B, ani C. Tuto rovnici feSime vzhledem k
Al
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. x?+1
Vypoctéte I; = / CERCEICE) dx.

x2+1 _A B C
(x—1)(x+2)(x—-2) x—1 x+2 x-2

P+1=Ax+2)(x—2)+B(x —1)(x —2) + C(x — 1)(x +2)

2
x=1 = 2=A3(-1)+B-0+C-0 = A=-3
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. x2+1
Vypoctéte I; = / CERCEICE) dx.

x2+1 _A B C
(x—1)(x+2)(x—-2) x—1 x+2 x-2

P+1=Ax+2)(x—2)+B(x —1)(x —2) + C(x — 1)(x +2)

2
x=1 = 2=A3(-1)+B-0+C-0 = A:_§
x=-2
Dosadime x = —2 do ¢erveného vztahu.
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_ x?+1
Vypoctéte [} = / (x—1)(x+2)(x—2) d

x2+1 _A B C
(x—1D(x+2)(x-2) x—-1 x+2 x-2

P +1=Ax+2)(x—2)+B(x —1)(x —2) + C(x — 1)(x +2)
x=1 = 2=A3(-1)+B-0+C-0 = A:—%

x=-2 = 5=A-0+B(—3)(—4)+C-0

Vysledna rovnice obsahuje pouze koeficient B.
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x> 41
x—1)(x+2)(x—2)

dx.

Vypoctéte [} = / (

x2+1 _A B C
(x—1D(x+2)(x-2) x—-1 x+2 x-2

P+1=Ax+2)(x—2)+B(x —1)(x —2) + C(x — 1)(x +2)

2
x=1 = 2=A3(-1)+B-0+C-0 = A=-%
x=-2 = 5=A0+B(-3)(-9+C0 =  B=-

Vypocteme koeficient B.
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. x2+1
Vypoctéte I; = / CERCEICE) dx.

x2+1 _A B C
(x—1)(x+2)(x—-2) x—1 x+2 x-2

P+1=Ax+2)(x—2)+B(x —1)(x —2) + C(x — 1)(x +2)

2
x=1 = 2=A3(-1)+B-0+C-0 = A=-3
x=—2 ~  5—A.04B(=3)(—4)+C-0 =  B==
x=2

Dosadime x = 2 do ¢erveného vztahu.
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_ x?+1
Vypoctéte [} = / (x—1)(x+2)(x—2) d

x2+1 _A B C
(x—1D(x+2)(x-2) x—-1 x+2 x-2

PH+1=Ax+2)(x—2)+B(x—-1)(x —=2) +C(x —1)(x +2)

2
x=1 = 2=A3(-1)+B-0+C-0 = A=-3
x=—2 ~  5—A.04B(=3)(—4)+C-0 =  B==
x=2 = 5=A-04+B-0+4C

Vysledna rovnice obsahuje pouze koeficient C.
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. x?+1
Vypoctéte I; = / CERCEICE) dx.

x2+1 _A B cC
(x—1)(x+2)(x—-2) x—1 x+2 x-2

P+1=Ax+2)(x—2)+B(x —1)(x —2) + C(x — 1)(x +2)

2
x=1 = 2=A3(~1)+B-0+C-0 = A=-3
x=—2 =  5=A-04B(-3)(-4)+C-0 N B:%

5)
x=2 = 5=A-0+B-0+4C = c=2

Vypocéteme C. Nyni zname vSechny neurcité koeficienty.
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. x2+1
Vypoctéte I; = / CERCEICE) dx

x2+1 A B C
(x—1D(x+2)(x—-2) x—-1 x+2 x-2
2 5 5
41 ___3 ., m . _1
(x—=1)(x+2)(x—2) x—1 x+2 x-2
- o ST 5 5
Pouzijeme vypoctené hodnoty koeficientth A = ~3 B= 2 C= 1

v Cerveném vztahu.
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. x2+1
Vypoctéte I; = / CERCEICE) dx

x2+1 _A B C
(x—1D(x+2)(x-2) x—-1 x+2 x-2
SIS S T
(x—=1)(x+2)(x—2) x—1 x+2 x-2

2 1 5 1 1 5 1
e 2f 1 4 3 L 431t 4
1 3/x—lde“12/x+2dx+4/x—zd‘f

2
——gln\x—1|+15—21n\x+2|+21n\x—2\+c

Vypocteme integral pomoci zakladnich vzorci.
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4
¥ ox+t1 dx,]

Vypoctéte I, = / R
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f—x+1
Vypoctéte I, = /ﬁ dx.]

x3 4 x2
x4—x+1_x 1+xz—x—i-l
x3+x2 - x3+x2

Raciondlni funkce neni ryze lomena. Nejprve proto vydélime (zde déleni
vynechdvame, pfedpokladdme znalost této operace).
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f—x+1
Vypoctéte I, = /ﬁ dx.]

x3 4 x2
t—x+1 x2—x+1 x>»-x+1 A B C
72_‘}(-1-’-7 —_— =— 4 — —_—
x3 + x2 x3 + x2 x2(x+1) x2 x  x+1

Uvazujeme jenom ryze lomenou funkci. Napiseme formalni tvar rozkladu na
parcialni zlomky s neurcitymi koeficienty.
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f—x+1
Vypoctéte I, = / rox+l dx.

x3 4 x2
4 1 29 1 29
roxdl gt g —warll A 8, €
x3 4+ x x3+x x2(x+1) x2 x x+1

x2—x+1=A(x+1)+ Bx(x+1) +Cx?

Vynéasobime spole¢nym jmenovatelem x?(x + 1).
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f—x+1
Vypoctéte I, = / rox+l dx.]

x3 4 x2
Moxdl o Foxdl ¥-x+1 A B, C
x3 + x2 x3 + x2 x2(x+1) x¥2 x  x+1

x2 —x4+1=A(x+1)+Bx(x+1) + Cx?
x=0

Dosadime x = 0 do ¢erveného vztahu.
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f—x+1
Vypoctéte I, = /ﬁ dx.]

x3 4 x2
w—x_l_Fw w_é+§+L
B2 X3+ x2 2(x+1)  x2  x  x+1
x2—x+1=A(x+1)+ Bx(x+1) +Cx?
x=0 1=A+0B+0C; A=1

Nalezneme A.
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f—x+1
Vypoctéte I, = / rox+l dx.]

x3 4 x2
4 2 2
x*—x+1 x—x+1 x—x+1 A B C
Bz Tl 2arl 2 xtrr1
3 +x X+ x 2(x+1) 22 x x+1
x2 —x4+1=A(x+1)+Bx(x+1) + Cx?
x=0 1=A+0B+0C; A=1
x=-1
Dosadime x = —1 do ¢erveného vztahu.
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f—x+1
Vypoctéte I, = /ﬁ dx.]

x3 4 x2
x4—x+1_x_1+x2—x+1 x2—x+1_é+§+ C
B2 X3+ x2 2(x+1)  x2  x  x+1
x2—x+1=A(x+1)+ Bx(x+1) +Cx?
x=0 1=A+0B+0C; A=1
x=-1 3=0A+0B+1C; cC=3

Nalezneme C.
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f—x+1
Vypoctéte I, = / rox+l dx.]

x3 4 x2
x4—x+1_x_1+x2—x+1 x2—x+1_é+§+ C
B2 X3+ x2 2(x4+1) 22 x x+1
x2 —x4+1=A(x+1)+Bx(x+1) + Cx?
x=0 1=A+0B+0C; A=1
x=-1 3=0A+0B+1C; cC=3

x*—x+1= Ax+ A+ Bx*+ Bx + Cx?

Zbyva najit B. Rozndsobime souciny v ¢ervené rovnici a obdrzime modrou
rovnici.
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f—x+1
Vypoctéte I, = / rox+l dx.]

x3 4 x2
x4—x+1_x_1+x2—x+1 x*-x+1_A B C
B2 X3+ x2 2(x4+1) 22 x x+1
x> —x+1=A(x+1)+Bx(x+1) + Cx?
x=0 1=A+0B+0C; A=1
x=-1 3=0A+0B+1C; cC=3

x*—x+1= Ax+ A+ Bx*+ Bx + Cx?
x3: 1=B+C, xI: —1=A+B, W 1=A

Porovname koeficienty u jednotlivych mocnin. Koeficienty, které stoji nalevo
a napravo u stejnych mocnin musi byt stejné.
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f—x+1
Vypoctéte I, = / roxdts dx.]

x3 4 x2
x4—x+1_x_1+x2—x+1 x2—x+1_é+§+ C
B2 X3+ x2 2(x+1)  x2  x  x+1
x2—x+1=A(x+1)+ Bx(x+1) +Cx?
x=0 1=A+0B+0C; A=1
x=-1 3=0A+0B+1C; cC=3

x*~x+1= Ax+ A+ Bx*+ Bx + Cx?
x> 1=B+C, x: —1=A+B, % 1=A

Dosadime C do prvni nebo A do druhé rovnice a nalezneme B.
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f—x+1
Vypoctéte I, = / rox+l dx.]

x3 4 x2
xt—x+1 x> —x+1 x>-x+1 A B C
x3 + x2 x3 + x2 x2(x+1) x2 x x+1

A=1,B=-2,C=3

Mame vypocteny hodnoty koeficientdl. Tyto hodnoty pouzijeme v rozkladu
na soucin.
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f—x+1
Vypoctéte I, = /ﬁ dx.]

x3 4 x2
Moxdl o Foxdl w:éZJFEJrL
x3 + x2 x3 + x2 x2(x+1) x2 x x+1

A=1,B=-2,C=3

1 2 3
12:/x—1+ﬁ——+

—d
x x4+1 X

_x
2

1
—x—;—21n|x|+3ln\x+1|+c

Zintegrujeme pomoci vzrocti.
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[Vypoététe Iz = /X?)L_de.]
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v X d
Vypoctéte I3 = / 3 _g %
X A Bx +C

(x—2)(x2+2x+4) x—2 x2+42x+4
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[Vypoététe Iz = /X?)L_de.]

b A Bx +C

(x—2)(x2+2x+4) x—2 x2+42x+4
x=A(x24+2x+4)+ (Bx+C)(x—2)

Vynasobime spole¢nym jmenovatelem.

B E B EB
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[Vypoététe Iz = /X?)L_de.]

X A Bx+C
(x—2)(x2+2x+4) x—2 x2+2x+4
x=A(x24+2x+4)+ (Bx+C)(x—2)

x =2 2 =124, A:%

Dosadime x = 2
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. x
[Vypoctete I3=/x3—_8dx.]
X A Bx+C
(x —2)(x2+2x+4) x—2 x24+2x+4
x=A(x24+2x+4)+ (Bx+C)(x—2)
x=2 2 =12A, A:%

x = Ax?2 +2Ax +4A + Bx> —2Bx + Cx — 2C

Roznéasobime. Hleddme B a C.
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x
x A Bx+C
(x —2)(x2+2x+4) x—2 x24+2x+4
x=A(x?24+2x+4)+ (Bx+C)(x—2)

x=2 2 =124, A:%
x = Ax® +2Ax +4A + Bx?2 —2Bx + Cx — 2C
0=A+B, 1=2A-2B+C, 0=4A-2C

Porovnanim koeficientti u odpovidajicich si mocnin obdrzime rovnice pro
koeficienty B a C.
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[Vypoététe Iz = /XB’L—S dx.]

x A Bx+C

(x—2)(x2+2x+4) x—2 x2+42x+4
x=A(x?24+2x+4)+ (Bx+C)(x—2)

x=2 2 =124, A:%

x = Ax® +2Ax +4A + Bx?2 —2Bx + Cx — 2C

0=A+B, 1=2A-2B+C, 0=4A-2C
1 1

B=--,C==
6 3

Vyfesime tyto rovnice.
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[Vypoététe Iz = /XB’L—S dx.]

X N A Bx +C

(x=2)(x2+2x+4) x—2 x2+4+2x+4
x=A(x?4+2x+4)+ (Bx+C)(x—2)

x=2 2 =124, A:%

x = Ax? +2Ax +4A + Bx®2 — 2Bx + Cx — 2C

0=A+B, 1=2A—-2B+C, 0=4A-2C
1 1

B=--,C==
6 3

I_/l 1 ~lx4+1
37 ) 6x—2 " xX21+2x+4

Dosadime hodnoty koeficientti do rozkladu.
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[Vypoététe Iz = /X?)L_de.]

1 1 x+ -2
L= [- 3 dx f—l _2 _X=e
3 /6x—2 x2+2x—|—4 |7 - 6 x2+2x+4

Prvni ¢len integrujeme pomoci vzorce.
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[Vypoététe Iz = /x?’L—S dx.]

x+ 2
L=/- 3 dx _—1 = S S
3 /6x— x2+2x—|—4 m|% =2l = 6 X2 +4+2x+4
2x—|—2—1—2
:_1 3 / d
[x - 6 X2 4+2x+4 :

e Ve druhém zlomku “zasifrujeme” do itatele derivaci jmenovatele.

e K tomu miizeme pouZit multiplikativni a aditivni konstanty.
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[Vypoététe Iz = /x?’L—S dx.]

11 Tl —2
— (= dx __1 —2 _X=c
I /6x— x2+2x—|—4 m|% =2l = 6 x2+2x—|—4
1 2x—|—2—1—2
= ZInlx -2 d
gnlx—2- 6/ 2t2zx+4a

— Lot 2) /_ 2x +2 n -3
—s 6] 22 +2x+4  (P+2x+1)+3

dx

Rozdélime zlomek.
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[Vypoététe Iz = /x?’L—S dx.]

b= [artat mina® = s 25 [ i
:él x=2] - 6/ 2;21229;14_2‘1’“
:Elnx_z_8/§x2%:c;ci4+(x2+2;il)+3dx
—%lnx2|f—zlnx2+2x+4+%/mdx

e Prvni zlomek ma v (Citateli derivaci jmenovatele.

e V druhém zlomku doplnime jmenovatel na ¢tverec.
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[Vypoététe Iz = /x?’L—S dx.]

13:/%361 x2+3;:+34d ——ln\x—2| 6 x2+2x2—|—4
:%1 x=21- 6/ 2;2122x_+14_2dx
:Ezlnx_z_8/§x2%:c;ci4+(x2+2;ill)+3dx

= ln\x 2|——ln\x +2x+4\+6/7_’_3d
zllzln(x—Z) ln|x +2x + 4|+ \/_arctg \/_ +C

Dokonéime integraci pouZitim vzorce.
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4 Integrace per-partés

Véta 8. Necht funkce u a v maji derivace na intervalu I. Pak plati

/u(x)v’(x) dx = u(x)v(x) — /u’(x)v(x) dx, )

pokud integral na pravé strané existuje.
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Véta 8. Necht funkce u a v maji derivace na intervalu I. Pak plati

/u(x)v’(x) dx = u(x)v(x) — /u’(x)v(x) dx, 3)

pokud integral na pravé strané existuje.
Diikaz:

(uv)’ = v'v + uv’ derivace soudinu
/ (uv) dx = / uw'vdx + / uv'dx  zintegrovani a linearita integralu
uy = / w'vdx + / uv'dx  integral odstrani derivaci
uo — / u'vdx = / uv' dx algebraické tprava

Integraly typické pro vypocet metodou per-partés. P(x) je polynom.
/ P(x)e** dx, / P(x)sin(ax) dx, / P(x) cos(ax) dx,

/P(x)arctgxdx,/P(x)lnmxdx.
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[Vypoététe /(x +1) -lnxdx]

Funkce je sou¢inem polynomu a logaritmické funkce — per-partés.
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[Vypoététe /(x +1) -lnxdx]

u=Inx u =

/(x—!—l)lnxdx:

V=x+1 v

Integrujeme per-partés pomoci vzorce

/u~v’dx:u~v—/u’~vdx

pfiu=Inxav =x+1.
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[Vypoététe /(x +1) -lnxdx]

/(x+1)lnxdx:

Integrujeme per-partés pomoci vzorce

/u~v’dx:u~v—/u’~vdx

pfiu=Inxav =x+1.
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[Vypoététe /(x +1) -lnxdx]

/(x+1)lnxdx:
2

Integrujeme per-partés pomoci vzorce

/u~v’dx:u~v—/u’~vdx

pfiu=Inxav =x+1.
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[Vypoététe /(x +1) -lnxdx]

/(x—l—l)lnxdx =

Roznéasobime zavorku.
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[Vypoététe /(x +1) -lnxdx]

/(x—l—l)lnxdx =

Dokonéime integraci.
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[Vypoététe /(x +1) -lnxdx]

1
u=Inx W ==
x

/(x—l—l)lnxdx:
2
v =x+1 V=5 Fx

x2 1 [ x2
—lnx<?+x>—/;<7+x)dx
x2 1
= <7+x>lnx—/<§x+1)dx
= x2+ Inx — 1x—z—i-x
2T 2 2

2 1
= (%—i—x)lnx—zxz—x—i—c

Upravime a pfiddme integra¢ni konstantu.
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Vypoctéte / xsin x dx

[ << B ©Robert Matik, 2006 B



[Vypoététe / xsinx dx]

/x~sinxdx

v =sinx k=

Integrujeme per-partés pomoci vzorce

/u~v’dx:u~v—/u’~vdx
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[Vypoététe / xsinx dx]

/x~sinxdx

v =sinx U= —COSX

Integrujeme per-partés pomoci vzorce

/u~v’dx:u~v—/u’~vdx
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[Vypoététe / xsinx dx]

/x~sinxdx

v =sinx U= —COSX

— —xcosx7/1~(7COSX)dx

Integrujeme per-partés pomoci vzorce

/u~v’dx:u~v—/u’~vdx

ptiu=xav =sinx.

B E B EB
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[Vypoététe / xsinx dx]

/x~sinxdx

v =sinx ©v=—cosx

= —xcosx—/1~(—cosx)dx

= —XcosXx+ /Cosxdx

Upravime.
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[Vypoététe / xsinx dx]

/x~sinxdx

v =sinx ©v=—cosx

= —xcosx—/1~(—cosx)dx

= —xcosx+/cosxdx

= —xcosx +sinx +C

o Integruje druhou ¢ést: / cos x dx = sinx

e Hotovo.
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[Vypoététe /(x —2)-sin(2x) dx

Funkce je sou¢inem polynomu a sinu — per-partés.
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[Vypoététe /(x —2)-sin(2x) dx

/ (x — 2)sin(2x) dx =

v =sin(2x) ov=

Integrujeme per-partés pomoci vzorce

/u~v’dx:u~v—/u’~vdx

pfiu =x—2av =sin(2x).
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[Vypoététe /(x —2)-sin(2x) dx

/ (x — 2)sin(2x) dx =

1
v =sin(2x) v= —5 cos2x

(Plati ] )
v= /v’(x) dx = /sin(Zx) dx = = cos(2x),
protoze
. 1
/smxdx:—cosx a /f(ax—i—b) F(ax +Db).
- J
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[Vypoététe /(x —2) -sin(2x) dx]

/ (x — 2)sin(2x) dx =

1
v =sin(2x) v: ~3 cos 2x

=(x—2)- (—%cos(Zx)) —/1~ (—%cost) dx

/u~v’dx:u~v—/u’~vdx
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[Vypoététe /(x —2) -sin(2x) dx]

/ (x —2)sin(2x) dx

1
v =sin(2x) v= ~3 cos 2x

(x—2)- (—%cos(Zx)) —/1~ <—%c052x> dx

—%(x —2) cos(2x) + %/cost dx

1
Vytkneme konstantu (— 5) z integralu.

B E B EB
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[Vypoététe /(x —2) -sin(2x) dx]

/ (x —2)sin(2x) dx =

1
v =sin(2x) v= ~3 cos 2x

=(x-2)- <—%COS(2X)) —/1~ <—%cos2x> dx

1
= —%(x —2)cos(2x) + E/COSZde

1 1 1 .
= —E(x —2)cos(2x) + 55 sin(2x) 4+ C

1
Plati /Cos(2x) dx = 3 sin(2x), protoze

/cosxdx:sinx a /f(ax—f—b) E F(ax +b).
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[Vypoététe /(x —2) -sin(2x) dx]

/ (x —2)sin(2x) dx

1
v =sin(2x) v= ~3 cos 2x

(x—2)- (—%cos(Zx)) —/1~ <—%c052x> dx

1 1

—E(x —2)cos(2x) + E/cost dx
L x —2)cos(2x) + = - Lein(ax) + C
> cos 558

—%(x —2) cos(2x) + isin(Zx) +C

Upravime.
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[Vypoététe /(x2 +1)sinx dx]
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[Vypoététe /(x2 +1)sinx dx]

u=x*4+1 u' =
/(x2+1)~sinxdx

v =sinx v =

4 N

e Funkce je sou¢inem polynomu a funkce sinus.

e Budeme integrovat per-partés podle vzorce

/u~v’dx:u‘v—/u’~vdx

fivolbé u = (x> +1)av = sinx.
p

- J
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[Vypoététe /(x2 +1)sinx dx]

u=x*+1 u' =2
/(x2+1)~sinxdx

v =sinx V= —CosX
(x> +1) =2x
/sinxdx = —COs X
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[Vypoététe /(x2 +1)sinx dx]

u=x*+1 o =2x
/(x2+1)~sinxdx

v =sinx V= —CosX

= —(x2+1)cosx+2/x~cosxdx

/u-v’dx:u-v—/u’-vdx

Konstantni nasobek 2 a znaménko minus ddme pfed integral.
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[Vypoététe /(x2 +1)sinx dx]

u=x*4+1 u' =2
/(x2—|—1)~sinxdx

v =sinx V= —cCosx

= —(x2+1)cosx+2/x~cosxdx

u=x u =

v =cosx wv=

esté jednou integrujeme per-partés. Nyni # = x a v’ = cos x.
J ] &ry) per-p yn
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[Vypoététe /(x2 +1)sinx dx]

u=x*4+1 u' =2
/(x2—|—1)~sinxdx

v =sinx V= —cCosx

= —(x2+1)cosx+2/x~cosxdx

v =cosx ©v=sinx

=1

/cosxdx = sinx
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[Vypoététe /(x2 +1)sinx dx]

u=x*4+1 u' =2
/(x2—|—1)~sinxdx

v =sinx V= —cCosx

= —(x2+1)cosx+2/x~cosxdx

v =cosx ©v=sinx

= —(x2+1)cosx+2(xsinx— /sinxdx)

/u~v’dx:u~v—/u’~vdx
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[Vypoététe /(x2 +1)sinx dx]

u=x*+1 =2
/(xz—l—l) -sinx dx
v =sinx V= —cCosx

= —(x2+1)cosx+2/x~cosxdx

v =cosx ©v=sinx

= —(x2+1)cosx+2(xsinx— /sinxdx)

= —(x2+1)cosx+2(xsinx— (—cosx))

Integrujeme sinus: / sinxdx = —cosx
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[Vypoététe /(x2 +1)sinx dx]

/(xz—l—l) -sinx dx

u=x*+1 =2

v =sinx V= —cCosx

= —(x2+1)cosx+2/x~cosxdx

v =cosx ©v=sinx

= —(x2+1)cosx+2(xsinx— /sinxdx)
= —(x2+1)cosx+2(xsinx— (—cosx))

= (1—x?)cosx +2xsinx + C

Upravime.

)
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[Vypoététe /(x2 +1)e dx.]
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[Vypoététe /(x2 +1)e dx.]

/(x2+1)~e Tdx

Integruje soucin polynomu a exponencialni funkce.
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[Vypoététe /(x2 +1)e ™ dx.]

/(x2+1)~e “dx

4 )

¢ Integrujeme per-partés.

e Polynom budeme derivovat a exponencielu integrovat.

e Nezapomenme, Ze /e_x dx = —e™*.

- J
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[Vypoététe /(x2 +1)e ™ dx.]

u=x2+1 u' =2
/(x2+1)~e “dx

Vzorecje

B E B EB

©Robert Matik, 2006 B



[Vypoététe /(x2 +1)e dx.]

/ (x> +1)-e *dx

u=x u' =1
= (¥ +1)e® +2/ xe *dx

o Opét polynom krat exponencialni funkce.

e Opét integrujeme per-partés. Opét derivujeme polynom.
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[Vypoététe /(x2 +1)e dx.]

/ (x> +1)-e *dx

v =% v=—e%
u=x W =1
:—(x2+1)e_x+2/xe Ydx
' v =e* ov=l—e?
= —(x* +1)e *x+2 +/ *‘dx

Vzorec pro cervenou c¢ast je / uv’ dx = uv — / u'vdx, zbytek zistane.
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[Vypoététe /(x2 +1)e dx.]

/ (x> +1)-e *dx

v =e* v=—e*
!/
u=x u =1
= — (% —l—l)_x—l—Z/xeY x
vV=e¢* ov=-—e"
= -2+ 1)e+2(- +/ e dx)
= (D 42z )
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[Vypoététe /(x2 +1)e dx.]

/ (x> +1)-e *dx

= —(x®>+1)e *x+2 +/ *xdx

=—(®+1)e " +2(—xe*—e¥) = —e (x> +2x+3) + C,

[Vytkneme (—e ™). ]
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[Vypoététe / xarctgx dx.]
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[Vypoététe / xarctgx dx.]

/ x arctg x dx

Jedna se o soucin polynomu a funkce arkustangens.
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[Vypoététe / xarctgx dx.]

u = arctg x

/ x arctg x dx

u = L
1442
v—xz
2

Budeme integrovat metodou per-partés. Budeme integrovat polynom a

derivovat arkustangens.

B E B EB
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[Vypoététe / xarctgx dx.]

1
u=arctgx u = T2
i 1 i
/xarctgxdx = ?arCth*E/mdx
/ x?
U =X U= 7

[/uv’dx:uv—/ulvdx
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[Vypoététe / xarctgx dx.]

1
u=arctgx u' = T2
i 1 i
/xarctgxdx = 7arctgx—§/mdx
/ x?
U =X U= ?

2

X 1 1

= — —_— — 17—

> arctg x 2/ T dx

Musime integrovat racionalni funkci, kterd neni ryze lomena. Provedeme
déleni:

i (x*+1)—-1 x2+1 1 1

= — — :1_—
X241 x2 41 X24+1 x2+1 x2+1
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[Vypoététe / xarctgx dx.]

1
u=arctgx u' = T2
i 1 i
/xarctgxdx = 7arctgx—§/mdx
/ x?
U =X U= ?

2
X 1 1
—7arctgx—§/1—1+—x2dx

x? 1
=5 arctg x — 5 (x = arctgx) +C.

K dokonceni zbyva integrovat jedni¢ku a jeden parcialni zlomek. To
provedeme pomoci pfislusnych vzorcti.
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[Vypoététe / Inx dx]

[ << B ©Robert Matik, 2006 B



[Vypoététe / Inx dx]

/1-lnxdx

Ve funkci je “zasifrovany” souéin polynomu a logaritmické funkce:
y y

/1 -Inx dx.

Integrujeme per-partés pii volbé u =Inxa v’ = 1.
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[Vypoététe / lnxdx]

u=Inx u’:l

/1-lnxdx X
v =1 v=x

1

1 =z

(inz) = 2

/1dx:x
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[Vypoététe / Inx dx]

/1-lnxdx * :xlnx—/ldx

/u-v’dx:u-v—/u’-vdx

1
Uzijeme vztah X= 1.
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[Vypoététe / lnxdx]

u=Inx
/1 -Inxdx

:xlnx—/ldx

=xlnx —x

©Robert Matik, 2006 B



[Vypoététe / Inx dx]

u=Inx u' ==
/1-lnxdx X :xlnx—/ldx
v =1 v=x
=xlnx —x
=x(Inx—-1)+C

Hotovo.
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[Vypoététe / In? x dx]
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[Vypoététe / In? x dx]

/1~1n2xdx

e Je zde “zasifrovan” soucin polynomu a druhé mocniny logaritmu.

e Upravime funkci In? x na souéin (1) - (In? x) a integrujeme per-partés pii
volbé u = Inxav’ =1
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[Vypoététe / In? x dx]

u
/1~1n2xdx x

1
(In®x)" = 2Inx(Inx) = 2Inx—

X
/1dx:x

B E B EB
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[Vypoététe / In? x dx]

2Inx
2 u =

/1~1n2xdx X :xlnzx—Z/Inxdx

/u~v’dx:u~v—/u’~vdx

[ << B ©Robert Matik, 2006 B




[Vypoététe / In? x dx]

u
/1~ln2xdx X :xlnzx—2/1nxdx

Tento trik jiz zname: NapiSeme funkci In x jako soucin (1) - In x a integrujeme
per-partés pfi volbé u = Inxa v’ = 1.
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[Vypoététe / In? x dx]

21
u=Inx o =°2%
/1~ln2xdx x :xlnzx—2/1nxdx
v =1 v=x
u=Inx u’:l
x
v =1 v=x
(Inx)’

B E B EB
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[Vypoététe / In? x dx]

u:lnzx ,:2lnx
/1~ln2xdx x :xlnzx—2/1nxdx
v =1 v=x
u=Inx u’:1
X
v =1 v=x

= xlnzx—2<xlnx—/1dx)

/u~v’dx:u~v—/u’~vdx

[ << B ©Robert Matik, 2006 B




[Vypoététe / In? x dx]

21
u=In’x r 20X
/1~ln2xdx x :xlnzx—2/1nxdx
v =1 v=x
u=Inx u’:1
X
v =1 v=x
=xIn?x-2 ( lnx—/ldx)
=xIn®x—2 (xlnx—x)

Dopocitame integral z jednicky.
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[Vypoététe / In? x dx]

21
u=Inx o =°2%
/1~ln2xdx x :xlnzx—2/1nxdx
v =1 v=x
u=Inx u’:1
X
v =1 v=x

= xlnzx—2<xlnx—/1dx)
= xlnzx—2<xlnx—x)

=xIn®x —2xInx+2x+C

Upravime. Hotovo.
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Najdéte / x3 sin x dx.
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Najdéte / x3 sin x dx.

derivace derivace derivace derivace
u=x> 3x2 6x 6 0
3 o _
x”sinx dx = _
integrace integrace integrace integrace
v/ = sinx > — cosx > —sinx >cosx ™ sinx

o Trikrat integrujeme per-partés, ale vSechno zapiSseme do jednoho sche-

matu.

o Zluta Sipka reprezentuje derivovani. Derivujeme az na nulu.

e Cervena Sipka reprezentuje integrovani.

-

J
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[Najdéte / x3 sin x dx.]

/xgsinxdx =

v/ =sinx —Ccosx —sinx Cos x sin x

= —x%cos x — (—3x%sin x) + 6x cos x — 6sinx

Nésobime ve sméru Sipek. Soucintim ve sméru Zlutych Sipek znaménko
ponechame, soudintim ve sméru ¢ervenych Sipek znaménko zménime a
vSechny souciny sec¢teme.
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[Najdéte / x3 sin x dx.]

u=x3 3x2 6x 6 0
/ x3sinxdx =
v/ =sinx —Ccosx —sinx Cos x sin x
= —x%cosx — (—3x?sinx) 4 6x cos x — 6sin x
= (—x3 4 6x) cos(x) 4 (3x> — 6) sinx + C
Upravime.

[ << B ©Robert Matik, 2006 B



[Najdéte /(x3 +2)e” dx.]
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[Najdéte /(x3 +2)e” dx.]

/(x3 +2x)e *dx

derivace derivace derivace derivace
u=x>+2x 3x? +2 6x 6 0
integrace integrace  integrace integrace
0= X T > Xy N ——> _ X > X
o Trikrat integrujeme per-partés, ale vSechno zapiSseme do jednoho sche-

matu.
o Zluta Sipka reprezentuje derivovani. Derivujeme az na nulu.

e Cervena Sipka reprezentuje integrovani.

- J
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[Najdéte /(x3 +2)e” dx.]

/(x3 +2x)e *dx

u=x342x

Nésobime ve sméru Sipek. Soucintim ve sméru Zlutych Sipek znaménko
ponechame, soudintim ve sméru ¢ervenych Sipek znaménko zménime a
vSechny souciny sec¢teme.
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[Najdéte /(x3 +2)e” dx.]

/(x3 +2x)e *dx

u=x3+2x 3x2+2 6x 6 0
v =¥ —e X e~ —e X e~
= (x> +2x)e™* — (B3x* +2)e ¥ + (—6xe™¥) — 6"
= —e " (x> +2x + 3x* + 2+ 6x + 6)

= —e *(x% +3x% + 8x + 8)

Upravime.
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5 Integrace pomoci substituce.

Véta 9. Necht f(t) je funkce spojitd na intervalu I, necht funkce ¢(x) ma derivaci
na intervalu | a plati ¢(J) = I. Potom na intervalu | plati

[ Feene xdx= [ fat @

dosadime-li napravo t = ¢(x).

Schematicky: ‘ ¢(x) = t‘ ¢ (x)dx = dt

Véta 10. Necht f(x) je funkce spojita na intervalu I, necht funkce ¢(t) ma nenu-
lovou derivaci na intervalu | a plati ¢(J) = I. Potom na intervalu I plati

[f@ax= [ flowpe v a, ©

dosadime-li napravo t = ¢! (x), kde ¢~ 1(x) je funkce inverzni k funkci ¢(x).

Schematicky: ‘ x = ¢(t) ‘ dx = ¢/(t)dt
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in(l
[Vypoététe/sm(xinx)dx]
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[Vypoététe/sm(xix)dx]

/de: /sin(lnx)%dx

X

4 )

e Vnitini slozka je In x.

1
o Derivace funkce In x je e

. 1, . .
o Tato derivace, —, je v soucinu s integrovanou funkci.
X

- J
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[Vypoététe/sm(xix)dx]

/de: /sin(lnx)%dx

X

Inx =t

Zavedeme substituci Inx = ¢.

B E B EB
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[Vypoététe/sm(xix)dx]

/de: /sin(lnx)%dx

X

Inx =t

ldx: dt
5%

Nalezneme vztah mezi dx a dt.

B E B EB
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[Vypoététe/sm(xix)dx]

/de: /sin(lnx)%dx

X

Inx =t

ldx: dt
5%

:/sintdt

Dosadime substituci.

B E B EB

©Robert Matik, 2006 B



in(l
[Vypoététe/sm(xinx)dx]

Inx =t

sin(lnx) .~ [ . 1 _/ .
/fdx—/sm(lnx);dx %dx: ar | = sint dt

= —cost

Integrujeme.
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[Vypoététe/sm(xix)dx]

Inx =t

sin(Inx) . 1 .
- = o - 1 =
/ dx /sm(ln x)=dx ; /smtdt

= —cost = —cos(lnx)+ C

Pouzijeme substituci k ndvratu k proménné x a pfiddme integracni
konstantu. Hotovo.
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[Vypoététe/xel_"z dx.]
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[Vypoététe/xel_"z dx.]

a2
/xe1 “dx

. LA z ~ v 2z — z
Zkusime substituovat za vnitini slozku sloZené funkce e' .
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[Vypoététe/xel_"z dx.]

a2
/xe1 dx

1—x2=t

Hledame vztah mezi diferencialy.

B E B EB
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[Vypoététe/xel_"z dx.]

2
/xe1 dx

1—x2=t
—2xdx = dt

Derivujeme obé strany substituce.

B E B EB
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[Vypoététe /xel_xz dx.]

a2
/xe1 dx

1—x2=t
—2xdx = dt
1
xdx = —=dt
x dx 2d

Vyjadfime odsud vyraz x dx, ktery figuruje uvnit# integralu.

B E B EB
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[Vypoététe /xel_xz dx.]

1—x2=t
/xelfxzdx —2xdx :1dt

xdx = —=dt

x dx >

:—%/efdt

Dosadime.
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[Vypoététe/xel_"z dx.]

1—x2=t
/xelfxzdx —2xdx zldt
dx = —=dt
xdx >
1
:—E/Etdt
1
:—Eet

Vypoctéte integral pomoci vzorce.
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[Vypoététe/xel_"z dx.]

1—x?=¢
/xelfxzdx —2xdx zldt
xdx:—idt
1
:—E/etdt
1
_—Ee[
_ %el 7

Pouzijeme substituci pro navrat k ptivodni proménné.
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Yo X d
Vypoctéte / T x
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X
V ctét d
[ ypocee./x4+16 x]

/ il dx
x4+ +16

4 )

e Substituce x* + 16 = t, nebo x* = t, nejsou tipIné sikovné, protoze vztah
mezi diferencialy pfi této substituci je

4x3dx = dt,
aviak ¢len x> dx nikde v integralu nen.

e Clen x dx napovidd, pouzit substituci x> = .

- J
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X
V ctét d
[ ypocee/x4+16 x]

x2 =t
x 2xdx = dt

/ 7} dx 1
x*=416 xdxzidt

Hledame vztah mezi diferencidly a vyjadfime z néj vyraz x dx.
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X
V ctét d
[ ypocee/x4+16 x]

x> =t
x 2xdx = dt
/4 dx 1
x*+16 xdxzidt
xt =1

Substituce x> = t vede k relaci x* = (x?)? = %,
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[Vypoététe /

x4

il dx
+ 16

/

X

d
x4t 416 *

x2 =t
2xdx = dt
1
dx = = dt
xdx >
xt =2

1 1
== [ —dt
2/t2+16

Dosadime.

B E B EB
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X
V ctét d
[ ypocee/x4+16 x]

/ al dx
x4t +16

x2 =t

2xdx = dt 1 1
1 :—/—dt
xdxzidt 2/ t2+16

Ao

= larct E
g ciey

UZijeme vzorec

/

pHi A = 4.

X2+A2

IS D
x = —arctg —

B E B EB
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x
Ctét d
[Vypocee/ T x]

/ al dx
x4t +16

2=t
2xdx = dt
1
xdx = Edt

Ao

—lart E_
_8 Cg4_

1 1
=2 [ ——_—dt
2/t2+16

1 2
3 arctg xz +C

UZijeme zpétnou substituci t = x%. Hotovo.

B E B EB
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e\/x+1

A% oététe/ dx
P J Vx+1
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\/x+1

Vypoététe
\/_
Sl dx = / eVt dx
Va+1 m
Qnitfni slozka je v/ x + 1. Derivace této vnitini slozky je

(Vx+1) =

Vyskyt této clene

ﬂ_
—_

\tuto substituci bude snadné.

I\)lH

(x+1)712 =

NI —

1

Vx+1

uvnitf integrélu (a v sou¢inu) napovida, Ze provést

J

B E B EB
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\/x+1
\/_

Vypoététe

vVx+1=
e\/x+

Vil

dx= [e/1 d
* m"

Pouzijeme navrzenou substituci.
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\/x+1
\/_

Vypoététe

/ 7(1 = d
dx / x+1 —dx Z\/x
+

Najdeme vztah mezi diferencidly dx a df. Dostdvame

a tuto relaci vyndsobime ¢islem 2.
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\/x+1

V oététe
Yp \/—
Vx+1=t
e 71 dx=4d
e x = dt
dx —/ eVt~ (dx 2/ 1
\/F vVx+1 T—F
dx =2dt
vVx+1
= /etZdt
Dosadime.
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\/x+1

Vypoététe

\/_
Vx+1=t
1
Vsl —————dx=dt
e
dx —/ eV dx Do) 1
i+l \/—x+1 o
dx =2dt
Vx+1
= /et2dt = 2¢!
Zintegrujeme.
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\/x+1
\/_

Vypoététe

Vx+1=t

vatl 1 dxr=d
e x = dt
dx—/ VIt (dx 2v/x +1

vx+1 \/x+1 ic

dx =2dt

Vx+1
= /etZdt =2l =2eV¥tl 4 C

UZijeme substituci t = v/ x 4 1 k navratu k ptivodni proménné. Hotovo.
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[Vypoététe / tg3 xdx.]
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[Vypoététe / tg xdx.]

. 3
SN~ x
/tg3xdx:/cos3xdx

e Rozepiseme funkci tg x pomoci funkci sin x a cos x.

e Licha mocnina je i v Citateli, i ve jmenovateli. Vybereme si tu v Citateli.
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[Vypoététe / tg3 xdx.]

3 & 8.9)
sin® x sin®x .

tgd xdx = dx = sin x dx

cos3 x cos3 x

“Vytahneme” jednu mocninu funkce sin x z citatele.
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[Vypoététe / tg xdx.]

3 2 2
sin” x sin“x . 1—cos“x .
/tg3xdx:/ dx:/ 3 smxdx:/ismxdx
cos” x

cos3 x cos3x

Sudou mocninu pfevedeme na funkci cos x. UzZijeme identitu

sin? x + cos?x = 1.
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[Vypoététe / tg xdx.]

/tg3xdx:/

sin® x

cos3 x

cosx =t

Si

1n
0 =
COSs” X

2
3

X

1
sinxdx = /

2

— COS™Xx

cos3x

sin x dx

Dosadime cos x

={.

B E B EB
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[Vypoététe / tg xdx.]

3 sin® x sin®x 1—cos?x
te® xdx = dx = sinxdx = | ————sinxdx
)
cos3 x cos3 x cos3x
cosx =t

—sinxdx = dt

Nalezneme vztah mezi diferencidly dx a dt.
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[Vypoététe / tg xdx.]

3 sin® x sin®x 1— cos’x .
tg” xdx = dx = sinxdx = [ ————sinxdx
cos3 x cos3 x cos3x
cosx =t

—sinxdx = dt

sinxdx = —dt

Pfepiseme vyraz sin x dx do novych proménnych.
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[Vypoététe / tg3 xdx.]

3 s 2 2
sin” x sin“ x . 1 — cos“x .
/tg3xdx:/ 3 dx:/ 3 51nxdx:/735mxdx
cos’ x cos® x cos3x
cosx =t
, il —
—sinxdx = dt :/f 3 dt
sinxdx = —dt

Dosadime.
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[Vypoététe / tg3 xdx.]

3 s 2 2
sin” x sin“ x . 1— cos“x .
/tg3xdx:/ 3 dx:/ 3 51nxdx:/735mxdx

cos’ x cos® x cos°x

cosx =t ” ”

. _ 1—t¢ df— t 71d
—sinxdx = dt —/— 7 t,/ 3 t
sinxdx = —dt

Upravime
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[Vypoététe / tg3 xdx.]

.3 .2 2
sin” x sin” x 1-— X
/tg3xdx:/ 3 dx:/ 3 sinxdx:/L;sinxdx
cos’ x cos’ x cos3x
cosx =t 1_p 2_1 1
—sinxdx = dt :/— 5 dt:/ dt:/——t—3dt
. t £ t
sinxdx = —dt

Obdrzena raciondlni funkce je ryze lomend. ProtoZe je jmenovatel
jednoc¢lenny, nemusime rozklddat na parcialni zlomky, ale staci vydélit

Citatele vyrazem £°.
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[Vypoététe / tg xdx.]

.3 .2 2
X X 1-— X
/tg3xdx:/sm3 dx:/sm3 sinxdx:/L;sinxdx
cos3 x cos3 x cos3x
cosx =t 1-12 21 1
—sinxdx = dt :/—_ dt:/ _ dt:/——t_3dt
sin x dx 3 3 ;
sinxdx = —dt
1
=In|t|+ =t2
n| \—0-2

Nyni integrujeme pomoci vzorci.
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[Vypoététe / tg xdx.]

.3 .2 2
X X 1-— X
/tg3xdx:/81n3 dx:/sm3 sinxdx:/L;sinxdx
cos’ x cos’ x cos3x
cosx =1 1-¢2 21 1
—sinxdx = dt :/— 3 dt:/ 3 dt:/?—t_s‘dt
sinxdx = —dt
1 1
=In|t|+ =t 2=1In|cosx|+ ———+C
H—’_2 | H_2coszx+

Po integraci provedeme névrat k ptivodni proménné a pfidame integra¢ni
konstantu.
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1
cte ———dx.
Vypoctéte / (24 cosx)sinx *
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1
Vypoctét ———dx.
ypocee/(2—i-czosx)sinx *

/;dx
(24 cosx) sinx

Licha mocnina je ve jmenovateli.
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1
V ctét ———dx.
ypocee/(Z—i-cosx)sinx x]

/ 1 dr — / sin x dx
(24 cosx) sinx J (24 cosx) sin® x

Vynasobime a souc¢asné vydélime vyrazem sin x. Tim se funkce nezméni a
lichd mocnina je v ¢itateli.
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1
A% ctét —dx.
ypOcee/(2—i-czosx)sinx x]

1 sinx
/—,dx:/ __dx =
(24 cos x) sin x (24 cos x) sin® x
1

/ (2 + cosx) (1 — cos? x) sinxdx

Pfevedeme druhou mocninu funkce sin x na cos x. PouZijeme vzorec

sin? x + cos?x = 1.
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1
A% ctét ————dx.
ypocee/(2—i-czosx)sinx x]

dx =

/ 1 dr — / sin x
(24 cos x) sin x (2 + cos x) sin® x

/ ! sin x dx cosx =1
(2+ cosx)(1 — cos? x)

Budeme pouzivat substituci cosx = ¢.

B E B EB
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1
Vypoctét —dx.
ypocee/(Z—i-cosx)sinx x]

/;dx :/ sin x A —
(24 cosx) sinx (2 + cos x) sin® x

1 . cosx =t
/ (2+ cosx)(1 — cos? x) sinxdx sinxdx = —dt

Najdeme vztah mezi diferencialy.
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1
ctét ———dx.
Vypoctéte / (24 cosx)sinx * ]

/;dx :/ sin x A —
(24 cosx) sinx (2 + cos x) sin® x

1 . cosx =t
/ (2+ cosx)(1 — cos? x) sinxdx sinxdx = —dt

1
:_/(Z—i—t)(l—tz) dt

Dosadime ze substituce.
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1
Vypoctét —dx.
ypocee/(Z—i-cosx)sinx x]

/ 1 dr — / sin x dy —
(2+cosx)sinx ./ (24 cosx)sin®x

/ ! sin x dx B =1
(24 cosx)(1— cos? x) sinxdx = —dt

1 1
- [ emam - | arsarsen &

Rozlozime jmenovatel na soucin.
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1
Vypoctét —dx.
ypocee/(Z—i-cosx)sinx x]

/ 1 dr — sin x dx —
(24 cos x) sin x (2 + cos x) sin® x

/ ! sin x dx B =1
(24 cosx)(1— cos? x) sinxdx = —dt

1 1
:‘/<z+t><1—t2> it= [ erparae= &

—/ LT T S
2T+t ' 6t—1 ' 32+t

Rozlozime na parciadlni zlomky (tato pasaz je zde pfeskocena, vyzaduje dalsi
a del$i pocitani).
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1
Vypoctét —dx.
ypocee/(Z—i-cosx)sinx x]

/ 1 dr — sin x dx —
(2+cosx)sinx ./ (24 cosx)sin®x

/ ! sin x dx B =1
(24 cosx)(1— cos? x) sinxdx = —dt

1 1
:‘/<2+t><1—t2>dt:/<2+t><1+t><t—1>dt
—/ LR -
21+t 6t—1 324+t

dt

1 1
:—Emu+ﬂ+gmu7u+§mp+ﬂ

UZijeme vzorce k integraci.
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1
V ctét ———dx.
ypocee/(Z—i-cosx)sinx x]

/ 1 dr — sin x dx —
(24 cos x) sin x (2 + cos x) sin® x

/ ! sin x dx B =1
(24 cosx)(1— cos? x) sinxdx = —dt

1 1
:‘/<2+t><1—t2>dt:/<2+t><1+t><t—1>dt
—/ LR -
21+t 6t—1 324+t

dt
:—%ln|1+t\+%ln|t—1\+%ln|2+t\

1
~In(2+cosx) +C

1 1
— (1 ZIn(1—
5 n( +cosx)+6 n( COSX)+3

[ Pomoci substitu¢niho vztahu se vratime k ptivodni proménné.

B E B EB
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V 2—-1
[Vypoététe / % dx.]
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V 2—-1
[Vypoététe / % dx.

3x+2 =1t

/\/3x+2—1dx

x+1

e Clen 3x + 2 je pod odmocninou. UZijeme substituci, ktera umozni tuto
odmocninu odstranit.

e Budeme dosazovat 3x + 2 = #2.
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[Vypoététe / Lz_ldx.
x+1
3x+2=1#
3dx =2tdt
/\/W—ldx
x+1

Nalezneme vztah mezi dx a dt.

B E B EB
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\/3x+2—1dx

[Vypoctete / Tl

/\/3x+2—1dx

x+1

3x+2 =1t

3dx = 2tdt
2

dx = Ztdt
*=3

Vyjadiime dx.

B E B EB
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V 2—-1
[Vypoététe / de.
x+1
3x+2=1#
3dx =2tdt
/\/3X+2—1dx dxz%tdt
x+1 1
— (42 _
x—3(t 2)

Vyjadiime proménnou x.
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\/3x+2—1dx

[Vypoctete / g

3x4+2=1+

3dx = 2tdt

/\/3X+2—1dx dxz%tdt
x+1 1
2

= (=2

1= 3(£-2)

t=+V3x+2

Prichystdme si zpétnou substituci. Vyjadiime ¢ pomoci x.
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\/3x+2—1dx

[Vypoctete / Tl

3x 42 =t
3dx = 2tdt
2
3 _ _ = t—1 2
/\/3v+2 1dx dx_3tdt :/1 . Ztdt
x+1 1 3(#-2)+1 3
2
=—(tr-2
x=3(F~2)
t=+vV3x+2
Provedeme substituci.
©Robert Matik, 2006 B
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\/3x+2—1dx

[Vypoctete / Tl

3x 42 =t

3dx = 2tdt
\/3x+2—1d dx:gtdt _ t—1 2 d
VIS gy 3 = [ T3 3tdi

x+1 1 5(2-2)+1 3
) 3

= (-2

x=£(#-2)

t=+vV3x+2

F—1
=2 [ " .tdt
/ﬂ+1

Upravime.

©Robert Matik, 2006 B
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v 2-1
[Vypoététe / de.
x+1
3x+2=1
3dx =2tdt
2
/ — _ < -1 2
/73x+2 Lax| dr=gtdt 2/71 : S Ztde
x+1 1 3#-2)+1 3
2
=-(P-2
G
t=+v3x+2

t—1 2 ¢t
=2 —-tdt:Z/—dt
/t2+1 241

Pfevedeme na jeden zlomek.
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v 2-1
[Vypoététe / de.
x+1
3x+2=1
3dx =2tdt
2
/ — _ < -1 2
/73x+2 Lax| dr=gtdt 2/71 : S Ztde
x+1 1 3#-2)+1 3
2
=-(P-2
G
t=+v3x+2

t—1 22—t —t—1
=2 —-tdt=2/—dt:2/1 ——dt
/t2+1 241 +t2+1

Vydélime, protoZe funkce neni ryze lomena.

22—t  (P+1)+(-t—1) 1ot

241 241 241
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V 2—-1
[Vypoététe / % dx.

3x+2=1+
3dx = 2tdt
/\/3x+2—1dx dngtdt :/ -1 2,
x+1 1 I(2-2)+1 3
ng(z_z)

t=+V3x+2
t—1 22—t —t—1
_2 —-tdt=2/—dt=2/1 by
/t2+1 241 +t2+1
t 1

=2 [1——— — ——dt
/ 241 241

Ziskana funkce je pfimo parcidlni zlomek. Tento typ zlomku integrujeme
rozdélime na soucet zlomku, ktery mé v &itateli derivaci jmenovatele, a
zlomku, ktery ma v Citateli jen konstantu. Oba zlomky pak snadno

zintegrujeme.
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[ wire [VIXF2-1
Vypoctete/
x+1
3x+2=14
3dx = 2tdt
/m_1 dx:gtdt :/L-%tdt
x+1 1:;’ 3(P-2)+1 3

x=2(F~2)
=3x+2

t
—2/i tdt—Z/gdt—Z/Lﬁ-L—ldt
o 241 - 24+1 2+1
t 1 1 7

Integrace je jiz snadna. Uiijeme vztah

1 2
/t2+1 2/t2 dt = 5 In( +1).

B E B EB
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wire [VIXF2-1
Vypoctete/
x+1

3x+2=1+
3dx = 2tdt

/m_1 dx:gtdt :/L-%tdt

x+1 12 5(P-2)+1 3

x=3(P-2)
=3x+2

t

—2/i tdt—2/£dt—2/1+idt

o 241 - 24+1 2+1
t 1 1 2

=2v3x+2—1In|3x+ 3| —2arctgv3x+2+C

Roznasobime zavorku a provedeme zpétnou substituci pro névrat k
proménné x.
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Vypoctéte / #dx.]

Funkce obsahuje odmocninu z linedrniho vyrazu — zavedeme substituci na
odstranéni odmocniny.
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Vypoctéte /

1+\/x—1dx]
T ax,

/1+\/x—1dx:
X

x—1=#

Vyraz pod odmocninou je druhd mocnina nové proménné.

B E B EB
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Vypoctéte / #dx.]

x—1=1#

/1+\/x—1dx_ dx = 2tdt
X

Nalezneme vztah mezi diferencidly dx a dt
e (x—1)" =1 (derivace podle x)

o (t*) = 2t (derivace podle t)

[ << B ©Robert Matik, 2006 B



Vypoctéte /

1+\/x—1dx]
——ax.

x—1=#

/1+mdx: dx = 2tdt
% x=1t*+1
Vai—1=t

Nalezneme x a v x — 1 ze substitu¢niho vztahu.
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/1+\imdx']

Vypoctéte
x—1=1#
/1+\/x—1dx: dx = 2tdt /1+\/_ .
X x=t+1
Vx—1=t

Dosadime podle substituce.
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Vypoctéte / #dx.]

x—1=14#
1 -1 = 1+ V12
/ +vx dr — dx =2tdt | _ "Zi‘ otdt
X x=t>+1 241
Vx—1=t
1+t
=/ -tdt
/t2+1

Odmocnime * a vytkneme konstantu pied integral.
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1++vVx—1
Vypoctéte /7+ xx dx.]

x—1=1¢

1+vx—-1 dx = 2tdt 1+ V12
/7dx: = 0 -2t dt

X x=t>+1 241

Vx—1=t

1 2
:2/ +t tdt—2/t+t
241

Prevedeme na jeden zlomek — ndsobime citatele.
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Vypoctéte / #dx.]
x—1=¢
14 Vx— -
/+ x—T | de=2edt | _ 1;r\/_ .
X x=t>+1 241
Vx—1=t
14t 2+t 1
=7 =7 =2/1
/t2+1 Hdt / 74 / +2+1dt

Vydélime citatel jmenovatelem.
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Vypoctéte / #dx.]

x—1=¢
JLVET,, | s | (LEVE
x x=£+1 s
Vi—1=t
1+t £+ —
., .tdtzz/ dt:2/1 I
/t2+1 241 MRS

t 1
=211 - — —— _d¢
/ + 24+1 241

Rozdélime zlomek na dva jednodussi.
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Vypoctéte / #dx.]
x—1=#
1 - —
/‘ Va1, | de=2tdt | _ 1;—vf_ .
X x=t>+1 241
vVx—1=t
1+t 2+t t—1
=2 wm:z/ m:z/l Rk
./ﬂ+1 +1 _+ﬂ+1&

1
=21 dt
/ +2t2+1 2+1

“Vytvofime” v Citateli derivaci jmenovatele pomoci multiplikativni
konstanty 2.
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/1+i?j7d”]

Vypoctéte
x—1=14#
1 — =
/‘ Va1, | de=2tdt | _ 1;—vf_ .
x x=2+1 241
vVx—1=t
1+¢ 24t t—1
=2 . =/ =2 (1+5—
/ﬂ+1tw / 1& / +ﬂ+1&
1
=21 dt
/ +2t2+1 241
:2[t+ilnt2+1—arctgt}
Zintegryj dl i a podl £ gy
grujeme podle vzorcti a podle vztahu A )dx—ln\f(x)|.
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1++vx—1
Vypoctéte / %dx.]
x—1=¢
1++vx—1 dx = 2tdt 1+ V2
/7dx: = [ ——— 2tdt
x x=1t*+1 =+1
vVx—1=t
14t 2+t t—1
=2 tdt=2 m:z/l ——dt
/ﬂ+1tw / +1 +ﬂ+1

1
=21 dt
/ +2t2+1 2+1

=72 {t—i— Eln\tz—i—l\ —arctgt}

=2 {\/x1+%ln|x|—arctg\/x1} +C

Pouzijeme zpétnou substituci pro navrat k proménné x.
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6 Dalsi...

Jednotlivé metody je pochopitelné nékdy nutno kombinovat.
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[Vypoététe / arcsin x dx]

u = arcsinx u =

V1 = 2
/arcsinxdx 1—x

U/:]. =X
1-x2=t¢
x
— xaresiny — | ——— dyx| —2xdx = dt
/\/1—x2 1
xdx:—zdt

—xarcsinx—/(—l)idt
2) Vi
:xarcsinx—i—\/g

= xarcsinx + v1—x2+C
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KONEC
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