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Teorie.

(" Definice (parcidlni derivace podle x v bodé). Necht f : R? — R je}
funkce dvou proménnych. Rekneme, e funkce méa v bodé (x,y) par-
cidlni derivaci podle proménné x rovnu &islu f,(x,y), jestlize existuje
konec¢na limita

f(x,y) = lim

X
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Teorie.

(" Definice (parcialni derivace podle x v bod&). Necht f : R* — R je}
funkce dvou proménnych. Rekneme, ¥e funkce ma v bodé (x,y) par-
cidlni derivaci podle proménné x rovnu &islu f,(x,y), jestlize existuje
konec¢na limita

fr(x,y) = lim

Podle definice vidime, Ze pfi parcialni derivaci podle x se vlastné jednd o
to, Ze na funkci dvou proménnych f : z = f(x,y) pohlizime pouze jako
na funkci proménné x a derivace této funkce (ve smyslu derivace funkce
jedné proménné) je parcialni derivace funkce f podle proménné x.
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Definice (parcialni derivace podle x). Rekneme, Ze funkce ma na ote-
vrené mnoziné M parcialni derivaci podle x, jestlize ma v kazdém bodé
mnoziny M parcialni derivaci podle x. Predpisem, ktery kazdému bodu
takovéto mnoziny M prifadi hodnotu parcialni derivace podle x v tomto

bodé je definovana funkce nazyvana parcialni derivace podle x.
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Definice (parcialni derivace podle x). Rekneme, Ze funkce ma na ote-
vrené mnoziné M parcialni derivaci podle x, jestlize ma v kazdém bodé
mnoziny M parcialni derivaci podle x. Predpisem, ktery kazdému bodu
takovéto mnoziny M prifadi hodnotu parcialni derivace podle x v tomto

bodé je definovana funkce nazyvana parcialni derivace podle x.

Podobné, pohlizime-li na funkci f pouze jako na funkci proménné vy, je
derivace této funkce jedné proménné parcidlni derivaci funkce f podle y.

Definice (parcidlni derivace podle y). Parcidlni derivaci podle y defi-
nujeme pomoci limity

fu(x,y) =
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Definice (vyssi derivace). Opétovnym derivovanim téchto funkci do-
stdvame druhé a vyssi derivace (podobné jako v jednorozmérném pfi-
padé).
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Definice (vyssi derivace). Opétovnym derivovanim téchto funkci do-
stdvame druhé a vyssi derivace (podobné jako v jednorozmérném pfi-

Poznamka 1. Derivaci funkce z = f(x,y) podle x oznalujeme téz fy, z,,

of 0z
Zy, 6_' P . Podobné pro derivaci podle y. Druhé derivace oznacujeme
x' Ox’
02 0%z
!zl z a podobné.

Zxxr Tyyr Zxys xdu oy’ a—z
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Definice (vyssi derivace). Opétovnym derivovanim téchto funkci do-
stdvame druhé a vyssi derivace (podobné jako v jednorozmérném pfi-
padé).

Poznamka 1. Derivaci funkce z = f(x,y) podle x oznalujeme téz fy, z,,

of 0

e 6Z Podobné pro derivaci podle y. Druhé derivace oznadujeme
02 0%z

!zl z a podobné.

Zxx Tyyr Exyr 3o50 3y’ dy?
Ndésledujici véta ukazuje, ze smisené druhé derivace jsou vétsinou
totozné, tj. ze druhé derivace existuji ve vétSiné pripadd pouze tfi.

Véta 1 (Schwarzova véta). Jsou-li parcialni derivace ), a f;], definované
a spojité na oteviené mnoziné M, jsou totozné, tj. pro vechna (x,y) € M
plati

1, 06u) =1, (x,u).
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( Definice (hladké funkce). Bud M oteviend mnozina. Rekneme, e}
funkce f je hladkd na M, jestlize md na mnoziné M spojité vSechny
prvni parcilni derivace. Rekneme, e funkce f je na M hladkd Fadu k,
jestlize ma na mnoziné M spojité vSechny parcialni derivace do fadu k
véetné. Mnozinu spojitych funkci na M oznadujeme C(M), mnozZinu
hladkych funkci C' (M), mnozinu hladkych funkei Fadu k oznaéujeme
Ck(M).
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( Definice (hladké funkce). Bud M oteviend mnozina. Rekneme, e}
funkce f je hladkd na M, jestlize md na mnoziné M spojité vSechny
prvni parcilni derivace. Rekneme, e funkce f je na M hladkd Fadu k,
jestlize ma na mnoziné M spojité vSechny parcialni derivace do fadu k
véetné. Mnozinu spojitych funkci na M oznadujeme C(M), mnozZinu
hladkych funkci C' (M), mnozinu hladkych funkei Fadu k oznaéujeme
Ck(M).

Poznamka 2. V bodé, ve kterém ma funkce jedné proménné derivaci,
je funkce spojitda a ma tecnu. U funkce vice proménnych podobnd véta
neplati, z existence parcidlnich derivaci neplyne spojitost. Spojitost plyne
az z existence a spojitosti parcidlnich derivaci. Nasledujici véta udava,
ze funkce hladké v okoli néjakého bodu jsou v tomto bodé spojité, maji
tomto bodé te¢nou rovinu a funkéni hodnoty téchto funkci |ze aproximovat
funkénimi hodnotami na této tecné roviné, tj. Ze v okoli bodu dotyku lezi
body na grafu funkce blizko tecné roviny.
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Véta 2. Necht funkce f ma definované a spojité parcialni derivace v okoli
bodu (xo,yo). Potom plati nasledujici.

e Funkce f je v bodé (xo,yo) spojita.
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Véta 2. Necht funkce f ma definované a spojité parcialni derivace v okoli
bodu (xo,yo). Potom plati nasledujici.

e Funkce f je v bodé (xo,yo) spojita.
e Rovina o rovnici
z = f(x0,Yo0) + 5 (x0,Y0) (x —x0) + T}, (x0,Y0) (¥ — yo)

je teéna rovina ke grafu funkce f v bodé (x¢,yo, f(x0,Yo))
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Véta 2. Necht funkce f ma definované a spojité parcialni derivace v okoli
bodu (xo,yo). Potom plati nasledujici.

e Funkce f je v bodé (xo,yo) spojita.
e Rovina o rovnici
z = f(x0,Yo0) + 5 (x0,Y0) (x —x0) + T}, (x0,Y0) (¥ — yo)
je teéna rovina ke grafu funkce f v bodé (x¢,yo, f(x0,Yo))
e Plati priblizny vzorec
f(x,y) = f(x0,Yo) + 5. (x0,Y0) (x — x0) + T}, (X0, Y0) (Y — yo).
V tomto vzorci je presnost tim vétsi, ¢im
— je mensi vzdélenost bodd (x,y) a (xo0,Yo),

— jsou mensi druhé derivace funkce f (pokud existuji).
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Cviceni.

Zadani. V nasledujicich cvicenich naleznéte parcidlni derivace do fadu
dva (v&etng). U vSech téchto funkci jsou smiSené parcidlni derivace
stejné.
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Najdéte derivace funkce z(x,y) = x* + xy + y> do ¥adu dva.
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Najdéte derivace funkce z(x,y) = x* + xy + y> do ¥adu dva.

2z, =2x+1-y+0

(ﬁarivujeme soutet (x? 4+ xy +y°) podle x. \
o x? derivujeme jako funkci jedné proménné.

e Proménnou y v souinu xy povazujeme pfi derivaci podle x za kon-
stantu a proto derivujeme podle pravidla pro derivaci konstantniho
nasobku. Derivace funkce x podle x je obycejna derivace funkce
jedné proménné.

e Cleny3 neobsahuje proménnou x. Proto je tento Clen pfi derivaci
podle x povazovan za konstantu a derivovanim vypadne (derivace
konstantni funkce je nula).

4

¢’
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Najdéte derivace funkce z(x,y) = x* + xy + y> do ¥adu dva.

2, =2x+1-y+0=2x+y

Upravime. ‘
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Najdéte derivace funkce z(x,y) = x* + xy + y> do ¥adu dva.

2l =2x+1-y+0=2x+y
z, =0+4+x- 14 3y?

6erivujeme soudet (x? 4+ xy +y°) podle y.

\

e x? derivujeme jako konstantu, protoZe tento &len neobsahuje pro-

ménnou Y.

e Faktor x ve vyraze xy lze povazovat za konstantni ndasobek a pfi

derivovani tedy zlstava

obycejna derivace.

(xy)y,

=x(y),,

. Derivace y podle y je

e Clen y? derivujeme jako funkci jedné proménné.
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Najdéte derivace funkce z(x,y) = x* + xy + y> do ¥adu dva.

2, =2x+1-y+0=2x+y
Z{J:O+x-1+3y2:x+3y2

Upravime. ‘
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Najdéte derivace funkce z(x,y) = x* + xy + y> do ¥adu dva.

2, =2x+1-y+0=2x+y
7 =0+x-1+3y?> =x+3y?
2. = (2x+y)y

Derivujeme z, podle x ‘

Cviceni.
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Najdéte derivace funkce z(x,y) = x* + xy + y> do ¥adu dva.

2, =2x+1-y+0=2x+y
Z{J:O+x-1+3y2:x+3y2
2. =(2x+y),=2-140

UZijeme pravidlo pro derivaci souctu a derivaci konstantniho nasobku. ‘
Cviceni.
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Najdéte derivace funkce z(x,y) = x* + xy + y> do ¥adu dva.

2, =2x+1-y+0=2x+y
Z{J:O+x-1+3y2:x+3yz
e =2x+y),=2-140=2

N

Upravime. ‘
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Najdéte derivace funkce z(x,y) = x* + xy + y> do ¥adu dva.

2, =2x+1-y+0=2x+y
7 =0+x-1+3y?> =x+3y?
2. =(2x+y),=2-1+0=2
2y = (2x +y)]

—
Abychom nasli Zyy

Cvideni. (©Robert Mafik, 2006 |4

budeme derivovat z; podle y.




Najdéte derivace funkce z(x,y) = x* + xy + y> do ¥adu dva.

2, =2x+1-y+0=2x+y
Z{J:O+x-1+3y2:x+3y2
Zyy =(2x+y)y=2-14+0=2
zy, = (2x+y), =0+1

PouzZijeme pravidlo pro derivaci souctu. ProtoZe x povaZujeme nyni za |
konstantu, je ¢len (2x) také konstanta.

y
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Najdéte derivace funkce z(x,y) = x* + xy + y> do ¥adu dva.

2, =2x+1-y+0=2x+y
Z{J:O+x-1+3y2:x+3yz
2. =(2x+y),=2-1+0=2
Zy, = (2x+y), =0+1=1

Upravime. ‘
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Najdéte derivace funkce z(x,y) = x* + xy + y> do ¥adu dva.

=2x+1-y+0=2x+vy
=0+x-1+3y?> =x+3y?
2. =(2x+y),=2-1+0=2

Zy, = (2x+y), =0+1=1

xy
"o 2N/
zyy = (x +3y7),

®~

e~

Abychom nasli z;/,, derivujeme z| podle y.
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Najdéte derivace funkce z(x,y) = x* + xy + y> do ¥adu dva.

2, =2x+1-y+0=2x+y
Z{J:O+x-1+3y2:x+3y2
Zyy =(2x+y)y=2-14+0=2
Zy, = (2x+y), =0+1=1
Zl, = (x+3y?), =0+3-2y’

Pouzijeme vzorec pro derivaci souctu, derivaci konstantniho ndsobku a |

derivaci mocninné funkce.
Cvicen, ©Robert Maik, 2006 [




Najdéte derivace funkce z(x,y) = x* + xy + y> do ¥adu dva.

2, =2x+1-y+0=2x+y
Z{J:O+x-1+3y2:x+3yz

Zyy =(2x+y)y=2-14+0=2
Zy, = (2x+y), =0+1=1

Zl, = (x+3y?), =043 -2y' =6y

Upravime. J‘
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Najdéte derivace funkce z(x,y) = x* + xy + y> do ¥adu dva.

2, =2x+1-y+0=2x+y
Z{J:O+x-1+3y2:x+3y2

Zy = (2x+y)y=2-14+0=2
Zyy = (2x+y), =0+1=1

Zl, = (x+3y?), =043 -2y' =6y

Hotovo. I
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Najdéte derivace funkce z(x,y) = (x + y)e * do ¥adu dva. |
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Najdéte derivace funkce z(x,y) = (x + y)e * do ¥adu dva. |

/

zy=(x+y) e "+ (x+y)- ()

e Funkce se sklada ze dvou faktoril v soucinu. |z = (x +y)-e ~

e Oba faktory obsahuji proménnou x a prfi derivaci podle x tedy
musime nutné funkci derivovat jako soucin dvou funkci.

4
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Najdéte derivace funkce z(x,y) = (x + y)e * do ¥adu dva. |

z, =(x+y)y-e “+(x+y)-(e7¥),
=(14+0e *+(x+y)-e > -(-1)

Dal pouzijeme obvykla pravidla pro derivovani, proménnou y pfi tom
povazujeme za konstantu.
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Najdéte derivace funkce z(x,y) = (x + y)e * do ¥adu dva. |

z, =(x+y)y-e “+(x+y)-(e7¥),
=(14+0e *+(x+y)-e* - (—=1)=e *- (1 —x—1y)

X

Vytkneme e *.

Cviceni. (©Robert Marik, 2006 [E§



Najdéte derivace funkce z(x,y) = (x + y)e * do ¥adu dva. |

ze=(x+y-e "+ (x+y)-(e7),
=(14+0e*+(x+y)-e™-(-1)=e"-(1-x—y)

/ X

z, =(x+vy), -e”

4 )

e Derivujme nyni podle y. Funkce je soucinem dvou faktord

X

‘z:(x—l—y)e

e Zeleny vyraz neobsahuje proménnou y a povazujeme jej tedy za
konstantu. Jedna se tedy vlastné o konstantni ndsobek funkce (x+
y), kterou zderivujeme snadno.

“w p
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Najdéte derivace funkce z(x,y) = (x + y)e * do ¥adu dva. |

z, =(x+y)y-e “+(x+y)-(e7¥),
=(1+0e ™ +(x+y)-e*-(=1)=e*-(1-x—y)
z,=(x+y),-e*=(0+1)e "

Provedeme derivaci, jak jsme popsali vyse. ‘
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Najdéte derivace funkce z(x,y) = (x + y)e * do ¥adu dva. |

zp = (x+y) e+ (x+y) - (e7¥)y
=(1+0)e ™ +(x+y)-e - (=1)=e " (1 —x—y)
z,=(x+y), e *=(0+1e*=e"

Upravime. ‘
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Najdéte derivace funkce z(x,y) = (x + y)e * do ¥adu dva. |

2= (x+u) e+ (e +y) - (e
=(1+0e ™+ x+y)-e™ - (=)=e *- (1 =x—y)
z,=(x+y), e *=(0+1)e*=e"

Zy=e - (=1)-(1—x—y)+e *(0—-1-0)

/i . . /
o Pro nalezeni z, derivujeme z, podle x.

e Proménna x je obsazena v obou vyrazech figurujicich v soucinu a
je tedy nutno pouZit pravidlo pro derivaci soucinu dvou funkci.

Cvideni. (©Robert Maik, 2006



Najdéte derivace funkce z(x,y) = (x + y)e * do ¥adu dva. |

z, =(x+y)y-e “+(x+y)-(e7¥),
=(14+0e ™+ (x+y)-e*-(=1)=e>-(1—x—y)
2, =(x+y), - e *=(0+1)e*=e"
Zi,=e - (=1)-(1—=x—y)+e *(0—-1-0)
=e *(=T+x+y—1)
Vytkneme vyraz, ktery se opakuje. J‘
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Najdéte derivace funkce z(x,y) = (x + y)e * do ¥adu dva. |

zp = (x+y) e+ (x+y) - (e7¥)y
=(1+0)e ™ +(x+y)-e - (=1)=e " (1 —x—y)
z,=(x+y), e *=(0+1)e*=e"

Zi=e - (=1)-(1—x—y)+e *0—-1-0)
=14+ x4+y—1)=e *(x+y—2)

Upravime. ‘

Cviceni. (©Robert Marik, 2006 [E§



Najdéte derivace funkce z(x,y) = (x + y)e * do ¥adu dva. |

zp = (x+y) e+ (x+y) - (e7¥)y
=(1+0)e ™ +(x+y)-e - (=1)=e " (1 —x—y)
z,=(x+y), e *=(0+1e*=e"

!
Y

/

Abychom nasli smidenou derivaci, vypoéteme bud (z,) I |

Druha moznost se zda byti schidnéjsi.

nebo (z,))
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Najdéte derivace funkce z(x,y) = (x + y)e * do ¥adu dva. |

zp =(x+y) e+ (x+y)- ()
=(14+0e ™+ (x+y)-e*-(=1)=e>-(1—x—y)
2, =(x+y), - e *=(0+1)e*=e"
Zi,=e - (=1)-(1—=x—y)+e *(0—-1-0)
e X(—T+x+y—1)=e*(x+y—2)
Zyy = (67%), = —€7%
Protoze funkce z; je funkci jedné proménné, derivujeme jako v )

diferencialni poc¢tu funkce jedné proménné pomoci retézového pravidla
pro derivaci slozené funkce:

(e7) =e () =e(-1)

Cviceni. (©Robert Maf¥ik, 2006“



Najdéte derivace funkce z(x,y) = (x + y)e * do ¥adu dva. |

z, =(x+y)y-e “+(x+y)-(e7¥),
=(1+0)e ™ +(x+y)-e - (=1)=e " (1 —x—y)
z,=(x+y), e *=(0+1e*=e"

Abychom na3li z;],, budeme derivovat z;, podle y. Pozor! Proménna y |

v derivaci z; vibec nefiguruje. Vyraz z; je tedy konstanta vzhledem k
Yy a jeho derivace je nula.
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Najdéte derivace funkce z(x,y) = (x + y)e * do ¥adu dva. |

zp = (x+y) e+ (x+y) - (e7¥)y
=(1+4+0)e ™+ (x+y)-e - (=1)=e " (1 —x—y)
z,=(x+y), e *=(0+1e*=e"

1" —X\/ _ X
zy, = (e77), =—¢
"o

Zyy =0

Hotovo. I
Cviceni. (©Robert Mafik, 2006




+y?
1

do Fadu dva.

Najdéte derivace funkce z(x,y) =

Cviceni. (©Robert Matik, 2006



2

Najdéte derivace funkce z(x,y) = do fadu dva.]

[ )

e Abychom méli derivovani co nejpohodIn€jsi, napiseme funkci ve

tvaru soudinu " (x +1u?) |

e \yraz ] neobsahuje x a je tedy pfi derivovani podle x kon-

stantnim nasobkem. Potom je derivovani snadné.

e Zbyva zderivovat &len (x +y?) jako souéet.

[ <<} Cviceni. (©Robert Marik, 2006 B4



. . +y?
Najdéte derivace funkce z(x,y) = — do fadu dva.
1 1
== (140 =

Upravime.

Cuideni. (©Robert Mafik, 2006 B
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Najdéte derivace funkce z(x,y) =

do Fadu dva.]

1
I

2= 1

, YD -1 —(x+yH)y-1),

yé =
y (y—1)2
Y

(Pii derivovani podle y musime pouZit vzorec pro derivaci podilu, A\

protoze proménna y figuruje i v Citateli i ve jmenovateli a finta z
predchoziho kroku je nyni nepouzitelna. Derivujeme tedy podil

x-l-yz
y—1-

Cviceni. (©Robert Maf¥ik, 2006“
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Najdéte derivace funkce z(x,y) =

do Fadu dva.]

;1
z, = yj,
, YD)y =1 - (x+y?)y—1),
v (1?2
_(0+2y)y -1 —(x+y*)(1-0)
(y—1)2

Dokoncime derivaci Citatele a jmenovatele.

Cuideni. (©Robert Mafik, 2006 B



2
Najdéte derivace funkce z(x,y) =

do Fadu dva.]

;1
z, = yj,
, YD)y =1 - (x+y?)y—1),
i (1?2
_(0+2y)y—1) —(x+y*)(1-0)
(y—1)2

2y —2y—(x+y?)
B (y—1)?

Upravime.

Cuideni. (©Robert Mafik, 2006 B
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Najdéte derivace funkce z(x,y) =

do Fadu dva.]

. (x+y3),y—1) —(x+y*)y-1),
Y (y—1)?
O0O+2y)(y—1)— (x+y?)(1-0)
(y—1)2

2y -2y —(x+y?)

B (y—1)2

_yr—2y—x

[y —1)?

Jesté upravime a mame vysledek.

Cuideni. (©Robert Mafik, 2006 B



2

Najdéte derivace funkce z(x,y) =

do Fadu dva.]

/ 1 Z/:yz_zy_x
y-1Y (y=1)2

Nasli jsme prvni derivace a pouzijeme je k vypoctu druhych derivaci.

Cuideni. (©Robert Mafik, 2006 B



2
do Fadu dva.

Najdéte derivace funkce z(x,y) =

1 yr—2y—x
I / "
= — == :O
STy —12 = T
ZN :O

e Pro nalezeni z,/, budeme derivovat z, podle x.

e Protoze z, neobsahuje prom&nnou x, povazujeme tento vyraz pfi
derivovani podle x za konstantu a derivace konstanty je nula.

Cviceni. (©Robert Maf¥ik, 2006“



2

Najdéte derivace funkce z(x,y) = do fadu dva.]

1 yr—2y—x
I / "
= — = - :0'
STy TSI
2l =0

zgy =—1-(y=172-(1-0)

Xy

o N o /
e Pro nalezeni z,,, budeme derivovat z, podle y.

a pouzijeme obycejnou derivaci.

e ProtoZe z, neobsahuje x, jednd se vlastné& o funkci jedné promé&nné

Cvigeni.

(©Robert Mafik, 2006 “



. . vt
Najdéte derivace funkce z(x,y) = — do fadu dva.
1 yr—2y—x 1
o I "o _ "o _
Tyo o -1z = O 2 (y—1)2
Zl =0
1
4 = —1 . — 1 =~ . 1 - O = =
2y =-T- (=210 =5
Upravime.

Cuideni. (©Robert Mafik, 2006 B



2
Najdéte derivace funkce z(x,y) = — do fadu dva.]
1 yr—2y—x 1
r_ r_ ) no_ _
Tyo o -1z @ BT P (y—1)2
g =2y -1 -y —2y—x)-2-(y—1)-(1-0)
vy (y—1)*
4 )
y2—2y—x
e Pro nalezeni z{}, derivujeme z|, = o podle y. Protoze

Yy je i v Citateli i ve jmenovateli, pouzZijeme vzorec pro derivaci
podilu.
)2

e Vyraz (y — 1)° derivujeme jako sloZenou funkci.

4
Cviceni. (©Robert Maf¥ik, 2006“



2

Najdéte derivace funkce z(x,y) =

do Fadu dva.]

Z/_ 1 Z/_yz_zy_x Z// -0 Z// _ 1
*Ty—=1" Y (y—1)2 0 T T (y—1)2
i 2y-Qy-1 -y -2y—x)-2-(y—1-(1-0)
v (y—1)*
o =12 =y =2y —x)
B e

Vytkneme vyraz 2(y — 1)

Cvideni. (©Robert Mafik, 2006 |4



2
Najdéte derivace funkce z(x,y) =

do Fadu dva.]

Z/_ 1 Z/_yz_zy_x Z// -0 Z// _ 1
*Ty—1" TV (y=1)2 7 T T Y (y—1)2
i 2y-Qy-1 -y -2y—x)-2-(y—1-(1-0)
yy (U_U4
y—12—(y?>—2y—x)
=2y —1
A TR
x+ 1
=2
(y—1)3

Upravime citatel — roznasobime a se¢teme odpovidajici si cleny.

Cviceni. (©Robert Mafik, 2006 B



2
Najdéte derivace funkce z(x,y) =

do Fadu dva.]

2= — z;—y;(;_zﬁ;", 2, =0,y =——
o =2y —1)?—(y*—2y—x)-2-(y—1)-(1-0)
vy (y_])4
12— (2 — 2y —
SIS S
x+1
o
Hotovo.

Cvideni. (©Robert Mafik, 2006 B4



Najdéte derivace funkce z(x,y) = arctg% do Fadu dva.]‘

Cviceni. (©Robert Matik, 2006



Najdéte derivace funkce z(x,y) = arctg% do Fadu dva.]
r_ 1 - _2
Zx_1 yz'y'(”X
Tz
)
! 1
(arctgf(x]) = sz(x—

f
e Derivujeme funkci arctg(-) podle pravidla
(derivace funkce arkustangens a derivace slozené funkce).

e Vyraz = derivujeme jako soucin konstantniho vyrazu a mocninné

Y —i
S=q-x "|
(©Robert Marik, 2006 B4 !

funkce, tj.
X

Cviceni.

e B B



Najdéte derivace funkce z(x,y) = arctg — do Fadu dva.]
1 x? y
/ 2
2 ’ y ’ (7] )X 727 '!2 ’ X_Z

XZ

(Upravime. Mimo jiné pouZzijeme Gpravu
.

1 p—

a(i+y) 24y
X

Cviceni.

©Robert Mafik, 2006 K4




L R
x2 +y?

Najdéte derivace funkce z(x,y) = arctg L do Fadu dva.]‘
X
X2ty 2

1 .y.(_])x_zz

(©Robert Mafik, 2006

Vynasobime zlomky. Clen x? se zkrati.
Cvi&eni.



Najdéte derivace funkce z(x,y) = arctg L do Fadu dva.]
X

2

2l = ] g x it Yo Y
x 1_1_2_; x2+y2 x2 x2 +y2
1 1
Zl_/.j = o= ¢ 1
1+ % x
PouZijeme vzorec | (arctg(f(x)))’ = ;f’(x) a vyraz =
14 12(x)
1
derivujeme jako soucin konstanty a mocninné funkce, tj. C ‘Y|
X X

Cviceni.

©Robert Mafik, 2006 [



Najdéte derivace funkce z(x,y) = arctg L do Fadu dva.]
X

1 Xy y
[— . o (= _2:—7-—:—7
ZX—H_% y- (=1 X2 +y? X2 X2 +y2
X
, 1 1 : x? 1
7 = ] = :
E 1+1>J<_§ X x?+y? x
Upravime.

Cuideni. (©Robert Mafik, 2006 B



Najdéte derivace funkce z(x,y) = arctg L do Fadu dva.]
X

1 x? y Yy
[— . o (= _2:—7-—:—7
ZX—H_% y- (=1 X2 +y? X2 X2 +y2
X
, 1 1] x? 1 X
. = - — . = - = ——
Voogpu ox x2+y2 x x24y?
X

Vynasobime zlomky a zkratime x.

Cuideni. (©Robert Mafik, 2006 B



Najdéte derivace funkce z(x,y) = arctg% do Fadu dva.]‘

1 Y / X

Zx:_xz+yz Zy :Xz+yz i

Nasli jsme prvni derivace.

Cuideni. (©Robert Mafik, 2006 B




Najdéte derivace funkce z(x,y) = arctg L do Fadu dva.]‘
X

l Y / X

Zx:_xz+yz Zy :Xz+yz :

Zl,=—y-(=1)- (x> +y?) 2 (2x+0)

Derivujeme z. = —y - (x* +y?) ' podle x. Clen (—y) je konstantni
nasobek a déle pouzivime pravidlo pro derivaci slozené funkce
2 21
(x+y7) .
e ©Robert Mafik, 2006 [




Najdéte derivace funkce z(x,y) = arctg L do Fadu dva.]‘
X

Al = — Y 2l = x

x X2+y2 ! Y X2+y2 P
==y (1) O 4y 2 (2 0) =
ZXX_ Y X Yy X - (X2+y2)2

Upravime.

Cuideni. (©Robert Mafik, 2006 B



Najdéte derivace funkce z(x,y) = arctg% do Fadu dva.]

T R
x X2 +y2 | VT X2 1y |

"o 1 (2 2)—2 (2 O)_ ZXy
Zix ==Y (=1) - (x* +y (2x + = 62 PR

"o 1'(XZ+UZ)_U'(O+ZU)

Ixy = 2 +12)2

Derivujeme z, = —% podle y pomoci vzorce pro derivaci podilu. I
X Y

Cuiceni. ©Robert Matik, 2006 B




Najdéte derivace funkce z(x,y) = arctg% do Fadu dva.]

oY | [y
x x2+y2 ! Y x2+y2 P

L=y (1) (2 4y R (24 0) = D
B =TT e e S e
oo 124y —y - (042y) X2 —y?

Xy (XZ +y2)2 (XZ +y2)2

Upravime Ccitatel.

Cviceni. (©Robert Mafik, 2006 B



Najdéte derivace funkce z(x,y) = arctg L do Fadu dva.]
X

Z/:—L z! :;
X X2+y2 ! Y X2+y2 )
"o ( ]) ( 2+ 2)—2 (2 +O)— ZXy
R TRk
7! :_1-(x2—|—y2)_y.(0+2y):_ Xz_yz _ UZ—XZ
Xy (X2+y2)2 (XZ +y2)2 (X2+y2)2

Vynasobime se zapornym znaménkem pred zlomkem.

Cviceni. (©Robert Mafik, 2006 B



Najdéte derivace funkce z(x,y) = arctg% do Fadu dva.]

Z/:—L z! :;

X X2+y2 ! Y X2+y2 )

"o __ ( ]) ( 2 2)—2 (2 O)— ny

==y (1) (2 72 2k 0) = 2

7! :_1-(x2—|—y2)_y.(0+2y):_ Xz_yz _ yz_xz

xy (XZ +y2)2 (XZ +y2)2 (X2+y2)2

zgy =% (=1)- (6 +y*) 72 (0 + 2y)

Derivujeme zl'J =x- (x> +y?)"! podle y, pfitem? x povaZujeme za
konstantu a (x? 4+y?)~!
(x* +y?).
e ©Robert Mafik, 2006 [

za mocninnou funkci s vnitfni slozkou




Najdéte derivace funkce z(x,y) = arctg L do Fadu dva.]
X

r_ Y ;L X
Zx*—m, nym'
! 2, .,2y-2 2xy
Zy =Y - (=1) - (x* +y°) .(2x+0):m
7! __1~(x2_|_y2)_y,(0+2y)_— Xz_yz B yz_xz
xy (XZ +y2)2 - (XZ +y2)2 - (X2+y2)2
- 2xy
Zy =% (1) 03 D)2 04 2) =~

Upravime.

Cuideni. (©Robert Mafik, 2006 B



Najdéte derivace funkce z(x,y) = arctg% do Fadu dva.]

r_ Y ;X
Zx*—m, nym'
! 2, .,2y-2 2xy
Zy =Y - (=1) - (x* +y°) .(2x+0):m
7! __1~(x2_|_y2)_y,(0+2y)_— Xz_yz B yz_xz
Xy (XZ +y2)2 - (XZ +y2)2 - (X2+y2)2
- 2xy
=5 (1) 62 4 04 2) =~

Hotovo.
Cviceni.

(©Robert Mafik, 2006 “



Najdéte derivace funkce z(x,y) = /1 —x2 —y?2 do fadu dva.

Cviceni. (©Robert Matik, 2006



Najdéte derivace funkce z(x,y) = /1 —x2 —y?2 do fadu dva.

(1=x* —y*) /% (=2x)

Nl—‘

@erivujeme jako slozenou funkci, vnéjsi slozka je mocninnd s \

exponentem 7 a derivaci slozené funkce pocitame ze vzorce

(flotx)) =f'(g(x) - 0'(x

Cviceni. (©Robert Maf¥ik, 2006“




Najdéte derivace funkce z(x,y) = /1 —x2 —y?2 do fadu dva.

1 X
I — (1 —x2 /2y =
=51 =) A2 = e
Upravime.

Cuideni. (©Robert Mafik, 2006 B



Najdéte derivace funkce z(x,y) = /1 —x2 —y?2 do fadu dva.

1 X
2l =-(1—-%—y?) "2 (- )= —————
5 y) e
1
2o =50 -x"—y") (-2

@erivujeme jako slozenou funkci, vnéjsi slozka je mocninnd s

exponentem = a derivaci slozené funkce pocitdme ze vzorce

(flotx)) =f'(g(x) - 0'(x

Cviceni. (©Robert Maf¥ik, 2006“



Najdéte derivace funkce z(x,y) = /1 —x2 —y?2 do fadu dva.

X

1
bty 2 2\—=1/2(_ - x
R T B Y ey

1 Y
ey 2 2y—=1/2(_ .y
z, =5 (1 =x" =y )77 (-2y) = e

Upravime.
(©Robert Mafik, 2006 |5

Cviceni.



Najdéte derivace funkce z(x,y) = /1 —x2 —y?2 do fadu dva.

x Y
Z/:—i Z«/ —

* V1 —x%2—y? L, vy
y o VeaT=x2—y2—x- 1. (1—x2 —y?)71/2(—2x)
X

Derivujeme jako podil funkci

(u)’ u v—u-v'

v v2

Cvideni. (©Robert Mafik, 2006 |4



Najdéte derivace funkce z(x,y) = /1 —x2 —y?2 do fadu dva.

X Y
Z/:—i Z/ —

* V1I—x2—y? Y _\/1—x2—y2

v 1—x2—y2—x-+.(1=x2—y2)" /2 (=2x)
XX 1— Z_yZ
(1—x*—y?)+x?
(01— x2 —y2)3/2

Roz&ifime zlomek vyrazem /1 —x% —yZ. Tim odstranime sloZeny
zlomek.

Cviceni. (©Robert Maf¥ik, 2006“




= /1 —x%x2 —y? do ¥adu dva.
Y

Z/:_é Z - %
* V1I—x2—y? Y V1—x2—y?

1
; :_1-\/1—x2—y2—x-7-(1—x2—
1—x2—y?

(1—x2—y?)+%x* 21
(1 =x2—y2)3/2 T (1 —x2—y2)3/2

Najdéte derivace funkce z(x,y)

Y22 (=20)

Upravime.
(©Robert Mafik, 2006 B

Cviceni.




Najdéte derivace funkce z(x,y)

= /1 —x%x2 —y? do ¥adu dva.
Y

=X 2 =g
Y R e, ey
T x L (12—

1—x2—y?
(1—x*—y?) +x* 21

(1 =x2—y2)3/2 T (1 —x2—y2)3/2

= (-3) -2 —v1 2 -2)

Y22 (=20)

"

Zyy =

P¥episeme derivaci podle x do tvaru z, = —x - (1 — x?—y?) 172 x
povazujeme za konstantu (derivujeme podle y) a pouzijeme pravidlo

pro derivaci konstantniho nasobku a derivaci slozené funkce
(©Robert Mafik, 2006

Cviceni.



= /1 —x%x2 —y? do ¥adu dva.
Y

Z/:_é Z - %
* V1I—x2—y? Y V1—x2—y?

Najdéte derivace funkce z(x,y)

L _ VT —x2 -y 3 (1=x2—y2)" 12 (=2x)

XX 1 —XZ _yZ

0 =x2—y) +x2 y?—1
(1 =x2—y2)3/2 T (1 —x2—y2)3/2
1 Xy
"o 2 2\—3/2 _
Zyy = X (—z) (1—=x"—y7) (—2y) = —m
Upravime.
Cuideni. (©Robert Mafik, 2006 B




= /1 —x%x2 —y? do ¥adu dva.
Y

Z/:_é Z - %
* V1I—x2—y? Y V1—x2—y?

1
; :_1-\/1—x2—y2—x-7-(1—x2—
1—x2—y?

(1—x2—y?)+%x* 21
(1 =x2—y2)3/2 T (1 —x2—y2)3/2

Najdéte derivace funkce z(x,y)

Y22 (=20)

1 Xy

"o - N2 0 2\=3/2(_ AL - A
ny - X( 2) (] X Yy ) ( zy)_ (]_Xz_y2)3/2

" x? —1
Z =

VY T (1 —x2 —y2)3/2

Vypocet z y Je podobny jako vypoclet zy
e ©Robert Mafik, 2006 [




Najdéte derivace funkce z(x,y) = (x* +y)e"2_y do Fadu dva. I

Cviceni. (©Robert Matik, 2006



Najdéte derivace funkce z(x,y) = (x* +y)e"2_y do Fadu dva. I

z, =2x- e’ Y 4 (x2 +y)- e 7Y (2x)

Derivace soudinu
(uw-v) =u -v+u-v

[<] Cvideni. (©Robert Matik, 2006 [



Najdéte derivace funkce z(x,y) = (x* +y)e"2_y do Fadu dva. I

2l =2x- eV 4 (2 4y)-eX Y(2x) = 2xeX V(2 4y + 1)

X

Vytkneme 2xeX Y.

Cviceni. (©Robert Marik, 2006 [E§




Najdéte derivace funkce z(x,y) = (x* +y)e"2_y do Fadu dva. I

2, =2x- e V4 (X2 ) e Y(2x) = 2% V(S +y +1)

2y =1 V4 (x2+y) e V(1)

Derivace soudinu
(uw-v) =u -v+u-v

Cvideni. (©Robert Matik, 2006 [



Najdéte derivace funkce z(x,y) = (x* +y)e"2_y do Fadu dva. I

2, =2x- e V4 (X2 ) e Y(2x) = 2% V(S +y +1)

z, =1 e Y 4 (x% +y) - e"z*y(—lj = exz’y(l —x? —y?)

Upravi knutim e* Y
pravime vytknutim e .

Cviceni. (©Robert Marik, 2006 [E§



Najdéte derivace funkce z(x,y) = (x* +y)e"2_y do Fadu dva. I

2, =2x- e V4 (X2 ) e Y(2x) = 2% V(S +y +1)

Y

2 =1.e5 V4 (x% +y) - e"zfy(—lj = e"z’y(l —x? —y?)

Z! = exzfy(Zx) (2% 4+ 2xy 4+ 2x) + e’ v (6x? 4+ 2y +2)

XX

/PFepi_%eme derivaci z,, do tvaru
2 )
zy = Y (2% 4+ 2xy + 2x)
a pouzijeme pravidlo pro derivaci soucinu

(w-v) ' =u" -v+u-v'.

Cviceni.

(©Robert Mafik, 2006 |4



Najdéte derivace funkce z(x,y) = (x* +y)e"2_y do Fadu dva. I

2, =2x- e V4 (X2 ) e Y(2x) = 2% V(S +y +1)

z, =1 ey (x% +y) - e"zfy(—lj = e"z’y(l —x? —y?)

2 =X Y (2x) - (2x3 + 2xy + 2x) + e’ v (6x? 4+ 2y +2)

XX

=2 V(2 + 2Py + 2+ 32y + 1)

Vytkneme 2e¥" Y,

Cviceni. (©Robert Marik, 2006 [E§




Najdéte derivace funkce z(x,y) = (x* +y)e"2_y do Fadu dva. I

2, =2x- e V4 (X2 ) e Y(2x) = 2% V(S +y +1)

z, =1 ey (x% +y) - e"zfy(—lj = e"z’y(l —x? —y?)

2 =X TY(2x) - (23 + 2xy + 2x) + € Y (6x% + 2y + 2)

=2 VA + Py + 22+ 3y + 1)
— 2eX" Y (2x* +2x*y +5x2 +y + 1)

Upravime v zavorce.

J

Cviceni. (©Robert Marik, 2006 [E§



Najdéte derivace funkce z(x,y) = (x* +y)e"2_y do Fadu dva. I

2, =2x- e V4 (X2 ) e Y(2x) = 2% V(S +y +1)

Y

2 =1.e5 V4 (x% +y) - e"zfy(—lj = e"z’y(l —x? —y?)

2 =T (2x) - (1 =% —y)+e¥ Y. (—2x)

Xy

(Zaéneme u parcialni derivace

2zl =X V(1 —x2 —y?)

(w-v)' =u -v+u-v'

a derivujeme podle x pomoci pravidla pro derivaci soucinu

Cviceni.

(©Robert Mafik, 2006 |4



Najdéte derivace funkce z(x,y) = (x* +y)e"2_y do Fadu dva. I

2, =2x- e V4 (X2 ) e Y(2x) = 2% V(S +y +1)

z, =1 ey (x% +y) - e"zfy(—lj = e"z’y(l —x? —y?)

2 =T (2x) - (1 =X —y) +e¥ Y. (—2x)

Xy
=2xeX V(1 —x2—y—1)

Vytkneme 2xeX Y.

Cviceni. (©Robert Marik, 2006 [E§




Najdéte derivace funkce z(x,y) = (x* +y)e"2_y do Fadu dva. I

2, =2x- e V4 (X2 ) e Y(2x) = 2% V(S +y +1)

z, =1 ey (x% +y) - e"zfy(—lj = e"z’y(l —x? —y?)

2l =T (2) - (1=x2 —y) + e 7V (2x)
=2xeX V(1 —x2—y—1)
=—2xe* Y(x% +1)

Upravime.

J

Cviceni. (©Robert Marik, 2006 [E§



Najdéte derivace funkce z(x,y) = (x* +y)e"2_y do Fadu dva. I

2l =2x- XY 4 (k2 4y) e TY(2x) = 2xeX Y (k2 +y + 1)

A T e T (x% +y) - e"zfy(—lj = e"z’y(l —x? —y?)

Zy

"o exzfy(_]) - (1 —x? -vy) +€X27U - (=1)

Z'U Y

(Pro nalezeni z,,, VyuZijeme

z, = e Y (1 —x%2 —y?)

a derivujeme jako soucin funkci podle pravidla

(w-v) ' =u" -v+u-v'.

(©Robert Mafik, 2006 |4

Cviceni.



Najdéte derivace funkce z(x,y) = (x* +y)e"2_y do Fadu dva. I

2, =2x- e V4 (X2 ) e Y(2x) = 2% V(S +y +1)

z, =1 ey (x% +y) - e"zfy(—lj = e"z’y(l —x? —y?)

"

Zpy = V() (1% —y) e Y ()
= (DX V(2 —x* —y)

2
Vytkneme (—1)e* Y. Hotovo. I
Cviceni. (©Robert Mafik, 2006




Najdéte derivace funkce z(x,y) = e’V do ¥adu dva. I

Cviceni. (©Robert Matik, 2006



Najdéte derivace funkce z(x,y) = e’V do ¥adu dva. I

2 2
z, =tV . 2x

Derivujeme jako slozenou funkci

(flotx)) = '(glx) - 0'(x).

Cvideni. (©Robert Maik, 2006



Najdéte derivace funkce z(x,y) = e’V do ¥adu dva. I

2 2
z, =tV . 2x
2 2
[ S TRl
z,=e 2y

Derivujeme jako slozenou funkci

(flotx)) = '(glx) - 0'(x).

Cviceni.

(©Robert Mafik, 2006



Najdéte derivace funkce z(x,y) = e’V do ¥adu dva. I

2 2
_eX +y . 2x

2 2

I oxTHy”
z,=e 2y

2 2 2 2
2/ =X Y 2x  2x 4 eX YT L2

Derivujeme jako soucin funkci

(w-v) ' =u" -v+u-v'.

Cviceni. (©Robert Mafik, 2006



Najdéte derivace funkce z(x,y) = e’V do ¥adu dva. I

2 2
=¥ YT L 2x

2 2

[ T
z,=e 2y

Zyy = TV ) ox £ e YT L) — 2 Y (1+2x?)

Upravime. ‘

Cviceni. (©Robert Mafik, 2006



Najdéte derivace funkce z(x,y) = e’V do ¥adu dva. I

2 2
=¥tV . 2x
2 2
I x4y
z,=e -2y
2 2 2 2 2 2
2! =X TV 2x  2x 4 e YT L2 =2 TV (1 4+ 2x¢%)

2 2
2! =2x-e¥ TtV 2y

Derivujeme jako konstantni nasobek. ‘

Cviceni. (©Robert Mafik, 2006



Najdéte derivace funkce z(x,y) = e’V do ¥adu dva. I

2 2
_ex+y ~2X

2 2

I X7y
z,=e 2y

2 =Y oy ox b eV L) = 2 TV (1 4 2x2)

XX
2,.,2 2.2
"o x“+y — X"ty
Zy, =2x-e 2y = 4xye
Upravime. J‘
Cviceni. (©Robert Marik, 2006 [E§




Najdéte derivace funkce z(x,y) = e’V do ¥adu dva. I

2 2
=¥tV . 2x
2 2
I x4y
z,=e -2y
2 2 2 2 2 2
2 =TV 2 2x X YT L2 =2 YT (1 4 2x?)
2 2 2 2
2l =2x-e¥ Y 2y =4xye Y

2 = e"zﬂ’zZy 2y + etV

Derivujeme jako soudin funkci

(w-v) ' =u" -v+u-v'.

Cviceni. (©Robert Mafik, 2006



Najdéte derivace funkce z(x,y) = e’V do ¥adu dva. I

2 2
=¥V 2x
2 2
I _ x4y
z,=e -2y
2 2 2 2 2 2
2! =X TV 2x  2x 4+ e YT 2 =2 TV (1 4 2x%)
2 2 2 2
2l =2x-e¥ Y 2y =4xye Y

oy = e"zﬂ‘ZZy 22y + eVt L — e V(g + 2y?)

Upravime. ‘

Cviceni. (©Robert Mafik, 2006



To je vse.

Cviceni (©Robert Matik, 2006
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