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Fisherova linearni diskriminace - priklad

Bylo provedeno méfeni objemu hipokampu a amygdaly (v cm?®) u 3 pacientl s Alzheimerovou
chorobou () a 3 kontrolnich subjektd ( ) (oznaceni D — diseased, H — healthy). Namérené hodnoty
objemu hipokampu a amygdaly u pacientd ( resp. ) a kontrol ( resp. ) byly zaznamenany
do matic resp.

Urcete, zda testovaci subjekt patfi do skupiny pacientd ¢i kontrolnich subjektll pomoci
Fisherovy linedrni diskriminace.

Reseni:

Principem Fisherovy linearni diskriminace je transformace do jednorozmérného (1D) prostoru tak, ze
chceme maximalizovat vzdalenost skupin (odrazi se v Citateli Fisherova diskriminacniho kritéria) a
minimalizovat variabilitu uvnitf skupin (odrazi se ve jmenovateli Fisherova diskriminac¢niho kritéria).
Fisherovo diskriminacni kritérium je tedy ve tvaru:

kde je projekce centroidu pacientt do 1-D prostoru,  je projekce centroidu kontrol , je
rozptyl uvnitf tfidy pacient( po projekci do 1-D prostorua  je rozptyl uvnitf tfidy kontrol. Centroidy
jsou vicerozmérné prameéry pro ttidu pacientl a kontrol:

’

kde je hodnota prvni proménné u -tého subjektu a je pocet proménnych. Projekce centroidl
do 1-D prostoru mohou byt vypoditany jako a , kde  je vahovy vektor
udavajici smér 1-D prostoru, do néhozZ promitame. Obecné muze byt primét jakéhokoliv bodu  do
1D prostoru vypocitan jako a znazornén pomoci Obrdzku 1.
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Obrdzek 1. Znazornéni projekce bodu  do 1-D prostoru daného smérovym vektorem w. Bod
reprezentuje -ty subjekta je jeho projekce.Osy a  odpovidaji dvéma proménnym.

Rozptyl uvnitf tfidy pacientll po projekci do 1-D prostoru () Ize vypocitat jako ¢tverec vzdalenosti
projekci bodl odpovidajicich jednotlivym pacientlim od projekce centroidu:

kde je kovarian¢ni matice pacientld. Obdobné je mozné rozptyl uvnitf tfidy kontrol po projekci do
1-D prostoru () vypocditat jako:

kde je kovarianc¢ni matice kontrol.

Dale si rozepiseme soucet rozptyll uvnitf jednotlivych tfid po transformaci do 1D prostoru, ktery se
vyskytuje ve jmenovateli Fisherova diskriminaéniho kritéria:

kde je suma ctvercQ variability uvnitf skupin a lze ji vypocitat jako: . Vobecném
pripadé, kdy nejsou vyvazené pocty subjektl ve skupinach, se pocita vazena suma ctvercu variability

uvnitf skupin jako

Citatel Fisherova diskrimina¢niho kritéria si mdZzeme rozepsat jako:
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kde je suma ctvercl variability mezi skupinami.

Fisherovo diskriminacni kritérium tedy mtzeme vyjadfrit jako:

Chceme maximalizovat , proto zderivujeme a polozime vyraz roven 0:

Vime, Ze ma smer , protoze , kde
je néjaky skalar. U vektoru  nas nezajima jeho modul (tzn. velikost), jen jeho smér, proto mlizeme
pominout skaldrni ¢leny a . Dostavame tedy:

Po odvozeni vzorecku pro vypocet vahového vektoru do néj mizZeme dosadit konkrétni hodnoty
centroidl (vicerozmérnych primér() pro tfidu pacientd a kontrol, tzn.

’

Pro vypocet sumy Ctvercl variability mezi skupinami vyuZijeme vybérové kovariancni matice
a (vypocet vicerozmérnych primérd a vybérovych
kovarian¢nich matic Ize nalézt ve Cviceni 1). Suma ctvercd variability mezi skupinami bude tedy

spocditdna jako a jeji inverze jako

Vahovy vektor (diskriminacni smér)  poté tedy mizeme spocitat nasledujicim zplsobem:

ProtoZe nas nezajimd modul vadhového vektoru, ale jen jeho smér, mlizeme vahovy vektor

preskalovat na: . Nyni miZeme vypocitat priméty centroidli do 1D prostoru:

A nasledné vypocteme pramét hrani¢niho bodu v 1D prostoru: _—
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Hranic¢ni bod lze vypocditat i takto: - -

— (protoze jsme vahovy vektor preskalovali pomoci vynasobeni -, musime vyndsobit i a pak

ziskavame -31).

Pokud chceme zaradit novy subjekt do jedné z danych tfid, musime nejprve vypocitat
jeho pramét do 1-D prostoru:

Primét nasledné srovname s hranicnim bodem: protoZe , subjekt zaradime do skupiny
kontrolnich subjektl (kontrolni subjekty leZi nalevo od hrani¢niho bodu, protoZe centroid kontrolnich
subjektll ma mensi (=vice negativni) hodnotu nez hrani¢ni bod).

Po vypoctu vahového vektoru a hrani¢niho bodu miZeme urcit obecnou rovnici hranice (normalou
hranicni pfimky je vahovy vektor ):

Pro vykresleni hranice je vhodné vyjadfit hranici ve tvaru:
Novd osa, do niZ se promitd, ma smér odpovidajici vahovému vektoru (je kolma k hranici) a
prochazi pocatkem a Ize ji tedy vyjadrit obecnou rovnici jako:

Pokud nas zajimaji souradnice hrani¢niho bodu v plvodnim prostoru, vyuZijeme znalosti, Ze
hrani¢ni bod je prisecik hranice a nové osy:

Souradnici  pak vypocitame z druhé rovnice jako: - —

Souradnice hrani¢niho bodu v plvodnim prostoru jsou tedy: —_— —

Ovéreni, Zze po projekci hranicniho bodu dostanu hodnotu -31:
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Klasifikaci pomoci Fisherovy linedrni diskriminacni analyzy si na zavér zndzornime pomoci Obrdzku 2.
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Obrazek 2. Znazornéni klasifikace pomoci Fisherovy linedrni diskriminacni analyzy. Klasifikacni hranice je
znazornéna tmavé modfe, nova osa, do niz se promitd, svétle modre a hrani¢ni bod je vyznacen tmavé modrym
prazdnym koleckem. Plvodniosy a  odpovidajici dvéma proménnym (objemu hipokampu a amygdaly)
jsou znazornény ¢arkovanymi ¢arami.

Poznamka: Pokud bychom vahovy vektor  znormovali, hrani¢ni bod by pfimo lezel ve vzddlenosti
od pocatku:

_— = (tzn. hranicni bod leZi ve vzdalenosti od pocdatku

v plvodnich soutadnicich)



