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Algoritmus podpirnych vektort (SVM) - priklad

Bylo provedeno méfeni objemu hipokampu a amygdaly (v cm?®) u 3 pacientl s Alzheimerovou
chorobou () a 3 kontrolnich subjektd ( ) (oznaceni D — diseased, H — healthy). Namérené hodnoty
objemu hipokampu a amygdaly u pacientd ( resp. ) a kontrol ( resp. ) byly zaznamenany
do matic resp.

Urcete, zda testovaci subjekt patfi do skupiny pacientd ¢i kontrolnich subjektll pomoci
algoritmu podpuarnych vektord.

Reseni:

Algoritmus podpUrnych vektor( (support vector machine — SVM) se snazi najit mezi vSemi moznymi
délicimi nadrovinami (ve dvourozmérném pfipadé pfimkami) takovou, ktera rozdéluje subjekty do
dvou pozadovanych tfid co nejrobustnéji - tj. takovou, kterd prochazi v co nejvétsi vzdalenosti od
subjektl z obou tfid. V pripadé, Ze primka délici subjekty do poZadovanych tfid existuje (tfidy jsou
linedrné separovatelné), postupuje se takto:

Orientaci délici pfimky si oznadime vektorem  a jeji polohu ¢islem . (Klasifikace subjektu do
tfidy , resp. bude dana tim, jestli je vyraz vétsi, resp. mensi, nez 0.) Podle vztahu
2.138 na strané 43 ve skriptech je vzddlenost bodu od délici roviny dana vztahem —, kde

je velikost vektoru . Zmeéna velikosti tohoto vektoru nijak neovlivni vyslednou klasifikaci a tak
si ji mGZeme stanovit libovolné, napfiklad tak, aby pro nejblizsi bod ze tridy byla hodnota
vyrazu rovna a pro nejblizsi bod  ze tridy byla hodnota vyrazu rovna

.V tom pfipadé mame na kazdé strané od délici pfimky toleran¢ni pdsmo o Sifce —, ve kterém se

nenachazi zadny bod. Pro vSechny body z trénovaci mnoZziny plati:

coz mUzZeme strucnéji zapsat jako

kde =1lpro zetfidy ( )a =-1pro zetfidy



; lw . Autofi: RNDr. Eva JanouSova, Mgr. et Mgr. Petr Dluho$
IBA % Institut biostatistiky a analyz, Masarykova univerzita, Brno

Abychom dosahli co nejrobustnéjsi klasifikace, budeme hledat takové hodnoty a , aby byla

celkova sitka toleranéniho pdsma — —— —— co nejvétsi. Hledat maximum funkce — je to

stejné, jako hledat minimum funkce — a toto minimum se nezméni, kdyz kladnou hodnotu v Citateli

umocnime na druhou (coZ ndm zjednodusi vypocty). TakZe dostavame kriteridlni funkci:

jejiz hodnotu se snazime minimalizovat. Zaroven ale musi pro vSechny body z trénovaci mnoziny
platit vySe popsané podminky:

Tuto podminénou kvadratickou optimaliza¢ni ilohu mlzeme fesit metodou Lagrangeova soucinitele:
Zavedeme vektor Lagrangeovych soudinitelQ a pomoci nich
vyjadfime optimalizovanou funkci jako:

za podminek

Toto Lagrangeovu funkci zderivujeme podle proménnych a a derivace poloZime rovny nule,
¢imzZ ziskame soustavu:

Po zderivovani ziskame:

coz je 9 (nelinearnich) rovnic o 9 nezndmych.
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Poznamka: PovSimnéme si, Ze pro vypocet orientace délici pfimky jsou dulezité
jen ty body, pro které plati . Kazdy takovy bod ovSsem musi podle prislusné rovnice vyse
splfovat podminku , tedy musi lezet pfesné na hranici toleranéniho pasma.

Takovym bodldm fikdme podpUrné vektory a jen na nich zavisi umisténi délici primky.

Pro feSeni soustavy bychom mohli pouZzit néjaky software pro feSeni obecnych uloh kvadratického
programovani (QP solver), ale v praxi se vétSinou Uloha prevadi na dudlni problém, ktery lze Fesit
snadnéji a jehozZ feseni se shoduje s feSenim puvodni Glohy:

Dosadime-li vyrazy a do Lagrangeovy funkce, ziskdme

coz je funkce zavisejici pouze na Lagrangeovych soucinitelich  Dualnim optimalizaénim problémem
k pdvodnimu problému je najit hodnoty maximalizujici za podminek:

Poznamka: vektory  se ve funkci vyskytuji pouze ve formé skalarniho soucinu, ktery maze byt
nahrazen néjakou nelinearni (jadrovou) funkci, ¢imzZ docilime nelinedrni separace tfid.

Pro reseni Ulohy jsou potreba vzajemné skalarni souciny vektoru z testovaci mnoZiny. Spocitame je a
zapiSeme do tzv. Gramovy matice:

Ovsem skalarni souciny se ve funkci vyskytuji vzdy v soucinu s . Tuto informaci zahrneme

do Gramovy matice:
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kde znadi nasobeni po prvcich. Dosadime do funkce a Ulohu vyjadfime v maticové podobé:

Kvadratickou optimaliza¢ni Glohu v tomto tvaru lze fesit opét pomoci obecného programu (v Matlabu
funkce quadprog) nebo pomoci néjaké specializované metody pro ulohy v tomto tvaru - napfiklad
SMO — Sequantial minimal optimization (v matabu soucasti funkce pro trénovani SVM svmtrain).

Pouzijeme funkci guadprog, do které dosadime pfislusné hodnoty (s opacnym znaménkem, protoze
funkce hleda minimum):

kde popisuji minimalizovanou funkci, znaci, Ze nemame zZadnd omezeni ve tvaru
nerovnic (zde se neberou v Uvahu jednoducha omezeni jednotlivych proménnych ),
popisuji soustavu omezeni ve tvaru rovnic a posledni vektor popisuje jednoducha omezeni

jednotlivych proménnych

Vysledkem vypoctu funkce quadprog jsou hodnoty - — , pro které nabyva funkce
pfi dodrZeni omezeni svého maxima. Podplrnymi vektory jsou tedy body , protoze
jim pfislusejici jsou nenulové. Vypocitdme orientaci délici pfimky:

Polohu délici primky uréime ze znalosti toho, Ze pro libovolny podplrny vektor musi platit

tedy napfiklad pro

Nyni mGzZeme klasifikovat subjekt

Protoze testovaci subjekt bude zarazen do ttidy kontrolnich subjekta.

Ovérime, Ze natrénovany klasifikator spravné zaradi vSechny subjekty z trénovaci mnoziny:
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Vsechny subjekty jsou zafazeny spravné. PovSimnéme si, Ze hodnot nabyvaji pravé ty subjekty,
které tvofi podpUrné vektory.

Br - - 2 pacienti
' ' & kontroly
551 _ #  testovaci subjekt
délici pfimka
5t @-_ --------- hranice toleranéniho pasma
150 *  pacienti - podpdrmy wektor
' +  kontroly - podplmy vektor
=
= 4 o
=]
fan}
==
351
5
= dr
o
251
2 -
1581
1 | | |
4 ] 3 10

ohjern hipokampu



