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Uvod

Tento elektronicky text neni prednaskou z matematiky ani z optiky. Neni ani béznou sbirkou tloh z matematiky nebo

z optiky. Je to podpirny material pro obor Optometrie na MU a vznikl z potfeby propojit predméty tykajici se optiky
s Matematikou I. a II. a vytvorit souhrn uloh z riznych ¢asti optiky tak, aby je bylo mozné pouzit v pfedmétu
Matematika a ukazat na nich aplikace zakladnich matematickych pojmu a metod v optice. Na druhé strané v odbornych
pfedmétech lze nahlédnout zpét do matematiky, kdyz uz nékteré pojmy zistaly zapomenuty v prvnim roéniku
Matematiky I. a II. ...

Text tedy neni clenén typicky - ani z hlediska zvyklosti v matematice ani z hlediska zvyklosti v optice. Je hypertextove

propojen s prednaskou z Matematiky I. a II., tlohy v jednotlivych kapitolach jsou spojeny s minisbirkami fesenych tloh
(napf. Uziti matic), které lze vyvolat i samostatné, pfi¢emz samotné kapitoly jsou Spetkou teorie z optiky a Spetkou

z matematiky tak, aby do FeSeni tloh bylo vidét jak v pfedmétu Matematika I. a II. bez mnohych znalosti optiky, tak

v odbornych pfedmétech Optometrie po mirném pozapomenuti matematiky. V textu se navic vyskytuji bublinky (napf.
kruznice), které slouzi k rychlému pfipomenuti matematického pojmu (rozbali se kliknutim nebo jej najdete

ve slovnicku).

K textu dale patii interaktivni kvizy a testy a kartotéka optickych pristroju.

Vektory v optice (fyzice)

Fyzikalni veliciny, které zavisi na poloze v prostoru, popisujeme pomoci vektori. Muze jit napt. o vlnovy vektor, ktery
popisuje smér Sifeni viny, polohovy vektor, ktery je pruvodi¢em bodu v prostoru, apod.

V optice nejcastéji pouzivame 3-rozmérny vektorovy prostor s ortonormalni bazi, tj. mnozinou tii linedrné nezévislych
navzajem kolmych vektortu jednotkové délky. Tato baze je ve fyzice ¢asto oznacovana

{47, k},

pfiéemz vektor ¢ = (1,0,0) uréuje smér osy x (prvni souradnice), 7 = (0,1,0) smér osy y (druhd souradnice) a
k =(0,0,1) smér osy z (tfeti souradnice).
Nevim vibec, co je vektor...

Soufadnice polohového vektoru 7 = (x,y, z) miZzeme zapsat také pomoci skaldrniho souéinu:

r=7r-4, ,y=7r-j, z=r7-k.

Uhel ¢, ktery sviraji dva vektory @ a l_;, miizeme spocitat pomoci skalarniho soucinu jako

U
S

p = arccos ——=-.
|al|o]

1. priklad:
Najdéte velikost vektoru (2,—3,1).

2. priklad:
Najdéte vektor kolmy k vektoru (3,7).

3. priklad:
Najdéte vektor kolmy k vektoru (2,3, —4).

4. priklad:
Najdéte vektor kolmy k roviné ¢ dané vektory (1,3,0) a (1,1,—2).
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5. priklad:
Jaky thel sviraji vektory (—3,1,7) a (5,1,—2)7

6. priklad:

Dokaite, Ze plati Acosa + Bsina = /A2 + B2 cos(a — arctg £).

Kolmy priumét vektoru na vektor

Ve fyzice ¢asto potiebujeme znat vektor ¢, ktery je kolmym prumétem vektoru b na vektor @ Obecné plati

ST
S

c=

a,

ST
ST

kde - znaéi skaldrni soucin vektort, tj. @- @ = |d@|? je ¢tverec velikosti vektoru d.

Pro velikost pramétu |¢] tedy plati
& = [Bl cos

kde ¢ je tihel, ktery sviraji vektory @ a b.

Nevim vibec, co je vektor. ..

1. priklad:
Najdéte kolmy primét vektoru (2, —2,1) na vektor (1,0,0).

2. priklad:
Najdéte kolmy pramét vektoru (1,2) na vektor (3, —4).

3. priklad:
Najdéte kolmy pramét vektoru (3,1, 1) na vektor (2,2,5).

Kuzelosecky a kvadriky

V optice se ¢asto setkdvame s kuzeloseckami a kvadrikami, zvlast pak s kruznicemi a koulemi, jako ¢ockami se
sférickymi nebo jinymi symetrickymi povrchy s urc¢itou kiivosti centrovanymi na optické ose.

Chci vedét vic o kuzeloseckdch. Chct znat rovnice kvadrik.

Pro ohniskovou vzdélenost f obecné ¢ocky vrcholové tloustky d s kulovymi sténami o polomérech ve sméru letu
prochézejiciho svétla postupné R; a Ro umisténé ve vzduchu plati rovnice

1 1 1 d(n—1)2
f(nl)(Rle)JranRg ) (1)

kde n je index lomu (pro vodu n = 1.33, pro sklo naptiklad n = 1.5). Zavadi se pojem optické mohutnosti ¢ocky,

D =1/f (v dioptriich). Pro 1 dioptrii je f =1 m, pro 2 dpt. je f = 0.5 m. Kladné mohutnosti odpovidaji spojkam,

zéporné mohutnosti rozptylkdm. Diky tomuto zavedeni lze zvl4st zkoumat mohutnost prvniho a druhého povrchu ¢ocky
n—1 1—n

D, = Dy =
1 i 2 R
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a rovnici ¢oc¢ky lze prepsat do Gullstrandova tvaru, sé¢itajiciho celkovou mohutnost ¢ocky z mohutnosti jednotlivych
jejich stén
d
D =Dy + Dy — —D1Ds
n

hodnoty R;, Rs jsou v absolutni hodnoté rovny prislusnym velikostem poloméru kiivosti, pfifazuje se jim ale znaménko
podle nésledujici konvence: kladné, kdyz paprsek diive projde sténou ¢ocky nez kolem jejiho stfedu kiivosti ( sténa je
vici paprsku vypukld) a zaporné, kdyz paprsek diive miji st¥ed kiivosti a pak teprve narazi do jemu odpovidajici stény
(sténa je vici paprsku dutd).

Priblizeni tenké cocky:

Pokud plati d(n — 1)? < nR; Ry mtizeme posledni ¢len v Gullstrandové rovnici ¢ocky zanedbat. Jelikoz tim zmizi
vesekerd informace o tloustce cocky a vysledek je stejny, jako by d = 0, hovorime o pfibliZeni tenké cocky.

Obecné vznikaji nasledujici typy cocek podle vzajemné polohy a orientace jejich stén:
e dvojvypukla ¢ocka: stfedy lezi na opac¢nych stranach ¢ocky, prusecik stén existuje

e dvojduta €ocka: stiedy lezi na opa¢nych stranéch ¢ocky, neexistuje prunik stén - doplni se uméle vodorovné hrany
¢ocky.

e kladny meniskus: stiedy lezi na jedné strané ¢ocky, prisecik stén existuje

e zaporny meniskus: stiedy leZi na jedné strané ¢ocky, prusecik stén ale neni - dopliiuje se opét uméle vodorovnymi
hranami

e ploskovypukla ¢odka: pfimka uvnitt kruznice
e ploskoduta ¢ocka: pfimka vné kruznice, zase se dopliiuji vodorovné hrany
e planparalelni deska: dvé svislé primky
Podle prvni ¢asti textu, ploché stény nepfispivaji k fokusaci (1/r — 0) a zarovei, kazda ¢ocka s plochou sténou je tenkd

(viz Gullstrandova rovnice). Diky tomu mohutnost tenké ¢ocky klasickych tvart nezavisi na jejim otodeni.

1. piiklad: Kruznice 2% + ¢y = 1, (z — 0.9)? + 3* = 0.04 tvoii fez kulov§mi povrchy cocky. Urcete jeji mohutnost.
Mizeme ji povazovat za tenkou ¢ocku?

2. priklad: Z pruméru a vysky vodni kapky na podloZce spoctéte, jakou ¢ocku vytvari.

V optice jsou z forméalniho hlediska velmi zajimavé systémy, které jsou osové soumérné. Kromé kulovych povrchu tam
tedy mohou patfit vSechny ostatni kvadriky, které vznikaji rotaci symetrického profilu kolem jeho osy:

y*> — 2Rz + (1 4+ k)z? = 0,

zde rotaci kolem osy z; parametr R predstavuje vrcholovou kfivost, jednotlivé kiivky jsou posany nésledovné:
hyperboloid k& < —1, paraboloid £ = —1, elipsoid —1 < k < 0, koule k = 0. Profily ¢tvrtého a vyssich fadu se pouzivaji
z¥idka kvili obtiZznosti dosazeni mechanické kvality povrchu - podminkou je pfesnost na zlomek vlnové délky svétla (¢ili
cca 100 nm a lepsi).

3. piiklad: Nakreslete y?> — 2Rz + (1 + k)2 =0prok=0,k=—-1a k= —2.

4. priklad: Ukazte, Zze y*> — 2Rz + (14 k)z? = 0 je hyperbola, elipsa, kruznice a parabola pro diive uvedené hodnoty
parametru k.

5. piiklad: Naleznéte priseciky s osami kuzelosecky y? — 2Rz + (1 + k)z? = 0.
6. priklad: Ukazte, Ze R je vrcholové kiivost profilu y* — 2Rz + (1 + k)z? = 0.
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Maticova optika

Pr1i priichodu svétla optickymi pristroji dochazi k transformaci svételného paprsku, vinovy vektor méni thel, ktery svira
s optickou osou, paprsek vychazi v jiné vzdalenosti od optické osy, nez pfi vstupu do optického pristroje.

optické osa

opticky prvek N
vstup vystup

Elementérni optické prvky popisujeme bud zobrazovacimi rovnicemi nebo pomoci matic. Maticovéa optika se vyuziva
predevsim pii pouziti vice optickych prvka za sebou.

Oznacime-li 1 polohu vstupu optickeho prvku, zs je polohu jeho vystupu, y; tangens thlu ¢; na vstupu optického
prvku a y, tangens Ghlu @5 na jeho vystupu (vzhledem k optické ose), mizeme obecné zapsat zobrazovaci rovnice
linearni soustavou rovnic

zo = Ax1+ By
Y2 = Cxl + Dyla

e v ) x2 Y2 Y2
piicemz A = —|,, —0, B= —[z,=0, C = ~~|y,=0 a D = == |5, 0.
X1 Y1 T Y1

Zobrazovaci rovnice miizeme maticové zapsat takto:

To A B T
= . 9
()= )G @
kde - na pravé strané znaci nasobeni matic. Nevim vubec, co je matice. ..
Podivejme se blize na dilezité nékteré piiklady matic z (2):

e D=0,
pak yo = Czq, tedy thel vystupu zalezi pouze na x; vstupu, proto objekt na vstupu lezi v prvni ohniskové roving,
na vystupu jsou paprsky rovnobézné.

e A=0,
pak xo = By, tedy naopak rovnobézmé vstupujici paprsky se zobrazuji do stejné xs vystupu, proto obraz objektu
lezi v druhé ohniskové rovineé.

e B=0,
pak xo = Axq, tj. vSechny paprsky na vstupu x; stejny vystup xs, proto jsou roviny vstupu a vystupu konjugované,
objekt na vstupu ze zobrazuje na vystup. Navic A = ;—f je zvétseni systému.

e C=0,
pak yo = Dy, tj. paprsky vstupujici rovnobézné také rovnobézné vystupuji, jde o tzv. teleskopicky systém. D pak
predstavuje tthlové zvétseni.

1. priklad:
Napiste zobrazovaci rovnice a pfenosovou matici pro tsek volného prostoru o délce d.

2. priklad:
Napiste zobrazovaci rovnice a pfenosovou matici pro tenkou ¢ocku o ohniskové vzdalenosti f.
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Tabulka prenosovych matic zakladnich optickych prvki:

volng prostor <(1) f) d - délka tiseku volného pros-
toru
PRI 1 0 . . . .
tenka cocka 1 1) f - ohniskova vzdalenost cocky
f

1 0 .
) n1 - index lomu vstupu,
N - index lomu vystupu

lom na rovné plose

1 0
lom na zakfivené <n1n2 ny ) R - polomér kiivosti (konvence:

plose Rnz ma R > 0 pro konvexni povrch, tj.
stfed za vstupem)
1 . , .
odraz v zrcadle 0 (1)> jednotkova matice
1 0 NI
odraz v  za- 2 R - polomér kiivosti (konvence:
kiiveném zrcadle R R > 0 pro konkédvni zrcadlo)

vvvvvv

obrazu.

3. priklad:

. . 2 -1 2 1
Vynésobte matice <4 1 > . (3 _2).
4. priklad:

J R 1 0
) . 7).
Vynasobte matice <O 1 > <1 2).

5. priklad:
Napiste prenosovou matici pro opticky systém sloZeny z tenké ¢ocky o ohniskové vzdalenosti f; = 1 cm, tseku volného
prostoru o délce d = 26 cm a dalsi tenké cocky s ohniskovou vzdalenosti fo = 5 cm.

6. priklad:

Napiste prenosovou matici pro opticky systém sloZzeny z tseku volného prostoru o délce d = 1 m, konkavniho
zakfiveného zrcadla s polomérem kiivosti R = 2 m, tiseku volného prostoru o délce d = 0.8 m, rovinného zrcadla, tiseku
volného prostoru o délce d = 0.3 m a tenké cocky o ohniskové vzdalenosti f; = 0.1 m.

7. priklad:
Odvodte pienosovou matici tenké ¢ocky o polomérech kiivosti vstupu R; a vystupu Rs, které je z materidlu o indexu
lomu n, umisténa ve vzduchu. Urcete jeji ohniskovou vzdalenost a mohutnost.

8. priklad:
Odvodte pfenosovou matici obecné ¢ocky o polomérech kiivosti vstupu R; a vystupu Rs a vrcholové tloustce d, ktera je
z materidlu o indexu lomu n, umisténd ve vzduchu. Urcete jeji ohniskovou vzdélenost a mohutnost, porovnejte s (1).

9. priklad:
Plastova ty¢ s indexem lomu n = 1.56 je ukoncena sférickym povrchem o poloméru R = 2.8 cm. Objekt vysoky 2 cm je
umistén ve vzdalenosti d = 15 cm od tyce. Zjistéte umisténi a velikost obrazu v tyci.

Vstup do kartotéky optickych piistroja - lupa.

Vstup do kartotéky optickych pristroju - svételny mikroskop.
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Vlnova rovnice
Matematicky popis skalarni fyzikalni veli¢iny, ktera se Sifi prostorem jako vlnéni je dan vlnovou rovnici

2 _10%
ox2  v2? Ot2

Nevim vibec, co je derivace. ..

Vzorce pro derivovani a zakladni p¥iklady na derivaci funkce.

1. priklad:
x

Ukazte, Ze funkce 1(z,t) = Acos <w (t — )) je feSenim vlnové rovnice.
v

2. priklad:
Ukazte, ze funkce ¢(z,t) = f(x £ vt) je feSenim vInové rovnice.

3. priklad:
Pro které v je funkce ¥(z,t) = m feSenim vIlnové rovnice?

4. priklad:

Ukazte prubéh vinéni, které je dano funkci ¢(x,t) = prot=1,2,...

(x—2t)24+1
Harmonicka vina

w
Funkce 9 (z,t) = Acos(wt — kx), kde k = — vyhovuje vlnové rovnici a pfedstavuje harmonické kmity, resp. Sifeni
v

harmonické viny. Prozatim uvazujeme pouze vlnu §ifici se ve sméru osy x. Pozdé&ji budeme uvazovat vlny prostorové.
Protoze plati cos(x) = sin(x 4 7 ), mizeme stejné tak pouzit zapisu pomoci funkce sin, pouze s posunutou pocéatecni fazi.
Cislo A je maximélni amplituda vlny, w je thlové frekvence a pro libovolné pevné ¢ je nejmensi periodou tzv. vlnova

délka A a plati

— 2
k=2,

2m

1. priklad: Ukazte, Ze vlnové ¢islo spliiuje rovnost k = =t.

w
2. priklad: UkaZte, Ze se harmonickd vina v (z,t) = A cos(wt — kx) $i¥i prostorem rychlosti v = 7

Uziti Taylorova polynomu

Taylortiv polynom stupné n pfislusny funkci f(x) v bodé xy ma tvar

Tn(x) :f(x()) + @(w - xo) + //;CO) (SU — $0)2 +
(n) (4
s fT(IO)(x _mo)".
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Vypoctem lze ovérit, Ze ma v bodé z( stejnou funkéni hodnotu a také vSechny derivace az do fadu n jako funkce f, tj.
plati

T, () = £ (20).

V okoli bodu zq tedy T,,(z) aproximuje funkci f(x), mluvime o rozvoji funkce do Taylorova polynomu (pfesnéji fady, ale
to vstupujeme za rdmec osnov naseho pfedmétu). V optice je vhodné pouzivat prvnich ¢lenti tohoto polynomu pro
aproximaci napf. kulové vinoplochy u sférické korekce a vypoctu astigmatizmu.

1. piiklad: Spoététe Tayloriiv polynom stupné 2 pifslusny funkci y = sin(2?) v okoli 29 = 0.
2. piiklad: Spoctéte Taylortv polynom stupné 2 piislusny horni ptlkruzmici 22 + y? = R? v okoli zo = 0.

3. piiklad: Spoététe Taylortiv polynom stupné 4 pfislusny horni ptilkruznici 22 + y? = R? v okoli 2o = 0.
Vstup do kartotéky optickych pristroju - sféricka korekce.

Vstup do kartotéky optickych piistroji - cylindrickd korekce a astigmatismus.

Reprezentace vinéni komplexnimi éisly

Komplexni ¢islo z = a + ib miizeme zapsat také v goniometrickém tvaru z = |z|(cos ¢ + isin p), kde |z| = Va2 + b2 je
vzdalenost komplexniho ¢isla v Gaussové roviné od pocatku a ¢ = arctg — je thel, ktery svird pruvodi¢ bodu z s redlnou
a

osou. Vzhledem k platnosti Eulerovy formule 4
e'? = cosp +isinp,

muzeme komplexni ¢islo z psat také v exponencidlnim tvaru
z = |z|e"®.
Harmonické viny 9;(z,t) = Asin(wt — kx) a ¥, (z,t) = Acos(wt — kz) jsou tedy imagindrni a redlnou slozkou funkce
U(x,t) = A’ @R — Acos(wt — kx) + i - Asin(wt — k).

Tato reprezentace harmonického vlnéni mé vyznamnou vyhodu oproti goniometrickému zapisu vzhledem ke
zjednoduseni vypoctd, napt. pfi integraci.

Souctové vzorce, skladani vin a interference.

Komplexni zapis umoznuje rychlé a prehledné odvozeni sou¢tovych vzorci

cos(2a) 4 isin(20) = 2% = eilata) — gl gio —
= (cos(a) + isin(a)) - (cos(a) + isin(a)) =
= cos? a — sin® o 4 7 2 sin o cos
cos(a + ) +isin(a + 3) = e'@th) = gl . ¢if =
= (cos(a) + isin(a)) - (cos(B) + isin(B)) =
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= cosacos 3 —sinasin 8 + i (sin acos § + cos asin )

« s , “ - , i —ix
1. priklad: Pomoci Eulerova vzorce dokazte, Ze plati cosx = %

2. piiklad: Dokazte nejkrasnéjsi formuli matematiky: —1 = e'™.

3. priklad: Dokazte, ze plati

a—pf3 a+

cos a + cos B = 2cos “5 cos “5 .

4. priklad: Slozte vlnéni s posunutou fazi ¢ (z,t) = Acos(wt — kz) a a(z,t) = Acos(wt — k(z — 9)).
Superpozici harmonickych vin ¢y (x,t) a 19(x,t) s posunutou faz{ dostdvame harmonickou vinu

1(z,t) + Yoz, t) = 2A cos %5 cos(wt — kx + %) )

amplituda harmonicka vina
Jeji amplituda bude nabyvat interferenéniho
: ko _
maxima pro cos 3 = *1

a minima pro cos %‘5 =0,
tj. vlna bude mit maximalni amplitudu (zdvojnasobi se) pro

ks _
5 = mm

kd _

a nulovou amplitudu pro 3> = 7 + mm, kde m je celé ¢islo.

Protoze k = 27“, kde A je frekvence vlnéni, bude k interferenénimu maximu dochazet pro posunuti faze v nasobcich
frekvence
0 =mA.

5. priklad: Slozte vlnéni s opaénym smérem §ifeni ¢ (z,t) = Acos(wt — kz) a Pa(z,t) = Acos(wt + kz) a ukazte, Ze
jde o stojaté vlnéni.

Vstup do kartotéky optickych pristroji - metoda GDx.
Vstup do kartotéky optickych pristroju - optickd koherentni tomografie.
Vstup do kartotéky optickych pristroju - fazova mikroskopie.

Vektorova pole

Pole je zobrazeni, které kazdému bodu prostoru prifadi dané hodnoty. Skalarni pole je pole, které kazdému bodu

v prostoru pfifazuje jedno ¢islo, vektorové pole piifazuje vektor. Piikladem vektorového pole je rychlost atmosféry
Zemé, tj. rychlost vétru. Vektorova pole, ktera predstavuji tekutinovy model, maji bezprostiedni fyzikalni interpretaci:
vektory v kazdém bodé v prostoru predstavuji smér pohybu ¢astic tekutiny a my miizeme vytvorit animaci takovéhoto
pohybujiciho se pole.

Ttebaze vektory elektromagnetického pole neptfedstavuji tok tekutiny, miizeme pienést mnoho pojmi, které se pouzivaji
k popisu tekutinového pole i na popis pole elektromagnetického. Naptiklad mluvime o toku elektromagnetického pole
skrze plochu jako o mnozstvi ”tekutiny”- energie, kterd protece skrze danou plochu za jednotku casu.

—

F(lL’,y,Z) = (fl(x,y,z),f2($,y,z),fg(fﬂ,y,z))

Gradient funkce f v bodé (x,y,2): grad f =V f = (gf, g, gf>
x’ dy’ Oz
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Divergence F: divF =V -F = % + % + %

Jx y 0z
Fyzikalné si lze predstavit divergenci v daném bodé plochy jako z¥idlo (je-li divergence kladna) a odtok (je-li divergence
zapornd), cirkulace odpovidd nulové divergenci.

ot FovaF (Y Oh 0h 0% 0f: Oh
RotaceF.rotF—VxF—(ay 9 B2 97 B 8y>'

Fyzikalné znamend smér a rychlost otaceni viru okolo daného bodu.

Statické elektrické pole je nevirové (méa nulovou rotaci) a statické magnetické pole je nedivergujici, nezdrojové (ma
nulovou divergenci).

. s 1.2 ‘e , 414 . “ . . . = X

1. priklad: Magnetické pole vodice, kterym protéké stejnosmérny proud I, je dédno jako B = ‘;LWI (—%, ok 0) (proud
protéka ve sméru osy z, po je permeabilita, r je vzdéalenost od vodice stejnosmérného proudu ). Spoctéte divergenci
indukovaného magnetického.

Rovinna vlna v prostoru
Harmonicka rovinna vina v prostoru ma tvar
(7 t) = Acos(wt — k - 7),

kde k = (k1, ko, k3) je vektor ifeni viny, ¥ = (x,y, 2) je vektor prostorovych souradnic a - znaéi skaldrni souéin, tj.

k7= kiz + koy + k3.
V daném okamziku t = t* lezi body, které jsou ve stejné fazi ¢, v roviné

o =wt" — (k1 + kay + k32),
neboli
kix 4 koy + k3z + ¢ — wt* =0,
NS

d

jejimz normalovym vektorem je k.

HE B = @©Lenka Piibylova, 2010 B



Poyntinguv vektor a intenzita svételné viny

V teorii elektromagnetického pole je zvykem charakterizovat energii pfenesenou za jednotku ¢asu a vztazenou na
jednotkovou plochu kolmou na smér $ifeni ve vakuu tzv. Poyntingovym vektorem S. Ten je definovan jako
vektorovy soudin vektoru elektrického pole a vektoru magnetického pole (magnetické indukce):

S=ExH.

vy

Protoze vektory EaH jsou na sebe kolmé, ma Poyntingiiv vektor smér sifeni elektromagnetického vinéni.
Intenzita obecné svételné viny je definovana jako Casova stiedni hodnota velikosti Poyntingova vektoru, tj.

. 1 [T .
1= (8h =7 [ 15]at

T

Pro rovinnou monochromatickou vinu E = (0, E,,0) ve vakuu (dosazenim do Maxwellovych rovnic) plati
1 T
126607/ E;dt,
T Jo

kde c je rychlost svétla a g¢ je permitivita vakua.

Nevim viubec, co je integradl. ..

Vzorce pro integrovani a zakladni priklady na integraci funkce.

1. priklad: Urcete intenzitu rovinné monochromatické viny E, = ¢(z,t) = Acos(wt — kx).
Vstup do kartotéky optickych pristrojt - polarizatory.
Vstup do kartotéky optickych pristroja - Malustv zakon.

Vstup do kartotéky optickych pristroju - polariza¢ni mikroskop.

Difrakce a Fourierova transformace

Fraunhoferova difrakce na stinitko kolmo dopadajici viny je takova difrakce, kdy obraz je ”velmi”vzdélen od stinitka.
Nechme stranou pfesné urceni vzdalenosti, jde v prvé fadé o to, aby svétlo z otvoru na stinitku dopadalo na rovinu
obrazu pod stejnym thlem. Pak obraz je uréen sloZenim vin propusténych stinitkem. Pokud tedy s(z,y) je funkce
propustnosti stinitka, je obraz dan néasledujicim integralem (”souctem”¢i slozenim):

w(& 7]) = 14/v/700 S(a;‘7y)efik(§m+77y) dz dy

Fraunhoferovu difrakci popisuje tzv. Fourierova transformace funkce propustnosti s(z,y) difrakéniho stinitka (funkce
charakterizujici osvétlujici monochromatickou rovinnou vlnu v jejim komplexnim tvaru je souc¢éasti Fourierovy
transformace).

Pro difrakci na obdélnikovém otvoru tedy

_[ 1 proze(-5Baye(-49)
sl y) = { 0 jinde
p/2

wien) =4 [

/2
/q e~k (Ea+my) qy dg
—p/2J/—=q/2

1. priklad: PopiSte obraz monochromatické vlny pii Fraunhoferové difrakci na obdélnikovém otvoru.

Intenzita monochromatické viny pri Fraunhoferové difrakci na obdélnikovém otvoru ve stfedu obrazu je dana vztahem

Io = [1(0,0)]* = A%p*¢°.
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Determinanty

Determinanty jsou pro mnoho studentt zahadné véc. Pokud se s nimi alespon trochu setkali, radi a ¢asto je zaménuji

s maticemi. Zda se, ze je k tomu mnoho divodi. Jednak vypadaji na prvni pohled podobné - az na pouzité zavorky
okolo, a také se s nimi trosku podobné pocita - az na né€kterd podla pravidla a také na tvar vysledku. Tato kapitola
bude slouzit hlavné k tomu, abychom vysvétlili rozdil mezi maticemi a determinanty, je to opravdu néco jiného, rozdily
ve vypoctech a hlavné se pokusime vysvétlit k ¢emu je vlastné mizeme pouzit. Neptjde o uplny vycet, protoze
determinanty vyskakuji z uéebnic matematiky i fyziky (a spousty jinych obori) na tolika rznych mistech, Ze to ani
nejde. Ukazeme si ale nékteré jejich aplikace v optice (napf. Cramerovo pravidlo pro FeSeni soustav rovnic v metodé
nejmensich ¢tvercil) nebo jejich uziti p¥i odvozeni teorie (napt. pro klasifikaci kuzelosedek u eliptické polarizace).
Zatazeny jsou takto zvlastné az za pouziti derivaci proto, Ze determinanty slozené z derivaci jsou velmi ¢asté a maji
dokonce svéa jména (hessidn, wronskian apod.).

Determinant je CISLO pfifazené matici.
Matice neni ¢islo, ale tabulka vice ¢isel.

S maticemi jsme se setkali v sekci Maticova optika a vime tedy, Ze miZzeme pomoci maticového nasobeni zapsat napi.
soustavu rovnic. Bylo by dobré rychle poznat, jestli ma takova soustava FeSeni nebo ma-li jich vic, rychle je najit. I

k tomu slouzi zdhadné ¢islo prifazené matici - determinant. Jenze definice tohoto ¢isla je ponékud ... no ... nehezka.
Chci definici determinantu. ..

Proto se zde omezime jen na jeho vypocet a za¢neme tim nejjednodussim - determinantem matice 2 x 2.

a a
det A =det | M 12) = a11022 — Q12021
a21 Q22

Pro matici fadu 2 fikdme predpisu pro determinant kiizové pravidlo, protoze prvky matice nasobime do kfize:

aip a2

det A =

= 11022 — @12a21

a1 Aa22

1. priklad: Spoctéte determinant matice (? 3)

2. priklad: Spoctéte determinant matice (150 g)

3. priklad: Spoctéte determinant matice (

cos(2x)  sin(2x)
—sin(2z) cos(2x)) '

Pro determinant matice 3 x 3 je vypocet pomoci Sarussova pravidla slozitéjsi, pouziva se pomocnych fadkid (nebo
sloupcty):

aj;p a2 as

az1 G2 Q23| =

as31 az2 ass

ailr a2 a3
= | a21 G22 Q23| =
aszy agz2 asg
ai1 a2 a13
az1 Az2  G23

11022033 + (21032013 + A31012023
—a31a220a13 — 411032023 — (21012033

3 4 1
4. priklad: Spoctéte determinant matice [ 7 —2 0
1 1 1
3 -2 1
5. priklad: Spoctéte determinant matice |2 -1 3
1 0 5
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Klasifikace kuzZelosecek a elipticka polarizace

Kazdou kuzelosecku muzeme napsat ve tvaru
a113” + 2a122y + a2y’ + 2a13 + 2a23y + azs = 0.

a11  al2 a13
Determinanty” A =detA =|a12 ass as3 a 0=
a13 asz as3

a1 a2
a12 a2

jsou tzv. invariantami kuzelosecky (neméni se pii transformaci soufadnic) a charakterizuji ji, jinak Fe¢eno, pomoci

téchto determinanti lze kuZelosecky klasifikovat:

o A#0 vlastni kuZelosecky:
elipsa pro § > 0, hyperbola pro § < 0 a parabola pro § =0

e A =0 nevlastni kuZelosecky (degenerované), pfimky

Poznamka 1. Aby Slo o redlnou elipsu, nikoliv imaginarni, musi byt navic (a11 + a2)A < 0.

1. piiklad: Klasifikujte kuzelose¢ku 22% — 2zy + 3y°> —x +y — 1 =0.

2. priklad: Klasifikujte kuzelosecku z? — dzy — 5y + 2z + 4y + 3 = 0.

3. piiklad: Ukazte, 7e y*> — 2Rz + (1+ k)ac2 = 0 je hyperbola, elipsa nebo parabola, urcete, pro které hodnoty

parametru k.

Uvazujme nyni elektromagnetické pole E v prostoru a case. Bez (jmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze pro jeho

slozky plati E = (Ey, E,,0), kde

E, = Ajcos(T+¢1)
E, = Ascos(t + p2).

Piitom 7 = wt — k - 7 je v Case a prostoru proménné ¢ast faze a p; resp. s je poCateéni faze ve sméru osy x resp. y.

Harmonicka vlna se $ifi ve sméru osy z.
Podle souctovych vzorcii

Sl

ﬁ = COST COS(i — SINT SN 1
E?/ — o 1 j 3]
A, COS T COS @Yo — SINT SIN P2.

Vynasobenim prvni rovnice cos 2 a druhé rovnice cos ¢; a odectenim dostaneme

Es o5 0n — BY cog — gin TS L — ain gl .

AZCos @y — ZLcospr = sInTsin@; cos g1 — Sin T sin gy €os 2
= sin7sin(ps — 1)

a podobné vynasobenim prvni rovnice sin g9 a druhé rovnice sin ¢ a odectenim dostaneme

%sm o — A—Z sin; = cos T sin s COS Y] — €OS T sin (1 COS Po

= cos 7 sin(pa — p1)
Umocnénim obou rovnic a seCtenim dostaneme
Ey\2 Ey\2 9B, By — qin2
(Al) JF(AQ) 23% 45 cosp = sin” o,

kde ¢ = w2 — 1. To je rovnice kuzelosecky s invariantami

1 _cosgp 0
whe A ey
Ccos
A=-EE w0 | ad=dh, AT
2
0 0 —sin® ¢ Ardz A2
1 cos ¢ 0
e B
_ COS _ 142
A= T A A, Tg 0 ) 0= 7colsga 1
2
0 0 —sin o Ar44 Az
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Podle Laplaceova rozvoje tedy A = —sin¢ - 4.

4. priklad: Spodtéte invarianty A a § a klasifikujte kuzelosecku (3) v zavislosti na rozdilu pocateéni faze .
Animace eliptické polarizace.

Vstup do kartotéky optickych pristroju - polarizatory.

Reseni soustavy linearnich rovnic

Pro ¢tvercovou regularni matici A nalezneme jediné feSeni soustavy
Axr=b

pomoci nalezeni determinanti D = det A # 0 a determinantu D;, ktery vznikne z det A vyménou i-tého sloupce za
sloupec b.

Pak podle Cramerova pravidla pro i-tou slozku z; feSeni soustavy Ax = b plati:

D;
Ty = 5
1. priklad: Najdéte feSeni soustavy rovnic
3r7, 4+ 4dxe + 23 = -1,
21‘1 + T - T3 = 0,
T - ) + T3 = 3.

Optimalizace

Optimalizace se vyuziva ve vSech odvétvich lidské ¢innosti, maximalizujeme zisky, minimalizujeme naklady, hledame

nejvyhodnéjsi trasy atd. Ve fyzice se optimalizace pouziva jako néstroj k feSeni praktickych tloh, k vysvétleni princip i
jako metoda pro popis naméfenych dat (metoda nejmensich étverci).

Nejjednodussi optimaliza¢ni tlohy vedou na soustavy rovnic, protoze extrém ucelové funkce hledame mezi jejimi
staciondrnimi body, tedy napft. pro ucelovou funkci dvou proménnych f(z,y) fesime soustavu

fo(zy) =0,
fgl;(xay) =0.

Pokud je soustava rovnic linedrni, mizeme pouzit Cramerova pravidla.

7 matice druhych derivaci ve staciondrnim bodé, tzv. Hessovy matice H, je pak mozné urcit, zda je v daném
stacionarnim bodé extrém. V pfipadé lokdlniho minima je matice pozitivné definitni, v pfipadé maxima negativné
definitni. Definice definitnosti a odvozeni teorie optimalizace v obecném n-rozmérném prostoru (tedy pro funkce
libovolného poé¢tu proménnych) je ale nad rdmec uéiva. Reknéme si pouze, Ze se zde vyskytuje mnoho determinantii.
Ten hlavni, determinant Hessovy matice se nazyva hessian a pro funkci dvou proménnych je postacujici podminkou pro
extrém jeho kladnost. Jednoduse tedy rozhodujeme dle znamének takto:

f” (70,%0) f” (70,%0)

H ; _ |z Ty
o 0wl = {67 g ) 17 (@0, w0)
1 (z0,y0) > 0 a maximum pokud f2 (zg,y0) < 0

> 0, pak je ve staciondrnim bodé [zg,yo] extrém, a to minimum pokud

o |H(zo,y0)| <0, extrém nenastava.

1. piiklad: Najdéte minimum funkce f(z,y) = 2 + 2y + > — 2o + 1.

2

2. priklad: Najdéte extrémy funkce f(x,y) = e v’
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Snelluv zakon

Podle Fermatova principu se svétlo Sifi tak, ze optickd draha mezi dvéma body, kterou projde paprsek svétla, je draha,
kterou projde za nejkratsi ¢as. V homogennim prostiedi je to tedy nutné piimka.

V piipadé, ze svétlo prochazi z prostiedi o indexu lomu n; = -% do prostfedi o indexu lomu ny = = (kde c je rychlost
svétla ve vakuu) bude jeho drdha dédna minimalizaci ¢asu ¢(x). Minimalizovat budeme podle proménné x = |BD|, ktera
je dle nasledujiciho obrazku vzdalenosti bodu D dopadu svétla na rozhrani od kolmého pramétu C' bodu A na rovinu
rozhrani. Body A a B a rozhrani prostfedi jsou pevné, zndme tedy vzdalenosti a = |AC|, b = |BE| a d = |CE| (viz

obrézek).

Ny

t(x) = 1% + 1% = %(nlsl +n282)

t(z) = L(mva? + 22 + nov/(d — )2 + b2)

t' () 1(n1%(a2 + xz)_% 2z 4+ nod((d - z)% + b2)_% 22(d —x) - (1))

T

Extrém funkce ¢(x) nastava ve staciondrnim bodé, tj. musi platit ¢'(x) = 0. Odtud

1 1
ni(a® + 2372 -2 =no((d —z)> +b*) "2 - (d — ),
t.
T d—x

= N y
Va2t 22\ ([d—x)2 + b2

n sina = ng sin S.

ni

coz je tzv. Snelltiv zadkon lomu:

Metoda nejmensich ¢tvercu

Metoda nejmensich ¢tvercti vyuziva optimalizace pro nalezeni piimky (nebo obecnéjsi kiivky), kterd je vhodnou
aproximaci naméfenych zavislych dat. Velice ¢asto pfi méfeni hodnot potiebujeme ziskat informaci o této zavislosti af
uz pro predikci nebo napt. pro odhad chyb pristroje apod.

Odvodime nejjednodussi pripad, budeme hledat pfimku y = ax + b tak, aby naméfenym dvojicim dat
[®1,91], -+, [Tn, yn] co nejlépe odpovidala.

A

Y
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Minimalizujeme tedy vzdalenosti skuteéné naméfenych hodnot od hodnot na aproximujici pfimce. Pfesnéji pouzijeme
nikoliv vzdalenost, tedy absolutni hodnotu rozdilu téchto hodnot, ale jeji ¢tverec, tedy druhou mocninu. Odtud néazev
metody - metoda nejmensich ¢tverct. (Divod je ten, Ze vypocet je podstatné jednodussi. . .)

n
Z(axi +b—1y)* — min
i=1
Uvédomme si, Ze zname z; a y;, to, co nezname jsou parametry primky: a a b. Minimalizovat tedy budeme vzhledem
k témto proménnym. Hleddme tedy stacionarni body funkce dvou proménnych, nalezneme derivace podle obou
proménnych a polozime je rovny nule:

(Z(aﬂjl + b— yi)2); = Z 2((1931‘ + b— y1)xz =0
i=1 i=1

(Z(axi +b—y)?), = Z 2(az; +b—1y;) =0

i=1 i=1

Roznésobenim a sloucenim vhodnych s¢itanct dostaneme soustavu:
n n n
GZZC?-H?ZSQ inyi
i=1 i=1 i=1
n
a Z Tz, +nb = Z Yi
i=1

Tato soustava mé vzdy jediné feSeni, protoze

n n
2
=1

D =det | 5!

E T n i=1 i=1
i=1

Jde o tzv. Jensenovu nerovnost, ostra nerovnost je dana tim, ze méfime alespon ve dvou ruznych hodnotach x,
z jednoho méfeni nebo métreni v jednom z zadny zaveér o zavislosti y na x samoziejmé nedostaneme.
Podle Cramerova pravidla je feSenim soustavy

n n
i=1 i=1
n
E Yi n
i=1

a = , b=

D

n n
2
i=1 i=1
n n
i=1 i=1

D

det det

n
"o

n
a je skuteéné minimem, protoze hessian 4D > 0 a navic (Z(awi +0—4i)* )y = 2 Z z? > 0.
i=1 i=1

1. priklad: Najdéte pfimku aproximujici body [0, 5], [1, 3], [3, 3], [5, 2], [6, 1]

Casto aproximujeme data napiiklad parabolou y = az? + b, u riistu zivych organismi je ¢asté pouziti exponencialni
funkce y = e®*+t (zlogaritmovanim dat y; dostdvame aproximaci pfimkou) apod. Vyse uvedeny princip je mozné pouzit
vzdy, kdyz hledané parametry maji mezi sebou pouze linearni vztahy. Mluvi se proto také o metodé linearni regrese
nebo hledani regresni primky. Ze statistického hledika jde o tzv. bodové odhady. S pomoci statistickych metod je také
mozné odhadovat intervaly, tedy nikoliv kiivku, ale jakysi pas, ve kterém métené velic¢iny lezi s vysokou (napf. 95 %)
pravdépodobnosti. Tyto poznatky ale zasahuji daleko pres ramec zakladniho kurzu matematiky do statistiky. Je vSak
dobré o nich védét a pripadné pouzit vzorce, které lze nalézt napt. na

Wolfram MathWorld

www.weibull.com

2. priklad: Naleznéte kalibracni kfivku spektrometru.

3. priklad: Urcete materidlové konstanty skla.
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