8. Modelova rozdeleni

pravdéepodobnosti, popisné
statistiky

_________________________________________________________________________________________ @




e Klasickym postupem statistické analyzy je na zakladé vzorku
cilové populace identifikovat typ a charakteristiky modelového
rozdéleni dat, vyuzit jeho matematického modelu k popisu reality
a ziskané vysledky zobecnit na hodnocenou cilovou populaci.

e Vyuziti tohoto pristupu je mozné pouze v pripadé shody realnych
dat s modelovym rozdélenim, v opacném pripadé hrozi ziskani
zavadeéjicich vysledkl (neparametrické statistiky).

* Nejklasictéjsim modelovym rozdélenim, od néhoz je odvozena
cela rada statistickych analyz je tzv. normalni rozdéleni, znamé
téz jako Gaussova krivka.
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Rozdéleni (rozlozeni, distribuce)
pravdepodobnosti (dat)

* Funkce prirazujici intervalu hodnot nahodné veliCiny
pravdépodobnost (obecné), resp. prirazujici hodnoté nahodné
veli¢iny urcitou hustotu pravdépodobnosti (derivace
pravdépodobnosti podle nahodné veliciny).

o V pripadé diskrétni nahodné veliCiny lze ztotoznit intervaly s
konkrétnimi hodnotami a tvrdit, ze rozdéleni pravdépodobnosti
prirazuje jednotlivym hodnotam primo pravdépodobnost.
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Rozdéleni (rozdéleni, distribuce)
pravdepodobnosti (dat)

Rozdéleni pravdépodobnosti pro spojité a diskrétni nahodné

veliciny se lisi (pary podobnych rozdéleni).
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Kazda nahodna veli¢cina ma urcité rozdéleni, které mize a nemusi
byt znamé (plyne z definice ndhodné veliciny).

Rozdéleni je urceno charakteristickymi parametry. Jejich typ a
pocet se |lisi na zakladé komplexity rozdéleni:

primér,

rozptyl,

SpiCatost,

Sikmost aj.
Pri analyze urCujeme vybérové parametry, které nejsou totozné s
realnymi parametry rozdéleni.
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Rozdéleni hodnot jako model:
Normalni rozdéleni

X !
o) Q N (o) | ,
Standardizovana forma .=

?(z) /
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Parametry charakterizujici normalni rozdéleni a

jejich \éznam

E (x) ~ % ~ 1 ¢(x)
D (x) ~ s2 ~ 52
R ERERORERES : TN X
a) | n~x | prumér  median
_prumér - ukazatel stiedu c) | o~S |
oy | T T - smérodatna odchylka
' rozptyl '
Pravidlo 3s
d) koeficient variance
XI 1) X
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Rozptyl neni univerzalnim ukazatelem
variability

O

—v)2
82 —_ z:(Xi X)
n-1
Data nejsou
normdlné
rozdélena.
X

* Rozptyl a smérodatna odchylka jsou citlivé na odlehlé hodnoty
(nemaji vhodny vyznam pro jiné nez normalni rozdéleni).
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Normalni rozdeleni jako model

l. Pouz"itell:)st modelu

A) X: spojity znak - hmotnost jedince (mysi)

1,2; 1,4; 1,6; 1,8; 2,0; 2,4; 3,8
n = 7 opakovani e
median = 1,8

Shapiro-Wilks: p=0,1307

prumeér =

rozptyl (s?) =

sm. odchylka (s) =

, Je predpoklad normalniho rozdéleni opravnény ?
| Jaky predpokladate mozny rozsah hodnot tohoto znaku ?
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Normalni rozdeleni jako model

l. Pouz"itelnvost modelu

B) X: spojity znak - hmotnost jedince (mysi)

1,2; 1,4; 1,6; 1,8; 2,0; 2,2; 2,4; 3,8; 8,9

n= 9 Opakovanl Liliefors: p<0,010
Shapiro-Wilks: p<0,001

Kolmogorov-Smirnov: p<0,200

median = 2,0

prameér =

rozptyl (s2) =
sm. odchylka (s) =

I Jak hodnotite model u téchto dat ? J'

MU
.._ Vytvofil Institut biostatistiky a analyz, Masarykova univerzita

| , B A J. Jarkovsky, L. DuSek




4

MU

| [

IBA

Predpoklad: Znak x je rozlozen podle daného modelu /

Znak x je naméren o n hodnotach
s modelovymi parametry: xas

Platnost
modelu ?
Znak x je preveden na formu
odpovidajici tabulkovemu //~ e — :
standardu: | |

Vyuzije se tabelované (modelové) distribuéni funkce
pro testy o rozdéleni hodnot x
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Tabulky distribucni funkce

 Data z pruzkumu jsou publikovana jako:

Kosti prehistorického zvirete:
n = 2000

priumérna délka = 60 cm
sm. odchylka (s) = 10 cm

/ Predpokladame, ze je opravneny model normalniho rozdéleni

9 Jaka je pravdepodobnost, ze by velikost dane neprekrocCi velikost 66
“ cm:P(x<66)?

hustota pravdépodobnost
0.00 0.01 0.02 0.03 004

T \ T T T T
30 40 50 60 66 70 g0 90




Normalni rozdéleni jako model - priklad

Tabulky distribucni funkce

9 Jaka je pravdepodobnost, Ze by velikost dané kosti prekrocila velikost
66 cm: P (x > 66) ?

a plati, ze
tedy
2  Kolik kosti mé&lo ziejmé délku vétsi nez 66 cm ?

? Jaky podil kosti lezel svou délkou v rozsahu x od 60 cm do 66 cm ?

0.04
I

0.03
I

22.,6% kosti lezi v rozsahu 60-66cm

hustota pravdépodobnosti
0.0z
|

0.01
I

Hodnoty distribuéni funkce F Ize

nalézt v tabulkach () nebo zjistit
pomoci fce NORMDIST v Excelu. % 4 = 60660 00 o

kvantil

0.00
I
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rozdéleni

Parametry

Strucny popis

Symetricka funkce popisujici intervalovou

Normalni ;Luz':;ﬁ ((i )2) hustotu ¢etnosti; nejpravdépodobné;jsi jsou
prumérné hodnoty znaku v populaci.
Log- Median Funkpe !ntewalové hustqty Cetnosti, ktera po
o, Geometricky primér logaritmické transformaci nabude tvaru
normaini Geometricky rozptyl normalniho rozdéleni.
Zménou parametru a Ize modelovat distribuci
. a. - parametr tvaru doby pfreziti, napf. stresovaného organismu.
Weibullovo B - parametr rozsahu hodnot rozdéleni vyuzivané i jako model k odhadu
LCs, nebo EC;, u testl toxicity.
Median Funkce intervalové hustoty Cetnosti, ktera po
Rovnomeérné | Geometricky primér logaritmické transformaci nabude tvaru

Rozptyl (c?)

normalniho rozdéleni.

Triangularni

f(x) = [b - ABS (x - a)] / b?
a-b<x<a+b

Pravdépodobnostni funkce pro typ rozdéleni,
kdy jsou stfedni hodnoty vyrazné
pravdépodobnéjsi nez hodnoty okrajoveé.

Gama
(Exponencialni)

Parametry distribucni funkce:

o, - parametr tvaru
B - parametr rozsahu hodnot

Umoznuje flexibilné modelovani distribu¢nich
funkci nejriiznéjsich tvar. Nap¥. y? rozdéleni
je rozdéleni typu Gama. Gama rozdéleni

s a = 1 je znamo jako exponencialni rozdéleni.
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Strucny prehled modelovych rozdéleni I.

1 _x-w)? @

Normalni ¢(x;#,0)=a N 202 Rovnomérné
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rozdéleni

Parametry

Parametry distribucni
funkce:

o - parametr tvaru

B - parametr rozsahu
hodnot

Strucny popis

Pravdépodobnostni funkce pro proménnou
omezenou rozsahem do intervalu [0; 1]. Je
matematicky komplikovangjsi, ale velmi
flexibilni pfi popisu zmén hodnot proménné
v ohraniCeném intervalu.

Studentovo

Stupné volnosti -
uvazuje velikost vzorku
Pramér

Rozptyl

Simuluje normalni rozdéleni pro mensi vzorky
Cisel. Pro vétsi soubory (n > 100) se limitné
blizi k normalnimu rozdéleni.

Pearsonovo

Stupné volnosti -
uvazuje velikost vzorku

Slouzi pfedevsim k porovnani Cetnosti jevl ve
dvou a vice kategoriich.

Pouziva se k modelovani rozdéleni odhadu
rozptylu normalné rozlozenych dat.

Fisher-
Snedecorovo

Dvoji stupné volnosti -
uvazuje velikost dvou
vzorku

Pouziva se k testovani hodnot priméru - F test
pro porovnani dvou vybérovych rozptylu; F
test, ANOVA atd.
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Strucny prehled modelovych rozdeéleni Il.

O

Beta o(xap)=c-x*-(1-0)f" Pearsonovo

Studentovo Fisher-Snedecorovo




rozdéleni

Binomickeé

Parametry

Prameér (u)
Rozptyl (c2?)

Strucny popis

Diskrétni obdoba normalniho rozdéleni -
symetricka funkce popisujici intervalovou
Cetnost vyskytu jevu v nezavislych pokusech;

v oo

znaku.

Rozdéleni fidkych (malo pravdépodobnych)
jevl. Pro n > 30 se pouziva k aproximaci

Poissonovo | Lambda binomického rozdéleni (jednoducha
matematicka forma funkce).
Diskrétni podoba exponencialniho rozdéleni.

Geometrické| Lambda Uda\,'a p(,)cef Opak?.v ani experim entu do
prvniho uspéchu pfi konstantni
pravdépodobnosti uspéchu.

_ Pravdépodobnost jevu Binarni rozdelenl pravdepod’obnostl, kdy jev
Bernoulliho 0 nastane s pravdépodobnosti p a nenastane s

pravdépodobnosti 1-p.
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Strucny prehled modelovych rozdeéeleni lll.
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¢ (x)

% %
Median Primér X

U asymetrickych rozdeleni je median velmi
vhodnym alternativnim ukazatelem stredu
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Log-normalni rozdéleni lze jednoduse
transformovat

f(x) ©>1’(X)

Y = Ln [X] /\

¥ %

Median Primér X /\ In (x)

Median = Prumér

V 4

EXP (Y) = Geometricky primeér X

~
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Ukazatele tvaru rozdeéleni

Koeficienty §ik65ti a Spicatosti

e Skewness — koeficient Sikmosti
rozdéleni, mira asymetrie
rozdéleni

_ma _ EX - EX)P
M= E T far X)2

kladna hodnota znamena
odlehlé body vpravo, zaporna
vlevo od stredni hodnoty.

e Kurtosis — koeficient Spicatosti
rozdéleni,

_ i _EX-EQP

T (var X)*

kladnd hodnota znamena vétsi
hustotu pravdépodobnosti blize
stfredni hodnoté rozdéleni.
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/ Zakladni typy transformaci vedou k normalité rozdéleni nebo k
homogenité rozptylu

Logaritmicka transformace je velmi vhodna pro data s odlehlymi hodnotami na horni
hranici rozsahu. Pfi porovnani praméru u vice souborl dat je pro tuto transformaci
indikujici situace, kdy se s rostoucim primérem méni proporcionalné i smérodatna
odchylka, a tedy jednotlivé proménné maji stejny koeficient variance, ackoli maji ruzny
prumer.

Za takovéto situace pfinasi logaritmicka transformace nejen zeslabeni asymetrie
puvodniho rozdéleni, ale také vysSi homogenitu rozptylu proménnych. Pro
transformaci se nejCastéji pouziva pfirozeny logaritmus a pokud jsou v puvodnim
souboru dat nulové ¢i zaporné hodnoty, je vhodné pouzit operaci Y = In(X+i), kde i je
velmi maly pozitivni prirustek.

Je-li primér logaritmovanych dat (tedy prumérny logaritmus) zpétné transformovan do
puvodnich hodnot, vysledkem neni aritmeticky, ale geometricky prumér pavodnich dat.
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/ Zakladni typy transformaci vedou k normalité rozdéleni nebo k
homogenité rozptylu

Transformace je vhodna pro proménné majici Poissonovo rozdéleni, tedy
promeénné vyjadfujici celkovy poCet nastani urcitého jevu (spiSe vzacného) v n
nezavisle opakovanych pokusech. Obecnéji Ize tento typ transformace doporucit v
pfipadé normalizace dat typu poctu jedincu (bunék, apod.). Jde o transformaci:

nebo nebo

Transformace s pfi€tenou hodnotou 1 jsou efektivni, pokud X nabyva velmi
malych nebo nulovych hodnot. Situace indikujici vhodnost odmocninove
transformace je také proporcionalita vybérového rozptylu a priméru, tedy obecné
jestlize s2, = k (vybérovy prameér).
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Tzv. uhlova transformace - velmi vhodna pro data typu podilt vyskytu urcitého

jevu (znaku) mezi n hodnocenymi jedinci - tedy pro data maijici binomické rozdéleni.
Pokud se urcity znak vyskytuje r-krat mezi n moznostmi (jedinci, opakovanimi), pak
|ze vyjadfit relativni Cetnost jeho vyskytu jako p = r/n s variabilitou p.(1-p)/n. Arcsin
transformace odstrani ze souboru dat podily blizké 0 nebo 1, a tak efektivné snizi
variabilitu odhadu stfedu. Transformace v8ak neni schopna odstranit variabilitu
vyvolanou rozdilnym poctem opakovani v jednotlivych variantach - v takovém pripade
|ze doporucit provedeni vazenych transformaci dat. Velmi ¢astou formou této
transformace je:

- tedy transformace podild do hodnot, jejichZ sinus je roven druhé odmocniné

puvodnich hodnot. Pokud celkovy pocet jedincl (opakovani), mezi kterymi je vyskyt
znaku monitorovan, je n < 50, pak Ize doporucit velmi efektivni empiricka opatfeni pro
transformaci podilu blizkych 0 nebo 1. Pro tento pfipad Ize nahrazovat nulové podily
hodnotou 1/4n a 100 % podily hodnotou (n-1/4)/n. Pokud se mezi hodnotami vyskytuje
vetSi mnozstvi krajnich hodnot (mensi nez 0,2 a vétsSi nez 0,8), Ize doporucit
transformaci:
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* Popisna analyza dat je po vizualizaci dat dalsim krokem v
procesu statistického hodnoceni. Poskytuje predstavu o
rozsazich hodnocenych dat a umoznuje vyhodnotit,
srovhanim s literarnimi udaji nebo dosavadni zkusenosti,

jejich realisticnost.

e Jiz pfi vybéru vhodné popisné statistiky se uplatnuje
znalost rozdéleni dat. Nekteré popisneé statistiky,
odvozené od modelovych rozdéleni, je mozné vyuzit
pouze v pripade, ze data maji dané modelové rozdéleni.
Typickym prikladem je primér a smérodatna odchylka,
jejichz predpokladem je pritomnost symetrického, resp.
normalniho rozdéleni.
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e Testy normality pracuji s nulovou hypotézou, Zze neni rozdil mezi zpracovavanym rozlozenim a normalnim
rozlozenim. Vidy je ovSem dobré prohlédnout si i histogram, protoze nékteré odchylky od normality, napt.

bimodalitu nékteré testy neodhali.
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Test dobré shody

V testu dobré shody jsou data rozdélena do
kategorii (obdobné jako pfi tvorbé histogramu),
tyto intervaly jsou normalizovany (prevedeny na
normalni rozloZeni) a podle obecnych vzorcl
normalniho rozlozeni jsou k nim dopocitany
oCekavané hodnoty v intervalech, pokud by
rozlozeni bylo normalni. Pozorované
normalizované Cetnosti jsou poté srovnany

s ocekavanymi cetnostmi pomoci y 2 testu dobré
shody. Test dava dobré vysledky, ale je narocny
na n, tedy mnozstvi dat, aby bylo mozné vytvorit
dostatecny pocet trid hodnot.
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Kolgomoroviv-Smirnovuv test

Tento test je ¢asto pouzivan, dokaze
dobre najit odlehlé hodnoty, ale pocita
spiSe se symetrii hodnot nez primo

s normalitou. Jde o neparametricky test
pro srovnani rozdilu dvou rozlozeni. Je
zalozen na zjisténi rozdilu mezi redlnym
kumulativnim rozlozenim (vzorek) a
teoretickym kumulativnim rozlozenim.
Mél by byt pocitan pouze v pripadeg, zZe
zname pramér a smérodatnou odchylku
hypotetického rozlozeni, pokud tyto
hodnoty nezname, méla by byt pouzita
jeho modifikace — Liliefors(v test.
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Probability

1.0

0.8

0.6

04

0.2
|

0.0
|

Value

Shapiro-Wilkuv test

Jde o neparametricky test pouzitelny i
pri velmi malych n (10) s dobrou silou
testu, zvlasté ve srovnani

s alternativnimi typy testu, je zaméren
na testovani symetrie.



P-hodnota

O

Vyznamnost hypotézy hodnotime dle ziskané tzv. p-hodnoty, ktera vyjadruje
pravdépodobnost, s jakou Ciselné realizace vybéru podporuji H,, je-li pravdiva.

P-hodnotu porovname s a (hladina vyznamnosti, stanovujeme ji na 0,05, tzn.,
Ze pfipoustime 5 % chybu testu, tedy, Ze zamitneme H,, ackoliv ve skutecnosti
plati).

P-hodnotu ziskame pri testovani hypotéz ve statistickém softwaru.

e Je-li p-hodnota < a, pak H,zamitame na hladiné vyznamnosti a a
prijimame H,

e Je-li p-hodnota > a, pak H, nezamitame na hladiné vyznamnosti a

P-hodnota vyjadfuje pravdépodobnost za platnosti H, s niz bychom ziskali
stejnou nebo extrémnéjsi hodnotu testové statistiky.
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