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1. Zakladni pojmy
1.1 Uvod

Fyzika jako exaktni &da méa s\ jazyk — matematiku. Ve Feynmanowknize
Feynman’s Tips on Physics se o tom piSe: ,Matematikégler@sny pedmeét, ma své vstupy
a vystupy, ale my se snazime zjistit, co obsahuje to minimwaré ktusime znddro poteby
fyziky Fristup, ktery t& zvolim se neohlizi na matematiku a sleduje pouh&einagst.
NepokouSim se pronikat do matematiky. Nigjdse musime n&it derivovat tak, jako kdyz
pocitame 3 krat 5 nebo 5 krét 7....." No debFeynman mluvi o studentech inZzenyrstvi. Jak
je tomu tedy s péeébnou matematikou pro studenty baksk&ho studia oboru Radiologicky
asistent? UWité se daji znalosti matematiky pebné pro pochopeni prindiliagnostickych
nebo terapeutickych metod, se kterymi se bude v praxi radiologickiemrtssetkdvat hodn
redukovat. Aleiteba to zmi#né derivovani se objevi mnohokratthypodobr jednoduché

formé, jako na ilustrénim obrazku.
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1.2 Redélnacisla
Patatek fedstav o mnozihrealnychéisel je v ivahach o operacicktigéni a odgitani

piirozenych ¢isel, tj. ¢isel 1,2,3,..Velmi brzo dojdeme k tomu, Ze abychomstali i

odeiitani v této mnozi& bylo by teba zavéagt nepohodind omezeni. Mnozinérpzenych
¢isel byla proto velmi brzo roZz&ina o zaporna cetdsla a nulu na mnozinu cely¢fsel.
1 2 ...

-2 -101 2 -
Ale opt pri operacich nasobeni a&ldni je mozno &stat v mnozia celych cisel jen pi
zavedeni nepohodinych omezeni. Mnozina celyigel byla proto rozgna na mnozinu
raciondlnich ¢isel, tvdaenou vSemi tznymi podily celych¢isel (se zakazem nuly ve
jmenovateli).
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Stale vS8ak nemame vSechna redliséa. Pokud maji byt odmocniny z realnych kladnyisel
opet reélnacisla, nemohou byt tatdisla pouze racionalni, tj. vyjételné ve tvaru zlomku.

Vezmeme velmi jednoduchyiglad: druhou odmocninu ze dvou. Plati nerovnosti
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Vidime, jak se interval ohrateny dwma zlomky (tj. racionalniméisly) zmensSuje, aléislo

J2 zlomkem vyjadit nejde,iikame, Ze je t@islo iracionalni. Iracionalnimiisly jsou mimo
jiné Ludolfovo ¢islo 77 (podle Ludolpha van Ceulena), Euleratislo e (podle Leonharda
Eulera). Ciselna osa (uspadana mnozina realnyctisel R) je tvarena podle velikosti
uspdadanymi racionalnimi a iracionalnigtisly.

1.3 Eulerovo é&islo

VSimnéme si hodnot posloupnosti
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nebo

v nasledujici tabulce

1

2 2,25 2,5

4 | 2,441406250 2,7083333
8 | 2,565784514 2,7182787
16 | 2,637928497 2,7182818
32| 2,676990129 2,7182818
64| 2,697344953 2,7182818

Vidime, Ze se&ileny posloupnosti blizi (u prvni pomaleji, u drutyghleji) limitni hodnog.
Tato hodnota je iracionalniislo, které je nazyvano Eulerovytiislem (taktéz zakladem
piirozenych logaritm) a zn&eni see. Friblizné hodnoty dvou zakladniatisel elementarni
matematiky jsou

= 3,14159 265358979323
e=2,71828182845904523¢



Cislo e je tedy limitni hodnota koeéiady pron - o
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Faktorial nuly je definovan jak0!=1, proto mizeme uzit kompakjsiho zapisu

14'223127::

(<)
k=1 - k=0

7:_.|I—‘

1.4 Mocnina
Z&kladem jsou mocniny s celselnymi koeficientyn—ta mocnina jerkrat opakované

nasobenéisla sebou samym

X"= XK.k, X=x, X= XX ..
%/_/

Je hned vid&, ze

X" = X0 k= XOXOX..Ox X%

n+l n

Je-li n=0, dostavame
x=x¥ = ¥=1

Je-lin=-1, dostavame

obecré

DalSi dilezité pravidlo je

(x) =(xo@. DY xa. 0Y0.[f 0. 0x= YRK.ON

| S E———
n n n nk

k

tedy
(o) =x*
Stejnymi Gvahami odvodime pravidla
(xy)"'=xy , X*=xXx%

Velkym zobecgnim je zavedem — té odmocniny jakdisla, pro které plati
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Bézre uzivané zné&ni je
1 1\" 1
n = = =n
Ux=x | (x“]:xnzizx

Defini¢ni oborn — té odmocniny neni trivialni, vzdy jsou to vSaeghna nezdporna realna

¢isla. Nyni mameifpraveno zobeami mocnitele na racionaldisla jako

Posledni zobe@&ni mocnitele je mit na jeho médtbovolné realné&islo, toto zobeami mize

pockat az po definici exponencialni a logaritmickeKoe.
X

2. Funkce, jeji limita a spojitost

S jistou davkou matematické rfepnosti Ize&fici, Ze funkce vyjatlje zavislost uiité
veli¢iny (zavisle prominné) na veliinach jinych (nezavisle prainych). Rikladem mohou
byt jiz zmirené zavislosti sa@dniccastice naase. f

UvaZzujme nyni o fipadu jedné realné nezavisle ptomét a jedné realné zavisle
promEnnéx. Pisemex= f(t) acteme x je funkcit‘. Symbolf, tzv. funkni predpis, utuje
pravidlo, kterym jsou hodnotam ptitazeny hodnoty. Nekdy piSeme jenx:x(t) (tento
zapis byva ve fyzic€asgjsi). Hodnoty, kterych iize nabyvat prognnat, tvori definicni
obor funkce zn&ny D,. Obor D, je bul’ zadan sotasr® s uvedenim pravidlf nebo je
automaticky chapan jako mnozina vSech hodnagpro réz lze podle pravidld vycislit
hodnotu x. Nag. pro x=+t musi byt t>0, neba@ zaporné hodnoty nelze odniowat.

Rikame, Zef je definovana na mno#nD,. Hodnoty, jichz bude nabyvat prémna x,

probiha-li t definicni obor D,, tvori obor hodnot funkce,H,. V rovin¢ souadnic t
(vodorovna osa) ax (svisla osa) vytvid body o sotadnicich [t,f(t)] graf funkce,

oznaovany jakoG, . Na nasledujicich obrazcich jséyti piiklady.



Na prvnim obrazku je graf funkcex=t*>. Definicnim oborem je cela realna osa
D, =(~w,), obor hodnot funkce jéi, =[ 0,e0) . Na druhém obrézku je graf funkoee=+/t .
Definicnim oborem je kladna realna polod§¢1:[0, ), obor hodnot funkce jéi =[O,oo) :

Na tetim obrazku (nalevo) je graf funkcex=t+1. Definicnim oborem je cela realna

osaD, =(-=,), obor hodnot funkce je taktéz cela redlna bisa= (-, ). Nactvrtém

obrazku je graf funkce

t2-1
X=
t-1

Tato funkce neni definovdna v hiod=1, je tedy jejim defirinim oborem sjednoceni
intervali D, =(-,1)0(1,0) a oborem hodnoH, =(-,2)0(2,0). Protoze v3ak tato

funkce ma v bo& t =1 limitu

2 _ -
"mt_l:"mw:"m (t+1) =2
t-1t—=1 t-1 t—-1 t-1

muzeme definovat novou funkci



2 t=1

a tato funkce uz ma jako defiénii obor i obor hodnot celou realnou osu. Totoij&lad, kdy
x2dodefinovanim“ @vodni funkce dosahneme toho, Ze ,nova“ funkce ma Sirsi definbor,

casto pak celou realnou osu

3. Né&které elementarni funkce

3.1 Polynomy
Funkci

f(x)=a+ax+a X+-+3a, X'+ akX
kde koeficienty jsou realn&isla (a,,...a,JR) nazyvame polynomem-tého stup

(predpokladamea, Z0). Pomoci sottového symbolu zkracujeme zapis na

f(X)=kZBk>3‘

Pri tomto z&pisu bereme v Gvaho, =1 pro viechna. Vezméme polynomy nejnizsich
stupiti (pro vytvdeni grafu funkce v rovinx-y znasime y= f (x))

y=a , y=axb , y akX+ bx
Grafem polynomu stugnnula je pimka vedena rovna@irné s osoux ve vzdalenostia,
grafem polynomu stugnjedna je pimka se srrnici a (podle gedpokladu jea jako
koeficient u nejvySSi mocninyazny od nuly), ktera protina osuv bod b a osu x v bod

-b/a. Grafem polynomu stugndva je parabola, ktera protina osu bodt c, protind osuwx

ve dvou bodech (pokuti’>4ac), dotyka se osx v bodt ~b/(2a) (pokud b*=4ac) nebo

lezi cela nad nebo pod osppokud b’ <4 ac). Uvedenéit ptipady jsou na obrazcich.

1
2
x 2x+§ w2y +1




Zminime se jesto polynomu, ktery vznika z mocniny détgnu

(x+a)" = )“(nj X a+--~+( " j xd '+ &
1 n-1
kde

(D:ﬁ . ni=nfn-1)0.20 , 0=1

S vyrazy typu kombinmiho ¢isla nebo faktorialu se také setkdmé pivahach o

pravdpodobnosti.

3.2 Racionalni funkce lomena

ax+anl +.-+ 3 X+ gx+ 3
b Xx"+b_ +.-+ b X+ hxt B

n=0,m=1 ... nepima ungra y=a(x -0

® . \ @ -
_ 1
Dy= 1
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3.3 Exponencialni funkce a logaritmus
Pfipomaime, Ze jsme zapsali Eulerovislo jako nekongnoutadu
=1
e _—
Zia

Nyni definujeme exponenciélni funkci jako



Pro exponencialni funkci s&asto uziva také ozteni exr(x). F¥i zapisu prvnich &kolika
¢lena fady mame

exp(X) = 1+%+§+--~

Vezmeme souin dvou exponencialnich funkci

enf) exfy) = #2eXo | 12e L)

LXEY X+2 Xy+ ¥
1! 2!
Toto je velmi dlezith vlastnost: exponencidlni funkce &wou je rovna sokinu

1

+...=exdx+ y)

exponencialnich funkci jednotlivyckitandi

exp(x+y) = exifx) expy)| | expky=[ exfpy]

Z definice exponencialni funkce pomoci nekoméerady plyne exp( 0): 1. Déle vidime, Ze

funkeéni hodnoty nabyvaji pouze kladnych hodnot. Ree0 je Zejmé z definice pomodady
(vSechnycleny jsou kladné a prvniglenem je jednika), Ze dokoncex>0—= ex;( x)> 1 Pro

x<0 vyjdeme ze vztahu

exp(X) exf-x)= 1 = expx) = LI

exp(—x)
a protoZze-x je kladné, je jako vigdeSlém fipads exp(—x) kladné a ¥tSi jak jedna. Rozdil
je v tom, Ze nynix<0= 0< ex{{ X)< 1. Funkceexy(x) je rostouci. Proy>0 je
exp(x+y) - exf{x) = expx)| expy)- [

Graf exponenciélni funkce je na obrazku.
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Prirozeny logaritmus je inversni funkci k exponencialni funkci. To znanesn zobrazujeme-

li funkci prirozeny logaritmuscislo, které jsme ziskali zobrazenitfsla x exponencialni

funkci, dostaneme @pcislo x, resp. v opéném pdadi zobrazujeme-li exponencidlni funkci

¢islo, které jsme ziskali zobrazenémslax logaritmickou funkci, dostaneme &islo x
In(exr(x)) =X , exé Irf x)) = X

Z definice je tejmé, Ze defiinim oborem funkce logaritmus jsou nezapaotisda. Protoze

exp( 0= 1, musi bytin(1)=0. Ozna&ime-li si x=exp(&) a y=exp(7) , mizeme psat

In(x) +In(y)=¢&+n= In(exp({+/7)) = Ir( exé) ex(n)) = lixy)
Dostavame tak iezity vztah: logaritmus s@inu je roven sottu logaritmi jednotlivych

souwinitela

In(xy) =In(x) +In(y) In( %)= Kn( 3

Jak z této vlastnosti plyne (poloznye=1/x), plati

In(x) = —In(%)

a logaritmus je rostouci funkce, pro>1 kladng, proO<x<1 zaporna. Graf logaritmické

funkce je na obrazku.



] ln(x)/ “! In(x)

-0,21

0,47

T -0, 61
” ]

Mocninu s libovolnym realnym mocnitelem definujeme pomoci vztahu

a¥ = [exd In( a))]X = exf x I{ )
Kromé piirozeného logaritmu Ize definovat také logaritmislipovolném zakladu pomoci
vztahu

log,(a)=x , a0 =x

Piasobeni funkceifrozeny logaritmus na @strany druhého vyrazu dava

_ In(x
In(a)

Nejcastji je uzivan dekadicky logaritmus (tj. logaritmicka funkce sikladem a=10),

N—

log, (x)In(a)=In(x) = |log,(X

mnohdy proto neni ani z&klad zfovan, mluvi se pros&to logaritmu. Graf dekadického

logaritmu log(x) s vyznaenim log(10)=1 a log(100)= Iog( 16) = Zje na obrazku.

L]

] log(x)




Na obrazku je znazogno rekolik prikladi umocréni pevného zakladu maa odpovidajici

inverzni operace.

y=2z", x=log,y, z>0, zz 1

0,5,2%,3  log,.xlog, x,log; x  10%logx
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3.4 Goniometrické funkce
Vychazime z pravouhlého trojuhelniku na obrdzku. Goniometrické funkce jsou gro ahl

z intervalu(O 77/ 2) definovany jako porry stran tohoto trojuhelniku:

0S8a x

sing=Y | cog=2 | =2 | cotg==
r X

Je @imo vidt, Ze
sind _co¥_ 1

tgf=——- , cot=——=—"—

sid  t@
a z Pythagorovydty



Xy =r> = Z+d =1 = (cod) +(si) = :

V krajnich hodnotéch intervalu je
sin0=1tg0=0 , cos& 1 , cotgbwo
T T T /g
cos—=cotg-—=0 , sir-= 1 , =0
2 gi 2 E%

O znaménku funkci sinus a kosinus #tyiech kvadrantech davérqustavu nasledujici

obrazek:
A
e % Ny
/ o \
4 7 1 sinf X
/ iny
{' | x Lx
| | cost)
‘\ f ‘\‘\\
\ y .
N\ / % /
N A ~ -
. ¥y
s /’ \\
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Na dalSich obrazcich je n&chze intervalech zobrazenipeh funkci tangens a kotangens:

104 10

tg

pte : cotg

Vzhledem k vlastnostem {mmétia pravodiéu bodi na jednotkové kruznici a peridd27na
této kruznici nizeme pro goniometrické funkce pgatu uziténych vztali. Pro kosinus tak
mame

sing = sir( 27+6) = sifr-6) =~ sif-6) =~ sifrr+6) =
00{7—27 —Gj == cogg + Gj

coy = co§ 2r+6) =~ cder-0)= c¢sf)=- dos+b)=

(o)

Funkce tangens a kotangens jsou periodické s periggaakze
tgd = tg( 77+ 6) = - to( - 6)
cotgd = cotd 77+86) = - cotf-6)

a pro kosinus

Jiz jsme uvedli dlezity vztah (vSimgite si trochu jiného zapisu druhé mocniny)

sing + cosf =
Pro Gpravy vyraiz s goniometrickymi funkcemi jsou nepostradatelné tzvitewé vzorce.
Pro funkce sottu ¢i rozdilu dvou Ghi plati



sin(a+B) = sir coB + cos sif

co{a+ )= cosr coBF sim sjfi

Pro sodet nebo rozdil funkci dvou unpak plati

sina+sinﬁ:25ina;—'8 cog;—'g , C@B+ Cfs= zégzﬁ ge_gﬁ
sing — sing = Zsina;— cog;—ﬂ , C@s— Cfls=- quﬂ;—’g g%ﬁzﬁ

Na obrazku jsouijklady goniometrickych funkci obecného linearninguanentua =a x+ b.

COSX,COSK—%)  CO, CG3 CBX, CCB3, CO8 2X

4. Poditani s vektory

(VetSina obrazk prevzata z éebnice HRW: Fyzika.)

Vektor je zadan semem a velikosti. Je tedy zobrazen orientovanouwkage (vyzna&eni

i A
O/

Vektory mizeme nasobit realnyntisly. Absolutni hodnota nasobitele udava, kolikrat

Sipkou).

se zmni délka vektoru, znaménko pakjstane-li orientace stejna nebo zda serdnma
opainou. Vektory nizeme &itat a odéitat (odeéteni vektorub od vektorua je totéz jako
pricteni vektoru—b k vektoru a. Grafické znazormi je na nasledujicich dvou obrézcich.

Vsimréme si, Ze i kdyz budeme uvazovat vektory ezt roznérech naseho prostoru, vzdy

najdeme rovinu (tedy dvourozmmy prostor), ve které lezi uvazované dva vektoopbeazky



tedy mizeme pohodka malovat v této rovier Se&itani vektoti je komutativni (nezélezi na
poradi gitandi).

zacatek

Odetteni vektoru je, jak jiz byldeceno, totéz jakoipcteni vektoru opéné orientovaného:

Konec a pocidtek
s¢itanych vektorh
splyvaji.

Patetne je snadnou cestou rozklad veKtordo slozek kartézské soustavy

(a, =acod ,a = asi), takze pro sotet vektofi je

c=a+b , ¢=a+h , G=3+}

X

(@)

0

Ve trech rozmdrech znaime ti zakladni jednotkové vektory (pravaéteé) kartézské soustavy
i

.] .k alibovolné dva vektory zapieme jako



d=ai+a j+ak , b=hi+hj+hk

VY
=

Bézny zpisob zapisu vektoru pomoci jeho slozek je
a=(a.a.a)

Linearni kombinace vektdra a b (prvni vektor nasobimegakym redlnyméislem o a
piicteme k gmu druhy nasobengislemp) je opst vektor
c=aa+pb , t=(ag+Bh.ag+B ha a+tp b
Pfi nasobeni vektdr rozezndvame dva druhy soui — skalarni a vektorovy. Pro
skalarni soéin je
alb = abcosp
Slozka vektoru b

do sméru vektoru a
je rovna bcos .

\ Slozka vektoru a
do sméru vektoru b
jerovna acosg.

Velikost vektoru je podle tohoto vztahu odmocninou ze skalarnintirgouektoru se sebou
samym, protoze
al@= a cos0= &



Standardni zn@ni velikosti vektorua je |4. Pouze tam, kde neike dojit k zanng (jako
v nasich vztazich zde), stgpséat jera. Jsou-li dva vektory navzajem kolmé, je jejich skalarni
SOLWEin roven nule, protoze
al = abcos;—T =C
Pro jednotkové navzajem kolmé vektory kartézské soustavy tak mame
if=0=kK=1, iJ=jK=kiT=0
Potom niizeme skalarni sé@in dvou libovolnych vektar zapsat ve slozkach jako
é[ﬁ):(axT+ a j+ aZR)[@t[H b, j+ bZT(): a b+ g ht+ at
Vektorovy sodin vektorfi & a b vytvai vektor ¢, ktery je kolmy k rovid, v niz leZi tyto

vektory a mé velikost

c = absing

Vektorovy sodin vektoru se sebou samym dava nulovy vektor, protozZe pro velikost mame
c=a’sin0= 0
Vektorovy sodin dvou navzajem kolmych jednotkovych vekioma opgt jednotkovou

velikost, protoze
c=10sins = 1
2
Pro zakladni vektory kartézské soustavy tedyeme psat
Ixi =[x =k xk =0 , ix]=k , [k =i , kx =]

Potom niizeme vektorovy saiin dvou libovolnych vektar zapsat ve sloZzkach jako



éXBZ(a,(T+ a j+ aZT()x( hi+h j+ b;k):
(a,b,-b,a)i+(a,b-b,a) j+(ab;- ba)l
nebo ve standardnim zapisu

axb=(a b-ba ab-ha 3k Q3

5. Soustavy linearnich rovnic, matice

5.1 Trivialni p Fiklady

V jedné nejmenované nemocnici byli zvykli na dodavku ampuli s Iékesny kie
ptidaval do infuzi. Ampule #y vZdy objemV a koncentracedinné latky v ni bylap%
objemovych. Personal ¢hpiikaz vrchni sestry davat do infuze o vysledném objévmizdy
jednu ampuli I1éku. Jednou dodala Iék jina firma a ampully wbjem dvojnasobny, tj.\2
koncentrace &inné latky byla také dvojnasobna. Vrchni sesttikgzala davat do infuzi
polovinu obsahu ampuleCo myslite, je to spravnyfikaz?
Redeni: Zavedeme oziani: objemy budou v ci(ml), tedy W objem infuze (v obou
piipadech stejny) & objem ampule prvni firmyp bude koncentrace c¢inné latky v

objemovych procentech v prvniniipadt. Objem @inné latky a koncentrace jsou

Ulziv = ou-ziz_pi ,

100 W 100w

2p 2V U p V
Uu=———— = :_2:2__:2
100 2 =W " 100w~ %

Zawr: Snad nebyla dvojnasobna davka smrtebidecrejSi Ulohaje takova: Pedpokladejme,
Ze druha firma dodala ampule o obje20 ml s koncentraci &inné latky p=50 %
(objemovych). Do jakého objemu zakladu infuze maji sestry vmickiaujempuli, aby
doséahly pedepsané koncentrage5 % ? Ozn&mex objem infuze (neznama misto objekMu
z predchozi tlohy). Objemcinné latky v ampuli je

Q):LQ

100
Rovnice pro neznamy objer(linearni rovnice pro neznamou \v@tiu x) je pak

w
qzloOG—X+Q = gx+(g- pQ=0

Reseni:



Nepatrg slozitjSi ulohaje tato: Do infuze o celkovém objenwe=200 ml se fidavaji dw

acinné latky. Prvni z nich je v ampulich o objerg=20 ml v koncentracip;=30 %
(objemovych), druha v ampulich o objem¥, =40 ml v koncentracp,=50 %. Vysledna
koncentrace oboucinnych latek v infuzi ma byg=15 % a ponr¥ jejich koncentraci

q,/9,= p=0,5 (jedna ku d¥ma). Kolik ml roztoku 1 a kolik ml roztoku 2 jéeba dat do

infuze ?Reseni — zaznam Uloh@zna&me x hledany objem roztoku 1 yhledany objem

roztoku 2 (mame tedy dvneznaméx a y). Objem &inné latky 1 v objemux bude

U,=(p,/100) x, objem &inné latky 2 v objemty bude U, =(p,/100) y. Koncentrace latek

v infuzi pak budou

_U_pox _U,_ By
% W 100W ' %

Pro naSe dvneznamé mame dypodminky

4+0=q , L=p
0,

PrepiSeme tyto podminky pomoci neznamychc¢uelk ay a znamych hodngh, p2, W, g ap
na soustavu dvou linearnich rovnic o dvou neznamych

p X+ B y= qW

px-pp y=0
ReSeni soustavy rovni©deiteme druhou rovnici od prvni a iggime vzhledem ¥ potom
dosadime totdeSeni do druhé rovnice (samem€ je mozné dosadit i do prvni rovnice,
feSeni pro« musi byt stejné). Dostaneme tak

paqw qw

X = Y= = x=33,y=4(
e’ Rt P Y

5.2 Matice

Tabulku tvdenoumiadky an sloupcicisel nazyvame matici dimensex n

&, a, - &

e R

Matice stejné dimensmx n miZzeme séitat a nasobitislem

C=A+B = (Cik):(aik)-l-(bik):(Qk-*_hk)
C=a0A = (Cik):a(aik):(aaik)



Matici A dimense mxn miZzeme zprava vynasobit mati® dimensenxs a ziskat tak

matici C dimensemx s

C=AB = (qk){pzn:;ﬂp bpkj

nebo niZzeme maticiA dimense mx n vynasobit zleva maticB dimensesx m a ziskat tak

matici C dimensesx n

C=BA = (%){ibp apkj

Vidime, Ze pro &tani Zistdvd komutativita (nezavislost naifpdi) itandi zachovana i u
matic, u nasobeni to pro switele obeck neplati. PedevsSim: nasobit ’ieme jen matice,

které maji stejny ptet radki nebo sloupi. Ale i pro ¢tvercové matice (dimensexn) je

komutativita spiSe vyjimkou.

Obrazr vyjadreno, prvky matice s@inu vytv&ime takto: v prvnimiadku jsou
postupri ,prvni fadek levé matice krat prvni sloupec pravé matice”, ,pfadék levé matice
krat druhy sloupec pravé matice* az ,prvididek levé matice krat posledni sloupec pravé
matice“, v druhéntradku jsou postugn,druhy radek levé matice krat prvni sloupec pravé
matice”, ,druhyiadek levé matice krat druhy sloupec pravé matice" az ,dradgk levé
matice krat posledni sloupec pravé matice” atd. az po postatEil matice sainu, kde jsou
postupi ,posledniradek levé matice krat prvni sloupec pravé matice”, ,poslgigk leve
matice krat druhy sloupec pravé matice" az ,posléddéek levé matice krat posledni sloupec
pravé matice". Satin ,fadek krat sloupec* pak znamena, Zétesme sodin prvniho prvku
fadku s prvnim prvkem sloupce se &em druhého prvkiadku s druhym prvkem sloupce
atd. az po satin posledniho prvkiiadku s poslednim prvkem sloupce.

Priklad proctvercové matice dimense 2:

alo 5 oo

Paiitame



0 1) (I0r@1 D @0 ( O
[Eloj(mmqm m})[li
1 0) (010 O ® 0
0—1] [mo}lmeo}l(ly
1 0)(1 0) ( I® a0 Do o 10
o 380 - an-m ome-red (o 3
B[B:(o 1}@0 1}2(03&131 OIES m}( I
1 0/(1 0 (1Torau Dt O 0

P¥i pocitani se nam objevila (ne nahégpiiklad je tak vybran) jednotkova matice

1 0 - 0
O 1 - 0
E:(a-"‘): N 0
0 O 1

tj. ¢tvercova matice, ktera ma na diagonale jgkina ostatni prvky jsou rovny nule. Symbol
o, je Kroneckerovo delta, pro ktere

1 i=k
Oy = I
0 izk

Nasobeni jednotkovou matici ponechavuaqani matici nezrénénou. Veznéme jednotkovou

matici dimensenx n, matici A dimensemx n a maticiB dimensenxs. Potom je

C=AE = qk22ap5pk:ak , C=EB = Qk:z&pbpk:t&
p=1 p=1

Obecrk nemusi byt vSechnyadky matice lineamh nezavislé (tj. pro &aky fadek je

v takovém pipact mozné najit linearni kombinaci zbyvajici¢Adki, Ze je rovna tomuto
fadku). Totéz plati, uvazujeme-li mistddki o sloupcich.Hodnost matice je definovana
jako maximalni pdet lineari nezavislychradki. Hodnost matice hraje podstatnou rafi p

Gvahach o p&techieSeni soustavy linearnich rovnic.

5.3 Matice a¥eSeni soustavy rovnic
Uvazujme soustavin linearnich rovnic m neznamych

a X ta,X ..t x=0h
X tay Xttt X =0

A X tap Xt ta, X =h



kde a;, b (1<i=m,1<j<n) jsou koeficienty soustavy rovnic (. znaiéla) ax; 1< j<n
jsouneznamé V3echnyn-tice {x,%, ..., %} , které vyhovuiji rovnicim, té FeSenisoustavy
rovnic. Se soustavou rovnic jsou spojeny maticestsmy a roz¥ena matice soustavy

a, @, ... a|h
By By ... By b

Ay 8y - Ay by

Ekvivalentni Gpravy soustavy rovnic jsou ty Upravy, které ngrnjejich feSeni. Je to zajisté
nasobeni libovolné rovnice nenulovyislem a takeé fcteni nasobku libovolné rovnice k jiné
libovolné rovnici. U matic soustavy jsou to tytépravy provadna sitadky matic. Mame
proto tyto ekvivalentni Gpravy matice soustavy:

(1) nasobeni vSech priky libovolnémiadku nenulovyngislem

(2) prictenik - nasobku prvi v libovolnémiadku k jinému libovolnémiédku
Hodnost matice jsme definovali jako dqebd linearg nezavislych fadki. Prevedeme-li
ekvivalentnimi Upravami matici na schodovity tvardanémiadku je vlevo vice sloufics
nulami nez wadku nad nim), je pak hodnogipo dana p&tem nenulovychiadka. Nejlépe
bude ukazat iiklady. Musime jich vSak zvolit celotadu, protoze mame také velky ¥yb

situaci: jaky je p&et rovnic a pdet nezndmych a jaké jsou hodnosti matice soustavy a

roztené matice soustavy (budemedn(A) ah(B)) .

Priklad 1 (m=n=3):

X+2y+3z=2 1 2 3|2
—-2x+y-1z=1 -2 1 -11
X+y+2z=2 1 1 1|2

Provedeme Upravy: (1) prvni rovnici vynasobenouiiztgme k druhé a (2) prvni rovnici

vynasobenou (-1)i@gteme k feti (tj. od&teme ji)

X+2y+3z=2 1 2 3|2
S5y+5z=5 0 5 5|5
-y—-2z=0 0O -1 -20

DalSi upravy jsou (3) druhou rovnici nasobime 1j5d¢lime ji 5) a (4) druhou rovnici (po

piedchozi Upra¥) pricteme k teti rovnici



X+2y+3z=2 1 2 3|2
y+z=1 0O 1 11
-z=1 0O 0 -11

Dostali jsme tak ekvivalentni soustavu rovnic, ktera ma stedéni jako fivodni. Reseni
najdeme dosazovanim ,odzadu“. Soustava ma jedesénix=1, y=2, z=-1.Matice i

rozStena matice jsou ve stejném schodovitém tvaru a tha@nulovéradky — hodnost obou
matic (h( A)=h( B)=3) je rovna potu neznamych, dostavame jediesent.

Priklad 2 (m=n=3):

X+2y+3z=2 1 2 3|2
—-2X+y-2z=1 -2 1 -11
-3x+4y+ z=4 -3 4 14

Provedeme Upravy: (1) prvni rovnici vynasobenouiiztgme k druhé a (2) prvni rovnici
vynasobenou 3igteme k feti

X+2y+3z=2 1 2 32
5y+5z=5 0O 5 5[5
10y +10z= 10 0 10 1010

DalSi apravy jsou (3) druhou rovnici nasobime 1f5d€lime ji 5), (4) teti rovnici nasobime

1/10 (tj. cklime ji 10) a nakonec (5) druhou rovnici vynasohergel) gicteme k feti (tj.

odeiteme ji)
X+2y+3z=2 1 2 2
y+z=1 01 1
0=0 0 0 QO

Ekvivalentni soustava rovnic ma stejedeni jako fivodni. Najdeme je snadno dosazovanim
,0dzadu“. V tomto pipad zustava jedna volnd neznama, existuje tedy nek@neanoho
feSeni x=—z, y=1 -z zlibovolné. Matice i rozSfena matice jsou ve stejném schodovitém

tvaru a maji dva nenulowédky — hodnost obou matit(A)=h( B)=2) je mensi nez pet

neznamych, dostavame nekoém&mnohoieseni.
Priklad 3 (m=n=3):
X+2y+3z=2 1 2 3|2
—-2x+y-2z=1 -2 1 -11
-X+3y+2z=8 -1 3 2|8



Provedeme Upravy: (1) prvni rovnici vynasobenouiiztgme k druhé a (2) prvni rovnici
piicteme Kk teti

X+2y+3z=2 1 2 2
S5y+5z=5 0 5 5
5y+5z=10 0 5 310

DalSi apravy jsou (3) druhou rovnici vynasobenou (+idteme k teti (tfj. odéteme ji) a (4)

druhou rovnici nasobime 1/5 (tj¢léne ji 5)

X+2y+3z=2 1 2 2
y+z=1 01 1
0=5 0 0 Q5

| toto je ekvivalentni soustava rovnic. ZjégvumemaieSeni, neltbZzadnou volbou prosmnych
nedosahneme ,0=5". Matice soustavy i rég8a matice jsou ve schodovitém tvaru, ale

hodnost matice soustavia(A)=2) je men3i nez hodnost roiiié matice f( B)=3).
Priklad 4 (m=2, n=23):

X+2y+3z=2 1 2 3|2
-2x+y-z=1 -2 1 -11

Provedeme Upravy: (1) prvni rovnici vynasobenouti&gme k druhé a (2) upravenou druhou

rovnici vynasobime 1/5 (tj. vytime 5)
X+2y+3z=2 (1 2 jz]
y+z=1 01 11
Ze schodovitého tvaru matic vidime, Ze hodnostil jstejné a menSi neZ q@ neznamych
(h(A)=h( B)=2), dostavame nekotie mnohotesenix=-z, y=1-z, zlibovolné
Piiklad 5 (m=2, n=3):

X+2y+3z=2 1 2 3|2
—2X—-4y-6z=-5 -2 -4 -6-5

Stai provest Upravu (1) prvni rovnici vynasobenouiztpme k druhé
X+2y+3z=2 1 2 2
0=-1 0 0 g-1
Ekvivalentni soustava rovnic zjeynnema ieSeni, neld Zzadnou volbou prosmnych

nedosdhneme ,0=-1". Matice soustavy i rée8& matice jsou ve schodovitém tvaru, ale

hodnost matice soustaviz(A)=1) je men3i nez hodnost rogié matice if( B)=2).



Ptiklad 6 (m=4, n=3):

X+2y+3z=2 1 2 3|2
-2x+y-1z=1 -2 1 -11

X+y+2z=2 1 1 12
-Xx+2y =3 -1 2 0]3

Provedeme uUpravy: (1) prvni rovnici vynasobenouiitgme k druhé, (2) prvni rovnici

vynasobenou (—-1)igteme k teti (tj. odéteme ji) a (3) prvni rovniciipéteme keiteti

X+2y+3z=2 1 2 3|2
5y+5z=5 0 5 5|5
-y—-2z=0 0O -1 -20
4y+3z=5 0O 4 3|5

DalSi upravy jsou: (3) druhou rovnici vynasobimg (tj. vycklime 5), (4) upravenou druhou
rovnici pricteme k teti rovnici, (5) upravenou druhou rovnici vynasoben—4) gicteme

k treti a konen¢ (6) upravenouieti rovnici odéteme odctvrté

X+2y+3z=2 1 2 3|2
y+z=1 0 1 1|1
-z=1 0 0 -11

0=0 0 0 0|0

Reseni této ekvivalentni soustavy rovnic najdemezmginim ,odzadu“. Soustava ma jediné
feSenix=1, y=2, z=—1Matice i roz&fen& matice jsou ve stejném schodovitém tvaru atinaji
nenulové tadky — hodnost obou matich(A)=h( B)=3) je rovna pétu neznamych,
dostavame jedin&Seni.

Priklad 7 (m=4, n=23):

X+2y+3z=2 1 2 3|2
-2x+y—-2z=1 -2 1 -11
-X+3y+2z=3 -1 3 2(3
3x+y+4z=1 3 1 4|1

Provedeme Gpravy: (1) prvni rovnici vynasobenouiiztgme k druhé, (2) prvni rovnici
pricteme k teti a (3) prvni rovnici vyndsobenou (—3)geme kestvrté

X+2y+3z=2 1 2 3|2
5y+5z=5 0O 5 5|5
5y+5z=5 0O 5 5|5
-5y-5z=-5 0O -5 -5-5



Pi dalSich Upravach (4)iigteme druhou rovnici kétvrté, (5) odéteme druhou rovnici od

tieti a nakonec (6) vynasobime tuto rovnici 1/8itde 5)

X+2y+3z=2 1 2 2
y+z=1 01 131
0=0 0 0 g0

0=0 0 0 g0

Soustava ma neko&fi@ mnohotreSenix = -z y =1 —z zlibovolné.Patet schod, tj. paiet
nenulovychiadki obou matic je stejny, jejich hodnosti( A)=h( B)=2, coz je hodnota o
jednicku mensi nez get neznamycm=3.

Priklad 7 (m=4, n=23):

X+2y+3z=2 1 2 3|2
-X—-2y-3z=-2 -1 -2 -3-2
2X+4y+6z=4 2 4 6|4

-3X-6y—-9z=-6 -3 -6 -9-6

Provedeme Upravy, v tomtdigladu velmi jednoduché: (1) prvni rovnictigteme ke druhé,
(2) prvni rovnici vynasobenou (-2)ipteme ke iteti a (3) prvni rovnici vynadsobenou 3

piicteme kestvrté

X+2y+3z=2 1 2 2
0=0 0 0 g0
0=0 0 0 g0
0=0 0 0 g0

Hodnosti matic jsou shodri#{ A)=h( B)=1 a jsou 0 2 men3i neZ f& neznamycm=3.
Soustava méa nekoér@ mnohoreSenix = 2 — % — 37, y az libovolné

5.4 Shrnuti Gaussovy elimin&ni metody

V piedchozi¢asti byl na pikladech ukazan Zjgob feSeni soustavy rovnicigvodem
matice soustavy rovnic a rogSné matice (tj. k matici soustavyigdvame sloupec pravych
stran) na schodovity tvar. Tomuto tgobu iikdme Gaussova elimitai (,likvida¢ni®)
metoda. Zavedli jsme pojemodnost matice (pocet nenulovychtadki jejiho schodovitého

tvaru) a ozngeni h( A) pro hodnost matice soustavyh@iB) pro hodnost roz&né matice.



Soustavam rovnic on neznamych méeseni pra¥ tehdy, je-li h(A)=h(B)= h, t.
pocet nenulovychradk je stejny (schodovité tvary maji stejnyéed schod). Patet volnych
neznamych je

d=n-h
To znamend, Ze soustava ma jediageni (nejsou Zadné volné neznamé) gre0, tedy

v pripadt, kdy hodnosti matic jsou stejné a rovniétooneznamych.

6. Limita a derivace

6.1 Motivace — rychlost a zrychleni

VSimrnéme si Useku trajektori¢éstice tikdme také hmotného bodu) mezi blizkymi
body A a B, ve kterych s&astice nachazi vaset a t+At. Nékteré veltiny se vztahuji
k jednomucasovému okamziku, jiné k intervalu mezi¢dha casovymi okamziky. V nasem

piikladu mame:

Ar

[t.1+Ar]

polohovy vektorastice wasovém okamzikti
F(t) =(x(t).y(1).2(9)
polohovy vektorastice wasovém okamzikd + At

F(t+At)=(x(t+At), y(t+At), z( t+At))



rychlostéastice wasovém okamzikti
v (1) =(v (1), (1. % (1)
rychlostéastice wcasovém okamziki + At
V(t+at) = (v, (t+A1), v, (t+A1), y( A1)
vektor posunutéastice wasovém interval{t, t +At]
AR g =T (t +0t) -1 () = (x (t +at)=x (t),y(t+At) - y(1), z(t+ A1) - A 1)

vektor pimermé rychlosticastice wasovém intervalit, t +At]

%) _T(t+at)-r(t) :(x(t+At)—x(t) y(t+at)-y(t) z(t+a)- A b]

[terad At At ’ At ’ At

vektor znény rychlostigastice wasovém intervalit,t +At]

AV g = V() -V() = (y (rA Y=y (D, y( A Y- y( ), y( #A )= o))

vektor pimeémého zrychlenéastice wasovém intervalit, t +At]

v(t+At)-v(t) :(vx(twt)—vx(t) v, (t+8t)-v (1) y( A=y 9]

<a>lt't+ml - At At ’ At ’ At

Vektor pimérné rychlosti vystihuje iblizné, jak rychle ngnil hmotny bod svou polohu

béhem ¢asoveho intervaltﬁt,t+At]. Behem tohoto intervalu s&stice pemistila po gjaké

trajektorii z mistar (t) v ¢aset do mistar (t +At)v ¢aset+At. Za stejnou dobudt by se
také mezi gmito misty gemistilacastice pohybujici se rovn@mé piimocare piimérnou
rychlosti, neb®

(1) + (7)o 2= (1) + *ALZ'r(t)m =r(t+0t)

Nahrada skutsného pohybu bodu poftikce v casovém intervalu[t,t+At] pohybem
rovnomérnym gimocarym bude firozere tim presrgjsi, ¢im bude intervalt,t+At] kratsi.

Provadime tzv. limitni fgchod At - 0. Co se vSak fitom kje se sotadnicemi vektoru

pramérné rychlosti? Restoze se jmenovateléiiatelé zlomk

x(t+At)=x(t) y(t+at)-y( Y | Atad-4)
At

At ’ At

stavaji libovolg blizkymi nule, jejich podily nabyvaji rozumnych drt a blizi se i

zmenSujicich seAt ke kon€nym cislaim - svym limitnim hodnotam. Ty jiZ, na rozdil od



veli¢in praimérnych, nezavisi na déleaasoveho intervalllt, ale pouze na jeho pétesnim

okamzikut a udavaji tak sdadnice tzv. vektoru okamzité rychlosti hmotného bodu. PiSeme
\7('[) = A“trp0<v>[t,t+m]

Poznamka: Z fedchazejiciho vykladu jeigimé, Ze velikost vektoru fomérné rychlosti

<\7>[t,t+At] je méco jiného nez miMmérna hodnota velikosti vektoru okamZité rychlosti

<|\7|>[t (e’ ktera se v &néreci oznauje slovnim spojeninprimérna rychlost”.

Jednoduchy ifiklad limitniho gechodu je znazo#n na obrazku. Jde o rovnémy
pohyb po kruznici
F(t) =(Rcosz—m R sinzﬂj
T T
Pro pamérnou rychlost dostavame i{p Upravach pouzivame znamych vztahu pro

goniometrické funkce)

~ r(t+At)-r(t R 27t + At 2t 2t + A 27t
sin”—At
opo T [—sinﬂ(ZHAt) ’Coér(z:m)j

Velikost vektoru piimérné rychlosti je pak

. JTAt
sin——

_ 2 2 T
‘<V>[t,t+m] :\/(<VX>[t,t+At]) + (<Vy>[t,t+At]) =2R At

Zvolime-li polomér R=1 m a periodur=4 s, dostavame pro zkracuijici se intervaly hodnoty

uvedené v tabulce. Vypet limity pro At - 0

velikosti vektoru piimérné rychlosti‘<\7>[0 A

dava pesnou hodnotyv|=7/2ms", proto pro lepsi zviditetmi toho, jak se hodnoty blizi

k presné hodnetuvadime v tabulc®/r nasobky velikosti vektoru pmerné rychlosti.

2|, .
At [S] 7_7 <V>[O,At] [m Sl]
1 0,9003
1/2 0,9745
1/4 0,9936
1/8 0,9984




1/16 0,9996

—0 X -1

6.2 Funkce, jeji limita a spojitost

Funkce vyjaduje zavislost ufité veliciny (zavisle prominné) na veliinach jinych
(nezavisle prornnych). Rikladem mohou byt jiz zmémé zavislosti saadnic ¢astice na
case.

UvaZzujme nyni o fipadu jedné realné nezavisle ptomét a jedné realné zavisle
proménnéx. PiSemex= f(t) acteme x je funkcit“. Symbolf, tzv. funkni predpis, uéuje
pravidlo, kterym jsou hodnotam pritazeny hodnoty. Nékdy piSeme jenx=x(t) (tento
zapis byva ve fyzic€astgjsi). Hodnoty, kterych iive nabyvat prognnat, tvori definicni
obor funkce zné&ny D,. Obor D, je bul’ zadan sotasr® s uvedenim pravidlf nebo je
automaticky chapan jako mnozina vSech hodnagbro réz lze podle pravidld vycislit
hodnotu x. Nag. pro x=+/t musi byt t=0, neba@ zaporné hodnoty nelze odnhowat.

Rikame, zef je definovana na mnoznD,. Hodnoty, jichz bude nabyvat prémna x,

probiha-li t definicni obor D,, tvori obor hodnot funkce,H,. V rovin¢ souadnic t
(vodorovna osa) ax (svisla osa) vytvid body o soitadnicich [t,f(t)] graf funkce,

oznaovany jakoG, .

Definice Funkceg je inversni funkci k funkcf, jestlize jeji definini obor obsahuje obor
hodnot funkcd a plati

o(f(1)=t

Jako piklady uve’me

exp(In(t)) =t , In(exft))=t

JE=t o, (Vi) =t

sin( arcsilﬁt)) =t arcsi(1 s(m)) =t
U posledniho vztahu jédba jisté opatrnosti, protoze funkce sinus je jpecka.

Nasledujici obrazky ukazujitilady grati funkci, které v ufitém bod (t=0) limitu

viibbec nemaji (plny krouzek = bod gialo definéniho oboru funkce, prazdny krouzek = bod
nepati do definéniho oboru funkce). Jedna se postupriunkce



(1] [ {3} L 0
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
cog t<O -cod <0 cogd t<C
f(t)= _ ., f(t)=2< 0 t=0 , f(t)=
cog t>0 cos t= |
cog t>0

Ve vSech pipadech maji funkce v bodt,=0 limitu L, zleva ¢ se blizi k nuleze strany
zapornychtisel) a limitu L, zprava { se blizi k nuleze strany kladnychisel). PiSeme

t“frt}f(t):l‘l:_l : t"ﬁ} f(t)=L,=1
Protoze L, #L,, limita neexistuje. Ve vSechiipadech je funkce v b&dt,=0 nespojita.
V prvnim gipad (levy obrazek) je vSak spojita zleva. Plati zde

tllﬂrgf f (t) =f (O)

(v naSem gkladu f (0):—1). Obdobr ve tetim gipac (pravy obrazek) je funkce spojita
zprava. Plati zde tedy

lim f ()= f (0)

Jm
(v nasem fikladu f (0)=1). Presna definice limity je nasledujici:
Definice Cislo L se nazyva limitou funkce= f (t) v bod t,, jestlize pro libovola zvolené
(jakkoli malé)cislo £ >0 dokazeme najit takovy intervél, —d,t,+3), >0, Ze plati

(a) funkce f (t) je definovana ve viech bodech mnoz{ty-J,t,) O (t,,t,+9)

(b) pro viechnaislatO(t,~d,t,)O(ty.ty+0)je | f (t)-L|<e
PiSeme palfimf (t)=L.
Mnozina (t,~d,t,) O(t,.t,+J) se nazyvé-okoli bodut,. Viimnste si, Ze diky definich-

okoli, ktera vynechava bot}, miZze existovat limita funkce i v bédkde tato funkce neni



definovana. Definici limity mzemecist i takto* Cislo L je limitou funkce f (t) v bod t,,

jestlize se funk&ni hodnoty nevzdaluji od. vice neZz og&, pohybuje-li se prognna t

dostatén¢ blizko bodut,. Cislo £ je gitom zvoleno libovols (malé) gedem.

i
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Zpusob nalezentislaé pti zvolenéme ukazuje pedchozi obrazeks je mensi zisel J,,9,.
Graf funkce je zawrné zvolen slozi, takze funkni hodnota (plny krouzek) v b&d, se
nerovna limi¢ funkce (prazdny krouzek) v tomto kiod funkce neni spojita.iBsna definice
spojitosti je jednoducha:
Definice Funkcex= f (t) se nazyva v badt, spojita, je-Ii!im)f (t)=f(t,).
Uvedeme jestdve jednoducha pravidla pro pioani s limitami:

(a) Je-li

limf(t)=F , limg(t)=G

tot t-t

potom
!im)[f (t)xg(t)|=FxG , !'T[ f()o(f)]=FG
a pokud prd z rgjakémas-okoli bodut, plati g(t)#0 a takéG#0, potom

lim f (t)

o g(t)

Qlm



(b) Predpokladejme, Zze funkca= f (t)je v bodt t, spojitd. Dale uvazujme o funkci
y=g(x), definované na mnoznD, obsahujici obor hodnot funkéePredpokladejme, ze
funkce g(X) je spojita v bod x,= f (t,). Pak je i slozena funkcg=F(t)=g[ f(t)]spojita

v boct t,. Funkcef ag predstavuji vnini resp. viijSi slozku slozené funkce.

6.3 Derivace funkce, téna
Pojem tény ke grafu funkce je mozné zavést pomoci limitnitiecpodu pro smy

grafu. Na obrazku vidimeitsetny, pitom plati (zng&ime At =t, -t,, At,=t,—t,, At =t ~t )

~-81
//

) secny

nerovnostiAt, > At, > At,. Ve zkratce mizeme psaiit -~ 0= s&na - t&na. Tecna ke grafu
funkce vbod [t,,f(t,)] je limitnim pipadem sény spojujici body A=[t,, f(t,)]a

B=[t,+At,, f(t,+At,) |pro At - 0.

fto+A1)

flto)

A\

Smernice seny je

Smernice t&ny je limitou snérnice seny pro At - 0



limtga = lim fto+At) =1 (t)

At -0 At -0 At
Tetnu ke grafu funkcex= f(t) vbod [t,,f(t,)]lze tedy zkonstruovat, existuje-li tato

limita. Tato limita se nazyvderivace funkce f (t) v bod t=t, a znai se

() = im (67801 (1)
At-0 At

—

Rovnice teny (tj. piimky prochazejici bodent,, f (t,) |se smirnici f'(t,)) je
k= () £ (6)(t-1)

Derivace funkcex= f (t) v obecném bosit

je sama také funkci pramnét. Derivace funkcef (t) se nezkracenzapisuje jako

df(t)

dt

Vyrazy, které t& miZzeme zapsat v limitAt - 0 jako derivace, jsme vitl u vypoctu

rychlosti a zrychleni:
v(t)=(v (8. (9. w(9) =(%(9. ¥(}. 2(})
a(t)=(a(9.3,(9.a(9)=(4(d. %) 4I)=( £} 9(). 2 )

Pouzivame &ného zn&eni derivace jednotiarkou v hornim pravém indexu (nebo jednou

teckou nad symbolem), druhou #eti derivaci pak zn@ame d¥ma a temacarkami (nebo

teckami), vysSi derivace majimskougislici v hornim pravém indexu

df(t) _ f/(t) d’ f(t) - f”(t) d’ f(t): f”’(t),m: f('v)(t) pens

dt ’T ’T dr
d ;Et) = f (1), ddetZ(t) - (1), dgdftgt) _F(1), d4dft£ f) _fv) (M.

6.4 Pravidla pro poéitani derivaci
Zaéneme pehled podrobnym rozborem dvotildada, velmi jednoduchého a pékud

komplikovargjsiho.
Priklad 1: vezndme funkci



Pt vypoctu derivace mame z definice

Laentp-2ar  larvanmttondi-Lat
£/(t) = lim 2 2 =lm-2 2 2 =
At -0 At At -0 At
aAt(t+1Atj .
lim =lim a(t+—Atj =at
At-0 At At-0 2

Podstatnym krokemipvypoctu bylo uziti ,metody vykraceni nepohodiného vyrazu
Priklad 2: vezrdme funkci

x= f(t)=sint
Opet z definice

Zsing co t+g
sin(t+At) - sirt 2 2

f'(t)=lim = lim =
At -0 At At 0 At

. SinAt cost + At . inAt |.

lim % ) = lim 22 i cos(t+At) = cog

At-0 At At-0 At at-o0

Opet podstatnym krokemipvypoctu bylo uziti ,metody vykraceni nepohodiného vyrazu
tentokrat jsme vyuZili toho, Ze pro malé hodnotgusmentu je fun&ni hodnota sinu rovna

tomuto argumentsinAt = At—(At)3/6+.... Muzeme si ukazat vyget limity

. SinAt
lim =
At-0 At

1

takto: Podle obrazku platsinAt cerverg, délka obloukuAt mode, tgAt zelerg)

At




1 1 _ codit

SINAtSAt<tghAt > ——>—>—
SINAt At sinAt
nAt At -0 mt At -0
1zs'm >cosdt _, 1, 220

At

V dalSim uz uvedeme jen vysledky pro riggditéjSi elementarni funkce: mocninu,

sinus a kosinus a exponencialu a logaritmus.

f(t)=t" , f'(t)=rt"" , rOR

f(t)=sint , f'(t)=cos
f(t)=cog , f'(t)=- sin

f(t)=¢ , f'(t)=

é f()=a , f(d=4mna,
f(t) =it f’(t):% C f@)=logt , f'(t)=

Pro derivaci sottu ¢i rozdilu funkci plati

[FH)=g()] = () d(y
Pro derivaci funkce nasobené konstantdiR plati
[cf()] =cr(y
Pro derivaci satinu dvou funkci plati

[F®a()] =" () a()+ () d (Y

Pro derivaci podilu dvou funkci plati

{f(t)] _ 1 (®a(t) - f(t)g'(Y)
9(t) [o(0]

Pro derivaci sloZzené funkce plati

F)=9(f(9) . F(=d(f(9) (Y

Pripomeaime si, zetarkou znéime derivaci funkce podle argumentu. Aby bylo pdévipro

derivovani sloZzené funkce zcela jasné, rozepiSm®aenou funkci jako
F(t)=g(x) . x=1(Y

Potom

F’(t)EdF(t)zdg(X) df(t)Eg/(f(t)) f/(t)

dt dx dt



Zobrazeni sloZzenou funkctetrg definiécnich oboti a oboti hodnot je ukazano na obrazku.

F(r) = g(x) 58U0]
[ X =) 4
D, Hf He
Dutkazy pravidel pro derivovani jsogtginou jednoduché, néglad
et (4] = im SFUFAY=C T _ g T(AYZT(Y _ gy
At -0 At At -0 At

nebo

[t(09(0)] =i f (t+At)g(t+AAtt)—c f(1)g(t)

[t (o)1 (a(e+0) | f(0fa(t+a)- (]
At-0 At At-0 At

Aho[f (t+A;)t_ f (t)] Litrpog(HAt) + f(t)ﬂmo[g(HAAtz_g(tﬂ -

f(t)a(t)+ f(t)g' (1)

Podle ¢€chto pravidel pak dokadZzeme najit derivace i veltozisych vyrazi. Pro dobré

pochopeni je vhodné vSimnout si ¥nitkonsistencesthto pravidel.

Piiklad 3. Nepochyb# je derivace konstanty rovna nule. Zapsano z defife pro sotin

konstantyc a funkce f (t)=1=t°

[cEIl]/ = lim c-cl_ clim 1 c0=0
at-0 At At-0 At

Priklad 4. Vime, Ze derivace funkce sinus je rovnakéi kosinus. Podle pravidla o derivaci

slozené funkceo(je konstanta)
[sin(t+a)]/ = coft+a)(t+a) = coft+a)
Zvolime-li a=m/2, dostavame s pouzitim stiavych vzord pro goniometrické funkce
pravidlo [cogt] =~ sirt.
Priklad 5. Derivace funkcel/g(t). Pouzijeme vztah pro derivaci podilu funkcfjtam

f (t)=1. Mame



{ 1 ]:O@(t)—ltg/(t):_ d (1)
9(1) [a(0)] La(9]
Priklad 6. Obecsim pipadem slozené funkce nez funkcetikRdu 4 jeF (t)=g(at+b),
kde a, bR jsou libovolné realné konstanty. Potom
F'(t)=¢'(at+b)[at+ = ag( at b

Ptiklad 7: Funkce tangens je podilem sinu a kosiwdld’pravidla o derivovani podilu mame

, (sint) _cosltos— sitif- si) ( co¥ +( siff 1
(tgt) _(costj B (cog)’ ) (cos)’ _( cay’

Priklad 8: Funkce kotangens je podilem kosinu a sikudle pravidla o derivovani podilu

mame
/ . . . 2 2
(cotg)/ :(cpstj :—stsnP— 2Cdst] cd)sz_(smt) .+(<20$) S 12
sint (sint) (sirt) (‘sirt)
Priklad 8: Derivace inversni funkce. Budeme invefankci chapat jako slozenou funkci, tj.
- - (=9t ax_ dr_ 1
F(t)=t(x(t)=t = F(t) it By dx
dt

Napriklad pro vypd@et derivace funkcarcsindostavame

. . dx 2
x(t) =sint ,t(x) = arcsin 'd_t: cos=4 4 si) = AX =
1
1-x°

(arcsinx)’ =

a podobg pro vypaet derivace funkcarccos

dx . 2
x(t) =cog ,t(x) = arccox mz— site—y A cop=-{ ¥ =
1
1- x>

(arccos)’ = -

6.5 Priblizné vyjadieni diferencovatelné funkce
V néasledujicicasti budeme nezavisle prémmou zndit x a funkce této progmné pak

y= f(x). Obrazek nam naifkladu funkce y=2x* -4 x+ 3 ukazuje moznosti ifblizného

vyjadieni funkce v okoli wité zvolené hodnoty nezavisle prénmé, v tomto fipact x,=2.



y=f(x)

™ oo i o 5 D 0 it

7 A 3 4 5

X
X ﬁkr 1

: 1
- - == -

Modra barva vyznaje graf funkce, zelena &eu spojujici funkni hodnoty v x,=2 a
X, +Ax=4acervena ténu ke grafu funkce v b@&dx,=2. Rovnice funkce, say a t&ny jsou
Y, =2X —-4x+3 , y=8x-13 , y= 4x !
Takto vypadaji rovnice dost odl&nale gepiSeme-li je v ,profnné* {=x-x,=Xx-2,
mame
Y, =3+45+28 |, y =3+ & |, y=3F &
Vidime, Ze &koliv miZe séna na vybraném malém intervalu (v naSefipget 2<x< 4)
dolre aproximovat funkci, tma v bod X, je vhodrjSi aproximaci funkce na celém okoli
bodu x,, v obecném bagx tohoto okoli se liSi od funkce &keny, ktere jsou uginé druhé
mocnire vzdalenosti od bodu,, tj. Gmsmé (x-x,)".
Pro obecnou funkciy, = f(x) jsme ukazali, Ze sémice t&ny v bod x, je rovna
derivaci funkce v tomto bagtedy rovnice tény je
Yo (¥) = (%) + (%)% x)
S ozng@enim Ax=x- % mizeme v okoli bodw, psat
Ve () =y(X+e(x,A%0
kde pro chybu aproximace plati

lim &(%,,AX) =0

Ax -0
Bez dalSich uvahifjmeme nasledujici tvrzeni: Je-li funkce v box} a jeho okoli dostate¢

hladka (méa vSechny derivace), je mozné i zap&at jeekonénoutadu (Taylodiv rozvoj)



o Ax)"
Y= 106)+ 1 (p)axe =5 ({2
n=0 :
Pro zkraceni zapisu pisenfé? =f , @ =1/ 3=/ Nekteré funkce je mozné takovou
fadou i definovat (musime vSak ukazatidaéa konverguije). V dalSichigladech si ukazeme

Tayloniv nekterych elementarnich funkci.

Priklad 1. Najéme Taylofiv rozvoj funkce f (x)=exp(x) v okoli bodu x,=0 (potom
Ax=Xx). Pro exponencialu jEexp(x)]/ = exf(x) a bude tedy pro derivace libovolnétialu

£ (x)=f(x). Déle je f (0)=exq Q= ", takze dostavame Tailorowadu pro exponencialni
funkci
XX X X

<] Xn
exr(x) :n;)ﬁ: 1+ x+?+€+2_4+...

Priklad 2. Najéme Taylofiv rozvoj funkce f(x)=In(x) v okoli bodu x,=1 (potom
Ax=x-1). Pro logaritmus je prvni derivace[ln(x)]/ =1/x, druha derivace pak
[In(x)]”:—l/xz, treti derivace[ln(x)]mzz/x3 atd. Déle je f (1)=In(2)=0 a pron-tou
derivaci f" (1)=(n-1)(-1)"". V Tayloro fadt zkratime(n-1)!/n!=1/n a mame kong

(-1’

n(x)=>(-1"

neboli

(=3 (- e X

n=1

oo|>$,

X4
- 4.
4

Priklad 3. Najéme Taylofiv rozvoj funkce f (x)=sin(x) v okoli bodu x,=0 (potom

Ax=Xx). Pro derivace sinu mame nasledujici schéma

(sinx)/ = COX

- (cosq” =(- sind = cox
~(cos)"' = (- sim" =(- co) = six



Vidime, e pro derivace lichéh@du 2k+1,k=0,1,2,.. mame (sinx)*?=(-1)* cox a

pro derivace sudéheadu 2k ,k=0,1,2,..je (sinx)(ZK) =(—])k sinx. Protoze sin0=0 a
cosO= ], dostavame pro Taylov rozvoj funkce sinus

2n+1 3

(-9 X L X X

—_— = X=—+
(2n+1)! 6 120

Priklad 4. Najéme Taylofiv rozvoj funkce f (x)=coqx) v okoli bodu x,=0 (potom

sin(x) =

[ee]
n=0

Ax=Xx). Pro derivace sinu mame nasledujici schéma
(cosx)' = - simx
cox)" =(- sin)’ = - cox
=(-sin)" = (- cog)' = sim

=(- sinx)/” =(- cosz)” =( sirx)/ = COo%

Vidime, e pro derivace lichétédu 2k +1,k=0,1,2,.. mame(cos<)™*? =-(- 9* cox a

pro derivace sudéhsadu 2k ,k=0,1,2,..je (cosx)®™ =(-1* cox. Protozesin0=0 a
cosO= ], dostavame pro Taylov rozvoj funkce kosinus

00

COS(X):Z::(_ ])"W= -+ —...

n=o ! 2 24

Priklad 5. Velmi jednoduchy na zapamatovani je Tamlawozvoj funkce f (x)=1/(1-x) v

okoli bodux,=0. Pro derivace mame

L—lx]:(l—lx)2 ’ L_lx}”:(lilsz)a ’ {rlx}(n):(l%()!m S

a Vv x,=0 tedy Zistavaji z derivaci pouze faktorialy, je tedy

B VN R
1-Xx n=0

7. ReSeni dvou jednoduchych diferencialnich rovnic

7.1 Rovnice radioaktivniho rozpadu

Statistickd podstata procesu rozpadu je \gad tvrzenim, Ze pro vzorekNs
radioaktivnimi jadry je rychlost rozpadud N/dt amgrnaN



dt
Konstanta rozpadu A ma charakteristickou hodnotu pro kazdy radionuklid. Jak vidime
Z rovnice, jeji rozrxr v soustay Sl je prevracena sekunda (s Jak najdeméeseni rovnice?
Nechceme-li uzivat pojmu integralu (coz by byl standardni postupddeawe nejprve novou
proménnou x=-At , v této prominné ma rovnice tvar

=N

dx

Vzpomeneme si, Ze toto plati p&gero exponencialni funkci, tj.

d[exp( ]—exp( 3

Nakonec uvazime, Ze derivace &ou konstanty a libovolné funkce je st této konstanty

s derivaci funkce. TakZe i exponencidla vynasolkematantou vyhovuje nasi rovnici. Mame

tedyreseniN(x) = N,exp( ¥ neboli

N(t) = Nyexp( -1t

Ozna&eni konstanty indexem nula mévwbd: N, je paet jader v pdate&nim caset=0 |,
neba’ N(0)=N,exg 0= N,.
Radionuklidy byvaji také charakterizovapploéasem rozpadut. Souvislost této

charakteristiky s konstantou rozpadu je jednodughdefinice polgasu je

N(r)=%N(O)=% N Noexp(—m):lzo

Vykraceni rovnice nenulovou konstantdy a logaritmovani dava pak hledany vztah mezi

polo¢asem rozpadua rozpadovou konstant@u

A

Pt logaritmovani jsme pouzili skutnosti, Ze logaritmus a exponenciala jsou inversnkée,

tj. In(exp(x))=x. Dale pak toho, Ze logaritmus mocniisla je sotinem mocnitele a
logaritmu  zakladu, tj.In(xa):aIn(x) — vnaSem fipad x=2,a=-1. Misto tohoto

obecného vzorce jsme mohli uvazit, Ze logaritmievacené hodnot§isla je roven zapoen

vzatému logaritmuisla In(1/x)=~In(x), coz vidime z rovnosti



0=1In(1) = In(lxj = In(éj + In(x)

X X
Obrazek ukazuje pbeh funkceexp(-At) pro A=0s" (zelena),A=1/2s" (modrd) ai=2s"

(Cervena).

0, 5;
i) 5;
0,45
0,25
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7.2 Rovnice harmonického oscilatoru

Budeme pro jednoduchost uvazovat jen pohyb ii@qe. Pedpokladejme, Ze&astice
hmotnostim mé& stabilni rovnovaznou polohux=0. Pokud je z této polohy vychylena, bude
piitahovana zgg silou tim \&tSi, ¢im Vétsi je vychylka. V nejjednodusSintilplizeni bude
zavislost sily na vychylce linearni

F=-kx

kde k>0je konstanta. Znaménko minus vyjag pisobeni sily sgrem k rovnovazné
poloze. Je-licastice vychylena z gatku ve smiru orientace osyx (x>0), pisobi sila v
opaném sndru (F <0) a podoba je-li ¢castice vychylena z gatku proti smdru orientace osy
X (x<0), pasobi sila ve siru orientace osy (F >0). Druhy Newtoriv zakon pakika, Ze

d?x(t)

=—-kxXt

Rovnici vyctlime m a kladnou konstantll/ moznaime «”

) - x(




Této rovnicitikAme rovnice harmonického oscilatoru. Zavedeme si novouéproona 7 =wt ,
ve které bude mit rovnice tvar

d*x(r
) =x(

Vzpomeneme si, Ze toto plati jak pro funkci sinus, tak pro funkci kodRmsici vyhovuji

také tyto funkce vynasobené konstantu a &tégk jejich sodet fikame, Ze rovnice pro
funkci x(7) je linearni). Mame tedsesenix(7)= Asin(r)+ Bcogr) neboli

x(t) = Asin(wt) + Bcogwt)
kde A aB jsou zatim newené konstanty. Rovnice radioaktivniho rozpadu pylanihotadu,

obsahovala proto jedinou konstantu — tu jsmaliyako pocet jader Waset=0. Rovnice
harmonického oscilatoru je druhékadu, budeme tedy prodeni dvou konstant pibovat

dvé podminky. Jednou z nichtrbe byt vychylka \aset=0, kterou si oznéime x,. Protoze
sin0=0 a cos0=1, dostavame x(0)=B=x. Druhou podminkou fze byt paateni
rychlost, tj. rychlost ¥aset=0, kterou si oznéime v,. Rychlost je okamzitdasova znina

vychylky, tedy derivace funkce(t). Potebné derivace dab zname, rizeme tedy psat

v(t) = (9 = wAcoq wt) - wB sif{wt)
Po dosazen$in0= 0 a cos(= ] dostévéme/(o) =wA=Y\,. Konen¢ tedy mizeme psat
x(t) :V—;sin(wt) + X, cogwt)

Nad ziskanym vysledkem je vZzdy velmi dobré proweéshejvice kontrolnich Gvah. U

vvvvvv

pro w - 0. Potom je totiz vychozi rovnice rovnici pohybumétastice a jejfeSeni musi byt
rovnonerny pohyb
X(t) =%+t Wt

Provedeme péebné limity (tyto pipady zname)

im 3™ _ ¢ imeos(et) = 1
w-0 w w-0

a zjistime, Ze naS&eSeni skutné prechazi prow - 0 nafeSeni, popisujici rovho¥my

pohyb.



8. Strué¢né o integralu
8.1 Neurdity integral — primitivni funkce

Casto se vyskytuje tloha, kdy mame zjistit, zdgké funkce f (x) vznikla derivaci
jiné funkce a takovou funkdF (x) najit.

Definice Na oteveném intervalu(a,b) je definovana funkcef (x). Funkci F(x)
nazvemeprimitivni funkci k funkci f (x) na(a,b), je-li F(x) na(a,b) definovana, ma
tam derivaci a pro véechnd](a, b) plati F'(x)=f(x).

Bez dikazu uve@'me, Ze ke kazdé spojité funkdi(x) primitivni funkce existuje.

Vzhledem k tomu, Ze derivace konstanty je nulgrjmitivni funkce {ikame takéneurdity
integral) ur¢ena aZ na konstantu

F(x):j f(x)dx+ C
V jednoduchych fipadech najdeme primitivni funkci tak, zéegpisy pro derivaci funkce

»cteme odzadu“. Tak naiklad

X'=1 o jdx: X
[ sin( )] =cogx) - jco@x)dx: sipy + C

[In(x)] % d—xx—ln() C

Priklady se liSi vtom, Ze prvni dva plati na celé@lmé ose, vea¢tim uvazujeme pouze

kladnou poloosu, fesrji interval (0,«). Roz3feni na celou realnou osu dostaneme,

vezmeme-li v argumentu logaritmu absolutni hodnotunmenné a derivujeme jako sloZenou

funkci

o) _dnl o1 dd_( 1)y 2

dx dy dx |k dx
tedy

(n(x)] =5 = [Sr=m(x)+c

Z vlastnosti derivaci vyplyva, ze pro primitivninkce plati

.[[fxi x]dx='[f(>§dxtj‘g[)<d
jcf X) d x= cj (% dx



Velmi G¢innou metodou hledani primitivni funkce je metoda integramepartes Vychazi

z vyrazu pro derivaci s@inu funkci
g+ f(9d(3=[ (3 { ¥
Integrujeme-li ob strany rovnice, zname hned (z definice primitivni funkce) integralé
strany, tj. f (x) g(x) . Prevedeme druhy integral z levé strany na pravou a dostavame vzorec
pro integraci per partes
[ (e dx= (3 d 3= (X & X d

| kdyZz je tento pedpis velmi jednoduchy, jeeba stejt jako u dalSich metod integrace

znané Fedstavivosti dopkné zkusenosti.
Priklad 1. Najdte primitivni funkci k funkcih( x)= xsin( X) . Zvolime

Y = ) -
Integrovat kosinus umime, takZe ze vzorce pro matgger partes pak mame

jxsin(x) dx=— xcog ¥ + sif 3+ C
Priklad 2. Najdte primitivni funkci k funkcih(x)=In( x). Zvolime
f'(x)=1 = f(x)=x
o)=n(y = g(3=1 = "I

Integrovat konstantu (v naSerfigact rovnu jedné) umime, takze
[In(x)dx=xn( Q- x+ C

Na rozdil od witého integralu, ktery je sténé pojednan v dalsasti, neexistuji pro
nalezeni primitivni funkce numerické metody. Talaulkeutitych integral nekterych
elementarnich funkci shrnuje ty nejjednoduSgipgmly, které mzeme snadno ziskat

»obracenym¢tenim® tabulky pro derivovani funkci:



X nz-1
n+1
co{x)  sifx)
sin(x) - cogXx)
exp(x)  exgx)
= ()
. a* a>0
2 In(a) azl
a>0
ﬁ(a) log. (IX) .,

Krom¢ metody integrace per partes existuje d¢alda dalSich metod. Zminime ge$betodu

substituct, kdy v integralu zavedeme novou pronou vztahenx=¢(u) . Mame potom

[f(dx=] f[g(u]e'(Y du
| kdyZz obecw zapsany integrand na pravé s&amvnice vypada sloifi, v urcitych
piikladech tomu rize byt naopak.
Priklad 3. Najate primitivni funkci k f (x)=]7/(1+ xz) . Zavedeme substituci=tgu a mame

1 1 1 (cow)® 1
——dx= du= du=| du= ut (
J1+X2 j1+(tgu)2 (cosu)2 J'( cos)2+( siu)z( co.‘i)2 j
Po zgtném dosazeni aa(u=arctgx) tedy dostaneme
dx _
J1+ Z " arctg x) + C
Nekolik dalSich primitivnich funkci:

f(x) F(X)
1

arcsin(x) + C=~ arccadsx) + C | %<

1-x2

= In(x+\/x2——1)+c |%>1

x> -1




8.2 Ur¢ity (Riemannav) integral

Obrazek ukazuje vie gebné k definici ufitého integralu. Ukolem je spitat plochu
vymezenou grafeny= f (x) a osowx mezi x=a a x=Db. Fxi fyzikalnich aplikacich rize mit
tato plocha nejizr¢jSi vyznam. Nafiklad @i pohybu castice po fimce: je-li x ¢as ay

rychlost, p@itame drahu, je-kk poloha ay pasobici sila, p&itame préaci.

i -
2 .
§ .
1 57 g »
- | |
n
.
n
| |
| |
| |
.
- [ ]
| |
0,51 .
-
(:l: X
| |
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1 I
' b

Xj Xi+1
Na intervalu[a, b] vytvotime dleni intervaluD
Dra=x<x<..<x_,<x=k
Normou a@leni nazveme velikost maximélniho intervalttieshi
v(D) = max{)g - x_l‘ i=1,2,.. n}
V kazdém intervald x_,, % | vezmeme pak hodnotu funkce sjakém jeho vninim bod
& . Plocha je pakifblizné dana sotet ploch jednotlivych obdélnikse stranamix —x_, a

£(£€). 4.



V limitnim pripact, kdy norma dleni pijde k nule dostavameagsnou hodnotu, ktetiékame
urgity integral z funkcef (x) v mezich[a, b|
b
P= I|me( )% = x0) =] (9 d>

n- oo

y(D)- 0!t a
Urcity integral mizeme peitat bul’ priblizné numericky (8itani ploch mnoha obdétiku je
nejjednodussi metodou, ale widgad pro rychle oscilujici funkci nebo tehdy, kdg&ktera
nebo ol z mezi jdou do nekotiea je teba uZzit podstatnrafinovargjSich zgisohi) nebo

jsme-li schopni nalézt k funkef (x) primitivni funkei F (x), vyuzit platnosti Leibnizovy —

Newtonovy formule

[f(x)dx=F(5- F(4

Vsimnéte si, ze primitivni funkce je sice dgma aZz na konstantu, ale protoZze ve vztahu
vystupuje rozdil hodnot ve dvou bodech, konstaetaysusi.

Priklad 1. Dva body o hmotnosteah, a m, se gitahuji gravit&ni silou podle Newtonova

zakona

kde r je vzdalenost hmotnych bdda G Newtonova gravitni konstanta. ProtoZe jak

hmotnosti, tak konstanta jsou kladne, je t&e€0. Zmeni-li se nyni vzdalenost ¢, nar,

(pasobenim #jaké vrejsi sily), je prace vykonana gravitd silou

gefgofid

(primitivni funkci k —]/r2 je IYr+C). Prace vykonana ¥jEi silou ma stejnou velikost, ale

W = k(l - ij
r.a rb

Je-li kon€na vzdalenost&si nez peéateni (tj. r,>r,), je prace vykonand ¥si silou kladna

opané znameénko

— bylo teba pekonat vzajemnouiftazlivost.



9. Pravdépodobnost

9.1 Nahodné jevy a jejich pravdEpodobnost

Zaéneme d¥ma velmi znamymi fiklady ze Zivota:
Priklad 1. Hazeni minci — nahodny pokus: jsou celkeghrdeznosti — nahodné jevy (orel,
hlava). Sledujeme jev A: padne orel — jedna z moznostizaipa, p=1/2.
Priklad 2. Hazeni kostkou — nahodny pokus: je celkest moznosti — nahodnych jefd, 2,
3, 4, 5, 6). Sledujeme jev A: padne Sestka — jedm@Znosti je fizniva, p=1/6.

Definice pravdpodobnosti: Pravipodobnost nastoupeni jevu A je podilendtpgaipadi M,

v nichz jev A nastaldtatel), a pdtu N vSech moznychifpadi (jmenovatel).

Priklad s jednou kostkou (vSech moznydfppdi je N=6):

a) Jaka je prawghodobnost, Zeiphodu kostkou padne sudéslo? Riznivé jsou ty pipady,
kdy padne dvojka nebttyika nebo Sestka, tedyl =3. Pravépodobnost jep=3/6=1 2.

b) Jaka je prawvibodobnost, Ze padn#slo dlitelné temi? Riznivé jsou ty pipady, kdy
padne trojka nebo Sestka, tely=2. Prav@podobnost jep=2/6=1 3.

c) Jaka je prawbodobnost, Ze padrigslo mensi neAi? Fiznivé jsou ty pipady, kdy padne
jednitka nebo dvojka, tedl =2. Prav&podobnost jep=2/6=1 3.

Priklad se d¢éma kostkami (vSech moznycHipad je N=36, kazda ze 6 moznosti, které
mohou padnout na prvni kostce, se nezavisle korjiisnlkkazdou ze 6 moznosti na druhé
kostce):

a) Jaka je pravghodobnost, Ze ip hodu d¥ma kostkami (satasre) padne sotet sedm?
Priznivé jsou ty pipady, kdy padne jedtka na prvni a Sestka na druhé kostce, nebo naopak,
dvojka na prvni a gilka na druhé kostce, nebo naopak, trojka na prwityika na druhé
kostce, nebo naopak), ted§ =6. Pravépodobnost jep=6/36=1 €.

b) Jaka je prawpodobnost, Ze séin padnuvsSicltisel bude lichy? #znivé jsou ty pipady,
kdy padne jedika na prvni kostce a jedtkia nebo trojka neboétka na druhé kostce, trojka
na prvni kostce a jedtka nebo trojka neboé¢tka na druhé kostcegtka na prvni kostce a



jednikka nebo trojka nebo éka na druhé kostce, tedM =9. Prav@&podobnost je
p=9/36=7 4.

Jakych hodnot iive pravédpodobnost v principu nabyvat? Z definice jejme, Ze hodnoty
budou v intervalu mezi nulou a jedkou

O<p<

Krajnim hodnotam odpovidaji jev nemozny — jev omal pravdpodobnosti a jev jisty — jev
s jednotkovou pravgbodobnosti.

9.2 Kombinatorika
V mnoha aplikacich provadime Wy k prvka z mnoziny obsahujiah prvka podle jistych

pravidel. Typy pravidel jsou uvedeny v tabulce

poradi je podstatné poradi je nepodstatné
prvky lze opakovat variace s opakovdnim | kombinace s opakovdnim
prvky nelze opakovat variace bez opakoviani | kombinace bez opakovdni

Prikladem niize byt vytvdeni barevnych sign@l kdy Sest barevr(=6) zaphuje & mista
(k=3):

@000 O
variace kombinace
s opakovanim 000 2 000 000 = 0@
bez opakovani QO® = 000 000 = 000
Patet moznych vybra je v nasledujici tabulce:
variace kombinace
Ani k Cl(n) = M
s opakovanim V} (H) =7 P\)= (n-DIk|
n! - n!
P AT 7 — C(n=——-
bez opakovani IV (n) 1 )! £ (1) K (—F)!

Pro trivialni gipad n=k=1 mame vzdy jedinou moZzZnostiipomeime si, Ze z definice

0!'=1,1=1,22,3E 6,4 24,5+ 120,6 72Q..).



Urceni vzorce pro variace opakovanim
Kolika zpisoby Ize zn prvka vybrat prvni? Je ton zpasohi. Kolika zpisoby Ize zn prvka
vybrat druhy? Oft je n zpasohi. Kolika zpisoby Ize tedy vybrat prvni dva prvky? Je to

nlh=rf zpasohi. Pokr&ujeme az k otdzce kolika &poby Ize vybratk prvki? Je to

nCh--- n=rf zpisohi.
k

Urceni vzorce pro variace bez opakovani
Kolika zpisoby lze zn prvka vybrat prvni? Je tan zpasohi. Kolika zpisoby lze ze

zbyvajicich n-1 prvki vybrat druhy? Je ton—1 zpasohi. Kolika zpisoby Ize tedy vybrat
prvni dva prvky? Je ta{in-1) zpisohi. Pokraujeme stejit az nakonec, kdy se ptame kolika
zpisoby lze ze zbyvajicicm—(k—l) prvka vybrat k-ty? Je ton-k+1 zpisohi. Kolika
zpisoby Ize tedy vybrat prvka? Je ton{n-1){{n-2)---( n- k+1) nebolin}/(n-k)! prvki.
Urceni vzorce pro kombinace bez opakovani

Zatimco pro variace bylo padi vybranych prvk podstatné, pro kombinace je podstatny
pouze vylr téchto prvki. Musime proto p&et zpisohi pro variace padit tim, kolika
zpasoby Ize uspi@datk neopakujicich se pruk coz jek! Proto je

_V(n)_
kI K(n-K)

Urceni vzorce pro kombinace s opakovanim
Jak vypadaji kombinace s opakovarkrbarevnych kuliek @i vybéru z n moznych barev?
Obrazek ilustruje jednu z moznosti préipad n=7, k=14. Obecr dostaneme pet

modra cervena cerna zelena hnéda fialova

o0 000 oo o000 [ ] o0

kombinaci takto: mame prihradek, tj. n-1 prepazek mez nimi & kulicek, celkem tedy
m=n+ k-1 prvki (pozic), z nich vybiramk pozic pro kuléky, tj.

/ ) B ml _(n+k-1)!
Ci(n)=¢C(m-= ki(m=K)! (k( n—1))!

Pri variacich nebo kombinacich bez opakovani musigbybzeré k<n (,vybrany prvek
nevracime do losovani“). Prio=1 jsou samoiejmeé pasty moznosti ,,s opakovanim* — zadné

totiz nenf a ,bez opakovani“ stejné, pre k>1 je V, (n)<V, (n aC (n)<G(n).



Priklad 1. Jaka je pra¥godobnost hlavni vyhry ve Sportce? Tah sportigdptavuje vytr
Sesti zatyriceti devitic¢isel.
|
N=C (49 =22 m=1, p=M. 0
6!43! N
Priklad 2. Jakéa je prawgodobnost paté ceny ve Sportce? Ze Sesti taZzenyidbpe thodnout
tii ¢isla

, M=GC/(6)C(4 __6! 43! , p:Mﬁ 0,01

|
N = C,(49) = 491
3!313!40! N

643!
Priklad 3. Jaka je pra¥godobnost, Ze veit typu Sance milion uhodnete spréwazenou
skupinu cifer? (Z kazdého ze Sesti balwbsahujicich cifry 0, 1, 2, . , 9 se nah®diybere
jedna.)

N=V,(10)=10 , M=1 , :%:106

9.3 Pravdépodobnosti slozenych jel
Neékdy je teba utit pravéEpodobnosti jew, které jsou gjakym zpisobem ,slozeny”
Z jevi jednodusSich. Uvazujme o dvou jevekta B, jejichz pravdpodobnosti jsou znamy,

p(A) a p(B). Definujme nové jevyC a D jako: jev C je jev, kdy jevyA a B nastanou
souasre, jev D je jev, kdy nastane je& neboB (v principu zahrnuje i moznost, Ze nastanou

oba). Za utitych podminek Ize prawgodobnosti jeit C a D urcit pomoci pravédpodobnosti
p(A) a p(B).
Nezavislé jevy

Jaka je pravgbodobnost, Ze ip sowwasném hodu dma kostkami padne na obou

Sestka? Usdomime si, Ze to, co padne na jedné kostce, je nezavislé na vyslediéu druh

kostky. Mame tedy jeWA, kdy na prvni kostce padne éestkao(—A)::I/ 6 a jevB, kdy na

druhé kostce padne éestkap(B):J/G. JevC pak odpovida tomu, Ze jeW a B nastanou

souwasré. Mame N =6[6= 36 moznosti a pravjeden piznivy pripad M =1. Je tedy

p(C)= =55 =5%= P(ATH 3

Pravdépodobnost sodasného nastupu nezavislych javje rovna sowinu

pravdépodobnosti €chto jevi.

Neslwitelné jevy



Jaka je prav&pbodobnost, Zeiphodu kostkou padneskteré ze dvou nejvysSiatisel,
tj. padne Sestka nebcatka? Uwdomime si, Ze skutaosti, Ze Sestka i¢ka padnou P

stejném hodu, jsou negitelné Mame tedy je\A, kdy na kostce padne éestkap(—A)::I/G a
jev B, kdy na kostce padnetga — p(B)=1/6. JevC pak odpovida tomu, Ze nastane’fjav

A nebo jevB. Mame N =6 moznosti a dvaifznivé gipady M =2. Je tedy

Pravd@&podobnost nastupwekterého z jeu, z nichz kazdé dva jsou ne&itglné, je rovna

soutu prav@podobnostidchto jevi.

Ozna&ime-li pravé&gpodobnost jeviA p(A), je pravépodobnost jevu ogaéhoA (. jev A

nenastane)p(-A)=1- p( A) . Pro sodet pravépodobnosti jeviA a op&ného jevuA plati
p(A) + p(-A) =1

Priklad 4. Jaka je pra¥godobnost, Ze ve skupirk osob maji alesppdvé narozeniny ve

stejny den? Rok ma=365dni. Ugime nejprve prawipodobnost jeviA, ze kazda z osob ma
narozeninyv jiny den. Pdet pipadi moznych pro tento jev j¥/ (n) (variace s opakovanim
— Vv principu niize mit kazda z osob narozeniny v kterykoli denkePg@ripad piznivych je

M :Vk(n) (variace bez opakovani — nechceme, aby se narazgnioien zopakoval u vice

osob). Jev, ktery nas zajima, je &pan jevem Kk jeviA, jeho pravédpodobnost je tedy

P(-4)=1-p(A) :1‘@%3 T

Je-li ve skupin pouze jedergloveék (k=1), nemohou fipadnout dvoje narozeniny na stejny

den — skutén¢ dostavame v tomtorjpadt p(-A)=1-1=0. Pro skupinu nagklad 40 osob je
pak p(-A)=1-0,11= 0,8 tedy skoro 90%.
Bernoulliiv pokus

Nejprve zavedeme pojmy a zeai. Nastane-li fgdem definovany je (nagiklad
.padne Sestka“), nazveme toarem v op&ném gfipact nezdaremPrav@podobnost zdaru
ozn&ime p (v prikladu s kostkouyp = 1/6), pravdpodobnost nezdaru jé- p(v prikladu
s kostkou tedy 5/6)n-krat nezavisle provedeme pokus (fiklad hod kostkou). Bude nas

zajimat jevB, kdy pra¢ pii x provedenich z celkového o n provedeni pokusu nastane

zdar. S touto zakladni situaci souvisi dalSi jeysvA;, kdy pro j=1,2,... X nastane zdarp



j-tém provedeni pokusu, jeBy, kdy pro k=x+1,x+ 2,..,n nastane { k-tém provedeni
pokusu nezdar a kot jev C, kdy jevyA; aZz A a jevyBy.+1 aZz B, nastoupi sotasrg, tj.
praw pii prvnich x opakovanich pokusu nastane zdari pbyvajicich nezdar.
Pravd@podobnost jevuC spateme snadno jako s¢in pravdpodobnosti nezavislych jav
(napiklad hodi kostkou)

p(C)=p(A) K A)OH B.) € B= B~ P~
Pro pravdpodobnost jeviB nam ale nezalezi na tom, v jakéntgut doslo k poZzadovanym

zdafim ze vSechn opakovani pokusu. MoZnosti, kdy zdar nastal prgi¥v x ze vSechn
opakovani pokusu, je (kombinace)

cx(n)=ﬁ!_x)!5@

Vysledna pravé&podobnost jeviB je tedyC, ( n) -krat wWtSi nez pravé&podobnost jeviT, tj.

p(B)=C (1) (== B~

x!(n-x)!

Na obrézcich je zavislost prajgbdobnosti jeviB nax pii n hodech minci prav=3 a n=10.
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Nékoho mozna fekvapi, Ze p zvySujicim sen se pravdpodobnost stejného ko zdai a
nezdaii (pro n=10 je to @i x=5) neblizi jedné poloviy ale klesa. Je to proto, Zegtame
pravdpodobnost, kdy je pet zdafi a nezdar presre stejny. Ri velkych hodnotach pak
rozdil teba o jedniku nebo dvojku v ptiech zdal a nezdar ma téndi stejnou
pravdpodobnost jako kdyZ jsou piy stejné, jak vidime z obrazku uZi pomerné malém

n=10 je prav&podobnost prax=4a x=6 jen 0 malo mensi nez maximalni pxe5.



10. Méreni a zpracovani dat
10.1 Mérené hodnoty vekin jsou ,ndhodné*

Uvozovky v nadpisu jsou upozamim na to, Ze i méieni (& uz je jeho podstatou
cokoliv) zavislosti hodnoty tené velkiny (zavisle prominna) na hodnotach jiné vély
(nezévisle prognna) se mohou upkadvat také nahodné vlivy, nikoliv snad to, Ze ,riglime
cokoliv‘. Tedy za stejnych podminek (tjfipstejnych hodnotdch nezavisle prénmych
veli¢in) miZzeme dostat ipp opakovanych r¥enich fizné hodnoty &ené veltiny (zavisle

proménné). Zakladem pro matematicky popis této situace je pojem nahodhgyeli

10.2 Nahodna veltina s diskrétnim rozdélenim
Nahodna veliina X a jeji (diskrétni) rozéleni je veltina, ktera nabyva hodnot

(%, %,-..,%) s pravépodobnostmi(p,, p...., p,). Protoze jevy, kdy vefina X nabyva
dvou riznych hodnotx; sowsasre jsou nesltitelné, musi bytp, + p,+---+ p,=1. Rozdlenim
nahodné veliny rozumime soubor vSech dvo(ibq ' P, ) pro j=0,1,...n. V¢asti o

pravdpodobnosti jsme se setkali s vyrazem Besnoulliovo rozdleni

. n! ; n-j .
%=1 p gy AT 0sest oy

Samozejnme plati pro sotet prava@podobnosti
n n n i n—i n
prZ(qu’(l‘q) '=[(1- g+ q =1

V ptipac, Ze pravépodobnost zdaru a nezdaru vjednom pokusu je stéfnEdl/2)
dostavamdinomické rozéleni

1 n!

ZEW , j:O,l,...,n

=1 . P
Na obrazku je Bernoulliovo rozkeni pro n=120 a d& hodnotyq: q=1/6 (hazeni kostkou,
cervert) a q=1/2 (hazeni minci, mae) — pro lepsi viditelnost jsou body spojeny plnou
kiivkou. Maximum je v obou jfpadech u sedni hodnoty (j)=gn (stedni hodnotu

definujeme dale), tj( j) = 20 pro hazeni kostkou 4j) =50 pro hazeni minci. Natiladu



0,17

0,05

strelce, ktery vyseli n-krat na tek si ukazeme, jak zjistit roZteni experimentakh Dosazené
pocty bodi pri jednotlivych vystelech pedstavuji hodnoty nahodné \aty. Jaké jsou
pravdpodobnosti jednotlivych hodnot? Pmo= 50 napiklad:

hodnoty | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10
cetnosti 0 0 1 1 2 2 3 3 8 | 20 | 10
pravdép | 0,00 | 0,00 | 0,02 | 0,02 | 0,04 | 0,04 | 0,06 | 0,06 | 0,16 | 0,40 | 0,20

Pri riznych pdtech vysteli n se pravédpodobnosti budou obeg¢mmeénit. Pro rostoucin
budeme pozorovat jejich ,ustalovani“. Ktera hodnota nejlépe reprezentugglera?
Nahodnou veliinu samozejm¢ nejdokonaleji reprezentuje zadani jejiho edi. To je
ovSem powkud nepraktické. U gtlce jsme vidli, Ze jeho kvalita je reprezentovana hodnotou
blizkou devitce. Realizovala se &egtji, ma nejtSi vahu. Vhod&Si reprezentativni

hodnotou bude aritmeticky fomér vSech hodnotdetns ,nasobnosti*

. O+n0+---+n,10 &n . & .
<J>:n0 il Mo =Z_JJ= ij:8'12
Ny+n+--4 N 090" %

Obecrt pak

Takto definovana hodnot<a<> je vézenym pmimeérem jednotlivych hodnot a nazyva steedni

hodnotou nahodné veiny. Vypocet stedni hodnoty nahodné vahy, ktera ma

Bernoulliovo rozdleni neni komplikovany:



(n-1)!

=20 T (t-a)"™" =na}; (1) [n—1-(j 1) ¢ (a-q

j=1

a s ozné&nimi=j-1,m=n-1pak

<i>=“q§;ﬁd (1-9)™ "= nq1- g+ §"= nc

Pfred zavedenim dalSi charakteristiky réedi uvedeme dalSitixlad, tentokrat se dwna

stielci, z nichZ kazdy vyseli n-krat na te¢. Zvolme ot n=50:

hodnoty | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10
cetnosti | O 1 3 6 |10 11| 10| 5 3 1 0
pravdép | 0,00 | 0,02 | 0,06 | 0,12 | 0,20 | 0,22 | 0,20 | 0,10 | 0,06 | 0,02 | 0,00

hodnoty | O | I | 2 (3 | 4 5|6 | 7| 8|9 10
Cetmosti | O | O | 2 | 3 | 6 |28 6 |3 | 2|00
pravdép | 0,00 | 0,00 | 0,04 (0,06 | 0,12 | 0,56 | 0,12 | 0,06 | 0,04 | 0,00 | 0,00

Na obrazku jsou zobrazena reékhi obou stlci (pro prvého bilymi, pro druhého modrymi
sloupeky). Vypostem zjistime, Ze oba dosahlietini hodnoty 5Cim se tedy jejich vysledky
0,6- :
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1
0

pravdépodobnost

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10

li5i? Je to rozptyl nebo 2ho vypaitendsnerodatna odchylkaJak se k této charakteristice

dostaneme? Uvazujme nahodnoudieli Y = f( X). Ma-li velicina X rozckleni (xj P, ) ma
velicina Y rozctleni (y]. : p].):( f()g), 9). Jaka vellina by tedy mohla charakterizovat

,odchyleni“ hodnot od $edni hodnoty? NejjednodussSi mozndst X—(x} neni vhodna,

protoZe pro libovolné rozteni je (y)=0:

<y>=§y,- P =§0(4—< ¥) p= x p=( %Z p=( x={ x=0

j=0



TakZe musime vzit nahodnou w@iiu Y=(X—<><>)2. Stedni hodnotu této veiny

nazyvameozptylemD ( X) :<(X—<x>)2> . Provedeme-li umoamni, mame pro rozptyl

D(X)=(X*=2X(}+(}")=( %)~ (¥

Odmocnina z rozptylu (jak vid z definice rozptyl je vzdy kladny) je tzwsnerodatna

=(B(X) ={x) = (¥’

Pro uplnost fikladu dodejme, Ze sfrodatna odchylka vyjde 1,7 pro prvého a 1,2 pro

odchylka

druhého stlce. Pro Bernoulliovo rozteni je
IR n! i n-j _ (n 1) i1 n-1-(j-1) _
=2 i%- —q'(1-q nq qJ 1- -

d+)n-Ht . _ L . < (n- 2) n-2-(i-1)
i—o i!(n—l—i)! q(l q) q+r( 1) EIIZ I:n —2_ :|| ( ;q

snae () 500 = v g o e eno-g

Rozptyl Bernoulliova rozéeni je tedy
D(j)=(i*)-(i)" =np(1-p)
Distribucni funkci F(x) definujeme na realné osk soutem pravdpodobnosti
P, +---+ p,odpovidajicich hodnotam mensim nez

0 X< %,
Po XS X< X

j=0
Naopak pravépodobnosti dostaneme jako

p=F(%) . p=F(x)-F(x,) 1< isn
Median rozdlenije takova hodnota, pro kterouF (x,)<0,5 a F (xsﬂ) >0,5.

Pron - 0 aj malé gejde Bernoulliovo rozéleni na Poissonovo rogiéni. Upravujeme tedy



Im sy s <j'?j mn" (n- J)!nfl-mjj Inim”(l_@y

Vyuzijeme vztal platnych pron - a j malé: ni=n' (n-1)!, (1—<j>/n)j=1 a definice

exp(-(j)) = JLfL](l— (j)/n)". Dostavame tak Poissonovo rekehi

0
el =)
Poissonovo rozfleni se projeviieba tehdy, sledujeme-tiasovy ptibéh paitu produkf
radioaktivniho rozpadu: giéamecastice detekované &jakych ¢asovych intervalech, ale ty

tvori jen nepatrnodastéastic v €chto intervalech vzniklychiprozpadu radioaktivnich jader

zdroje.

10.3 Nahodna veltina se spojitym rozdélenim

Nahodna vetiina X, ktera nabyva viech realnych hodmot intervalu [x,, x,] ma

(spojité) rozdleni dané funkci/v( x) na tomto intervalu s vlastnostmi

w(x)20 X, < X< X, Im(>)dx:1

Funkci W( x) se takérika hustota pravgbodobnosti, neltbelementarni prawgbodobnost (i).

pravdpodobnost, Ze veiina X ma hodnotu v intervaltﬁx, x+d x]) jed p:vv( x) dx. Také

pro nahodnou valinu se spojitym rozglenim miZzeme definovat Btdni hodnotu,

smerodatnou odchylku, distrildmi funkci a median:

o= xutgax . o= F(x(y wy e

-[ew(eae . F(xw)=05

Dulezitym pikladem je normalni neboli Gaussovo réledi na celé realné ose, t.

XD(—O0,00):

1 oxd - NG
o.j2m 20°

Velicina o skut&n¢ vyjadiuje standardni odchylku, plati



(x)=0 , D(X)=0
Na obrazku je Gaussovo rateni pro o=1 (modra kivka), c=2 (¢ervena kivka) a =3

(zelena kivka).

Predpokladejme, Ze existujesjakd ,spravna“ hodnota &ené velkiny x a Ze i

opakovaném gfeni ziskame hodnotfx,, X ..., %,), nékteré mohou byt i stejné. Odchylky
od (zatim neznamé) spravné hodnoty omma (¢, €, ,...,£,). Tyto hodnoty jsou hodnotami

nahodné vetiiny E. Jeji hustotu prawgbodobnosti ozriane w(E). Za jistych podminek je

roz&klenim veltiny E rozcleni normalni. Redpokladejme, ze odchylky jsoutgmbenym
nezavislymi vlivy, kazdy z nich odchylidrenou hodnotu od o stejnou hodnotu, kladnou

nebo zapornou, s pragbdobnostil/ 2. Kladnou odchylku ¢ a ) nazveme zdarem, zapornou
(-a) nezdarem. Vysledna odchylka ngemé hodnotys odx lezi v intervalu(-ma, ma) a

muze nabyvat pouze celych nasélk



Zaporné chyby vliv €. 1 Kladné chyby

VIV &2 o i .\
VIV €3 oosinns \/ \
YV EA oosnmsons / / \4 /\

------------------------------------------

viiv & me /\/\ /\/\/\A
LWL WL N W W

-ma. e=ja+(m—j)—a) -ma

Pravdpodobnost odchyleni pkladnych am— j zapornych viiw (j zdai a m— j nezdait),
tj. pravdtpodobnost vzniku odchylkye=ja+(m-j)(-a), t. £=(2j-m)a je dana
binomickym rozdlenim (Bernoulliovym progq=1/2)

D = 1 m
Fo2m ) (m= )

Pro velkam je Ize nahradit rozdlenim normalnim (Gaussovym) skhz nazn&ime na konci
kapitoly. Redpoklad o normalni roZteni umozuje nasledujici zpracovani vysleédk
reprezentativni hodnota &feni Fedstavujearitmeticky pemer vSech narrenych hodnot

(sttedni hodnota veliny)

X =

S|

(% + %+ +x)

(¢islujeme td meéreni od jedniky, nikoliv od nuly). Tento aritmeticky pmér neukuje
spravnou hodnotu veélny. Lze vSak tvrdit, Ze s praydodobnosti 68,3% tato spravna
hodnota lezi v intervalu teném aritmetickym m@mérem a snerodatnou odchylkou

prislusnou aritmetickému fameéru

coZ zapisujeme také takto

Smérodatnou odchylku aritmetickéhotpnéru patitame pomoci odchylek od aritmetického

praméru jako




Jen pro zajimavost udene, Ze pokud bychom clitpséat vyraz pomoci odchylek od skéné
hodnoty (to vSak z praktického hlediska nema smysl, katehodnotu nezndme),énby
vyraz tvar

_ 1 2 2 2

7" =S (6= + (6= 4+ (5= ]
Vezmeme-li interval dany tzv. krajni chybou (trojnasobekérsatatné odchylky), pak

skut&na hodnota rrené velkiny se v tomto intervalu nachazi s pragddobnostni 97%.

10.4 Jaky pramér?

Priklad 1. Student & ze #i matematickych pisemek v semestithbdnoceni B a jedno
C. U dvou za¥recnych pisemek # A a D, u Ustni zkouSky E. Jakd je jehaimerna
znamka, jestlize vSechny znamky maji stejnou vahu? &rmeaz; hodnoty, n; jejich cetnosti
a w, vahy. Obecny vztah pro vazenyiprr je
240w
(2= F—

Mame tedy

3
<Z>:1,5[13+ 210+ 11+ 2,51% .]='—1§1,86 ...... C
3+1+1+ 1+ 1 7

Priklad 2.Reste pedchozi piklad za pedpokladu, Ze z&vetna pisemka ma dvakrat

vétsSi vahu nez fibéZzna a ustni zkouSka ma dvakratsi vahu ne. zavecna pisemka:

<Z>_1,5[BI]L+ I+ D02 2,502 314 25,_52 1 C
30+ 1+ 12+ 112 14 12 T

Priklad 3. Automobil jel z A do B prvni Usek rychlosti 130 km/h a stejnou daltuydr
usek pameérnou rychlosti 70 km/h. Jaka byla jehoump€rna rychlost na celé trase? Je
odpowd dana aritmetickym gdmérem obou hodnot? Je togos definice. Piimérna je
definovana jako podil celkové drahy a celkové doby jizdy. Drahu ale mezidme vsak, Ze
oba Useky trvaly stegncasu. V takovémifpack by bylo



(W=2E2 MY ¥ Y _g60Kmh
L+, 2t 2

TakZe pece jen aritmeticky gmer? Zkusme alohu ob#mit.

Priklad 4. Automobil jel z A do B prvni Usek rychlosti 130 km/h a druhy Usek
rychlosti 70 km/h. Oba Useky byly st&jdlouhé. Jaka byla nynijmérna rychlost?

t+t, s, s 1.1 v+y

V1 V2 Vl V2

(W=3ts_ 25 _ 2 _2¥¥_qymp

Jednd se o tzv. harmonickyaprer.
Priklad 5. ,Paimeérny“ obdélnik jectverec (udete stranwtverce, ktery ma stejny
obsah jako obdélnik o stranaahab), ,pramérny” elipsoid je koule (ufete polondr koule,

ktera ma stejny objem jako elipsoid o poloosach , ¢):

) ©J

V prvnim gipact mame pro stranétverce
P=ab=¥X¥ = x=.ab

a v druhém fipad: pro polongr koule

Vzgnabc:gni = x=3 ab¢

V obou gipadech se jedné o tzv. geometrickyrpér.
Pro obecny p&etn hodnot mame nasledujici vyrazy pro v§goptiméru:

aritmeticky pamer

(0, =2

geometricky pimer

harmonicky pamér




Plati nerovnost
(%), 2(x); 2(x),

Pron=2 je to hned vidt (napiSme nerovnosti pro druhé mocninygméra)

(¥, 2(x), O @2&& 0 S0e %) - xx=( % §720

A2 X2 + % )2
(x)22(x. O )gxzzxf+2)§1<lz+x§ 0 %&Mzii

10.5 Piechod od Bernoulliova ke Gaussovu rozdeni
Bernoulliovo rozdleni je
n!
j'(n-1j)!
Logaritmus prav&podobnosti je
In(pj) =In(n!) =In( j!) —In([n— j]!) + jin(g) +(n-j)in{L-q)

Stejre jako pi prechodu k Poissonovu roddni predpokladamen - «, ale te’ budeme

X =] ., p= d(1-9" . 0sgsl , =01 n

piedpokladat, Ze @et zdad a nezdar se nebudeiflis lisit, tj. takéj a n— | jsou velk&isla.

=~

Zakladem pro vypeet bude fiblizné vyjadeni In(k!)=>"In(r) (logaritmus sotinu je

r=1
roven sodtu logaritmi sowiniteli) pro velké hodnotk. ProtoZe logaritmus je monotGhn
rostouci funkce, fiveme napsat nerovnost, kdy integrél z logaritmuintervalu jednotkové
deélky je W&tSi nez hodnota logaritmu ve spodni mezi a mensihoenota logaritmu v horni

mezi

r+l

j:ln(f)df<ln(r)< [ In(¢)dé¢

r-1 r

Seatenim gesr od r =1do r =k dostavame

fln(f)df< kin( k)= k<In( H)<Tln(f) o =( kel)In( kD)= b

0 1



neba’ Iln(x)dx: xin( Y- x Na obrazku vidime, pto uz pro relativd malé

‘} rTrr rr T 1 1 1 1T 1 1T &1 T 1T 17T T 17 T 17T T°71

5 10 15 20 25

hodnoty nfizeme sumacEj In(j) nahradit integracj‘ln(x) dx — tedy diskretni progmnou

j Spojitou promnnoux. Za hodnotdn(k!) bychom mohli vzit pimér z obou krajnich hodnot

V nerovnosti, my vezmeme j&Sb reco lepSi aproximaci, zvanou Stirlingova formulgi(je

odvozeni uz je vSak trochu komplikowgsi)
In(k!)&(k+%jln(k)— - 2in(27)
Pro logaritmus pravgbodobnosti budemedemit
P(x)=In[ p(%]=
1 1 1 1
—Eln(Zﬂ)+(n+§jln(n)—(x+—2jln( x)—(n— ﬁ_zjm( v ¥+ o §+( r Mn(1- )

Maximum hustoty prawipodobnosti bude u takové hodnatypro kterou je derivace funkce

p(x) (a tedy i jejiho logaritmu) rovna nule. Dostavaale rovnici

dP(¥) _ - OI(”‘>9+1( 1 lj=o

dx (1-g)x 2 -

X X

Pro druhou derivaci mame vztah

(et

Prvni derivace je rovna nula pro hodnotu x, ktergajblizné (pro q=1/2 piesné) rovna

sttedni hodnat x =(X) = ng. Ve stejném fiblizeni mame



1 d’P((%) __1
P((x}):—zln(Zﬂaz) , I
kde o je snerodatnd odchylkac® =ng(1-q). Vezmeme-li t¢ prvni ¢leny Taylorova

rozvoje P(x) kolem x=(x), dostavame

P(x) = —%In(ZﬂJz) - 212(X‘< X>)2

g

a po odlogaritmovani dostavame skuteGaussovo rozdeni se sedem vx=(x)

Na obréazcich je porovnano binomické réledi s normalnim rozdenim pron=25 (vlevo) a

n=50 (vpravo).

0.2, 0,12-
0,151
] 0,08-
0,1
] 0,04
0,051
0 Ho




