Matematika

rovnice a funkce
nezname a proménné

reSeni a grafy

podzim 2010, prvni Cast




Rovnice, neznamé, reSeni
aneb

nezname se schovavaji v rovnicich,
ale my je odhalime




Zly sen vrchni sestry
aneb
k cemu jsou zdravotnickému personalu rovnice

V jedné neymenovaneé nemocnici byli zvykli na dodavku ampuli

s Iekem, ktery se pridaval do infuzi. Ampule mély vzdy objem /" a
koncentrace u¢inn¢ latky v ni byla p% objemovych. Personal m¢l
prikaz vrchni sestry davat do infuze o vysledném objemu /W vzdy
jednu ampuli 1éku.

Jednou dodala 1€k jina firma a ampule mély objem dvojnasobny, tj.
2V, koncentrace uCinn¢ latky byla také dvojnasobna. Vrchni sestra

prikazala davat do infuzi polovinu obsahu ampule.

Co myslite, je to spravny prikaz??




Reseni ulohy
Oznaceni: objemy v cm? (ml)
W ... objem infuze
V... objem ampule prvni firmy

p ... koncentrace u¢inn¢ latky v objemovych procentech
W... vysledny objem v obou pripadech

Objem ucinne¢ latky [ = (Lj /4
100
I”ljﬁ:del?sz’mé kor.lcent.race g =100E= = pV
ucinn¢ latky v infuzi 1% 1%
Koncentrace ucinné latky =9 __2pV _
=2p=>q=——=2
podle nového piikazu p=eP=4 W 1

Z.avér: Snad nebyla dvojnasobna davka smrtelna.




ResSeni ulohy nazorné

> =

>




Obecnéjsi uloha

Predpokladejme, Ze druha firma dodala ampule o objemu 22 = 20 ml
s koncentraci ucinne latky © = 50 % (objemovych). Do jakého
objemu zakladu infuze maji sestry vmichat jednu ampuli, aby dosahly
piredepsané koncentrace g = 5 % ?

X ... objem infuze (neznama misto objemu W z piedchozi ulohy)

Objem ucinn¢ latky v ampuli w=—[0
100
Rovnice pro x 5,
linearni rovnice g =100 = gx+(g—1m1)Q =0
0 neznamé x x +Q

iFeSeni x:Q(z—IJZZO(%—IJZISOmI
q




JeSté doplnéni
Jaka ¢ast objemu ampule bude v infuzi, jejiz vysledny objem je

predepsan jako W ? Jaky vysledek ocekavate pro W = 200 ml?

y ... cast objemu ampule v infuzi o predepsaném objemu W

T

Objem G¢inné latky vinfuzi w = yw = —— [ Q
100

Rovnice pro y

linearni rovnice g =100 7Y g = y

0 nezname y 14 74

Feseni y:qW:S 00:1




Slozitéjsi uloha
Do infuze o celkovém objemu W = 200 ml se ptidavaji dvé
ucinné latky. Prvni z nich je v ampulich o objemu V;, =20 ml v
koncentraci p, = 30 % (objemovych), druhd v ampulich o
objemu V, =40 ml v koncentraci p, = 50 %. Vysledna
koncentrace obou ucinnych latek v infuzi ma byt g =15 %
a pomer jejich koncentraci g,/ g, = p = 0,5 (Jedna ku dvéma).

(1) Kolik ml roztoku 1 a kolik ml roztoku 2 je tfeba dat do infuze ?

(2) Kolik infuzi ptipravime, mame-li k dispozici a = 20 ampuli
roztoku 1 a b = 15 ampuli roztoku 2 ?

Cast (1) spoteme nyni, ¢ast (2) snadno dokondite sami.




ResSeni slozitéjsi ulohy — sestaveni rovnic

X ... hledany objem roztoku 1 (prvni neznama)
v ... hledany objem roztoku 2 (druh4 neznama)

U, ... objem ucinné latky 1 v objemu x D p
U, ... objem ¢inné latky 2 v objemuy U, = —, U, =—=0

100 100

koncentrace
q, ... latky 1 v infuzi %:Ulz P Dx,qzzﬁz 1% Dy
g, ... latky 2 v infuzi w100 W w100 W

uvu,+t,=0U = pxtp,y =qW

q4, _ PiX _ _

_l_p:> 1 =p = px—pp,y=0

q, Pr)

soustava linearnich rovnic
o dvou neznamych x, y




ResSeni slozitéjsi ulohy — reSeni rovnic
vychozi rovnice
px+tp,y =qgW
px—pp,y =0

odecteni druh¢ rovnice od prvni

_ __ g
py(l+p)y=qW =y =
2 p,(1+ p)
dosazeni y do kter¢koli z vychozich rovnic — x vyjde stejné
W /4
x=-L4 , Y = c — x U 33, y=40

p(1+p) p,(1+p)

ziskana dvojice x=33 ml, y =40 ml je feSenim soustavy

I ve zdravotnictvi nékdy treba resit rovnice, hlavné linearni.




Reseni soustavy vice linearnich rovnic
snadno a rychle

soustava m linearnich rovnic matice soustavy

0 n neznamych rozsirena matice soustavy
— 4 )

X, tayx, +...ta,x, =b, & Gy - &, | b

amlxl T am2x2 Tt amnxn = bm \aml CZWQ a’m bm/

a.,b,1<1<m,1<j<n .. koeficienty (znama cCisla)

1)

(X1, X9y «ry

X,) ... neznameé

vSechny n-tice, které vyhovuji rovnicim, tvoii reSeni soustavy rovnic




Ekvivalentni upravy

ekvivalentni apravy soustavy rovnic
jsou ty, které neméni jeji feSeni

(1) nasobeni libovolné rovnice nenulovym cCislem
(2) pricteni A-nasobku libovolné rovnice k jin¢ libovolné rovnici

ekvivalentni upravy matice soustavy
co provadime s rovnicemi, provadime s prislusnymi radky matice

(1) nasobeni vSech prvku v libovolném fadku nenulovym ¢islem
(2) pricteni k-nasobku prvku v libovolném tadku k jinému

libovolnému radku

poznamka: moznostiproman .. m=n..m<n...m >n




Pripadm=n=3 ... priklad 1 ... (I)

x+2y+3z=2 (1 2 3 2)
—2x+ y—- z=1 -2 1 -1 1

x+ y+ 7z =9 \ 1 1 | 2)
upravy

(1) prvni rovnici vynasobenou 2 pii¢teme k druhé
(2) prvni rovnici vynasobenou (—1) pficteme k tfeti (tj. odeCteme ji)

x+2y+3z=2 (1 2 3 2
5y +5z=5 0O 5 5 5
- y=2z=0 O - =210




Pripad m=n=3 ... priklad 1 ... (II)

dalsi upravy
(3) druhou rovnici nasobime 1/5 (tj. délime j1 5)
(4) druhou rovnici (po pfedchozi uprave) pri¢teme k tieti rovnici

x+2y+3Z:2> 11 2 3 2
1 0 |1 1 1

y+ z=

- z=1

ekvivalentni soustava rovnic (kterd ma stejné reseni jako puvodni)
feSeni najdeme dosazovanim ,,odzadu*

jediné reseni ... x =1, y =2, z=—1 Proved’te zkousku, prosim !
A jeSté se podivejte na matici — je ve schodovitém tvaru.

Matice z koeficientu levych stran ma stejné schodu jako cela
matice (brana i se sloupcem pravych stran).




Pripad m=n=3 ... priklad 2 ... (I)

x+2y+3z=2 (1 2 3 2)
—2x+ y—- z=1 -2 1 -1 1
—3x+4y+ z=4 \—3 4 | 4)
upravy

(1) prvni rovnici vynasobenou 2 pii¢teme k druhé
(2) prvni rovnici vynasobenou 3 pricteme k treti

x+2y+ 3z= 2 (1 2 3 2)
5v+ 5z=5 0O 5 5 5
10y +10z =10 0 10 10 | 10,




Pripadm=n=3 ... priklad 2 ... (I)

dalSi upravy

(3) druhou rovnici nasobime 1/5 (tj. délime j1 5)

(4) treti rovnici nasobime 1/10 (t). d€lime j1 10)

(5) druhou rovnici vynasobenou (—1) pri¢teme k tieti (tj. odeCteme j1)

x+2y+3z=2 11 2 3 2
v+ z=1 0 (1 1 1
0=20 L0 0 0 0)

ekvivalentni soustava rovnic (kterd ma stejné reseni jako puvodni)
feSeni najdeme dosazovanim ,,odzadu*

jedna volna neznama
nekonecné mnoho reSeni ... x =—z, y=1-2z, zje libovolné
Proved’te zkousku! Matice jsou opét ve schodovitém tvaru.

Matice maji shodny pocet schodu, ale o jeden mensi nez pocet
neznamych.




Pripad m=n=3 ... priklad 3 ... (I)

x+2y+3z=2 (1 2 3 2)
—2x+ y—- z=1 -2 1 -1 1
- x+3y+22:=38 -1 3 2 8

upravy

(1) prvni rovnici vynasobenou 2 pii¢teme k druhé
(2) prvni rovnici pii¢teme k treti

x+2y+ 3z=2 (1 2 3 2
5v+ 5z=5 0 5 5 5
5y + 5z2=10 0 5 5 [ 10




Pripad m=n=3 ... priklad 3 ... (II)

dalsi upravy
(3) druhou rovnici vynasobenou (—1) pficteme k tteti (tj. odeCteme j1)
(4) Druhou rovnici nasobime 1/5 (tj. délime j1 5)

x+2y+3z=2 (1 2 3 2)
y+ =1 0 | | |
0=>5 0005

ckvivalentni soustava rovnic (kterd ma stejné reseni jako puvodni)
feSeni najdeme dosazovanim ,,odzadu‘

Zadné reseni ... posledni rovnici nelze splnit

Matice jsou zase ve schodovitém tvaru. Ale:

Matice koeficientil levych stran ma méné schodu nez cela matice|




Pripad m <mn ... priklad 1

x+2y+3z=2 ( 1 2 3 2]

—2x+ y— 2:1 2 1 _1 | 1

upravy
(1) prvni rovnici vynasobenou 2 pri¢teme k druhé
(2) upravenou druhou rovnici vynasobime 1/5 (tj. vyd€lime 5)

x+2y+3z=2 1 2 3 | 1
O (1 1T | 1

y + z=1

jedna volna neznama

nekone¢né mnoho reSeni ... x =—z, y =1—2z, zje libovolné
Matice jsou opét ve schodovitém tvaru.

Matice maji shodny pocet schodu, ale o jeden mensi nez pocet
neznamych.




Pripad m <n ... priklad 2

x+2y+3z= 2 ( 1 2 3 | 2)
—2x-4y—-6z= -5 -2 -4 -6 [ -5
upravy
(1) prvni rovnici vynasobenou 2 pii¢teme k druhé
X+2y+3z= 2 (|1 2 3 j
0=-1 0O 0 O —

zadné reSeni ... druhou rovnici nelze splnit
Matice jsou opét ve schodovitém tvaru.

Matice koeficientu levych stran ma méné schodu nez cela matice.




Pripad m>n ... priklad 1 ... (I)

x+2y+3z=2 1 2 3 1
—2x+ y- z=1 -2 1 -1 1
X+ y+ z=2 1 1 1 2
—x+2y = 3 -1 2 0 3
upravy

(1) prvni rovnici vyndsobenou 2 pti¢teme k druhé
(2) prvni rovnici vynasobenou (—1) pficteme k tieti (tj. odecteme j1)
(3) prvni rovnici pri¢teme ke treti

x+2y+3z=2 (1 2 3 2
Sy +5z =95 0O 5 5 5
- y=2z=0 0O -1 -2 0
4y +3z=5 04 315




Pripad m>n ... priklad 1 ... (II)

dalsi apravy

(3) druhou rovnici vynasobime 1/5 (tj. vydélime 5)

(4) upravenou druhou rovnici pricteme k treti rovnici

(5) upravenou druhou rovnici vynasobenou (—4) pfi¢teme k tieti
(6) upravenou treti rovnici ode¢teme od Ctvrté

x+2y+3z=2 12 3 2
v+ z=1 0 |1 1 1

_ =1 0 0 |-1 | 1
0=0 000 10

Dokoncete a charakterizujte reSeni. PopiSte schodovity tvar
obou matic.




Pripad m >n ... priklad 2 ... (I)

x+ 2y+3z=2 (1 2 3 1)
—2x+ y- z=1 -2 1 -1 I
- x+3y+2z=3 -1 3 2 3
3x+ y+4z =1 . 3 1 4 1)

upravy

(1) prvni rovnici vyndsobenou 2 pti¢teme k druhé
(2) prvni rovnici pii¢teme k treti
(3) prvni rovnici vynasobenou (—3) pricteme ke Ctvrté

x+2y+3z= 2 (1 2 3 2
Sy +5z= 35 0O S5 5 5
5y +5z= 5 0 5 5 5

-5y =5z=-5 0 =5 =5 1 =5




Pripad m >n ... priklad 2 ... (II)

x+2y+3z=2 /‘1_2 3 1
y+ z=1 0 |1 1 1
0=0 0 0 O 0

0=0 \O 0 O O)

Upravy rovnic, které vedly ke schodovitému tvaru matic popiste.

nekonecné mnoho reseni
x =-—2z,y=1-2z zlibovolné (volna neznama)

Pocet schodiui obou matic je stejny a roven 2, o jeden mensi
nez pocet neznamych.




Pripad m >n ... priklad 3 ... (I)

1)

—1

2
6,

x+2y+3z= 2 1 2 3
—Xx—2y-3z= - -1 -2 -3
2x+4y+6z= 4 2 4 6
-3x—-6y -9z = - -3 -6 -9 =
Popiste upravy a ziskejte ekvivalentni soustavu ve tvaru
x+2y+3z= 2 1 2 3 2)
0= 0 0 0 O 0
0= 0 0 0 O 0
0= 0 0 0 0 | 0

nekonecné mnoho reSeni x =2 — 2y — 3z, y a z libovoln¢

dvé volné neznamé — pocet schodu matic je shodny a o dvé mensi

nez pocet neznamych




Obecné zavéry

Gaussova eliminac¢ni (,,likvidacni*) metoda
prave predvedeny zplsob feSeni soustavy rovnic pievodem matice a
rozSifen¢ matice (o sloupec pravych stran) na schodovity tvar

hodnost matice
pocet nenulovych fadku jejiho schodovitého tvaru

soustava linearnich rovnic
h(A), h(B) ... hodnosti matice a rozSifen¢ matice soustavy

resSitelnost soustavy m rovnic o n neznamych < A(A)=h(B)=nh
(schodovité tvary matic maji stejn€ schodi)

pocCet volnych neznamych ... d =n—#

jediné reSeni & d=0,t.h=n




Ulohy na rovnice

Uloha 1. Proved’te rozbor feSitelnosti a poCtu feSeni soustavy m
linearnich rovnic o n neznamych, jsou-li vSechny pravé strany
nulove. Zduvodnéte, pro¢ ma vzdy fesSeni a jake.

Uloha 2. Uloha 3.
—x-y-2z=1 -x— y-2z=1
2x+3y+4z=-4 2x+3y+4z=2
—Sx+2y+3z= 4 ’
X+2y+5z= 0 Uloha 4. Vymyslete soustavu tfi

rovnic o trech neznamych, ktera
nema reseni.

Uloha 5. Vymyslete soustavu tfi rovnic o dvou neznamych, ktera
ma prave jedno reSeni.




Funkce, proménné, graty

aneb
podnét, odezva a jejich znazornéni




Dokonalé smysly
a jak to souvisi s funkcemi

,,Kdyby nas sluch, zrak, ¢ich, hmat a chut’ reagovaly imérné intenzité
pusobicich podnétu, ¢il1 linearné, nebylo by mozn¢ obsahnout tak velky
rozsah jejich intenzity, s nimiz se setkavame. Naptiklad bychom dobre
vidéli doma pf1 praci, ale naveCer by pro nas byla uplna tma. Naopak za
slunne¢ho dne bychom oslepli. Kazde ¢idlo je totiz nejcitlivéjsi pi urcite
dopadajici intenzité. Pti1 nepatrnych intenzitach nereaguje, naopak prilis
velke intenzity jej zahlti nebo 1 zni¢i.*

,,J€ umozneéno vnimani v obrovském rozsahu, ale je 1 zachovana vyborna
rozliSovaci schopnost relativnich zmén. Napt. zméni-li se intenzita
n¢jakého pole z hodnoty 1000 na 10 000, vnimame tuto zménu stejné
dobfe jako napt. z hodnoty 0,1 na 1. Je to vyborn¢ zatizeno.

Ale jak je to zarizeno?
Smysly umi prevadét nasobeni na secitani — vnimaji logaritmicky.




NasSe smysly

sluch ... Tim, Ze ucho vnima logaritmicky, je schopno pojmout
obrovsky rozsah intenzit. Obdobn¢€ jsou na tom ostatni smysly.

zrak ... Oko je schopn¢ vnimat bodovy zdroj, ze kter¢ho dopadaji

desitky fotonti za sekundu, vyjimec¢né i jen nékolik za sekundu.

cich ... Zredéni Cichove rozeznatelnych latek muze dosahovat
hodnot jedna ku miliardé, 1 vyssi. Takova ohromna citlivost neni

casto mozna ani s pouZzitim nejlepsi techniky.

chut’ ... Citlivost je podobna jako u ¢ichu, navic ¢ich pomaha k

lepSimu rozliSeni.




Co jsou to decibely
aneb
usi umi logaritmovat

Kavarna byla prazdna, jen nékde v rohu tiSe hral houslista a kousek
opodal provadé¢l asistent hygienika méfeni hlu¢nosti prostredi.
Naméril 30 decibelu. Prichazel: 1idé, usedali ke kave a hovorili.

M¢éteni ukazalo 50 decibell. Zacala diskotéka, hudba silila, a naraz
bylo 100 decibelu. Zaburacel hrom — 120 decibeli.

Co to znamena? Znamena to, Ze zvuk diskotéky je dvakrat
intenzivnéjsSi nez hovor v kavarné?

K odpovédi na tuto a podobné otazky potiebujeme samozieymé
definici intenzity, definici hlasitosti a takeé védét néco o
matematickych zavislostech — funkcich.




Aritmeticke a geometrické narustani
intenzita zvuku

intenzita zvuku
energie zvukového vinéni, ktera projde plochou 1m? za dobu 1s

jednotky ... Jm2s' =W m
akusticky tlak ... p, [ ~ p? g
prah slySeni ... I, =102 W m?2, p,=2-10-5Pa

prah bolesti ... [y =10 W m™

rozsah intenzit ... 13 radu




Aritmeticke a geometrické narustani
hladina intenzity zvuku (hlasitost) (I)

Weberiv — Fechneruv ziakon
narusta-l1 intenzita fadou geometrickou, narusta subjektivni
sluchovy vjem fadou aritmetickou

vzroste-l1 intenzita desetkrat, vzroste hladina intenzity, vyjadiujici
sluchovy vjem, o 1 B (bel)

vzroste-l1 intenzita stokrat, vzroste hladina intenzity, vyjadiujici
sluchovy viem, 0 2 B

vzroste-l1 intenzita 10" - krat, vzroste hladina intenzity, vyjadiujici
sluchovy vjem, o n B




Aritmeticke a geometrické narustani
hladina intenzity zvuku (hlasitost) (I1I)

stupnice intenzity a hladiny intenzity
10 109 107 105 192 107 10!

. . intenzita W m
10-12 1010 108 |10 104 1102 100

hlasitost B

01 2 34 % 67 8 9 10 11 12 13

] -3
_1=10_ =10* LI—L2:4,10g10]—1:4
I, 10 I,
I,
AL =100og — , L—lODogL
I, I,

jednotka hlasitosti L ... 1 decibel




Z.avislost hlasitosti na intenziteé

Fad
L [dB] -

5 _

4 = _i

e _

[*10]

2 _

1 - _

I -
v = logn(x, 10) :
T e e e T e T

0 1000 2000 a000 4000 A000 FOO0 raoon a000 S000 10000




Z.avislost hlasitosti na intenzité
cely rozsah

140

120

h

Ia
o}

00

a0

o
o
1 1 1 1 1 1

A0

E |:|_ L0 s e e B s s s ) B B B R N B B B e |
A 200 400 GO0 200 1000

I:I-IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

2E12 4E 12 BE 12 gE12 1E13




SITUACE L [dB] I[Wm?] p [Pa]
prah slysitelnosti 0 10-12 10,000 02
Sepot, Selest listi 10 10-11 10,000 065
tichd zahrada 20 10-10 10,000 2
housle — pianissimo 30 10 0,000 65
kroky, tich4a hudba 40 108 0,002
hluk v kavarng 50 10-7 0,006 5
hluk v obchodé 60 106 0,02

hluk automobilu 70 10 0,064 5
kancelaf s psacimi stroji R0 104 0,204
rusna ulice, klakson auta 90 10-3 0,645
orchestr fortissimo, siréna 100 10-2 2,04
sbijecka 110 10-1 6,45
tryskovy motor, hrom 120 1 20.4

prah bolesti 130 10 64,5




Citlivost ucha k frekvencim

L Prat hinteati

J_/_/_,_,-/-""

Chlast slyaiteliniosti

FPrah slyaitelnosti

10

-

frelorenice [Hz]




Jak se tlumi zareni
aneb
potrebuje funkce také radiologicky asistent?

Tento ptib&h se stal pi1 jedné exkurzi skupiny studentii Iékatské
fyziky na velmi dobfe vybaven¢ rentgenove pracovisté. Vedouci
radiologicky asistent se studentiim velice ochotné vénoval,
ukazoval jim funkci pristroju a zabyval se také problematikou
ochrany pied zarenim.

UjiStoval studenty, Ze se persondlu nemuzZe nic stat, nebot’
obsluhuje pristroj zpoza dverti se zabudovanou olovénou deskou,
pricemZ rentgenove zareni se v desce tlumi ,,amérné Ctverci jeji
tloustky*. Student1 fyziky se pon¢kud rozpacit€ usmivali.

Vite proc¢? Bali se ozareni nebo byl duvod jiny?




Jak by mélo vypadat tlumeni intenzity
»se Ctvercem tloust'’ky* ?

](X):l() [O /vm;'
I, I(x) 1
— I =K
X X ‘” X
0 Ix)=1,
‘ I m ' /
dvefe 2xI1xIm [(x) = ——
(1+x)
Pb, p =11 800 kg m"> /
m=23,6t ](.XI): 0 :
1+ x

A co teprve zastéra ?




A jak to je doopravdy ?

012 ... n
stejné tluste vrstvy 0, i (x) =/ 0 EXp (—,LDC)
1 linearni koeticient absorpce
T ; E u=1,18 mm!
0 " w.ﬁgm pro A= 6.10" nm (E = 0,2 MeV)
G'Ef x [mm]

1 1 / ,
1=K, 2=K,...,.—2=K,--- K=e" , e=2,71828...
]() ]1 ]n—l

Ke snizeni intenzity na polovinu staci ani ne milimetr silna deska.
Hmotnost olovéné vyplné dveri 1 mm x 1 m x 2 m je asi m= 23,6 kg.




Srovnani absorpce materialu — Cisla

http://www.eamos.cz/amos/kbf/externi/kbf 0252/ra-rozpad absorpce.ppt

p [em] d,, [mm]
Pb Fe Al Pb Fe Al
(Z=82) (Z=26) (Z=13) (Z=82) (Z=26) (Z=13)
0,15 24,4 1,58 0,362 0,28 4,39 19,15
0,175 15,4 1,27 0,336 0,45 5,44 20,63
0,2 11,8 1,13 0,323 0,59 6,13 21,46
0,25 6,58 0,94 0,296 1,05 7,37 23,42
0,3 4,76 0,85 0,278 1,46 8,15 24,93
0,5 1,72 0,66 0,228 4,03 10,50 30,40
1,0 0,79 0,47 0,166 8,77 14,75 41,76
2,0 0,51 0,43 0,117 13,59 21,00 59,24
5,0 0,49 0,25 0,075 14,15 27,73 92,42
10,0 0,60 0,23 0,062 11,55 30,14 111,8




Srovnani absorpce materiala — grafy

Y= @ = exp(—Hx)

0

Vyznam hodnoty d,,
(polovrstva):

Pro x = d,, klesne hodnota
intenzity zareni na polovinu
puvodni hodnoty.

E=0,2 MeV




Co jsou to funkce ?

Realna funkce jedné realné proménné

podnét — zvukova vina

nezavisle proménna zavisle proménna

( x ... Intenzita zvuku) funkéni piedpis (... hlasitost, y =1 (x))
1N

10 1

1 1
y:f(x)ax:_a y:LaLZIO Og| —
I, I,




Obory funkce
Defini¢ni obor funkce D,
soubor pripustnych hodnot nezavisle proménne¢ x
Ptiklad: x=/ (intenzita slySiteln¢ho zvuku), D= [10-"2, 10] [W m?]
Obor hodnot funkce H,
soubor hodnot, kterych nabyva zavisle proménna y, kdyzx

prob¢hne cely definicni obor. Kazdému x se piiradi pravé jed1.1.0 .
Piiklad: y = L (hlasitost), H,= [0, 130] [dB]
Graf funkce G,

soubor dvojic [x,v], kde y= f(x), vétSinou znazornény v roving x-y

Ukol: Zamyslete se nad tim, jaky asi je D, a H, pro funkci popisujici zavislost

intenzity zareni na tloust'ce materialu, jimzZ zareni proslo. Vezméte v uvahu, Ze

nékteré veli¢iny mohou nabyvat (z matematického hlediska) i libovolné velkych
(malych) hodnot, 1 kdyz se tyto hodnoty nedaji prakticky realizovat.




Zpusoby zadani funkce

Funkce je pravidlo, které kazde hodnoté x z D, pFiradi prave

jedno y = f(x). Je zadana vzdy spolu s definicnim oborem.

Defini¢ni obor bud’ zadame pfimo, nebo jej ur¢ime z funkcniho

predpisu tak, aby vSechny operace v predpisu mély smysl.

Obor hodnot je pak ji1z jednoznac¢né uren zadanim funkce.

zadani predpisem

zadani tabulkou

zadani grafem

y=f(x)=+1-x"
D, =[-1,1]
H, =[0,1]

Pro x mimo D, nema
odmocnina smysl.

jen nékteré hodnoty

X y=fx)
~1,00 | 0,00
~-0,50 | 0,87

0,00 | 1,00
0,50 | 0,87
1,00 | 0,00




Vsuvka — funkce nékolika proménnych — I

Realna skalarni funkce vice realnych proménnych

nezavisle proménné x,),z ... zavisle proménna w
(tfeba souradnice) _ _ | (tfcbahustota, w=7(x,),2))
T ‘ funkc¢ni predpis T

(x,,2) / w=f(x,2))

Realna vektorova funkce nékolika realnych proménnych

(X525 X, ) = (J1 (X505 X )seees [, (X)5eees X))

Napriklad indukce magnetickeho pole Zemé v zavislosti na poloze

?_’Ba E(F)=(Bl(x,y,Z),Bz(x,y,z),B3(x,y,z))




Vsuvka — funkce nékolika proménnych — I1

Priklad funkce dvou proménnych
hustota tkané v pomyslném fezu télem (zviditelnénd zobrazenim CT)

w=1-(x"+)")

(x,p) ... souradnice y
v rovine rezu télem

barva odpovida jistému
rozmezi funkénich hodnot w,
1 t]. hodnot hustoty tkané




Vsuvka — funkce nékolika proménnych — 111

skuteCny rentgenovy pocitacovy tomogram

tomogram brisSni
dutiny

misto barvy jsou
hodnoty hustoty
odstupnovany
odstiny Sedi




Divné funkce - priklady

(D e 1 ... pro x racionalni
D=[0,1]...f:x—>y Zf(x)Z\

H,= {0, 1} O ... pro x racionalni
(2)

D=1[1,23,...] ... f:x; =y, = f (x)) ... posloupnost
Hf: {ylay29y39 }

3) L
Dj-ZR\{l,Z} x>y f(x)— | X 4

Ne¢které funkce nemaji hladké nebo spojité grafy, nebo je ani
graficky zndzornit nelze. Ale témi se zatim zabyvat nebudeme.




Z.akladni vlastnosti funkci — 1

Monotonie na intervalu — A

klesajict; rostouci

la,b]=[-1,2]

funkce na intervalu [a,b]
rostouci

pro vSechny hodnoty x, <x, z [a,D]
plati f (x;) < f(x,)

klesajici

pro vSechny hodnoty x, <x, z [a,b]
plati £ (x,) > f(x,)

neklesajici

pro vSechny hodnoty x, <x, z [a,D]
plati £ (x,) < f(x,)

nerostouci

pro vSechny hodnoty x, <x, z [a,b]

plati /' (x;) = f(x,)




Z.akladni vlastnosti funkci — 11

Monotonie na intervalu — B

gy:(x—l)z—l 1y=4J2-x

Ukol: Uréete nejvétsi mozné defini¢ni obory a obory hodnot znazornénych funkci
a intervaly, na kterych jsou tyto funkce rostouci, resp. klesajici.




Z.akladni vlastnosti funkci — I11

Symetrie funkce na intervalu [- a, a |,
(resp. oboru, ktery spolu s kazdou
hodnotou x obsahuje také — x)
suda

pro vSechny hodnoty x z [ a,a]
plati f (x) = f(—x)

licha

pro vSechny hodnoty x z [— a,a]

plati f(x) =—/(=x)

na obrazku ... cos x (sudd na [— &, 7])
Feal=[a ] sin x (liché na [~ 7, 7])

Ukol: Na kterych intervalech z obrazku (a uréete to i obecné) jsou funkce cos x a sin x
rostouci, resp. klesajici? Jsou tyto funkce rostouci ¢i1 klesajici na celém [— z,7]?




Z.akladni vlastnosti funkci — IV

Periodicita funkce na oboru D, ktery spolu s
kazdou hodnotou x obsahuje také
x+p,p>0... perioda

periodicka
pro vSechny hodnoty x ™ D

plati f(x) = f(x + p)

na obrazku ... tan x, cotan x
(periodickeé na R s periodou p = )

D, =0 \{(2n+1)’57} D, =0 \{n7

Ukol: Na kterych intervalech jsou tan x a cotan x rostouci, resp. klesajici? Na kterych
intervalech jsou sudé, resp. liché? Jsou sin x a cos x periodické? S jakou periodou?




Z.akladni vlastnosti funkci — V

Konvexnost - konkavnost funkce na intervalu [a, b]

konvexni

pro vSechny hodnoty x,, x, z [a, D]
lezi graf funkce mezi body [x,, f(x,)]
a [x,, f(x,)] pod jejich pfimou spojnici
konkavni

pro vSechny hodnoty x,, x, z[a, b]
lezi graf funkce mezi body [x,, f(x,)]
a [x,, f{x,)] nad jejich pfimou spojnici

konvexni

konkavni :
[a,b]=[-2,2] naobrézku...y:1+x2,y:3—x2

Ukol: U viech piedchozich grafti rozhodnéte, na kterych intervalech jsou zndzornéné
funkce konvexni, resp. konkavni.




Z.akladni vlastnosti funkci — VI

»Komplexnéjsi* uloha

Funkce je zadana na
e intervalu [ a, b | pfedpisem

y = x[81n x

| Lak] =[]

Ukol: Uréete nejvétsi mozny definiéni obor a obor hodnot znazornéné funkce,
a intervaly v [ a, b ] , na kterych je rostouci, resp. klesajici, suda, resp. licha,
konvexni, resp. konkavni. Je tato funkce periodicka ?




Elementarni funkce -1

Polynomy (stupné n s realnymi koeficienty)

—_ n n—1 2
y=ax +a_x +---ta,x tax+ta, aq,,..,a L

n=1 ... linearni funkce y =ax+b

n =2 ... kvadraticka funkce y =ax*+ bx + ¢

y=dx+1, y=—4x*+2x+3 y=2x+3x -2x+1

4 41 49
24 /-\ 2\/

T T 71 4 T T T T |m
0,5 1 0.5 1 5 0,5 1 : / 0.8 0 0.5 1

2 2




Elementarni funkce - 11

Racionalni lomené funkce

-1 2
a x" +an1x +-'-+a2x tax+ta,

Y =

b x" +b  x" '+ +bx>+bx+b,
n=0,m-= . nepiima uméra y=a (x—c)’!
1 . \
5 1
; () y=——
p x—1
—_—d 2
: ] —3x" +8x—4
o] TG (D) v =
\ N @y e




Elementarni funkce — I11

Goniometrické funkce ... sin x, cos x, tan x, cotan x
Pripomente si dosud uvedené vlastnosti téchto funkci.
Goniometrické funkce obecného linearniho argumentu 4 = ax+b

COS X, COS(x —%) COS X, COS 5 COS X, COS 3, COS 2x




Elementarni funkce - 1V

Exponencialni a logaritmickeé funkce

Umocnéni pevného zdkladu na hodnotu x a inverzni operace

y=z, x=log.y, z>0,z#1

0,5%,2%,3"

log, s x,log, x,log; x 107, log x




