Matematika

zaklady diferencialniho poctu
derivace a teCny, integraly a plochy
diferencialni rovnice

podzim 2010, druha Cast




Derivace a teCny

aneb
matematika
»libovolné malych* zmén




Nejen velké, ale i malé zmény ,,jsou zivot*
aneb
opravdu potrebujeme diferencialni pocet?

Zkuste s1 predstavit situaci: Sedite v mistnosti, kde tikaji hodiny. Za
chvili je nevnimate. Ale hned si uvédomite, kdyby se zastavily.

Nebo: Mate dlan polozenou na stole v klidu. Za chvili nic
nehmatate. Abyste hmat ,,0z1vil1*, musite prsty po stole posunout.

Organismus reaguje na ¢asovou zménu.

Abychom jeho chovani (a dalSi jevy souvisejici se zmeénami)
pochopili, potfebujeme aparat k pocitani s malymi zménami.




Batesonuv pokus se zabou

Q rychlé zahrivani nadoby s vodou a zabou:
Zaba zménu pozna a vyskoci
N

~_
&@

~ ‘)
—

pomalé zahrivani nadoby s vodou a zabou:
~——_ " Z4ba zménu nepozna a uvari se




Batesonuv zakon

Bateson — Ehrenberg

Organismus reaguje na ¢asovou zménu (derivaci) vnimanych

pocitku.

~vatematizace*:

P ... signal, podnét
(vnimany pocitek)

R ... odezva, reakce




Rozpad jader

N~48 ‘1022 pa 1 cm?

§§8U — o Th+; He

/‘ mwAY 4 . ‘

N+ AN AN ~-2,4-10°na 1 cm?
At=1s
AV v, YO — e, A=12 1 =44700 et
A dr Lo




Absorpce zareni

Al d/(x)

— =—Ul, =—Ul(x
A M T T
U= n2 , d,,, =polotloustka

d1/2

I(d,)= 10




Prirodni zakony - priklady

Klasicka mechanika — Newtonuv druhy pohybovy zakon

o dv L dF

mc_i:F(F,ﬁ,t), CI—E, V—E
Klasicka elektrodynamika — zakon elektromagnetické indukce
dP . «
U tovane — " ®... indukcCni tok
{

Kvantova mechanika — ¢asovy vyvoj systému

ihaa—w = HY, H..operator energie, (J...stav
[

Priroda nas informuje o zménach. Zakony prirody nejcastéji
predstavuji chovani ¢asovych a prostorovych zmén velicin.

Je tedy dobré umét se zménami pocitat?




Jak se déli nula nulou

“ f(x)— +ox—4 D, =00 \{1}

x—1
f(x)==2x+4 pro xUD,

,,Pokus* o déleni nulou

X 1,200 | 1,100 | 1,050 | 1,020 | 1,110 | 1,005 | 1,002 | 1,001

s f(x) 1,600 | 1,800 | 1,900 | 1,960 | 1,980 | 1,990 | 1,996 | 1,998

x | 0,800 | 0,900 | 0,950 | 0,980 | 0,990 | 0,995 | 0,998 | 0,999

f(x) 2,400 | 2,200 | 2,100 | 2,040 | 2,020 | 2,010 | 2,004 | 2,002

Co si myslite 0 moznosti déleni nulou? Jde to provest, nebo se tomu
I1ze za urcitych podminek ,,priblizit“?




Limitni chod

Nulou délit nelze. Je-11 napriklad funkce A(x), yjmenovatelem podilu
p(x) =g(x)/ h(x), a h(x) pro ur¢itou hodnotu a proménné x nabyva
nuly, nelze hodnotu a do zlomku dosadit (nedal by se vycislit).

Vidéli jsme ale, Ze kdyz se ve zlomku p(x) blizi k nule jak Citatel, tak
jmenovatel, muze se stat, ze se hodnota zlomku blizi k jistému

definovanému cCislu L.

Cislo L se pak nazyva limitou funkce p(x) a piseme

lim p(x) = im 32 = 1. obecné lim f(x)=L
X -da X -d h(X) X -d




Jedna dulezita limita

sinAx < Ax < tan Ax >
1 1 cos Ax
> >

sinAx Ax sin/Ax

1> sin A >cosAx O 1
Ax
sin Ax O 1=
Ax
sin Ax _

lim =1
Ax - 0 Ax




Problém teCny a derivace

f(x)=2x"—4x+3, a=2
s---seCna: y=8x—13

t---teCna: y=4x-35

I, =5, Ux)=a, a=limp

By _ f(x+D0) = f(x)

tan 5 =
Ax Ax
tan @ :EIPO f(x+A;2—f(X) =/ '(x)

Hodnota f/(x) uréena piedchozi limitou, je derivace
funkce f(x) v bodé x.

Chapeme-li x jako proménnou, je f/(x) funkce.
Smérnice tecny ke grafu zavisi na bodu dotyku.




Vypocet smérnice a rovnice primky

X A:[xAﬂyA]’ B:[XB’yB]’ X =[x, y]

ol
B _ —
7 "1"Smérnice --- tan [ = s Yo =2 Ja
- X, =X, X—X,
E Yp—Ja Ve TV
A = Y=y, =L—A(x-x,)
....... TNy Ag T Xp
. x  pro seénu z predchoziho obrazku:
Xp— X, A =[2,3], B=[4,19]
19-3

-3 x—2)= py=8x-—13
Y 1_, XT=Y




Vypocet smérnice a rovnice tecny
A=[x, f(x)], B=[x+Ax, f(x+Ax)]
Vo "V _ S +HA)—f(x) _
Xg T Xp Ax
_[2(x + ) —4(x+ 1) +3]-[2x" —4x +3] _
AV
_ A=A+ 20 _ Pdx—4+20w)
Ax ’ };&
an g = hmf(x ixz f(X)_4x _4

ff’-:zﬂé pr() _x:2 je tana!:4

Sami dokoncete vypocet rovnice tecny, kdyz nyni znate smérnici.




Derivace a fyzika
Priklad: S rovnhomérnym pohybem po kruznici se jiz kazdy jiste
setkal, tfeba na retizkovém kolotocCi. Takovy pohyb kona naptiklad 1
odstfedivka pouzivana ve zdravotnickych zafizenich. Reknéme, Ze
n¢jake télisko obiha ve vzdalenosti R = 1,0 m od osy kolotoCe a
ze jeden ob¢h trva T = 4,0 s. Zavislost polohy téliska na Case pak lze

vyjadrit napriklad takto:

x(t) = Rcoswt, y(t) = R sin wr,
27T T

w = =—,v=wR =1,57T ms
T 2

v --- obvodova rychlost

Je ziskana hodnota obvodové rychlosthshodna s velikgsti vektoru
rychlosti daného bodu? Co je to vlastné r




Prumérna rychlost za dobu At
AR+ D) —F(
() = & BT () _

At At
\
cosg(t+At)—cos§t sing(t+At)—sin’3’t
B At ’ At
\
N\ | 2 2 :<vy>
)1y + () an s =
t =0s, At jepostupné
1 1 1 1
ls,—s,—s,—s,—s
2 4 8 16

UKol: Zkuste si sami velikosti primérnych




Priumérna rychlost ve zmensujicim se intervalu

NarVarVar Var
NPANVANVANVANY,

a = 45,0F a = 67,5 a= 15,8 a= 84,5° o= 87,5

(& = 1,414 ms—1 [{&] = 1,581 ms—1 | = 1,561 ms—1 |{&} = 1, 568 ms—1 |{&} = 1,570 ms—1

A tady jsou vysledky reSeni Vaseho ukolu.




Okamzita rychlost jako limita

Pohyb hmotného bodu po prostorové krivce

ait + At

D rychloyst v_(>t)

F(t+ A =7 (1) _dF _ -

rychlost --- v(¢) = lim =r(t

y (0= fim NSO = S
S(t + -9 22

zrychleni - d(f) = lim 28D =V 47 _

A0 At dr*




Priklady odvozeni derivaci

Priklad 1: f(x) =x? Metoda vykraceni nepohodIného vyrazu

(x+Ax) —x°  x*+3x°Ax +3x(Ax)” +(Ax) —x°
Ax Ax
_ K [3x7 +3xAx + (Ax)’]

Priklad 2: f (x)= sin x

sin(x +Ax) —sinx _ 2sin(&%)cos(x +£) _
Ax Ax

sin(£*)
Ax

2

bos(x +£5) U Tl cosx




Derivace elementarnich funkeci

N
(1]
LT |

fi(t)y=1" flit)=nt" 1,
flt)=sint . f'{t)=cost.
fit) = cost, fl{t)= —sint.
flt)=e", f'it)=¢";
fO =mt,  f)=¢

l1bovolne

neck

'ty =a'lna ,

TP |
P = 7z -

f(t)=a",

flt) =log,t,




Pravidla pro derivovani

[f[ﬂ + 1(_}‘|ff;,]’ _ ﬁf”:f-:l -+ HH:]"%_] :

ftg®)] = ftalt)+ fOg @) o [k f(H)] =k f(t), k= konst. ,

[f.:fr.t:.]’ _ f'itg(t) — ft)g'(t)

gl(t) lg(t)]*

F(t)=gq[f(t)] . F'(t)=g'[f(t)]- f(t).




Pravidlo pro slozenou funkci

F(x) = g(u) 7 glf(x)]
X u = f(x)
Hp

>

Df Dg Hf

i[u] = i[a]

A

F(x+OAx)—F(x) _ gu+Ou)—g(u)

p—

g (u)

Ax

/ (x+Ax) — f(x)

Ax

Au
= g'[f(x)]

Ax

¥ (x)




Odhady zmén hodnot funkce

f(X):2x2—4x+3, _x:2, D(t,x):a!, tana’:f'(a):4

Ay = f(x+Ax)= f(x) =
4 19]/ f'(x)Ax + chyba odhadu
A AX'”d)C, dy:f!(x)dx

1y & Gplny diferencial

IIIIIIIL-J-—_'_

funkce v bodé¢ x




Dva priklady na odhady

Piiklad 1. Urcete pfibliznou hodnotu ¢isla 2,037 .
f(x)=x",x=2,Ax=0,03, f'(x)=5x"|_,=80, " (x) =20x" | _,=160

/ L 2
FO+D)0 f(x)+f (x)ix|+§f (X)AJJ“”

125 +80 E(Dﬂ+l60 BD,OO()j: 32 +2i~|« 0,144F 34.5

Priklad 2. Urcete pribliznou hodnotu sin 3°.

f(x)=sinx, x=0, Ax=3"=0,052rad
f'(x)=cosx| _,=1, f"(x)=sinx|_,=0, " (x)=—cosx| _,=—1
1 1

sinAx [ Ax——Ax" +—Ax” —---
3! 51




Nékolik uloh na derivace a teCny

Uloha 1. Odvod'te pravidlo pro derivaci funkci x4, x5, x". Pro x"

pouzijte binomickou vétu.

Uloha 2. Vypoététe derivace nasledujicich funkci
\/0032 Jx2 =1 -sin?/x? -1
x* -1

F(x)=1In[cos® /x> +1]

F(x) =

Uloha 3. Uréete rovnici teény ke grafu funkce f(x) = sin?x
v bodé t = m/4.




Integraly a plochy
aneb
jak zjistit funkci z jeji derivace




Obracena uloha mechaniky
aneb
od zrychleni K trajektorii

Zakladni zakon mechaniky — druhy Newtonuv zakon — umoznuje
vyjadiit zrychleni hmotneho bodu na zakladé¢ sil, jimiz na hmotny
bod puisobi okolni objekty.

Zrychleni je vSak derivaci rychlosti, a ta je derivaci polohy.
Abychom zjistili funkci, ktera popisuje zavislosti polohy hmotneho
bodu na Case, musime néjakou zpétnou procedurou najit, jak
vypadala funkce, nez jsme ji zderivovali.

Opacna procedura k derivovani, tj. nalézani puvodni
(primitivni) funkce, se nazyva integrovani.




Primitivni funkce (neurcity integral)
Predpokladejme, Ze na intervalu [a, b] je definovana funkce f(x),
ktera je spojita (jeji limita v kazdém bod¢ existuje a je rovna
funk¢ni hodnoté, graf funkce neni ,,potrhany*‘). Funkce F(x)
definovana na intervalu (¢, d) obsahujicim [a, b], a takova, ze jeji
derivace na intervalu [a, b] je rovna F/(x) = f(x), je primitivni
funkci (neurcitym integralem) k funkci f{x) na [a, b].

Priklad: Funkce f{x) = 4x® — 2x + 1 je definovana na R. Funkce
F(x) = x* —x 2+ x je k ni funkci primitivni, ale také vSechny funkce
tvaru F(x) + libovolna konstanta C.

Jak je to mozné, Ze jedna a taz funkce ma nekonecné mnoho
primitivnich funkci liSicich se navzajem o konstantu?




Tabulka primitivnich funkci — 1

f(t)
f(t)
f(t)
1(t)
f(t)
f(t)
f(t)
f(t)

f(t)

§1
cost
sint

E":\

o | =

‘i

tlna

filt) £+ falt)

kqgl(t)

F(t) =L n=+—1

Fit)=sint

Fit)= —cost

F(t)=¢

Fit)=In|t

Fit) = ha? a>0,a#1
F(t)=log|t|,a=>0,a+#1

Fit)= Fi(t) + Fx(t) .

Fi(t) resp. Fa(t) je primitivod funkel k fi(t) resp. fal(t)
Fit)= kG(t), k = konst. .

+(t) je primitivnl funkel k g(t)




Tabulka primitivnich funkci — 11

(5)  f(t) = — Fith=tot
flt) = —=1— F(t) = cotgt
(6)  ft) = —em Fit) = arcsint

Flt) = — F'(t) = arccost

=1

b f(t) = T F(t) = arctgt

flt)= —1m F(t) = arccotgt

—
—
=

b |

-I-|I

[Ery Py

(8)  fit) = e Fit) =

(9) flt)=v1—-t2 F(t)=

(10) f(t)=VI+# F(t)=

[x.rc sint + /1 — -."3]

[lnl:jr + VT + ) +tVT+ rf]

ral=  pal= RI=




Problém plochy

uréit plochu P déleni D intervalu [a,b]
yzpodgrafem a=x0<x1<---<xn=b
/norma déleni:
" V(D) =min{x,, —x |i=0,1,---,n}

P 0S(D) =Y (&) %)

X

T lim F(b)—F(a)ij(X)dx

V(D) =0

urcity integral




Diferencialni rovnice
aneb

jak z rovnice pro zménu urcit funkci




Rozpad jader — jeSté jednou
t

N~48 ‘1022 pa 1 cm?

§§8U — o Th+; He

/‘ mwAY 4 . ‘

N+ AN AN ~-2,4-10°na 1 cm?

At=1s
M:—A}\f, M:—AN(Z‘), A= hl—z, [ =4 47100 let
A, dt L,




Rozpad jader - reseni

S = AN@ - f ()= A ()
f(X)+Af(x)=0, ? f(x)=exp(ax)
alexp(ax)+Aexp(@x)=0=a =-1
f(x)=Kexp(—Ax), K --- libovolna konst.
pocatecni podminka: f(0) = f, => K = f,

f(x)=f, exp(=Ax)--- N(¢) = N, exp (—A¢)

Ukol: Pouzijte uvedeny postup pro feseni problému s absorpci zafeni.
PocateCni podminka zde ma charakter zadani intenzity zafeni na povrchu.




Jesté jednou mechanika

N mﬁ:m§+ﬁ+ﬁp oo mX = —kx
WS-, x k
0! ¥+wx=0, =— ?x=exp(ar)
m
/\ /\ A \ X
i > 0’2+a)220, O’:ila)
0 Fp —

mg  x(t)=C exp(iaxr)+C,exp(—1ax)
x(t) = Acos ax + Bsin o

pocatecni podminky x(0) = x,, x(0) =v,
Dokoncete reSeni na zakladé znalosti pocateCnich podminek.
Predchozi rovnice jsou ukazkou obycejnych diferencialnich

rovnic prvého a druhého radu, linearnich, s konstantnimi
koeficienty a homogennich.




