Matematika

pravdépodobnost

meéreni a zpracovani dat

podzim 2010, treti Cast




Méreni tlaku — nejjednodussi ukon u lékare
aneb
jak zachazet s mérenymi hodnotami?

Bé&Zna situace u 1ékare: ,,Pani Novakova, kdyz uz tady jste, posad’te
se, zmerim vam tlak. ....... Ale ale, sto Sedesat na sto deset, hned vam
musim piedepsat Ieky!!”

,,Ale pane doktore, ja jsem trochu rozc€ilend, to neni mozn¢, zmgérte
to znovu, prosim.*

,,INO ano, mate pravdu, ted’ je to uz jen sto tficet na devadesat — mate
tlak jako mladice.

Zmerte si tlak desetkrat.




Pokus s mérenim tlaku

systola diastola tep
140 105 67
155 110 65
130 100 63
145 102 70
153 104 63
138 94 65
142 103 69
135 98 70
151 103 72
132 94 66

Jaké jsou jednotky?

1 mm Hg odpovida tlaku
p=hpg =10--13 500-10 =
=135 Pa

100 mm Hg odpovida 13,5 kPa
Ktera z hodnot je spravna?

Nespravné polozena otazka.

S daty je treba umét
zachazet.




Pravdépodobnost

aneb
matematika nahody




Co je to pravdépodobnost
aneb
proc¢ nesazet Sportku?

Vite napriklad, ze

- pravdépodobnost hlavni vyhry ve Sportce je sedm miliontin
procenta, tj. ani ne jedna ku deseti milionum?

- pravdépodobnost paté ceny je uz skoro dvouprocentni?

- pravdépodobnost, ze mezi 40 lidmi jsou alespon dva, kteri
maji narozeniny ve stejny den, je skoro devadesatiprocentni?

A vite,

- co to vubec je pravdépodobnost?

- ¢o0 je to median, co prumér, a kolik typu pruméri existuje?
- €O je spravnost a co presnost méreni?

- €0 znamena zapis ,,hodnota veliciny X je (2,51 £ 0,07) m* ?




Nahodné jevy a jejich pravdépodobnost

Hazeni minci — nahodny pokus
celkem dv€é moznosti — nahodné jevy (orel, hlava)
sledujeme jev A: padne orel — jedna z moZnosti je prizniva, p =1/2

Hazeni kostkou — nahodny pokus
celkem Sest moznosti — ndhodnych jevu (1, 2, 3, 4, 5, 6)
sledujeme jev A: padne Sestka — jedna z moZnosti je pfizniva, p = 1/6
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Definice pravdépodobnosti

Pravdépodobnost
nastoupeni jevu A je podilem poctu pripadu M, v nichz jev A
nastal (Citatel), a poCtu NV vSech moznych pripadiu (jmenovatel).

Ukol 1:
a) Jaka je pravc
b) Jaka je pravc

EpOd
EpOd

c) Jaka je pravc
Ukol 2:

lobnost, ze pi1 hodu kostkou padne sude Cislo?
obnost, Ze padne Cislo délitelne tremi?

Epod

lobnost, Ze padne Cislo mensi nez 3?

a) Jaka je pravdépodobnost, Ze pifi hodu dvéma kostkami
(soucasng) padne soucet sedm?
b) Jaka je pravdépodobnost, Ze soucin padnuvsSich Cisel bude lichy?

Jakych hodnot muze pravdépodobnost v principu nabyvat?




Reseni predchozich ukolu

Reseni tukolu 1b)

N =6, M =2 (ptiznive jsou piipady, kdy padne trojka nebo Sestka)
p=2/6=1/3

ReSeni tikolu 2a)

N =36 (kazda ze 6 moznosti, které mohou padnout na prvni kostce,
se nezavisle kombinuje s kazdou ze 6 moznosti na druh¢ kostce),
M = 6 (JednicCka na prvni a Sestka na druhé kostce, nebo naopak,
dvojka na prvni a pétka na druh¢ kostce, nebo naopak, trojka na
prvni a ¢tyfka na druhé kostce, nebo naopak), p =6/36 =1/6
Reseni tikolu 2b)

N=36,M=9,p=9/36=1/4

ReSeni tikolu 2b sami zdiivodnéte.




Jesté jeden ukol ryze prakticky

V zasuvce jsou ponozky tii barev. Cervené (C), zelené (Z) a
modre (M). Je jich tam od kazdé barvy hodné€. Student jde na
schuzku a chce si1 vzit Cisté ponozky. Nahle zhasne svétlo.
Student vytahne potmé dvé ponozky.

a) Jaka je pravdépodobnost, Ze budou mit steynou barvu?

b) Jaka je pravdépodobnost, ze nebudou mit steynou barvu?

c) Jaka je pravdépodobnost, Ze ponozky budou mit stejnou
barvu, ale ne ¢ervenou?

Vsimnéte si vysledkii a) a b). Co pro né plati? Co myslite, je
to nahoda, nebo to tak byt musi?
Jev jisty — jev s jednotkovou pravdépodobnosti .

Jev nemozny — jev s nulovou pravdépodobnosti.




Cifry, kostky, karty
aneb
kombinatoricka pruprava
vybéry k-té tridy prvki z n prvku

vybéry k prvka z mnoziny obsahujici » prvku podle jistych
pravidel

poradi je podstatné poradi je nepodstatné

prvky lze opakovat

variace s opakovanim

kombinace a opakovanim
prvky nelze opakovat

variace bez opakovani

kombinace bez opakovani

Priklad: Barevn¢ signaly n = 6 barev, k = 3

@000

variace kombinace
s opakovanim @00 # 000 000 = 0060
bez opakovani @O0 £~ 000 000 = 000




Jak urcit poCet moznych vybériu

variace kombinace
n+k-—1)!
s opakovanim Vk/ (n) = n" Ci(n) = ((n _1)vk)v
! n!
- = : C.(n)=
bez opakovani Vie(n) (n—k)! (1) k\(n—k)!

ZKkusime prijit na to, jak vzorce vznikly?




Vzorce pro variace

Urceni vzorce pro variace opakovanim
- Kolika zpusoby 1ze z n prvku vybrat prvni? ... n zpusobu
- Kolika zplisoby 1ze z n prvkl vybrat druhy? ... n zplisobt

- Kolika zpusoby lze vybrat prvni dva prvky? ... n=n= n* zpisobu
- Kolika zpusoby lze tedy vybrat k prvku? Doplite sami.
Urceni vzorce pro variace bez opakovani

- Kolika zpusoby l1ze z n prvka vybrat prvni? ... n zptusobu

- Kolika zpusoby lze ze zbyvajicich n — 1 prvki vybrat druhy?
... n—1 zptsobu

- Kolika zpusoby lze tedy vybrat prvni dva prvky? ... n(n — 1)

- Kolika zpusoby 1ze nakonec ze zbyvajicich n — (k- 1) prvkil
vybrat k-ty? ... (mn—k + 1)

- Kolika zpusoby lze tedy vybrat &k prvku? ...
nn—1)(n-2)..(n—-k+1)




Vzorce pro kombinace

Urceni vzorce pro kombinace bez opakovani

- Kolika zptsoby l1ze usporadat k neopakujicich se prvku? ... k!
Tyto moznosti, liSici se pouze poradim, jsou ekvivalentni.
- Proto je C,(n) =V, (n) / k! = ... Vysledny vzorec zapiste sami.

Urceni vzorce pro kombinace s opakovanim

- Jak vypadaji kombinace s opakovanim k barevnych kulicek pi1

vybéru z n moznych barev? Zvolme napt. n =7, k=14

modra cervena cerna zelena hnéda fialova

OO

n prihradek, tj. n — 1 prepazek mez nimi, k kulicek, celkem tedy

n + k — 1 pozic; z nich vybirame k pozic pro kulicky, tj.
Cly(n) = Cy(n + k- 1)




Priklady na pravdépodobnost - 1

Priklad 1. Jaka je pravdépodobnost hlavni vyhry ve Sportce?

Tah sportky predstavuje vybér Sesti ze Ctyriceti deviti Cisel.

!
49', M =1, p:%Dm]O‘8
643! N

N=C.(49) =

Priklad 2. Jaka je pravdépodobnost pate ceny ve Sportce? Ze
sedmi tazenych je tfeba uhodnout tf1 Cisla.

49 6! 43!

N = C,(49) = M =C,(6)C,(43)=

M
=2 00,018
PoN

61431° 31313140!

5




Priklady na pravdépodobnost - 11

Priklad 3. Jaka je pravdépodobnost, Ze ve hie typu Sance milion
uhodnete spravné tazenou skupinu cifer? (Z kazdého ze Sest1 bubnu
obsahujicich cifry 0, 1, 2, ... , 9 se ndhodné vybere jedna.)

N =V/(10)=10°, M =1, p :%D 107°

Priklad 4. Jaka je pravdépodobnost v predchozi hie, bude-li k
dispozici pouze jeden buben, ktery obsahuje kazdou z cifer prave
jednou?

10! M

N=V(10)=—, M =1, =—1[16,610°
6( ) A0 P N




Jak s pravdépodobnostmi pocitat
aneb
pravdépodobnosti ,,slozenych* jevu

N¢ekdy je tfeba urcit pravdépodobnosti jevu, které jsou néjakym
zpusobem ,,sloZeny* z jevu jednodussich. Uvazujme o dvou
jevech A a B, jejichz pravdépodobnosti jsou znamy, p(A), p(B).
Definuyme nov¢ jevy C a D jako

C ... jevy A a B nastanou soucasné
D ... nastane jev A nebo B (v principu zahrnuje 1 moznost, ze
nastanou oba)

Za urCitych podminek 1ze pravdépodobnosti jevi C a D urCit
Pomoci pravdépodobnosti p(A4) a p(B).




Nezavisle jevy
Jaka je pravdépodobnost, Ze pi1 soucasném hodu dvéma kostkami
padne na obou Sestka?
Uvédomte si:
To, co padne na jedné kostce, je nezavislé na vysledku druhé
kostky.

Jev A: Na prvni kostce padne Sestka ... p(4) = 1/6
Jev B: Na druhé¢ kostce padne Sestka ... p(B) =1/6

Jev C: Jevy A a B nastanou soucasn¢ ... N = 6"6 = 36 moznosti,
M=1,p(C)=M/N=1/36=p(A) * p(B)

Pravdépodobnost soucasného nastupu nezavislych jevu je
rovna soucinu pravdépodobnosti téchto jevil.




Neslucitelné jevy

Jaka je pravdépodobnost, Ze pi1 hodu kostkou padne néktere ze

dvou nejvyssich Cisel, tj. padne Sestka nebo pétka?

Uvédomte si:

SkutecCnosti, Ze Sestka i pétka padnou pri stejném hodu, jsou

neslucitelné.

Jev A: Na kostce padne Sestka ... p(4) = 1/6

Jev B: Na kostce padne pétka ... p(B)=1/6

Jev C: Nastane bud’ jev 4 nebo jev B ... N = 6 moznosti,
M=2,p(C)=M/N=2/6=p(A)+ p(B)

Pravdépodobnost nastupu nékterého z jevii, z nichz kazdé dva

jsou neslucitelné, je rovna souctu pravdépodobnosti téchto jevu.

Dokazete vysvétlit, proc je soucet pravdépodobnosti jevu 4 a

jevu opacného, tj. Ze jev 4 nenastane, je rovna 1 ?




Priklady na pravdépodobnost - 111

Priklad 5. Jaka je pravdépodobnost, Ze ve skupiné k osob maji
alespon dvé narozeniny ve stejny den?

Rok ma n = 365 dni. Uréime nejprve pravdépodobnost jevu A4, Ze
kazda z osob ma narozeniny v jiny den. PocCet pripadu moZnych
pro tento jev je N = V/\(n) (variace s opakovanim — v principu
muze mit kazda z osob narozeniny v kterykoli den). Pocet ptipadi
pfiznivych je M = V,(n) (variace bez opakovani — nechceme, aby
se narozeninovy den zopakoval u vice osob).

Jev, ktery nds zajima, je opacnym jevem k jevu A4, jeho
pravdépodobnost je tedy p=1-V,(n)/ V' (n).

Vypoctéte si tuto pravdépodobnost pro 40 osob.




Duilezity priklad — Bernoulliuv pokus - I

Provedeni pokusu a oznaceni

- Nastane-li predem definovany jev A4 (napriklad ,,padne Sestka*),
nazveme to zdarem, v opacném piipad¢ nezdarem.

- Pravdépodobnost zdaru oznaCime p (p = 1/6), pravdépodobnost
nezdaru je 1 — p (tedy 5/6).

- n-krat nezavisle provedeme pokus (napriklad hod kostkou).

Jaky jev nas zajima
- Jev B ... Pravé pi1 x provedenich z celkového poctu n provedeni
pokusu nastane zdar.




Dulezity priklad — Bernoulliuv pokus - 11

Které dalsi jevy s tim souvisi

- Jevy 4, proj =1, ...,x ... pf1 J-tém provedeni pokusu nastane zdar.

- Jevy B, pro k=x+1, ..., n ... pi1 k-tém provedeni pokusu nezdar.

- JevC..JevyA,az A, a B ., az B nastoupi soucasné, tj. prave pii
prvnich x opakovanich pokusu nastane zdar, pti zbyvajicich nezdar.

p(C)=p(4)- p(4)p(B,,)---p(B,)=p (1-p)

- Nezalezi nam ale na tom, pi1 kterych x ze vSech n opakovani
pokusu nastal zdar. Moznosti, kdy zdar nastal pravé pri x ze vSech
opakovani pokusu, je C (n) = nl/[x!(n — x)!].

- Vysledna pravdépodobnost jevu B

n!

p(B)=C, (n)Lp(C) = p (l=-p)~
x!(n—x)!
- Ukol: Vypoététe pravdépodobnost Bernoulliova pokusu pro 5 opakovani hodu
kostkou a dva zdary, a pro 5 opakovani hodu minci a Zadny zdar. Pro jaké x je pti
n hodech minci pravdépodobnost jevu B nejveétsi?




Ulohy na pravdépodobnost
Uloha 1.

Jaka je pravdépodobnost, ze pi1 soucasném hodu 6 kostkami padne

a) nakazdé¢ kostce jiné Cislo, e) vice nez ti1 dvojky,

b) same¢ jednicky, f) pravé t1 dvojky,
c) alespon ti1 dvojky, g) vSechna Cisla stejna.
Uloha 2.

Pravdépodobnost, ze student 4 slozi tspésné zkousku z
Radiologicke fyziky, je p, pravdépodobnost, Ze zkousSku slozi
student B, je ¢g. Jaka je pravdépodobnost, ze zkouSku slozi

a) prave jeden ze studentt, c) oba studenti

b) alespon jeden ze studentu, d) zadny ze studentu.
Jednotlivé situace je treba ,,Sikovné* vytvorit pomoci jevu
nezavislych, resp. neslucitelnych, resp. jevu obojiho typu.




Meéreni a zpracovani dat
aneb
jak souvisi pravdépodobnost s mérenim




Meérené hodnoty veliin jsou ,,nahodné*

Vzpomenme si na méreni krevniho tlaku — co znamena fakt,

Ze pri ruznych opakovanich méreni namérime jiné hodnoty?

Meéni se tlak tak rychle, Ze jej fakticky nemuzeme urcit, nebo
I1ze z ruznych namérenych hodnot zjistit relevantni informaci?
Je spravné, ze 1ékar méri pacientovi pri dané navstévé tlak
pouze jednou?

Rada veli¢in se Fidi nahodnymi vlivy, takZe i za stejnych
podminek mohou nabyvat ruznych hodnot, popr. pri jejich
opakovaném méreni muzeme dostat ruzné hodnoty.




Nahodna veli¢ina s diskrétnim rozdélenim

Nahodna veli¢ina X a jeji (diskrétni) rozdéleni
VeliCina, ktera nabyva hodnot (x;, x5, ..., Xy) s pravdépodobnostmi

PPy s PN)> PrtPyt ot py =1.

Vite pro¢ ?? Uvédomte si neslucitelnost jevi, Ze veliCina nabude
dvou ruznych hodnot soucasné.

Rozdélenim nahodné veli¢iny rozumime soubor vSech dvojic
(xjapj)a PTO J = L..,n




Bernoulliovo rozdéleni - 1

n=100 n=100
hody kostkou — zdar = Sestka hody kostkou — zdar = Sestka

X . v X .« s
p(x) hody minci — zdar = hlava px) hody minci — zdar = hlava
e % (binomické) e (binomické)
'3-'39'; . . n,aaz
008 . s 1 0,06-
n,m; - = r n,m;
v ; . 0,02
D;""I"E“I""'I""I""T""T"':F"“r""?:r iR A I.‘Thl G e o B v s o |:|_
20 40 50 a0 100 20 40 50 a0 100
X X

Ukol: Dokazete z grafi uréit ,,nejpravdépodobnéjsi hodnotu* ? Co znamena ?




Binomické a Poissonovo rozdéleni — 1

Poissonovo rozdéleni

Limitni pripad binomického rozdéleni (Bernoulliova pro p = 1/2)
pro velky pocet pokusii, zajimame-li1 se o velmi maly pocet zdaru
ve srovnani s poctem pokusu.

Prakticky pripad

Registrace radioaktivnich Castic v Geigeroveé-Millerové trubici.
Cs37 — Bal37 + elektron + neutrino ... asi 8% vSech rozpadu
Cs37 — Bal37" + elektron + neutrino ... asi 92% vSech rozpadu
Cs zdroj s aktivitou 10 pC (1 Curie ... za 1 s rozpad 3,7 . 10'°;jader,
v naSem vzorku to znamena n =3 700 000 pokusu za 10 sekund).
V experimentu pi1 pocCitani pulst je nastaveno na cca 1 puls (zdar)

za 1 s, poCet zdart v intervalu 10 s je tedy velmi maly proti n.




Binomické a Poissonovo rozdéleni — 11

p(x) p(x)
0,257 }
: binomické rozdéleni o+ Binomické
0.2 hody minci ... p=1/2 1n=50
Z n=10 0.08]
0,15 n =150 Poissonovo
1l ~=100 <x>=125

0,11 1
4 0, 04

0,05 5,

0 10 20 30 40 a0




Jak zjistit rozdéleni experimentalné?

Priklad se strelcem

Stielec vystreli n-krat na terC. Dosazene pocCty bodu pii jednotlivych

vystrelech predstavuji hodnoty ndhodné veliCiny. Jake jsou

pravdépodobnosti jednotlivych hodnot? Pro »n = 50 naptiklad:

hodnoty | O | 1 | 2 | 3 |4 | 5|6 | 7|89 |10
Cetnosti | O | O | 1 1 (212 |3 |3 |8 ]20]10
pravdép | 0,00 | 0,00 | 0,02 | 0,02 | 0,04 | 0,04 | 0,06 | 0,06 | 0,16 | 0,40 | 0,20

Pt1 ruznych poctech vystielu n se pravdépodobnosti budou obecné

meénit. Pro rostouci n budeme pozorovat jejich ,,ustalovani®.




Ktera hodnota nejlépe reprezentuje rozdéleni?

Jak mame zadavat nahodnou veli¢inu

Nahodnou veli¢inu nejdokonaleji reprezentuje zadani jejiho
rozdéleni. To je ovSem ponékud nepraktické. U stielce jsme vidéls,
ze jeho kvalita je reprezentovana hodnotou blizkou devitce.
Realizovala se nejCastéji, ma nejveEtsi vahu.

Reprezentativni hodnota

(aritmeticky prumér vSech hodnot vCetné ,,nasobnosti*)

nxX, tTH,x, T--tn,x, > n, >

(x) = = L x,=> px,
n+n,+---+n - n ' I
1 2 N j=1 Jj=1

Uvedena hodnota je vazenym prumérem hodnot a nazyva se
stredni hodnotou nahodné veliCiny.

UKol: Urcete stiedni hodnotu dosaZzenych bodt v piikladu se stielcem.




Dalsi charakteristiky rozdéleni

Ktery strelec je lepsi?

Dva strelci vystieli n-krat na terC. Pro n = 50 mame jejich tabulky.

hodnoty | O | I | 2 | 3 [ 4| S5 |6 | 7|89 10
Cetnosti | O | 1 [ 3 | 6 |10|11 |10 5 |3 |10
pravdép | 0,00 | 0,02 | 0,06 | 0,12 | 0,20 | 0,22 | 0,20 | 0,10 | 0,06 | 0,02 | 0,00
hodnoty | O | I | 2 | 3 |4 | 5|6 |7 |89 |10
Cetnosti | O | O | 2 | 3 | 6 |28 6|3 (200
pravdép | 0,00 | 0,00 | 0,04 | 0,06 | 0,12 | 0,56 | 0,12 | 0,06 | 0,04 | 0,00 | 0,00




pravdépodobnost

0,6+
0,51
0,4-
0,31
0,2-
0,11

Rozdéleni pro oba strelce

stfedni hodnota je 5,0 u obou rozdéleni

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10

pocet bodu

(1 prvy strelec B druhy strelec




Rozptyl rozdéleni

Odvozené nahodné veliCiny
Y =f(X) nahodna veliCina s rozd€lenim (y;, p;) = (flx;), p;), ma-li
veli¢ina X rozdé€leni (x;, p;)
Ktera veliCina charakterizuje ,,odchyleni* hodnot od stfedni hodnoty?
Uréete stiedni hodnotu veli¢iny X - <x>. Cekali jste tento vysledek?
Rozptylem nahodné veliCiny X rozumime stredni hodnotu
nahodné veli¢iny ¥ = [X - <x>]*. Jeji odmocnina je tzv. smérodatna
odchylka.

> il 2 5

D(X) = <(X —<x>) > -~ Z_;(xj —<x>) p; = <x2> —<x>

Ukol: Vypoététe hodnotu rozptylu a]smérodatné odchylky u obou stielcti. Jak byste

interpretovali vysledek? Smérodatna odchylka vyjde 1,7 pro prvého a 1,2 pro
druhého stielce.




Median rozdéleni

Distribucni funkce
Funkce definovana na R soucCtem pravdépodobnosti
Pyt ... T p, odpovidajicich hodnotdm menSim nez x, ;.

F: x5 F(x)= Z p,;, tedy

J=lxgsx<xgy
p =F(x)-F(x,,). 2 j<N. p, =F(x)

Median je hodnota x, pro kterou F(x,) <0,5 a F(x,,) = 0,5.

Ukol: Uréete mediany rozdéleni pro oba porovnavané stielce. Je vysledek

ocekavany?




Distribuc¢ni funkce pro strelce

median je 5 u obou rozdéleni
1,2

Fx)

0,8 —
F(x)=0,5 0,6 o
0,4 o

0,2 -~ o—

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

® prvy strelec e druhy strelec




Nahodna velifina se spojitym rozdélenim

Nahodna velic¢ina X a jeji (spojité) rozdéleni

VeliCina, ktera nabyva vSech redlnych hodnot x z intervalu [x,, xy]

s elementarnimi pravdépodobnostmi dp = w (x) dx

Rozdélenim nahodné veliCiny rozumime funkci w(x) na intervalu
[x..» Xp]. T€Z hustota pravdépodobnosti.

Stiredni hodnota, rozptyl, distribu¢ni funkce

(x) = fx w(x)dx, D(x)= f(x—<x>)2 w(x) dx,

m m

F(x)= ]ﬁ w(¢)dé, median - F(x,,.,)=0,5

Ukol: Cemu je roven integral z hustoty pravdépodobnosti (plocha pod grafem)?




Diilezity priklad — normalni rozdéleni

L | =%
O 27T

(—00,00), (x)=0, D(x)=0

w(x) =

¢ervena ...oc =1
mOdré [ I I ] a=2
zelena ...0=3

nazyva se téz rozdéleni
Gaussovo
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Fyzikalni veliCina a jeji chyba

aneb

co znamena zapis typu X = (2,51 £ 0,07) m




Ktery vysledek je ten pravy?

Méreni délky ukazovatka

- Predpokladejme, ze vSech n studentu v poslucharné bude mérit
delku téhoz ukazovatka, nebo j1 bude jeden student méfit /NV-krat.

- Budou vSechny ziskané hodnoty stejné?

- ProcC se budou obecné lisit?

- Ktera z namétenych hodnot je skuteCnou délkou ukazovatka?
Délka ukazovatka se pri méreni ,,chova* jako nahodna veli¢ina.

Chyby, kterych se pri méreni dopoustime

- hrubé a systematické chyby (predpokladejme, Ze jsme je
eliminovali)

- nahodné chyby (jejich vlivem se budeme zabyvat)




Normalni rozlozeni chyb

Predpokladejme, Ze existuje néjaka ,,spravna® hodnota delky
ukazovatka x a ze student namétil hodnoty (x;, X,, ..., Xy), néktere
mohou byt 1 stejné.

Odchylky od (zatim neznam¢é) spravn¢ hodnoty ozna¢me

(&9 € 35 +++s € y)- Tyto hodnoty jsou hodnotami ndhodné veliciny E.

Jeji hustotu pravdépodobnosti oznaéme w(E). Za jistych podminek
je rozdélenim normalnim.

Predpokladejme, Ze odchylky jsou zptisobeny m nezavislymi
vlivy, kazdy z nich odchyli méfenou hodnotu od x o stejnou
hodnotu a, kladnou nebo zapornou, s pravdépodobnosti 0,5.

Kladnou odchylku +a nazveme zdarem, zapornou (—a)
nezdarem.Vyslednd odchylka namétrené hodnoty x; od x lezi v
intervalu (—ma, ma)) a muze nabyvat pouze celych nasobku a.




Vliv chybovych vliva — 1

Z.aporné chyby vliv €. 1 Kladné chyby

Vl{V C.2 ivvennnns / .\
vlivé. 3 ......... \/ \
vlivé. 4 ......... / / \ / \

TET NN\ N\
/\/\/\/ NN\

e=ja+(m-—j)—a) -ma.




Vliv chybovych vliva — 11

Pravdépodobnost odchyleni o j kladnych a m — j zapornych

vlivu (j kladnych a m — j nezdaru), tj. pravdépodobnost vzniku
odchylky & =ja + (m — j)(—a) = & = (2j — m)a j¢ dana binomickym
rozdélenim (Bernoulliovym pro p =1/2).

om! (1)’(1)’””'_ 27" [in!
P m=- 2 ) 2 Nm— )

Pro velka m je 1ze nahradit rozdélenim normalnim (Gaussovym). To

umoznuje nasledujici zpracovani vysledki.




Aritmeticky prumér a jeho chyba

Reprezentativni hodnota méreni
aritmeticky prumeér vSech namérenych hodnot (stfedni hodnota
veliciny) o

x =(x, +--+x,)/N
Smérodatna odchylka prislusna aritmetickému pruméru
Spravna hodnota veli€iny nebude urcena, ale s pravdépodobnosti
68,3 % lezi v intervalu ureném aritmetickym prumérem a
smérodatnou odchylkou takto:

xU(x—-0,x+0), zapisuyjeme x=(xx0)m
T =[(x =X) +--+(x, ~X) /NN -D]

Krajni chyba ... trojnasobek smérodatné odchylky ... odpovida
pravdépodobnostnimu intervalu 97 %




Riuzné typy pruméru

aneb

jen tak pro zajimavost




Aritmeticky prumér - I

Priklad 1.

Student m¢l ze tfi matematickych pisemek v semestru ti1
hodnoceni B a jedno C. U dvou zavéreCnych pisemek mél A a D,
u ustni zkouSky E. Jaka je jeho prumé€rnad znamka, jestlize vSechny

znamky maji steynou vahu?

L,5SB+20+10+2,50+30 _13
341+1+1+1 7

N
>zm
7=
2

Jj=1

/= =1,86...C

, Z,..hodnoty, n, ... Cetnosti




Aritmeticky prumér - 11

Priklad 2.
Reste predchozi priklad za predpokladu, Ze zavérecna pisemka ma
dvakrat vétsi vahu nez prubézna a Gstni zkouska ma dvakrat veEtsi

vahu nez zavereCna pisemka.

C1,530+200+1002+2,502+30@ 25,5
3O0+10+12+12+103 12

N
sznjwj

— Jj=1
Z = N
Z”jwj

J=l1

Z 2,1...C

, Zj e hodnoty, n joe cetnosti, Wi ... vahy




Prumérna rychlost — I

Priklad 3.

Automobil jel z A do B prvni usek rychlosti 130 km/h stejnou
dobu druhy tusek prumérnou rychlosti 70 km/h. Jaka byla jeho
prumeérnd rychlost na celé trase?

Je odpovéd’ dana aritmetickym prumérem obou hodnot, tj.
(130 +70)/2=100 km / h?

Je to véc definice. Prumérna je definovana jako podil celkove
drahy a celkové doby jizdy. Drahu ale nezname. Vime vSak, Ze
oba useky trvaly stejné Casu.

s;+ts, _vitvit v+
[ +1, 2t 2

Y2 =100 km/h

V =

Takze prece jen aritmeticky prumér? Zkusme ulohu obménit.




Prumérna rychlost — 11

Priklad 4.
Automobil jel z A do B prvni tsek rychlosti 130 km/h a druhy
usek rychlosti 70 km/h. Oba useky byly stejné dlouhé. Jaka byla

nyni prumeérna rychlost?

_ 5, ts s+ 2 2.V
y =L 2 = :1 1: L2 =91 km/h
Hn+te, S .5 L vty
i V2 Vi W
s N
obecne ...
1 1 |
4+
Vi oV, Vi

Jedna se o tzv. harmonicky prumér.




»Prumérny* obdélnik je Ctverec

Priklad 5.

Urcete stranu Ctverce, ktery ma stejny obsah jako obdélnik o
stranach a a b, nebo polom¢r koule, ktera ma stejny objem jako
elipsoid o poloosach a , b, c.

) @)




wPrumérny* elipsoid je koule

Vypocet:

) 4
P =ab = x"°, V:3—7Tabc:
x = ab, x = Vabc
obecné x = ]{/alaz--- a

Jedna se o0 geometricky prumér.
harmonicky p. < geometricky p. < aritmeticky p.

A to jeSté zdaleka nejsou vSechny typy prumériu.




