Radiologicka fyzika

Ultrazvuk —

vinoveé vlastnosti

podzim 2010, osma prednaska




Poznamka

Tato presentace se od predchozich odliSuje tim,
Zze obsahuje matematicky narocnejsi casti —
pracuje se s funkcemi komplexni proménneé a

integraly. Nebude proto asi pro vetsinu
posluchacu zajimava.




Ultrazvuk

Ultrazvuk je zvukove vinéni s vysokou frekvenci.
Pro ultrazvukovou diagnostiku v mediciné se
pouzivaji frekvence radu jednotek az desitek

MHz.
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Rychlost pohybu elementu prostiedi

Elementarnimi upravami zakladnach rovnic hydrodynamiky (rovnice
kontinuity a Eulerova rovnice) dospéjeme k vyrazu pro rychlost zvuku
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(Ctverec rychlosti zvuku je dan zménou tlaku v daném elementu prostredi
se zmeénou hustoty v tomto elementu, aniz si sousedni elementy vyménuyi
teplo). ZapiSeme-li jesté vektor rychlosti daného elementu zapiSeme jako
gradient néjaké potencidlove funkce o, je tato funkce feSenim vinové
rovnice (A je Laplacetiv operator)
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Kmitajici koule

M¢éjme kouli poloméru R vykonavajici malé pulsace, tj. body na povrchu

koule radialné kmitaji rychlosti u(?)
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Obecna kulova vlna

M¢éjme kouli poloméru R vykonavajici malé pulsace, tj. body na povrchu
koule radialné kmitaji rychlosti u(f). ReSeni tlohy (tedy feSeni vInové
rovnice) hledame ve tvaru

b (r1) =%f(t _ ”‘Rj
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Na povrchu musi byt rychlosti pohybu elementu budici koule 1 elementu

okolniho prostiedi stejné
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Harmonicka kulova vlna

Predpokladeyme ted’, Ze u(¢)=vpsin(w?). Potom je vyraz pro rychlost pohybu
elementu v obecném bodé¢ tvoren relativné jednoduchym vztahem

o(r1) :a(r)sin[a{t- "‘R)+ X(r)}

C

a(r) = WK () =areg R
(#r?+c?)" (o R +¢?) @ rR-c

Pti ultrazvukové diagnostice mame vzdy wr>wR>>c (jinak zapsano
r>R>>)\), takZe se vztah pro rychlost pohybu elementu prostiedi zjednodusi
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Casova stredni hodnota

Z riznych divodl neni zajimava a mnohdu ani dobfe méfitelna okamzita
hodnota fyzikalni veliCiny F{(¢), ale jeji stfedni hodnota za dobu 7', tj.

(F), =%IF(t)dt

Tato doba byva nékdy velmi dlouha (¢ekdme, az se néjaky jev ustali a
nezajima nas piechodovy jev). Pro veliinu s periodou o=2nf je touto
dobou prirozené perioda T=1/f

1/ f

F(t+%]:F(t) , (F)=f { F(t)dt

Zejména
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<[sin(2 mf t)]2> =f J [sin(277f¢)] de = 5| (sinx) doe =2
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Intenzita harmonicke kulove viny

Odvodili jsme vyraz pro rychlost pohybu elementu prostredi

v(r,t)= "Rgsin{w(z‘ ~ r—cRﬂ

Intenzita zvukoveé viny je

I(r) = pc<[v(r,t):|2> =%pcv;R—:
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Komplexni Cisla
Zékladem je tfreba zavedeni poymu komplexni jednotky, Cisla, které nelezi

na realné ose
I=v-1 = i.i=-1

Pomoci komplexni jednotky zavadime komplexni ¢isla. Jsou-li a ,b, ¢, d
realna Cisla, pro komplexni ¢isla w=a+i.b , z=c+i.d

w+z=(a+c)+i(b+d) , w.z=(a.c-b.d)+i(a.d+b.c)

Kazdy si jist€¢ pamatuje, Ze plati

a’ - b’ =(a—b).(a+b)

Pomoci komplexni ¢isel miizeme psat take

a’* +b’=(a-i.b).(a+i.b)




Komplexni jednotka

Jsou-li a ,b realna Cisla, definujeme ke komplexni Cislu w ¢islo komplexné
sdruzené w* a modul |w|

w=a+ib , w =a-ib |, ‘w‘=\/ww*=\/a2+b2

Euleruv vztah

em

7 =cosa +ising

Plati

o= e e = e

\/cosza+sinza =1

COSU




Zapis vin pomoci komplexnich Cisel

Tento zapis pfinadsi velke zjednoduSeni. Je napriklad velmi vyhodné, ze
nedochazi pi1 derivovani (a integrovani) k ,,prechazeni‘ od sinu ke kosinu

dsinx dcosx , de'* . ..
=cosx = —sinx , =ie
dx dx dx

Monochromatickou kulovou vinu s frekvenci o, ktera vychdzi z néjakého
bodu zdroje zapisujeme jako

- A : .
¢(r,t)=;exp[sz—a)t] , k=%) , R=‘r—rs‘

Zdroj ultrazvukovych vin neni ale nikdy tak jednoduchy. Ma jisté
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casovou zavislosti nez jsou proste harmonické kmity.

Pt1 odvozovani obecné platnych vztahti (a v mnoha dalSich aplikacich)
hraje velmi diilezitou roli Fourierova transformace. Také jeji zapis pomoci
komplexnich proménnych je podstatné jednodussi.




Skladani dvou harmonickych vin — geometrie

Dva zdroje v ruznych bodech kmitajici ve fazi

P
OA=F, , OB=F, , OP=F , AP=[F-F,| , BP=|f-7,

Vhodnou volbou soufadnicového systému (body A a B lezi na ose x,
pocatek puli jejich vzdalenost) muZeme psat
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Skladani dvou harmonickych vin —
aproximace

Pole ¢ v bod¢€ P je souctem poli ¢, a ¢g

. exp[ —1 a)t]

¢(17) =a-

Zavislost na d v Citateli zanedbame, jde o pomalou zménu amplitudy, takze
F-F|OF=F|Or
Toteéz zanedbani nemiizeme ale provést v exponentu, protoZe
W, =k||F=F|-r| , @, =k|[F-F|-r]

jako soucin velkého (A=2m/A) a mal¢ho Cisla nemusi byt malé (ve srovnani s
n, kdy pf1 zméné o tuto hodnotu se obrati znaménko celeho vyrazu pro
vinu). Mame tedy

5(7)0 2aclikr] exp[,.wA <7 }O{% Y,

- ; }exp[—ia)t]




Fourierova transtformace

Mame-l1 néjakou funkci casu f(f), pak (za jistych matematickych
piredpokladil) je mozno ji zapsat jakou linearni kombinaci harmonickych
funkci

%ﬂ ]iF exp[—la)t] dw

Funkce F(w) je pak

1 00

F(w)= N [ 1 () expli wr]at

Rikdme, Ze funkce f(f) a F(®) jsou navzijem zobrazeny pomoci
Fourierovy transformace. Fourierovy transformace vyuZijeme dale pfii
hledani feSeni vinove rovnice pro ultrazvukove pole (napriklad popsané
lokalni zménou tlaku) vyvolané néjakym kmitajicim zdrojem.




Vinova rovnice

VInovou rovnici pro ¢asove zavislé tlakove pole

Ozp(F,t)+02p(17,t)+02p(17,t) 1 azp(F,t)
ox’ 0y’ 0z ¢ o

prevedeme Fourierovou transformaci

exp[ —1 a)t] dw

@TI

na rovnici pro harmonickou vinu

azp(F,a)) +62p(17,a)) +62p(17,a)) N 7
dx’ 0y’ 0z’ c

Zname-li rozlozeni tlakového pole na ploSe zdroje (a pfi splnéni nékterych
dalSich vcelku pfirozenych podminek), ziskame feSeni rovnice pomoci
Huygensova — Fresnelova principu.




ReSeni pro monochromatickou vinu

Huygensiiv — Fresneliiv princip

P » Q0 : -
p(7,w)= Z;:icJJ Ps (';; )exp[l%)R}cos(nS ,R)dS
S

Integruje se po plose detektoru S.
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Obecné reseni

Pomoci  Fourierovy  transformace  pifejdeme od feSeni  pro
monochromatickou vlnu k obecnému casové zavislému feSeni vinove
rovnice pro tlakove pole

_ 1 cos(ﬁs,ﬁ) d _ R
0= || (- s
S

Volbou rozlozeni tlakového pole na ploSe zdroje muzZeme dosahnout

nejrozmanitéjSich profila ultrazvukoveho svazku jak v prostoru tak v Case.
Drive se pracovalo pouze s nejjednodusSSim tvarem

R
Ps (FS 9t__) = pexp{iQR}exp[—iwt]
C

C

a v analogii se svételnou optikou byl ve svazku rozliSovan Fresneliiv nebo
Fraunhofertv profil.




