Radiologicka fyzika

Ultrazvuk —

vinoveé vlastnosti

podzim 2011, devata prednaska




Ultrazvuk

Ultrazvuk je zvukové vinéni s frekvenci f > 20
kHZ. Pro ultrazvukovou diagnostiku v medicinée

se pouzivaji frekvence radu jednotek az desitek
MHz.
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Z.akladni rovnice

Zé4kladnimi rovnicemi jsou rovnice kontinuity a Eulerova rovnice

+div(p7)=0 , 2+ (5grad)s = - 8292

ot Yo,

Pro malé kmity ponechdme v rovnicich jen ¢leny prvniho fadu v malych
veli¢inach op, op a v
p=p+0p , p=p+Op

takZe dostavame rovnici kontinuity a Eulerovu rovnici ve tvaru

a0p + pdivi=0 ov N grado p — 0
Ot Ot Jo,

Stejn¢ jako kazdy pohyb v idealni tekutiné je 1 Sifeni zvuku dé&j adiabaticky.
Proto mlizeme psat

ap
ot




Rychlost pohybu elementu prostiedi

Elementarnimi  upravami dvou zédkladnich rovnic hydrodynamiky
dospéjeme k vyrazu pro rychlost zvuku

20
00 ),

(Ctverec rychlosti zvuku je dan zménou tlaku v daném elementu prostredi
se zménou hustoty v tomto elementu, aniZ si sousedni elementy vymeénuji
teplo). ZapiSeme-li totiZ vektor rychlosti dan¢ho elementu jako gradient
n¢jake potencialové funkce ¢ a mistni zménu tlaku jako zaporné vzatou
derivaci podle Casu této funkce nasobenou hustotou, je tato funkce
feSenim vinové rovnice (A je Laplacetuv operator)

2
%t? -’ Np=0

L= d
5=0p . Sp=-pF




Potencialova tunkce

Obecny tvar vinove rovnice pro potencidlovou funkci je

2
aat? —c*Np=0

V kartézskych souradnicich je o¢=¢(x,y,z) a gradient a laplacian maji
jednoduché vyjadieni

Pokud jde o rozmér potencidloveé funkce @, mame

st = 2= enlg] 5 [g)=ms

nebo také

[5p]=Nm'2=kgm'1s'2=[-p } [p[]t[]¢]‘kgm'38'l[¢] = [¢]=m’s”




Rovinna vlna

Vlnova rovnice pro potencidlovou funkci, ktera zavisi jen na Case a jedne
kartézské souradnici (tfeba x) je

2 2
0 ¢(x,t) ,0 ¢(x,t)
2 ¢ 2
ot 0x
Pfimym derivovanim se presvéd¢ime, ze feSenim jsou libovolné funkce tvaru

¢(x,t) = F(x—ct) + G(x+ct)

Nejjednodussim piikladem je rovinnd monochromaticka vlna postupujici v
kladném smeéru osy x

¢(x,t) =@ cos[lﬂf[éi - tj+a} =@ COS|:277T|:Qx = ct) + a}

kde konstanta ¢,, je amplituda a konstanta a znaci fazi pi1 x=c.t. Frekvence
a vlnova délka spolu souvisi vztahem
27T

f=% L 2Mf =w=css=ck




Kulova vlna

Vlnova rovnice pro potencialovou funkci, ktera zavisi jen na Case a radidlni
sférické souradnici (znacime ji 7) je

8¢ (r,t) —czii[rz 0¢(r,t)] L,

ot’ r’ or or
Pfimym derivovanim se presvéd¢ime, ze feSenim jsou libovolné funkce tvaru
F(r-ct) G(r+ct)
#(r.t)= +
r r

Nejjednodussim prikladem je kulovd monochromatickd vlna Sifici se z
pocatku =0

¢(r,t) = ¢—’”c0s[2 mf [EK - tj + a} = ¢—”’c0s[2—”[Qr - ct) + a}

r A

kde konstanta ¢,, je amplituda a konstanta a znaci fazi pi1 x=c.t. Frekvence
a vinova délka spolu souvisi vztahem
27T

f=% . 2f =w=css=ck




Kmitajici koule jako zdroj

M¢éjme kouli poloméru R vykonavajici malé pulsace, tj. body na povrchu
koule radialné kmitaji rychlosti u(?)

%2 =u(r)




Obecna kulova vlna

M¢éjme kouli poloméru R vykonavajici malé pulsace, tj. body na povrchu
koule radialné kmitaji rychlosti u(f). ReSeni tlohy (tedy feSeni vInové
rovnice) hledame ve tvaru

b (r1) =%f(t _ ”‘Rj

C

Na povrchu musi byt rychlosti pohybu elementu budici koule 1 elementu

okolniho prostiedi stejné
_ { 10f f}

_0¢
u(t)— or Rc 0t R

r=R

takze feSenim je




Harmonicka kulova vlna

Predpokladejme ted’, ze u(t)=v,,.sin(w?). Potom je vyraz pro potencidlovou
funkci v obecném bod¢ tvofen relativné jednoduchym vztahem

o (r,t) =¢—’”cos{a)(t - V_R) + a}

C

2
cv, R

¢m:

(7 R+

c
T a = arctg——

Rw

Pti ultrazvukove diagnostice mame vzdy owR>>c (jinak zapsano R>>)),
takZe se vztah pro potencidlovou funkci zjednodusi na

p(ra)=1

r

1cRv

w

r—R

Zcosw| t —
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Casova stredni hodnota

Z riznych divodl neni zajimava a mnohdy ani dobfe méfitelna okamzita
hodnota fyzikalni veliCiny F{(¢), ale jeji stfedni hodnota za dobu 7', tj.

(F), =%IF(t)dt

Tato doba byva nékdy velmi dlouha (¢ekdme, az se néjaky jev ustali a
nezajima nas piechodovy jev). Pro veliinu s periodou o=2nf je touto
dobou prirozené perioda T=1/f

1/ f

F(t+%]:F(t) , (F)=f { F(t)dt

Zejména
Vs 1 7
(sin(277f¢))= f{sm(Z T ft)dt =E£ sinxdx =0
1/ f

<[sin(2 mf t)]2> =f J [sin(277f¢)] de = 5| (sinx) doe =2

0




Intenzita harmonicke kulove viny

Pro rychlost pohybu elementu prostfedi mame

R . r—R
v(r,t) =V, —smw(t - j
r c

a pro mistni zménu tlaku

Jp(r,t) =pv,_ &sina)(z‘ - r—R)
r

C

Pro intenzitu zvukové viny (tok energie jednotkovou ploSkou za jednotku
casu) dostavame ve stfedni hodnoté

1(r)= (o) 3p(r1)) =2 pen &

r




Odraz a lom na rozhrani

&)

Pro dopadajici, odraZzenou a proSlou vinu mame

o
D)

¢ ¢

. xcos@ ysin8
@, = s, sin w(— AL —tﬂ

¢ ¢

@, = s, sin

g
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x cos0, N ysing, _tﬂ
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Podminky spojitosti

Na rozhrani (x=0) musi byt u vSech vin stejnd zavislost na soufadnici y
(vlastnosti prostredi se v tomto sméru nemeéni), coz vede k tomu, ze thel
odrazu je roven uhlu dopadu a pomér sinti thli dopadu a lomu (Uhel se
méii od kolmice k rozhrani) je roven poméru rychlosti

sing, _ ¢,

6=6 ,

sind, ¢,
Dale se musi rovnat tlak a kolma slozka rychlosti na obou stranach rozhrani

Y, Y,
op=—0—— , =-_r
pP==p 0t Vs 0x

odkud




Intenzita odrazene¢ a lomen¢ viny

Reseni rovnic popisujicich podminky na rozhrani dava
S/=,0202C0591_,0101C0592S . = 2p c,cos6, s
' pe,c080 +pccosf ' P pe,co80 + p c cosB,

Energie dopadajici na jednotkovou plosku rozhrani resp. energie odrazena
jednotkovou ploskou nebo propusténa jednotkovou ploskou je

E =pc, <v12>c0581 , E =p.c, <v{2>cos6?1 , E,=p,c, <v§>cos€2

Koeficienty propustnosti a odrazivosti jsou definovany jako
E; E
R==L , T==2 , R+T=1
El El
Akusticka impedance je definovana jako soucin hustoty prostiedi a
rychlosti zvuku v tomto prostredi

Z =pc
Pro kolmy dopad na rozhrani dvou prostredi
2
Rz(ZZ_Zl) T = 4Z1Z2

(2,+2)) (2,+2))




Akusticka impedance

Jednotkou akustické impedance je rayleigh: 1 Rayl = 1 kg m= s~! .Tabulka
uvadi potfebné hodnoty pro néktera prostredi.

prostiedi |[10°p [kgm™>]| c¢[ms™] Z [Rayl]

vzduch 0,0012 330 0,0004
voda 1 1430 1,43
mekka tkan 1,1 1540 1,69
jatra 1,05 1570 1,65
tuk 0,95 1450 1,38
kost 1,91 4080 7,8




Doppleruv jev I

Do detektoru prichazeji viny v Casech

1
L 1 - r
t1=_ . 12=_+
c f c
D . L-p2
t,=—+ S :
_ f ¢
—— / Frekvence je tedy
1 1 v
/ 7:1‘2—1‘1:1‘3—1‘2:“.:7—F
«—>
CHEEN fl=f—>f
c—Vv




Doppleruv jev 11

Do detektoru prichazeji viny v Casech

7 1 L+vl
t=— , t,=—+ f
c f c
5 L+v£
t,=—+ s
f C
Frekvence je tedy
1 _ I | y
_/_tz_tl_t3_t2_"‘_7+ﬁ
C
fl=f <f
ctvy




Doppleruv jev III




Absorpce

VVVVV

jinych druht vinéni, mizeme pro pokles intenzity psat exponencidlni
zakon — pokles intenzity je umérny draze, kterou paprsek vinéni prochazi

dI(x)=—,udx = I(x)=I(O)e_”x

U zvuku je obvyklé charakterizovat atlum nikoliv linearnim koeficientem
utlumu s rozmérem [m™'], ale koeficientem s rozmérem [dB.m™'].
Logaritmovanim zakona absorpce dostavame

10og M=—10,L1x10g e=—i,ux
“1(0) Y7 Inl0
takze
Ao 10 o I(x) 10 -
H[ B |= x[m]mogml(())_ In10 ]




Koeficient utlumu

prostiedi 1 [dB cm™!] pro /=1 Mhz
vzduch 1,61
voda 0,0025
mekka tkan 0,5-1,0
jatra 1,1
tuk 0,6
kost 10,0




Zapis vin pomoci komplexnich Cisel

Tento zapis piinasi velke zjednodusSeni, Plati totiz

e’ =cosx+isinx , e " =cosx—isinx

Muzeme s1 ovérit napriklad trivialni priklad

ix

1=e’'=e" e = (cosx+ isinx)(cosx—isinx) = (cos x)2 +(sinx)2 +i0=1

Pro zjednoduSeni zapisu vin je dulezité¢, Ze nedochazi pii derivovani (a
integrovani) k ,,pfechazeni* od sinu ke kosinu

dsinx dcosx , de'* . ..
=CosXx =—sinx , =ie
dx dx dx

Monochromatickou kulovou vinu s frekvenci w, ktera vychazi z bodu 7
zapisujeme jako

¢(F,t) = exp[ik‘?—ﬁ,‘ = wt]

7 -7,




Skladani vin — geometrie

Dva zdroje v ruznych bodech kmitajici ve fazi

] .
A O B

P
OA=7, , OB=F, , OP=F , AP=[f-F| , BP=[f-F,

Vhodnou volbou soufadnicového systému (body A a B leZi na ose X,
pocatek pili jejich vzdalenost) miZeme psat

- 5 ~1/2 - 5 ~1/2
‘~_—» _ 1 2, .2 - - 1 2, .2
F—F,|= IR , |F=Fy|= X+ | +yiz




Skladani vln — aproximace

Pole ¢ v bodé P je souctem poli ¢, a ¢g

. exp[ —1 a)t]

¢(17) =a-

Zavislost na d v Citateli zanedbame, jde o pomalou zménu amplitudy, takze
F-F|OF=F|Or
Toteéz zanedbani nemiizeme ale provést v exponentu, protoZe
W, =k||F=F|-r| , @, =k|[F-F|-r]

jako soucin velkého (A=2m/A) a mal¢ho Cisla nemusi byt malé (ve srovnani s
n, kdy pf1 zméné o tuto hodnotu se obrati znaménko celeho vyrazu pro
vinu). Mame tedy

¢(17) [ aexp[ikr]{expl:itﬂA:|+ exp[ilﬂB]} exp[—ia)t]

r




Skladani vin — rovinny problém

Pole ¢ je souctem poli od 2.n+1 zdroji vzajemné fazové posunutych a v
poloze (x=n.d,z=0)

¢(x,z) (] Zn: ei[q:k(x,z)—qak(x,z)]

k=—n
Faze je

®, (x.2) =2 (x-ka) +2]"

Pro x=X dostavdme maximum souctu, takze volbou fazového posunuti
jednotlivych zdrojii posouvame toto maximum.




Skladani vin — rovinny problém

Celkem 21 zdroju s d=2, A=2 a L=100 pro X=0, 2 a 4 (vSechno v mm).
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