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1. Integrace na obdélnı́ku

Dvojný integrál na obdélnı́kové oblasti Ω = [a, b]× [c, d]∫∫
Ω

f (x, y) dxdy

představuje objem tělesa pod plochou f (x, y) na oblasti Ω.

Podle Fubiniovy věty je roven integrálu∫ b

a

(∫ d

c
f (x, y) dy

)
dx

respektive integrálu ∫ d

c

(∫ b

a
f (x, y) dx

)
dy.

Je-li funkce f (x, y) součinem funkce proměnné x a funkce proměnné y, pak platı́∫∫
Ω

g(x)h(y) dxdy =
∫ b

a
g(x) dx

∫ d

c
h(y) dy.
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Quiz Vypočtěte integrál
∫∫
Ω

x2y dxdy, kde Ω = [0, 1]× [1, 3].

1. Přepı́šeme na dvojnásobný integrál

=
∫ (∫

x2y dy
)

dx

2. Najdeme primitivnı́ funkci k x2y vzhledem k proměnné

=
∫ 1

0

[ ]3

1
dx

3. Dosadı́me meze

=
∫ 1

0
dx

4. Najdeme primitivnı́ funkci vzhledem k proměnné

=
[ ]1

0
5. Výsledek dostaneme dosazenı́m mezı́

= .
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Quiz Stejný integrál
∫∫
Ω

x2y dxdy, kde Ω = [0, 1]× [1, 3] řešme pomocı́ opačné dvojnásobné

integrace.

1. Přepı́šeme na dvojnásobný integrál

=
∫ (∫

x2y dx
)

dy

2. Najdeme primitivnı́ funkci k x2y vzhledem k proměnné

=
∫ 3

1

[ ]1

0
dy

3. Dosadı́me meze

=
∫ 3

1
dy

4. Najdeme primitivnı́ funkci vzhledem k proměnné

=
[ ]3

1
5. Výsledek dostaneme dosazenı́m mezı́

= .



Lenka Přibylová – Dvojné integrály •First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Quiz Tentýž integrál
∫∫
Ω

x2y dxdy, kde Ω = [0, 1]× [1, 3] řešme pomocı́ rozkladu na součin

dvou jednoduchých integrálů.

1. Přepı́šeme na součin dvou integrálů

=
∫

x2 dx
∫

y dy

2. Najdeme primitivnı́ funkce

=
[ ]1

0

[ ]3

1
3. Výsledek dostaneme dosazenı́m mezı́

= .
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Quiz Vypočtěte integrál
∫∫
Ω

y
x

dxdy, kde Ω = [1, e]× [2, 4].

1. Přepı́šeme na dvojnásobný integrál

=
∫ (∫ y

x
dy

)
dx

2. Najdeme primitivnı́ funkci k
y
x

vzhledem k proměnné

=
∫ e

1

[ ]4

2
dx

3. Dosadı́me meze
=

∫ e

1
dx

4. Najdeme primitivnı́ funkci vzhledem k proměnné

=
[ ]e

1
5. Výsledek dostaneme dosazenı́m mezı́

= .
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Quiz Stejný integrál
∫∫
Ω

y
x

dxdy, kde Ω = [1, e]× [2, 4] řešme pomocı́ opačné dvojnásobné

integrace.

1. Přepı́šeme na dvojnásobný integrál

=
∫ (∫ y

x
dx

)
dy

2. Najdeme primitivnı́ funkci k
y
x

vzhledem k proměnné

=
∫ 4

2

[ ]e

1
dy

3. Dosadı́me meze

=
∫ 4

2
dy

4. Najdeme primitivnı́ funkci vzhledem k proměnné

=
[ ]4

2
5. Výsledek dostaneme dosazenı́m mezı́

= .
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Quiz Tentýž integrál
∫∫
Ω

y
x

dxdy, kde Ω = [1, e]× [2, 4] řešme pomocı́ rozkladu na součin dvou

jednoduchých integrálů.

1. Přepı́šeme na součin dvou integrálů

=
∫ 1

x
dx

∫
y dy

2. Najdeme primitivnı́ funkce

=
[ ]e

1

[ ]4

2
3. Výsledek dostaneme dosazenı́m mezı́

= .
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Quiz Vypočtěte integrál
∫∫
Ω

ln(xy) dxdy, kde Ω = [1, e]× [1, e].

1. Přepı́šeme na dvojnásobný integrál

=
∫ (∫

ln(xy) dy
)

dx

2. Najdeme primitivnı́ funkci k ln(xy) vzhledem k proměnné
integracı́ per partes, kde u = , v′ =
Dostáváme tedy∫

ln(xy)d = ︸ ︷︷ ︸
u

︸ ︷︷ ︸
v

−
∫ ︸ ︷︷ ︸

u′
︸ ︷︷ ︸

v

d

= + c
3. Dosadı́me meze∫∫

Ω

ln(xy) dxdy =
∫ e

1

[ ]e

1
dx =

∫ e

1
dx

4. Najdeme primitivnı́ funkci vzhledem k proměnné

=
[ ]e

1
5. Výsledek dostaneme dosazenı́m mezı́

= .
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Quiz Tentýž integrál
∫∫
Ω

ln(xy) dxdy, kde Ω = [1, e]× [1, e] řešme pomocı́ rozkladu na součin

dvou jednoduchých integrálů.

1. Nejprve upravı́me integrovanou funkci pomocı́ vzorce na součet∫∫
Ω

ln(xy) dxdy =
∫∫
Ω

dxdy +
∫∫
Ω

dxdy

2. Oba integrály přepı́šeme na součin jednoduchých integrálů

=
∫

dx
∫

dy +
∫

dx
∫

dy

3. Najdeme primitivnı́ funkci k ln(x) integracı́ per partes, kde
u = , v′ =
Dostáváme tedy∫

ln(x)dx = ︸ ︷︷ ︸
u

︸ ︷︷ ︸
v

−
∫ ︸ ︷︷ ︸

u′
︸ ︷︷ ︸

v

dx

= + c
4. Dosadı́me meze∫∫

Ω

ln(xy) dxdy =
[ ]e

1

[ ]e

1
+

[ ]e

1

[ ]e

1

5. Výsledek dostaneme dosazenı́m mezı́
= .
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2. Integrace na elementárnı́ množině

Elementárnı́ množinou se rozumı́ uzavřená a omezená množina typu

Ωx =
{

[x, y] ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, f (x) ≤ y ≤ g(x)
}

resp.

Ωy =
{

[x, y] ∈ R2 : a ≤ y ≤ b, f (y) ≤ x ≤ g(y)
}

,

kde a, b ∈ R a funkce f (x) < g(x) na celém intervalu [a, b]. Na množině typu Ωx je pořadı́
integrace nejprve podle y a pak podle x, na množině Ωy je pořadı́ opačné.

Quiz Jsou množiny určené následujı́cı́mi nerovnostmi, resp. omezené následujı́cı́mi křivkami
elementárnı́? V přı́padě, že ano, jaké bude pořadı́ integrace?

1. 1 ≤ x ≤ 2, x ≤ y ≤ x2

(a) Ano, nejprve podle x, pak podle y (b) Ano, nejprve podle y, pak podle x
(c) Ano, nezáležı́ na pořadı́ (d) Ne

2. 0 ≤ x ≤ 2, x ≤ y ≤ x2

(a) Ano, nejprve podle x, pak podle y (b) Ano, nejprve podle y, pak podle x
(c) Ano, nezáležı́ na pořadı́ (d) Ne

3. 0 ≤ x2 + y2 ≤ 1
(a) Ano, nejprve podle x, pak podle y (b) Ano, nejprve podle y, pak podle x
(c) Ano, nezáležı́ na pořadı́ (d) Ne

4. sin(y) ≤ x ≤ cos(y), 0 ≤ y ≤ π

4
(a) Ano, nejprve podle x, pak podle y (b) Ano, nejprve podle y, pak podle x
(c) Ano, nezáležı́ na pořadı́ (d) Ne
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5. sin(y) ≤ x ≤ cos(y), 0 ≤ y ≤ π

2
(a) Ano, nejprve podle x, pak podle y (b) Ano, nejprve podle y, pak podle x
(c) Ano, nezáležı́ na pořadı́ (d) Ne

6. 0 ≤ x ≤ 1, x ≤ y ≤ 1
x

(a) Ano, nejprve podle x, pak podle y (b) Ano, nejprve podle y, pak podle x
(c) Ano, nezáležı́ na pořadı́ (d) Ne

7. x = 5, y = 2x, y = x
(a) Ano, nejprve podle x, pak podle y (b) Ano, nejprve podle y, pak podle x
(c) Ano, nezáležı́ na pořadı́ (d) Ne

8. x − 2y = 1, x − 2y = 3, y = 1, y = 2
(a) Ano, nejprve podle x, pak podle y (b) Ano, nejprve podle y, pak podle x
(c) Ano, nezáležı́ na pořadı́ (d) Ne

9. x + y2 = 1, x = y2

(a) Ano, nejprve podle x, pak podle y (b) Ano, nejprve podle y, pak podle x
(c) Ano, nezáležı́ na pořadı́ (d) Ne

10. y = 1− x2, x = y2

(a) Ano, nejprve podle x, pak podle y (b) Ano, nejprve podle y, pak podle x
(c) Ano, nezáležı́ na pořadı́ (d) Ne

11. y = ex, y = x + 1, x = e
(a) Ano, nejprve podle x, pak podle y (b) Ano, nejprve podle y, pak podle x
(c) Ano, nezáležı́ na pořadı́ (d) Ne
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Podle Fubiniovy věty platı́:
Dvojný integrál na elementárnı́ množině

Ωx =
{

[x, y] ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, f (x) ≤ y ≤ g(x)
}

∫∫
Ωx

Φ(x, y) dxdy

je roven integrálu ∫ b

a

(∫ g(x)

f (x)
Φ(x, y) dy

)
dx.

Dvojný integrál na elementárnı́ množině

Ωy =
{

[x, y] ∈ R2 : a ≤ y ≤ b, f (y) ≤ x ≤ g(y)
}

∫∫
Ωy

Φ(x, y) dxdy

je roven integrálu ∫ b

a

(∫ g(y)

f (y)
Φ(x, y) dx

)
dy.
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Quiz Vypočtěte integrál
∫∫
Ω

x2y dxdy,

kde Ω je určena nerovnostmi 1 ≤ x ≤ 2, x ≤ y ≤ x2.

1. Množina Ω je typu Ω .

2. Přepı́šeme na dvojnásobný integrál se správným pořadı́m integrace

=
∫ (∫

x2y d
)

d

3. Najdeme primitivnı́ funkci k x2y vzhledem k proměnné

=
∫ 2

1

[ ]
dx

4. Dosadı́me meze

=
∫ 2

1
dx

5. Najdeme primitivnı́ funkci vzhledem k proměnné

=
[ ]2

1
6. Výsledek dostaneme dosazenı́m mezı́

= .
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Quiz Vypočtěte integrál
∫∫
Ω

cos(x + y) dxdy,

kde Ω je určena nerovnostmi 0 ≤ x ≤ y, 0 ≤ y ≤ π.

1. Množina Ω je typu Ω .

2. Přepı́šeme na dvojnásobný integrál se správným pořadı́m integrace

=
∫ (∫

cos(x + y) d
)

d

3. Najdeme primitivnı́ funkci ke cos(x + y) vzhledem k proměnné

=
∫ π

0

[ ]
dy

4. Dosadı́me meze
=

∫ π

0
dy

5. Najdeme primitivnı́ funkci vzhledem k proměnné

=
[ ]π

0
6. Výsledek dostaneme dosazenı́m mezı́

= .
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Quiz Vypočtěte integrál
∫∫
Ω

x + y
y

dxdy,

kde Ω je omezená přı́mkami y = 3x, y = 1, x + y = 2.

1. Množina Ω je typu Ω .

2. Přepı́šeme na dvojnásobný integrál se správným pořadı́m integrace

=
∫ (∫ x + y

y
d

)
d

3. Najdeme primitivnı́ funkci ke
x + y

y
vzhledem k proměnné

=
∫ 3

2

1

[ ]
dy

4. Dosadı́me meze

=
∫ 3

2

1
dy

5. Najdeme primitivnı́ funkci vzhledem k proměnné

=
[ ] 3

2

1
6. Výsledek dostaneme dosazenı́m mezı́

= .
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Quiz Vypočtěte integrál
∫∫
Ω

xy dxdy,

kde Ω je omezená křivkami y = x, x = 2− y2.

1. Množina Ω je typu Ω .

2. Přepı́šeme na dvojnásobný integrál se správným pořadı́m integrace

=
∫ (∫

xy d
)

d

3. Najdeme primitivnı́ funkci ke xy vzhledem k proměnné

=
∫ 1

−2

[ ]
dy

4. Dosadı́me meze

=
∫ 1

−2
dy

5. Najdeme primitivnı́ funkci vzhledem k proměnné

=
[ ]1

−2

6. Výsledek dostaneme dosazenı́m mezı́
= .



Lenka Přibylová – Dvojné integrály •First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

3. Transformace do polárnı́ch souřadnic

V některých přı́padech je pro výpočet dvojného integrálu vhodné provést transformaci
proměnných. Jde vpodstatě o substitučnı́ metodu integrace. Zavedeme-li nové proměnné
regulárnı́ transformacı́
Φ : x = g(u, v), y = h(u, v),
pak platı́ ∫∫

Ω

f (x, y) dxdy =
∫∫

Φ(Ω)

f (g(u, v), h(u, v))|J(u, v)|dudv,

kde J(u, v) =
∣∣∣∣ g′u(u, v) g′v(u, v)

h′u(u, v) h′v(u, v)

∣∣∣∣
je Jakobián zobrazenı́ Φ a množina Ω je zobrazena na množinu Φ(Ω).

Nejčastěji užı́vanou transformacı́ je transformace do polárnı́ch souřadnic. Jde o přı́pady, kdy je
množina Ω kruh, mezikružı́ nebo kruhová výseč apod.

Polárnı́ souřadnice zavedeme pomocı́ zobrazenı́
Φ : x = r cos φ, y = r sin φ,
které je regulárnı́ a jeho Jakobián je

J(r, φ) =
∣∣∣∣ cos φ −r sin φ

sin φ r cos φ

∣∣∣∣ = r.
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V následujı́cı́ch přı́kladech je poloměr v polárnı́ch souřadnicı́ch značen r a úhel φ se zapisuje jako
f i.

Quiz Vypočtěte integrál
∫∫
Ω

x
y

dxdy,

kde Ω je určena nerovnostmi 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4, y ≥ x, x ≥ 0.

1. Zavedeme polárnı́ souřadnice a přepı́šeme na dvojnásobný integrál

=
∫ (∫

dr
)

dφ

2. Rozepı́šeme na dva jednoduché integrály

=
∫

dφ
∫

dr

3. Najdeme primitivnı́ funkce

=
[ ]π/2

π/4

[ ]2

1

4. Výsledek dostaneme dosazenı́m mezı́
= .
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Quiz Vypočtěte integrál
∫∫
Ω

x2y + y3 dxdy,

kde Ω je určena nerovnostmi x2 + y2 ≤ 1, y ≥ 0, x ≥ 0.

1. Zavedeme polárnı́ souřadnice a přepı́šeme na dvojnásobný integrál

=
∫ (∫

dr
)

dφ

2. Rozepı́šeme na dva jednoduché integrály

=
∫

dφ
∫

dr

3. Najdeme primitivnı́ funkce

=
[ ]π/2

0

[ ]1

0
4. Výsledek dostaneme dosazenı́m mezı́

= .
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Quiz Vypočtěte integrál
∫∫
Ω

√
x2 + y2 dxdy,

kde Ω je určena nerovnostmi x2 + y2 ≤ 1, x2 + (y− 1)2 ≤ 1.

1. Zavedeme polárnı́ souřadnice a přepı́šeme na dvojnásobný integrál

=
∫ (∫

d
)

d

2. Najdeme primitivnı́ funkci vzhledem k

=
∫ [ ]

d

3. Dosadı́me meze

=
∫

d

4. Najdeme primitivnı́ funkci vzhledem k

s použitı́m substituce t = :

=
[ ]

5. Výsledek dostaneme dosazenı́m mezı́
= .
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Připomı́nky a komentáře zašlete prosı́m na emailovou adresu pribylova@math.muni.cz.
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