
Matematika pro nematematiky podzimní semestr 2024

Matematika pro nematematiky - Úlohy 8

Termín zadání: 16.11.2024

1 Popis pomocí soustav diferenciálních rovnic

Napište soustavy diferenciální rovnice, které popisují následující situace.

1. Na louce roste tráva, trávu žerou krávy. Tráva roste konstantní rychlostí, ale krávy ji žerou
rychlostí přímo úměrnou počtu krav. Krávy jednak spontánně umírají, jednak se množí
přímo úměrně množství trávy.

2. HIV virus se množí v buňkách imunitního systému, čímž tyto buňky zároveň likviduje.
Jinými buňkami imunitního systému, jejichž množství považujme nyní za konstantní, je
virus odstraňován. Množí se tedy uměrně počtu buněk. Buňky zanikají úměrně počt virů
a množí se rychlostí úměrnou vlastnímu počtu.

Řešení:
1. Označme množství trávy na louce T a počet krav K. Rychlost růstu trávy je v0.

dT

dt
= v0 − k1.K

dK

dt
= k2.T − k3.K

2. Označme HIV množství HIV virů a L počet buněk imunitního systému.

dHIV

dt
= k1.L − k2

dL

dt
= k3.L − k4.HIV

2 Metoda součtu řešení

V minulé sérii jste řešili homogenní lineární ODE

1. x. dy
dx = y

2. dy
dx + 3x2y = 0

Obecnými řešeními byly funkce:
1. y = kx

2. y = k.e−x3
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Vyřešte nyní následující nehomogenní rovnice, tak, že využijete skutečnosti, že obecné řešením
nehomogenní rovnice ON je součtem obecného řešení homogenní rovnice OH a libovolného par-
tikulárního řešení rovnice nehomogenní PN . Zkuste toto partikulární řešení úhadnou.Nakonec
najděte partikulární řešení nehomogenní rovnice pro libovolnou vámi zvolenou počáteční pod-
mínku.

1. x. dy
dx = y + 1

2. dy
dx + 3x2y = 2

Řešení:

1. Jako partikulární řešení PN vezměme konstantní řešení nehomogenní rovnice, pro které
nutně platí 0 = dy

dx , tedy x.0 = y + 1, tedy y = −1.
Obecné řešení nehomogenní rovnice ON tedy bude

y = ON = PN + OH = −1 + k.x

Derivací ověříme správnost výsledku.

x.
dy

dx
= x.k = y + 1

Pro počáteční podmínku y(1) = 1 vychází partikulární řešení

y = −1 + 2x

2. Obecné řešení odpovídající homogenní rovnice je y = k.e−x3 . Jako partikulární řešení se
pokusme opět najít konstantní řešení.

dy

dx
+ 3x2y = 0 + 3x2y = 2

Pak platí y = 2/3x2, což není konstantní řešení. Žádné konstantní řešení nehomogenní
rovnice tedy bohužel neexistuje. Uhádnout nekonstantní partikulární řešení se nám nejspíše
nepodaří. Bude tedy nutné úlohu řešit pomocí variace konstant, jak jsem ukázali v minulé
sérii úloh. Obecným řešení nehomogenní rovnice pak bude

y = 2e−x3
.

∫
ex3

dx

3 Nehomogenní lineární diferenciální rovnice

Vyřešte stejnou úlohu jako v minuolé sérii, tentokrát však pomocí součtu řešení, nikoli pomocí
variace konstant. Partikulární řešení nehomogenní rovnice uhádněte.
Do vany pouštíme vodu konstantní rychlostí. Voda ale otvorem ve dnu vytéká rychlostí přímo
úměrnou objemu vody ve vaně. Na počátku je ve vaně 60 litrů a voda vytéká dnem rychlostí 2
litry/minutu. Vodu napouštíme konstantní rychlostí 1 litr/minutu. Při jakém objemu se ustaví
rovnováha, tedy hladina už nebude klesat. Za jak dlouho rovnováha nastane? Pozn. Zhruba
považujme dosažení rovnováhy po 5 poločasech.

Řešení:
Označme V objem vany. Do vany přitéká voda rychlostí v litrů za sekundu a odtéká rychlostí
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úměrnou objemu, tedy k.V . Diferenciální rovnice tedy zní

dV

dt
= v − k.V

Jde o nehomogenní lineární ODE s konstantními koeficienty. Odpovídající homogenní rovnice je
dV
dt + k.V = 0, jejímž obecným řešením je V = C.e−kt. Partikulární řešení hledejme konstantní,

což je zjevně V = k/v.
Obecným řešení nehomogenní rovnice je tedy

V = v

k
+ C.e−kt

Ze dvou počátečních podmínek určíme obě konstanty.

V (0) = 60 = 1
k

+ C

dV

dt
(0) = 1 − k.60 = 1 − 2 = −1

Proto k = 2/60 = 1/30 a C = 30. Partikulární řešení je

V = 30 + 30.e− t
30

V „nekonečném čase“ druhý člen zmizí a ustaví se nový objem 30 l. Pro poločas platí ln 2
t1/2

=
k = 1/30, tedy t1/2 = 30. ln 2 = 20, 8 minut. Nový objem bude dosažen po zhruba 5 poločasech,
tedy po zhruba 100 minutách.

4 Řešení algebraických rovnic numerickými metodami

Níže uvedený program v Pythonu má aplikovovat algoritmus pro řešení algebraické rovnice
cos2 x = x pomocí metody půlení intervalu. Doplňte vynechaná místa (__) v programu. Zvolte
počáteční okraje intervalu, v němž hledáme řešení 0 a 1. Požadovanou přesnost výsledku 0.01.
Kolik nejméně iterací musí proběhnout, abychom dosáhli požadované přesnosti.
# metoda pů len í interval ů

import numpy as ___

def g(x): # definice funkce

return x−___

xL = ___ # počá teční hodnota lev é ho okraje intervalu

xR = ___ # počá teční hodnota prav é ho okraje intervalu

epsilon = _____ # kriterium ukon č ení iterac í

iterace = 0

while (xR − xL) ___ epsilon:
xM = (xL + xR)/2
if g(xR)___g(xM) < 0:

___ = xM
else:

___ = xM
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iterace = iterace + 1

print(xL, "−−−", xR)
print(iterace)

Řešení:

# metoda pů len í interval ů

import numpy as np

def g(x): # definice funkce

return x−np.cos(x)∗∗np.cos(x)

xL = 0 # po čá teční hodnota lev é ho okraje intervalu

xR = 1 # po čá teční hodnota prav é ho okraje intervalu

epsilon = 0.01 # kriterium ukon č ení iterac í

iterace = 0

while (xR − xL) > epsilon: # při chyb ě men ší nebo rovn é epsilon

iterace skončí
xM = (xL + xR)/2
if g(xR)∗g(xM) < 0: # řeš ení je mezi stř edem interavalu a Xr

xL = xM # nov é xL

else:
xR = xM # nov é xR

iterace = iterace + 1 # tot éž jako iterace += 1

print(xL, "−−−", xR)
print(iterace)

Při každé iteraci se délka intervalu zkrátí na poloviny. Když je počáteční délka 1 a konečná délka
má být 0.01, pak pro počet iterací i musí platit

0.01 ≥ 1
2i

Tedy 2i ≥ 100, i = 7. Pokud budeme jako řešení volit střed intervalu, pak ušetření 1 iteraci,
budeme tedy potřebovat 6 iterací.

5 Eulerova metoda pro řešení diferenciální rovnice

Chceme Eulerovou metodou numericky řešit diferenciální rovnici

dc

dt
= −k.c2 + v0

Počáteční koncentraci v čase t = 0 zvolme c = 10, konstanty budou k = 2 a v0 = 5. Časový krok
zvolme dt = 0.05. Níže uvedený program v Pythonu má aplikovovat algoritmus pro Eulerovo
řešení této rovnice. Doplňte vynechaná místa (__) v programu. V jakém časovém intervalu bude
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výpočet probíhat.
import _____ as np
import matplotlib.pyplot as ___

k = ___
v0 = ___

def derivace(c):
return −k∗c∗∗2 ___

N = 150
time = np.zeros(N)
conc = np.zeros(N)

dt = ___
c = ___
t = ___

for i in range(N):
conc[i] = c
time[i] = ___
c = ___ + derivace(c)∗dt
t = t + ___

fig, axes = plt.subplots()

axes.plot(time, conc, ’b’)

axes.set_xlabel(’___’)
axes.set_ylabel(’___’)
axes.set_title(’vývoj koncentrace v čase’)
axes.legend()

Řešení:
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

k = 2
v0 = 5

def derivace(c):
return −k∗c∗∗2 + v0

N = 150
time = np.zeros(N)
conc = np.zeros(N)

dt = 0.05
c = 10
t = 0
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for i in range(N):
conc[i] = c
time[i] = t
c = c + derivace(c)∗dt
t = t + dt

fig, axes = plt.subplots()

axes.plot(time, conc, ’b’)

axes.set_xlabel(’cas’)
axes.set_ylabel(’koncentrae’)
axes.set_title(’vývoj koncentrace v čase’)
axes.legend()

Výpočet poběží od času 0 do času 150*0.05 = 7.5.

6 Eulerova metoda pro řešení soustavy diferenciálních rovnic

Chceme Eulerovou metodou numericky řešit soustavu diferenciálních rovnic

dx

dt
= y

dy

dt
= −x

Počáteční koncentraci v čase t = 0 zvolme c = 10, konstanty budou k = 2 a v0 = 5. Časový krok
zvolme dt = 0.01. Nechme program běžet 1000 kroků. Počáteční hodnoty zvolme x = 5 a y = 5,
t = 0. Výsledek vykresleme v grafu, jednak jako funkci času, jednak jako fázový portrét, tedy
jako vzájemnou závislost x a y.
Níže uvedený program v Pythonu má aplikovovat algoritmus pro Eulerovo řešení této soustavy.
Doplňte vynechaná místa (__) v programu.

# Eulerova metoda − soustava diferenci áln ích rovnic

import ___
import matplotlib.pyplot ___

size = 1000
t = np.linspace(0, 50,size)
x = np.linspace(0, 50,size)
y = np.linspace(0, 50,size)

def derivace_x_podle_t(x,y,t):
return ___

def derivace_y_podle_t(x,y,t):
return ___

dt = ___

i=0
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x[i] = ___
y[i] = ___
t[i] = 0

while i < size−1:
dx = ___ ∗ derivace_x_podle_t(x[i],y[i],t[i])
dy = ___ ∗ derivace_y_podle_t(x[i],y[i],t[i])
x[i+1] = x[i] + ___
y[i+1] = y[i] + ___
t[i+1] = t[i] + ___
i += 1

fig, axes = plt.subplots()

axes.plot(t, x, ’b’, label = ’x’)
axes.plot(t, y, ’r’, label = ’y’)
axes.set_xlabel(’___’)
axes.set_ylabel(’___’)
axes.legend()

# fá zov ý portr ét

axes.plot(___, ___, ’b’)
axes.set_xlabel(’x’)
axes.set_ylabel(’y’)

Řešení:

# Eulerova metoda − soustava diferenci áln ích rovnic

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

size = 1000
t = np.linspace(0, 50,size)
x = np.linspace(0, 50,size)
y = np.linspace(0, 50,size)

def derivace_x_podle_t(x,y,t):
return y

def derivace_y_podle_t(x,y,t):
return −x

dt = 0.01

i=0
x[i] = 5
y[i] = 5
t[i] = 0

while i < size−1:
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dx = dt ∗ derivace_x_podle_t(x[i],y[i],t[i])
dy = dt ∗ derivace_y_podle_t(x[i],y[i],t[i])
x[i+1] = x[i] + dx
y[i+1] = y[i] + dy
t[i+1] = t[i] + dt
i += 1

fig, axes = plt.subplots()

axes.plot(t, x, ’b’, label = ’x’)
axes.plot(t, y, ’r’, label = ’y’)
axes.set_xlabel(’čas’)
axes.set_ylabel(’y’)
axes.legend()

# fá zov ý portr ét

axes.plot(x, y, ’b’)
axes.set_xlabel(’x’)
axes.set_ylabel(’y’)
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