Matematika pro nematematiky podzimni semestr 2024

Matematika pro nematematiky - Ulohy 8

Termin zadani: 16.11.2024

1 Popis pomoci soustav diferencialnich rovnic

Napiste soustavy diferencialni rovnice, které popisuji nasledujici situace.

1. Na louce roste trava, travu zerou kravy. Trava roste konstantni rychlosti, ale kravy ji zerou
rychlosti pfimo imérnou poctu krav. Kravy jednak spontanné umiraji, jednak se mnozi
pfimo timérné mnozstvi travy.

2. HIV virus se mnozi v bunkach imunitniho systému, ¢imz tyto bunky zaroven likviduje.
Jinymi bunkami imunitniho systému, jejichz mnozstvi povazujme nyni za konstantni, je
virus odstranovan. Mnozi se tedy umérné poctu bunék. Buriky zanikaji timérné poct vira
a mnozi se rychlosti tmérnou vlastnimu poctu.

Reseni:
1. Ozna¢me mnozstvi travy na louce 1" a pocet krav K. Rychlost ristu travy je vg.
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2. Oznac¢me HIV mnozstvi HIV virt a L pocet bunék imunitniho systému.
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2 Metoda souctu reseni

V minulé sérii jste fesili homogenni linedrni ODE
1. x.% =y
2. W4 322y =0
Obecnymi Tesenimi byly funkce:
1. y=kx
2. y= ke~



Vyteste nyni nasledujici nehomogenni rovnice, tak, ze vyuzijete skutecnosti, ze obecné resenim
nehomogenni rovnice Oy je souctem obecného feseni homogenni rovnice Oy a libovolného par-
tikularniho reseni rovnice nehomogenni Py. Zkuste toto partikularni reseni thadnou.Nakonec
najdéte partikuladrni feseni nehomogenni rovnice pro libovolnou vami zvolenou pocéateéni pod-
minku.
dy _
Laeg=y+1
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2. 5 +3xty=2
Reseni:

1. Jako partikularni feseni Py vezméme konstantni feseni nehomogenni rovnice, pro které

nutné plati 0 = %, tedy 2.0 =y + 1, tedy y = —1.

Obecné feseni nehomogenni rovnice Oy tedy bude
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Derivaci ovérime spravnost vysledku.

d
x.—y:x.k:y—i—l
dz

Pro pocéateéni podminku y(1) = 1 vychézi partikularni feseni

y=—-1+42z

x
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2. Obecné teseni odpovidajici homogenni rovnice je y = k.e™ . Jako partikularni feSeni se

pokusme opét najit konstantni reSeni.

@+3$2y:0+3x2y:2

dx
Pak plati y = 2/32%, coz neni konstantni feseni. Zadné konstantni feSeni nehomogenni
rovnice tedy bohuzel neexistuje. Uhddnout nekonstantni partikularni feseni se nam nejspise
nepodari. Bude tedy nutné tlohu resit pomoci variace konstant, jak jsem ukazali v minulé
sérii iloh. Obecnym feseni nehomogenni rovnice pak bude

y= 26_z3./6x3d.%'

3 Nehomogenni linearni diferencialni rovnice

Vyteste stejnou ulohu jako v minuolé sérii, tentokrat vSak pomoci souc¢tu feseni, nikoli pomoci
variace konstant. Partikularni feseni nehomogenni rovnice uhadnéte.

Do vany poustime vodu konstantni rychlosti. Voda ale otvorem ve dnu vytéka rychlosti primo
umeérnou objemu vody ve vané. Na pocatku je ve vané 60 litri a voda vytéka dnem rychlosti 2
litry /minutu. Vodu napoustime konstantni rychlosti 1 litr/minutu. P¥i jakém objemu se ustavi
rovnovaha, tedy hladina uz nebude klesat. Za jak dlouho rovnovaha nastane? Pozn. Zhruba
povazujme dosazeni rovnovahy po 5 polocasech.

Reseni:

Oznac¢me V objem vany. Do vany pritéka voda rychlosti v litri za sekundu a odtéka rychlosti




umeérnou objemu, tedy k.V. Diferencialni rovnice tedy zni

—=v—kV

dt
Jde o nehomogenni linedrni ODE s konstantnimi koeficienty. Odpovidajici homogenni rovnice je
% + k.V =0, jejimz obecnym Fesenim je V = C.e~*t. Partikuldrni feSeni hledejme konstantni,
coz je zjevné V = k/v.

Obecnym Teseni nehomogenni rovnice je tedy

V= % +Ce M

Ze dvou pocatec¢nich podminek uré¢ime obé konstanty.

V(0)=60=-+C

1

k
dv
—(0)=1-k60=1-2=-1
o (0)

Proto k = 2/60 = 1/30 a C' = 30. Partikularni feseni je

V =30+ 30.c73

V ,nekoneéném case“ druhy ¢len zmizi a ustavi se novy objem 30 1. Pro polocas plati 21—/22 =

k =1/30, tedy t; /5 = 30.1n2 = 20,8 minut. Novy objem bude dosazen po zhruba 5 polocasech,
tedy po zhruba 100 minutéach.

4 Reseni algebraickych rovnic numerickymi metodami

Nize uvedeny program v Pythonu m& aplikovovat algoritmus pro feseni algebraické rovnice
cos? x = x pomoci metody piileni intervalu. Dopliite vynechand mista (_ ) v programu. Zvolte
pocatecni okraje intervalu, v némz hleddme feseni 0 a 1. Pozadovanou presnost vysledku 0.01.

Kolik nejméné iteraci musi probéhnout, abychom dosahli pozadované presnosti.

# metoda puleni intervalu

import numpy as

def g(x): # definice funkce

return x—___
xL = ___ # pocatec¢ni hodnota levého okraje intervalu
xR = ___ # pocatec¢ni hodnota pravého okraje intervalu
epsilon = _____ # kriterium ukonc¢eni iteraci

iterace = 0

while (xR — xL) ___ epsilon:
xM = (xL + xR)/2
if g(xR)___g(xM) < O:
___ = xM

else:




iterace = iterace + 1

print(xL, "—", xR)
print(iterace)

Resendi:
# metoda puleni intervalu

import numpy as np

def g(x): # definice funkce
return x-np.cos(x)x*np.cos(x)

xL = 0 # pocatecni hodnota levého okraje intervalu
xR =1 # pocatec¢ni hodnota pravého okraje intervalu
epsilon = 0.01 # kriterium ukonceni iteraci

iterace = 0

while (xR — xL) > epsilon: # pri chybé& men$i nebo rovné epsilon
iterace skonc¢i
xM = (xL + xR)/2

if g(xR)*g(xM) < 0: # reSeni je mezi stredem interavalu a Xr
xL = xM # nové xL
else:
xR = xM # nové xR
iterace = iterace + 1 # totéz jako iterace += 1
print(xL, "—", xR)

print(iterace)

Pri kazdé iteraci se délka intervalu zkrati na poloviny. Kdyz je poc¢atecni délka 1 a konec¢nda délka
ma byt 0.01, pak pro pocet iteraci ¢ musi platit

S 1
0.01 > 5
Tedy 2 > 100, i = 7. Pokud budeme jako feseni volit stied intervalu, pak uSetfeni 1 iteraci,
budeme tedy potfebovat 6 iteraci.

5 Eulerova metoda pro reseni diferencialni rovnice

Chceme Eulerovou metodou numericky fesit diferencidlni rovnici

d
d—; = —k.c®+ v

Pocateéni koncentraci v ¢ase t = 0 zvolme ¢ = 10, konstanty budou k = 2 a vy = 5. Casovy krok
zvolme dt = 0.05. Nize uvedeny program v Pythonu méa aplikovovat algoritmus pro Eulerovo
FeSeni této rovnice. Doplnte vynechand mista (__ ) v programu. V jakém ¢asovém intervalu bude




vypocet probihat.

import _____ as np
import matplotlib.pyplot as

def derivace(c):
return —kxc*x*2

N = 150
time = np.zeros(N)
conc = np.zeros(N)

for i in range(N):

conc[i] = ¢
time[i] = ___
Cc = ___ + derivace(c)x*dt

t =t +

fig, axes = plt.subplots()
axes.plot(time, conc, ’'b’)

axes.set_xlabel ('___")

axes.set_ylabel ('___")
axes.set_title(’vyvoj koncentrace v cCase’)
axes.legend ()

Reseni:
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

k =2
v = 5

def derivace(c):
return —kxcxx2 + vO0

N = 150

~+
[N
=
(]
I}

np.zeros (N)
conc = np.zeros(N)

dt = 0.05
c = 10
t =0




for i in range(N):
conc[i] = c
time[i] = t
c = ¢ + derivace(c)xdt
t =t + dt

fig, axes = plt.subplots()
axes.plot(time, conc, ’'b’)

axes.set_xlabel(’cas’)

axes.set_ylabel (’koncentrae’)
axes.set_title(’vyvoj koncentrace v cCase’)
axes.legend ()

Vypocet pobézi od casu 0 do ¢asu 150*0.05 = 7.5.

6 Eulerova metoda pro feseni soustavy diferencialnich rovnic

Chceme Eulerovou metodou numericky fesit soustavu diferencialnich rovnic

dx
dt
dy
dt

Pocateéni koncentraci v ¢ase t = 0 zvolme ¢ = 10, konstanty budou k = 2 a vy = 5. Casovy krok
zvolme dt = 0.01. Nechme program bézet 1000 krokt. Poc¢ateéni hodnoty zvolme z =5 a y = 5,
t = 0. Vysledek vykresleme v grafu, jednak jako funkci ¢asu, jednak jako fazovy portrét, tedy
jako vzajemnou zavislost x a y.

Nize uvedeny program v Pythonu ma aplikovovat algoritmus pro Eulerovo reseni této soustavy.
Dopliite vynechand mista (__ ) v programu.

# Eulerova metoda — soustava diferencidalnich rovnic

import ___

import matplotlib.pyplot ___
size = 1000

t = np.linspace(®, 50,size)
X = np.linspace(®, 50,size)
y = np.linspace(®, 50,size)

def derivace_x_podle_t(x,y,t):
return ___

def derivace_y_podle_t(x,y,t):
return




x[i] = ___

y[il = ___

t[i] = 0

while i < size—1:
dx = ___ x derivace_x_podle_t(x[i],y[i],t[i])
dy = ___ x derivace_y_podle_t(x[i],y[i],t[i])
x[i+1] = x[i] + ___
y[i+1] = y[i] + ___
t[i+1] = t[i] + ___
i+=1

fig, axes = plt.subplots()

axes.plot(t, x, 'b’, label = ’x’)
axes.plot(t, y, 'r’, label = ’y’)
axes.set_xlabel (’___")
axes.set_ylabel(’___")
axes.legend ()

# fazovy portrét

axes.plot(___, ___, ’b’)
axes.set_xlabel (’'x’)
axes.set_ylabel('y’)

Reseni:

# Eulerova metoda — soustava diferencidlnich rovnic

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

size = 1000

t = np.linspace(®, 50,size)
X = np.linspace(®, 50,size)
y = np.linspace(®, 50,size)

def derivace_x_podle_t(x,y,t):
return y

def derivace_y_podle_t(x,y,t):
return —x

dt = 0.01
i=0

x[1i] = 5
y[i] =5
t[i] = O

while i < size—1:




dx = dt *x derivace_x_podle_t(x[i],y[i],t[i])
dy = dt *x derivace_y_podle_t(x[i],y[i],t[i])
x[i+1] = x[1i] + dx

y[i+1] = y[i] + dy
t[i+1] = t[i] + dt
i +=1

fig, axes = plt.subplots()

axes.plot(t, x, 'b’, label 'x7)
axes.plot(t, y, 'r’, label = ’y’)
axes.set_xlabel (’¢as’)
axes.set_ylabel(’y’)
axes.legend ()

# fazovy portrét
axes.plot(x, y, ’b’)

axes.set_xlabel(’x’)
axes.set_ylabel(’y’)
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