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Kapitola 1

Uvod

Tento ucebni text byl ptipraven pro potteby posluchacti FEKT VUT. Je sestaven v souladu
s aktualnimi osnovami. Snahou autoru bylo podat problematiku srozumitelné a pokud
mozno elementarnim zpusobem. Nékdy jsme dali prednost lepsi srozumitelnosti poddavané
latky, nez absolutni matematické presnosti. Vérime, ze to nebude na zavadu ve spravném
chapani latky:.

Prosime studenty a dalsi ctenare, aby zjisténé nedostatky v textu zaslali hlavnimu
autoru na e-mailovou adresu (diblik@feec.vutbr.cz). Materidl prubézné upravujeme a
Vase pripominky v ptripadé jejich vécné spravnosti zahrneme do uc¢ebniho textu.

1.1 Vstupni test

18 3 18
s 5) ()
Pitklad 1.1 Upravte (Wﬁ o)\ Vv

Piiklad 1.2 Reste nerovnici Va2 +x — 12 <z +4

Piiklad 1.3 Reste nerovnici |z | — |z —1|<|z+1|4+ |z —2]

Ptiklad 1.4 Pro jakou hodnotu parametru md rovnice x>+ 3y/nx +n+1 = 0 prdvé
jeden koren?

Priklad 1.5 Je-li sinz =32 ,2€ (0, %), pak cosz =?

v 5 —1 6
Piiklad 1.6 V R Reste rovnici 2°7' < logsv/22 + logs (310 >

Piiklad 1.7 V R Reste rovnici llog(m2_9) =2
og(z+1)

Piiklad 1.8 Upravte % na tvar a + bi,a,b € R.

Piiklad 1.9 Jakou castku vydéldte po 10 letech na turocich, je-li Vis pocdtecni vklad
10 K¢ a roéni urokovd sazba 100% ¢

11
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Priklad 1.10 Urcete soucet cisel (g) + (?) + (g) + (g) + (2) + (g) + (2)

Priklad 1.11 Urcete v jaké vzajemné poloze jsou primky dané rovnicemi 2oz — 3y + 13 a
3r+ 2y —12=0.

Vysledky lze nalézt v kapilole 15.1.

1.2 Oznaceni

V tomto textu budeme ¢asto uzivat fadu symboli a znaceni. VSechny jsou uvadény v
textu prubézné. Zde uvadime tabulku, obsahujici nékteré z nich.

N mnozina prirozenych ¢isel

Z mnozina celych cisel

R mnozina realnych cisel

Q mnozina racionalnich ¢isel

I mnozina iraciondlnich ¢isel

C mnozina komplexnich ¢isel

P,(x) polynom n-tého stupné proménné x
Apn matice typu m,n (s m fadky a n sloupci)
A =(a;;)  matice s prvky a;;

I jednotkova matice

@ nulova matice

det A =|A| determinant matice A

At matice inverzni k matici A

adj A matice adjungovana k matici A

Ao algebraicky doplnék prvku ags

hod (A) hodnost matice A

(R™, +,.) vektorovy prostor viech usporadanych n-tic
dim P dimenze prostoru P.

a-a skalarni souc¢in vektoru a, b

Izl norma vektoru x

OJ konec dikazu

(A) linedrni obal mnoziny A

M7 matice pfechodu od baze A k bazi A’
alb vektor a je ortogondlni na vektor b
flv=gyg zuzeni funkce na podmnozinu

Ax B kartézsky sou¢im mnozin A, B

axb vektorovy souc¢in vektoru a, b

la, b, c| smiSeny soucin vektoru a, b, ¢



Kapitola 2

Zakladni pojmy matematické logiky.
Mnoziny. Funkce

2.1 Cil kapitoly

Matematika slouzi k popisu ruznych piirodnich jevu a technickych problému. V této kapi-
tole si zopakujeme, nebo se seznamime, s mnozinami a jejich vlastnostmi a se zdklady
matematické logiky, které budeme dale pouzivat.

Proto je zde pripomenuto c¢lenéni na axiomy, definice, véty a jsou pfripomenuty druhy
dukazi. Budou uvedeny zakladni ¢iselné mnoziny a jejich oznaceni.

Vedle racionalnich ¢isel budeme casto pracovat i s komplexnimi ¢isly. Uvedeme si alge-
braicky, trigonometricky i exponencidlni tvar komplexniho ¢isla a jak se prevadi komplexni
¢islo z jednoho tvaru do druhého. Déle si ukdzeme jak se komplexni ¢isla scitaji, nasobi,
umocnuji a odmocnuji.

Jedenim ze zakladnich matematickych pojmu je pojem funkce. Uvedeme si jej a jaké
zakladni vlastnosti ma. Zavedeme si pojem inverzni funkce a pfipomeneme si elementarni
funkce.

Specidlnim piipadem funkce jsou mnohocleny. Protoze se vyskytuji v mnoha aplikacich,
budeme se jim specidlné vénovat a ukazeme si nékteré jejich typické vlastnosti, jako je
tieba rozklad polynomu na sou¢in korenovych ¢initelt, Hornerovo schéma pro vypocet
hodnoty polynomu, atd. Na zavér se budeme vénovat rozkladu racionalni lomenné funkce
na parcialni zlomky:.

2.2 Zakladni matematické pojmy

2.2.1 Mnozina

V matematice nazyvame jakykoliv soubor ¢i systém objektu mnozinou. Muzeme napiiklad
mluvit o mnoziné vSech stromu na pasece, 0 mnoziné hus pasoucich se na louce ¢i o mnoziné
vSech celych cisel.

13
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Znaci-li A mnozinu vsech predmétu a x je jeden z téchto predmétu, rikdme, ze = je
prvkem mnoziny A (x patii do A) a piseme x € A.

Neni-li y prvkem A, pisSeme y ¢ A nebo yeA.

Jestlize pro libovolné = ma vztah x € A vzdy za nasledek vztah x € B, potom tikame,
ze mnozina A je obsazena v B a nazyvame ji podmnozinou mnoziny B. V tom piipadé
piseme A C B. Relace A = B je specidlnim piipadem relace A C B. Plati-li A C B a
také B C A, pak piseme A = B.

Je nutné zavést také pojem prazdné mnoziny neobsahujici zadné prvky, tzv. prdzdnou
mmnozinu, kterou znacime ().

Definujeme:

e sjednoceni mnozin A a B jako mnozinu C' obsahujici prvky mnozin A i B. Sjednoceni
mnozin znac¢ime AU B(A + B) (viz obr.2.2.1);

e prunik mnozin A a B jako mnozinu C obsahujici ty prvky, které patti do mnoziny
A i B; zna¢ime AN B(AB) (viz obr.2.2.2);

e rozdil mnozin A a B jako mnozinu C' obsahujici ty prvky mnoziny A, které nejsou
obsazeny v mnoziné B; znac¢ime A\ B(A — B) (viz obr.2.2.3);

A.B

Obrazek 2.2.1: AUB

Obrazek 2.2.2: AN B

Obréazek 2.2.3: A\ B
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2.3 Elementy matematické logiky

2.3.1 Kvantifikatory

Za zakladni kvantifikatory povazujeme néasledujici dva:

e Existencni kvantifikator: 3 (existuje); napt. 3z € R : x + 2 = 5 ¢teme , Existuje
takové redlné ¢islo x, pro néz plati rovnost = + 2 = 5. (Ctenar jisté vidi, ze se jedna
o vyrok pravdivy, nebot’ rovnost spliiuje redlné ¢islo 3.)

e Obecny kvantifikator: V (pro vsechny, pro kazdé); napt. Vo € R: z — 1 < z ¢teme
,Pro vsechna redlna cisla = plati nerovnost z — 1 < z“. (Opét se jednd o vyrok
pravdivy, nebot’ odecteme-li od libovolného realného ¢isla cislo 1, dostaneme ¢islo
mensi nez zadané.)

2.3.2 Tvrzeni, véty, logické symboly

Jako tvrzeni lze oznacit napt. vyrok Kniha je bila. Matematickd véta, resp. matematické
turzeni je pravdivy matematicky vyrok, ktery ma vyznam v matematické teorii. Matem-
atickou vétu nazyvame také pravidlo (obsahuje-li névod k vypoctu) nebo lemma (jedna-li
se 0 pomocnou vétu). Je-li tvrzeni pravdivé, iikdme, ze vyrok plati, napt. 2 +3 = 5. O
nepravdivém tvrzeni (nepravdivé formuli, kontradikei) mluvime tehdy, kdyz vyrok neplati,
napi. z? < —100.

Rozlisujeme nésledujici typy vyroku:

e Negace: = x > 0 je ekvivalentni s vyrokem x <0

e Konjunkce: A (a, a zdroven); napt. (x > 5) A (z < 6) je ekvivalentni s vyrokem
h<x <6

e Disjunkce: V (plati jedno nebo druhé nebo oboji); napf.
(x>5)V(r<6)—zeR

e Implikace: = (jestliZe ... pak); napi 2°> = 1 = x = +1

e Ekvivalence: <= (tehdy a jen tehy); napi. 22 > 0 <= x # 0

V nésledujici tabulce oznacuji symboly 1 (0) po radé skutecnost, ze slozeny vyrok v zdhlavi
je (neni) pravdivy.

Z tabulky je patrné, ze konjunkce dvou vyroku (A A B) je pravdiva pouze tehdy, kdyz
jsou oba vyroky A, B pravdivé.

Disjunkce dvou vyroku (AV B) je naopak nepravdiva pouze tehdy, kdyz neni pravdivy
ani jeden z vyroku A, B.

Implikace (A = B) je nepravdivéd pouze tehdy, je-li prvni vyrok pravdivy a druhy
nikoliv.

Ekvivalence (A <= B) je nepravdivéd tehdy, je-li jeden z vyroku A, B pravdivy a
druhy nikoliv.
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Tabulka 2.3.1: Tabulka pravdivostnich hodnot slozenych vyroku
|A|B|-A|-B|AANB|AVB| A= B| A<= B|

1111] 0 0 1 1 1 1
11701] 0 1 0 1 0 0
011} 1 0 0 1 1 0
0107 1 1 0 0 1 1

2.4 Definice, véty, druhy dukazut

Dikaz primy: Pro dukaz tvrzeni P — () sestavime fetézec pravdivych implikaci
P— P — P —= .. = P — Q.

Dukaz nepfimy: Dokézeme (piimo) obménu implikace P — @, tedy Q) — —P.

Dikaz sporem: Vyjdeme z negace —P dokazovaného tvrzeni P a pomoci pravdivych
implikaci odvodime tvrzeni nepravdivé. Tedy puvodni tvrzeni P je pravdivé.

Diikaz matematickou indukci: Tento dukaz pouzivame pro dokazovani tvrzeni typu
pro vSechna n € N, resp. pro vSechna n > ng plati P. Dukaz sestavé ze dvou ¢ésti:
v prvnim kroku dokédzeme tvrzeni pro ng a ve druhém (indukénim) kroku dokazeme,
ze plati-li vyrok P pro n, pak platii pro n + 1.

2.5 Ciselné mnoziny
Definujeme nasledujici ¢iselné mnoziny:
e N— mnozina pfirozenych ¢isel; N = {1,2,3,...}

e 7— mnozina vsech celych ¢isel;

7Z=Nu{0,—1,-2,-3,...}
e (Q— mnozina racionalnich ¢isel; {%} ,m,n € Z,n+#0

e Qf— mnozina iracionalnich ¢isel (napf. v/2,e (zaklad pfirozeného logaritmu), 7
(Ludolphovo éislo), log5, ... )

e R— mnozina redlnych ¢isel; R = (—o0; 00)

e C— mnozina komplexnich ¢isel {(a,b) : a € R, b € R} Symbol i, popf. j oznacuje tzv.
komplexni jednotku, pro niz plati: j2 = —1. Komplexni éfslo lze zapsat v ruznych
tvarech, napf. algebraickém: z = a + jb ¢i goniometrickém z =."

e Plati R=QUQ",NCcZcQcRcC.

1V elektrotechnice se komplexni jednotka oznaguje j, nebot’ se pismeno i pouzivé pro oznaéeni proudu.
Budeme tedy komplexni jednotku oznacovat j misto v matematickych textech obvykle uzivaného i.
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2.6 Intervaly

Budeme interpretovat ¢isla jako body (celo¢iselné nebo redlné osy) a naopak body piimky
jako ¢isla. Mnozina ¢isel z spliujicich nerovnosti a < x < b (resp. a < x < b) se nazyva
uzavieny (resp. otevieny) interval s koncovymi body a a b. Analogicky definujeme intervaly
polooteviené, polouzaviené a nekonecné:

e uzavieny interval: [a,b] nebo < a,b >, a <x <b
e otevieny interval: (a,b) nebo |a,b[, a <z <b
e polootevieny (polouzavieny) interval: [a,b), a <z < b ( (a,b], a < x <)

e nekonecné intervaly: (—oo, ), (—00, al, (—0, a), (a, o0), [a, 00).

2.7 Zakladni vlastnosti komplexnich ¢isel

2.7.1 Algebraicky tvar komplexniho cisla
Cislo
z=x+ 7Y,

kde z a y jsou libovolna realna cisla a j je komplexni, popr. imagindrni jednotka, se
nazyva algebraicky tvar komplexniho ¢isla. Pak x se nazyva redlnd a y imagindrni ¢ast
komplexniho ¢isla z.

Im(z

213 Re(z)

Obrazek 2.7.4: Komplexni ¢islo z = z 4+ jy v komplexni roviné
Podle definice jsou si dvé komplexni ¢isla rovna tehdy a jen tehdy, jsou-li si rovny
jejich redlné a imaginarni ¢asti. Potom je rovnost
T+ jyr = Ta + Jy2
ekvivalentni dvéma rovnostem
T1 = T2 a Y1 =Y.

Komplexni ¢islo z = x + jy 1ze zobrazit jako bod v roviné Ozy, na jejiz ose = je znazornéna
realnd ¢ast z a na ose y imagindrni ¢ast z (viz nacrtek 2.7.4). Pro tucely tohoto zobrazeni
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se osa x nazyva redlnd osa, osa y se nazyva imagindrni osa a rovina Oxy se pak nazyva
komplexni rovina.

Komplexni ¢islo si Ize predstavit také jako vektor, jehoz pocatek je totozny s pocatkem
soustavy souradnic a konec s bodem, na néjz se zobrazi dané komplexni ¢islo. Souradnice
vektoru na osach = a y znazornuji realnou a imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla z.

Je-li y = 0, pak komplexni ¢islo z = x+10 = x je redlné ¢islo znazornéné bodem realné
osy; je-li naopak x = 0, ¢islo z = 0 + jy = jy se nazyva ryze imagindrni a je znadzornéno
bodem (0, y) lezicim na imaginarni ose.

2

R T T R 2

|

Obrazek 2.7.5: z, z - ¢isla komplexné sdruzena

Cislo komplexné sdruzené (viz obr.2.7.5) s danym komplexnim ¢islem z = a + jb
znacime Z. Je definovano jako
Z=a—jb.

Operace odcitdni je definovana jako operace inverzni ke s¢itani; tj. z = a-+7b se nazyva
rozdil mezi komplexnimi ¢isly 21 = a1+ 7b1 a 20 = as+jbo, plati-lia = a1 —ag a b = by —bs.

Operaci ndsobeni komplexnich ¢isel v algebraickém tvaru provadime podobné jako
nasobeni dvou polynomi, tj. pro sou¢in z = a + jb komplexnich ¢isel z; = a; + jb; a
29 = Q9 + ]bg plati a4 = a1y — b1b2 ab= albg + (lgbl.

Operace déleni komplexnich ¢isel je definovana jako operace inverzni k operaci na-
sobeni. Komplexni ¢islo z = a + jb se nazyva podilem (kvocientem) komplexnich ¢isel
21 = a1 + jby a 2o = as + jbo, plati-li 2y = 2 - 2. Resenim této rovnice (za predpokladu,
ze zo # 0) dostavame
21 a4y +jb1 ) ag — ]bg aias + blbg . bla2 - albg

5 tgby as—jby @+ B8 ) a2

2.7.2 Trigonometricky tvar komplexniho ¢isla

Jelikoz je komplexni ¢islo definovéno jako dvojice cisel redlnych, je pfirozené zobrazovat
komplexni ¢islo z = a + jb jako bod v roviné xy s kartézskymi souradnicemi x = a a
y = b. Tuto rovinu nazveme komplexni rovinou; osa = se nazyva redlnd osa, osa y se
nazyva imagindrni osa komplexni roviny. Je také mozné definovat pozici bodu v roviné
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pomoci polarnich souradnic (p, ¢), kde p je vzddlenost bodu od pocdtku souradnic a ¢
je uhel, ktery svira vektor pruvodi¢ s kladnou poloosou osy z. Kladny smér pro méreni
thlu ¢ je smér proti pohybu hodinovych ruc¢icek. Vyuzijeme-li vztahu mezi kartézskymi
a polarnimi soufadnicemi

T = pcosp,y = psinp,

dostavame takzvany trigonometricky (nebo poldrni) tvar zapisu komplexniho éisla:

z = p(cosp + jsinp).

Obrazek 2.7.6: Trigonometricky tvar komplexniho ¢isla

Vzdalenost p se nazyva modul nebo absolutni hodnota z; Ghel ¢ se nazyva argument
nebo amplituda z (viz obr.2.7.6). Obvykle pouzivame znaceni

p=|z|, o = Argz.

Je-li z =a+ jb, pak
b
p= Va2 +b%tg(p) = —.
Argument komplexniho ¢isla je jednoznacné definovan az na periodu 27. Je vhodné oznacit
jako arg z hodnotu argumentu v intervalu

S|

o < argz < 27 + o,
kde g je libovolné pevné zvolené ¢islo (napt. ¢y = 0 nebo ¢y = 7). Pak
Argz = argz + 2km (k=0,£1,£2,...).

Hodnota argz se nazyva hlavni hodnota argumentu. V nasledujicim budeme pouzivat
o = 0.

Argument komplexniho ¢isla z = 0 neni definovan a jeho modul je roven nule.

Dvé nenulova komplexni ¢isla jsou si rovna tehdy a jen tehdy, kdyz jsou si rovny jejich
moduly a hodnoty argumentu se bud’'to rovnaji, nebo se lisi o ndsobek 2.
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2.7.3 Exponencialni tvar komplexniho ¢isla

Exponencidlni tvar (exponencidlni oznaceni) komplexniho ¢isla
y = pej‘P
lze ziskat z trigonometrického tvaru uzitim tzv. Eulerovy formule:
/¥ = cos p + jsin .
Podle pravidel pro ndsobeni a déleni dostavame pro z; = p;e%t a 2, = pyef*®2:
21 - 2y = prpocd P1T¥2) (2.7.1)

21 — &ej(@1—902) '
22 P2

Pro rovnost dvou komplexnich ¢isel zadanych v exponencialnim tvaru plati stejné
podminky jako u ¢isel zadanych v trigonometrickém tvaru.

Obrazek 2.7.7: |z; + 29|, |21 — 29

Operace scitani a odéitani komplexnich ¢isel odpovidaji operacim scéitani a odéitani vek-
toru (viz obrézek 2.7.7): soucet dvou komplexnich ¢isel (vektoru) z; a z3 je vektor z; + zo.
Analogicky se sestroji vektor z5 — z; jako rozdil vektoru 25 a z;. Tak okamzité dostavame
trojuhelnikové nerovnosti

|21 + 22| < |z1| + |22],

|21 — 22| > |21] — |22].

2.7.4 Moivreova véta

Postupnym pouzitim vztahu (2.7.1) lze obdrzet tzv. Moivreovu vétu:
2" = [p(cos p + jsing)]" = p"(cosny + jsin nyp),

kde n je kladné celé ¢islo.
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2.7.5 Odmocnovani komplexniho ¢isla

Komplexni ¢islo z; = /z se nazyva n-tou odmocninou komplexniho ¢isla z, jestlize plati
z = 2@ Je-li 21 = pi(cosp; + jsing;) potom podle Moivreovy véty (nebo Eulerovy
formule) plati:

21 = py(cosnpy + jsinney).

Je-1i komplexni ¢islo z zadané v goniometrickém tvaru jako z = p(cos ¢ + jsing), pak se
¢isla z a z; rovnaji, plati-li:

p=plap=np,

tedy

©  2km

— n a :_+_.
p1= /pa g " "

Jak bylo vyse uvedeno, argument komplexniho ¢isla je definovan jednoznacéné az na peri-
odu 27. Z toho duvodu dostavame pro argument komplexniho ¢isla z; celkem n ruznych
hodnot, které se navzdjem lisf o celo¢iselny ndsobek n-tiny dhlu 27r. Budeme je znadcit ¢F.
Plati:

P 2Tk
YYn on
kdeza k = 0,1,...,n — 1 a ¢ je jedna z hodnot argumentu komplexniho ¢isla z. Tedy

existuji ruzna komplexni ¢isla kterd, umocnénd na n-tou, jsou rovna témuz komplexnimu
¢islu z. Moduly téchto komplexnich ¢isel jsou stejné a jsou rovny 3/p, jejich argumenty
se lisi o nésobky 27“ Pocet ruznych hodnot n-tych odmocnin komplexniho ¢isla z je n.
Body v komplexni roviné odpovidajici ruznym hodnotam n-té odmocniny komplexniho
cisla z lezi ve vrcholech pravidelného n—thelnika vepsaného do kruhu o poloméru /p se
stfedem v bodé z = 0. Odpovidajici hodnoty % ziskdme tak, Ze za k dosadime hodnoty
k=0,1,....,n—1.

Klasickd analyza polozila problém rozsiteni redlnych ¢isel takovym zpusobem, aby
vysledkem nejen elementarnich operaci scitani a nasobeni, ale také operace odmocnovani
bylo ¢islo z téze (rozsitené) ¢iselné mnoziny. Komplexni ¢isla tento problém fesi.

Dostali jsme vzorec

2k 2k
C/_: W(Cosu_’_isinu) ,
n

n

Piiklad 2.1 Najdéte viechny hodnoty /7.
Reseni. Necht’ z = j = ¢/™/? . Pak

2+ 2k 2+ 2k
zk:cos%qusianﬂ,k:O,l
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a
™ T \/§
cos e T V2
% =cos +jsin = (1+14),
5 ) 2
zlzcosf%—jsinf:—\/?_(ljti).

Piiklad 2.2 Graficky zndzornéte vsechna resend rovnice z° = 1.

Reseni. Uzitim vyse uvedeného vzorce dostavame

2k 2k
zk:cosTWijsinTﬂ, k=0,1,...,4.

Poloha komplexnich ¢isel zg, 21, 22, 23, 24 je znazornéna na obrazku 2.7.8.

At

Obréazek 2.7.8: Reseni rovnice 2° = 1

2.8 Zavedeni pojmu funkce, inverzni funkce

Necht” Dy je ciselnd mnozina a necht’ je dan jisty predpis, podle néhoz kazdému cislu
x € Dy pritadime (jedinou) hodnotu y. Pak fikdme, ze na mnoziné Dy je definovana
(jednohodnotova) funkce a piSeme: y = f(x), (z € Dy). Hodnotu y nazyvame hodnotou
funkce (nebo také funkci ¢i zdvisle proménnou), hodnotu x nazyvame argumentem (popf.
nezdvisle proménnou).

Mnozinu Dy nazyvdme definicnim oborem funkce a mnozinu H; nazyvame oborem hod-
not funkce. Déle fikame, Ze funkce f zobrazuje mnozinu Dy na mnozinu Hy a f nazyvame
zobrazenim, mnozinu Hy nazyvdme obrazem mnoziny Dy.

Pojem funkce muzeme chapén také geometricky jako popis mnoziny bodu se soufad-
nicemi (z, f,), kde * € Dy, y = f(x). Tuto mnozinu bodu nazyvame grafem funkce

y=[(z).
2.8.1 Specialni typy funkci

Definice 2.3 Nabyvd-li funkce f(x) ruznych hodnot pro rizné hodnoty x, rikime, Ze je
prosta.?

2Pomoci kvantifikdtorii tuto skuteénost zapisujme takto:
Plati-li Va1, 20 € Dy (z1 # x2) = f(x1) # f(x2), pak f(z) se nazyvé prosts.
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Piiklad 2.4 Jsou funkce y = 2%,y = cosx,y = v~} = i prosté ve svych definicnich

oborech Dy ?

Reseni. Funkce y = fi(z) = 2% a y = fo(z) = cosz maji stejny definiéni obor Dy =R
Nejsou prosté, nebot’ pro prvnf funkei plati fi(x) = fi(—z) pro kazdé x € Dy, x # 0 a pro
druhou funkei plati napriklad f,(0) = fo(r) = 1. Funkce y = f3(x) = £ md Dy = R\ {0}
a je prostd, nebot’ vztah f3(z1) = f3(x2) nemuze platit pro x; # x9, tj. % + x—lz

Definice 2.5 Funkce f(x) je na intervalu I C Dy:
o rostouct, jestlize Vi, w9 € I,x1 < x9: f(x1) < f(x2) (viz nacrtek 2.8.9)
o klesajict, jestlize Vry,xo € I, 21 < o1 f(x1) > f(x2) (viz ndcrtek 2.8.10)
o nerostouct, jestlize Vry,xe € [, 21 < xo: f(x1) > f(x2) (viz ndértek 2.8.11)
o neklesajict, jestlize Vy,xo € I, 11 < xg: f(x1) < f(x2). (viz ndértek 2.8.12)

Tyto typy funkci jsou ilustrovany na obrézcich.

g
a8
Obrazek 2.8.9: Funkce rostouct Obrazek 2.8.10: Funkce klesajici

Definice 2.6 Rostouci a klesajici funkce se nazyvaji ryze monotonnyi.
Definice 2.7 Funkce f(x) se nazgvd omezend, jestlize
dMeR VzeDy: |f(z)] <M.
Priklad 2.8 Jsou funkce f(x) = x?, f(z) = sinx omezené?
Reseni. Funkce f(z) = x> omezena neni. Pfedpoklddejme, ze existuje ¢islo M dle vyse
uvedené definice. Pak staci polozit. napt. © = M +1. Je ziejmé, ze f(M+1) = (M +1)* >

M.
Funkce f(x) = sinx je omezenéa: staci polozit napt. M = 1.
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Obréazek 2.8.11: Funkce nerostouci Obrazek 2.8.12: Funkce neklesajici

Definice 2.9 Funkce f(x) se nazgvd:
e lichd, jestlizeVx € Dy : f(x) = —f(—x), (viz ndcrtek 2.8.13)
o sudd, jestlize Vo € Dy : f(x) = f(—x), (viz ndcrtek 2.8.1/)

o periodickd, jestlize 3 w > 0,w € R,V € Dy : f(x +w) = f(x) (viz ndértek 2.8.15).

Obrazek 2.8.13: Funkce licha Obrazek 2.8.14: Funkce suda

2.9 Inverzni funkce

Uvazujme libovolnou funkci y = f(z) definovanou na mnoziné E a oznacme jeji obraz
jako Ey = f(F). Pritad'me kazdému y € FE; mnozinu vsech x € E, pro néz y = f(x).
Dostédvame funkci © = ¢(y) definovanou na Fj. Funkce ¢(y) se nazyva funkce inverzni
k f(z). Budeme predpokladat, ze inverzni funkce je prostd. Dostavame ziejmé identity:

gO[f(lL')] =z, x€E



Fakulta elektrotechniky a komunika¢nich technologii VUT v Brné 25

Obrazek 2.8.15: Funkce periodicka

flew)] =y, y € Ev.

Nékdy je pohodlné oznacit funkci inverzn{ k f symbolem f~!. Pak f~!f(z) =z, 2 € F a
ff_l(y) =YY S E1~

Napiiklad Funkce f(z) = 2 a f~'(z) = /x, (neboli y = z*> a v = \/y) prox > 0
jsou navzajem inverzni (viz obr. 2.9.16). Funkce y = kxz, k # 0,k € R méd inverzni funkci
Y= %x a naopak.

Obrazek 2.9.16: Funkce inverzni

Véta 2.10 Grafy inverznich funkei f(x), f~1(x) jsou symetrické podle osy y = x.

Dukaz. Necht’ jsou dany inverzni funkce y = f(z), y = g(x) a flg(x)] =z, z € E. Je-li
b= f(a), pak musi platit g(b) = a a body [a, ], [b, a] jsou symetrické podle osy y = x.
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2.10 Trigonometrické funkce
Zakladni trigonometrickymi funkcemi jsou:
e Funkce sinus: sina (viz ndcrtek 2.10.17)
e Funkce kosinus: cos « (viz nacrtek 2.10.18)
e Funkce tangens: tga (viz nacrtek 2.10.19)

e Funkce kotangens: cotga (viz nacrtek 2.10.20)

e T e

Obrazek 2.10.17: Funkce sinus Obrazek 2.10.18: Funkce kosinus

Obrazek 2.10.19: Funkce tangens Obrazek 2.10.20: Funkce kotangens

2.11 Inverzni trigonometrické funkce

Inverznimi funkcemi k zdkladnim trigonometrickym funkeim jsou nésledujici funkce (souhrnné
oznacované cyklometrické):
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e y = arcsinz (,arkus sinus®) je inverzni k funkci y = sin x;
arcsin(sin x) = x,sin(arcsinz) = z, v € Dy = [—1, 1]. (viz nacrtek 2.11.21)

e y = arccosz (arkus kosinus“) je inverzni k funkci y = cos z;
arccos(cos x) = x, cos(arccosz) = x,x € Dy = [—1,1]. (viz nacrtek 2.11.21)

e y = arctgx (,arkus tangens“) je inverzni k funkci y = tgx;
arctg(tgz) = z,tg(arctgxr) = x,2 € Dy = (—00,400), (viz nacrtek 2.11.22)

e y = arccotgz (,arkus kotangens“) je inverzni k funkei y = cotg z;
arccotg(cotgx) = =z, cotg(arccotgr) = z,2 € Dy = (—o00,+00). (viz nacrtek
2.11.22)

Znalost prubéhu zakladni funkei je velmi uziteénd pti stanoveni ruznych dulezitych udaju,
napiiklad o jejich maximélnich a minimalnich hodnotéch, o jejich asymptotach atd. (viz
napiiklad ¢dst 6.15, str. 110).

Obrazek 2.11.21: Funkce Arcsin, Arccos Obrazek 2.11.22: Funkce Arctg, Arccotg

2.12 Exponencialni a logaritmické funkce

Funkcemi exponencialniho a logaritmického typu nazyvame nasledujici typy funkei:

e y = a” (exponencialni funkce), Dy = R,a > 0,a € R. Na nacrtku 2.12.23 vidime
piiklad exponencidlni funkce pro a = 2, a = 3, a = 1/2 (funkce “12nax”) a a = 1/3
(funkce “13nax”).

e y = log, = (logaritmicka funkce) Dy = (0,00), a > 0, @ # 1, a € R je inverzni
k exponencialni funkci. Grafy nékterych logaritmickych funkei jsou znadzornény na
nacrtku 2.12.24. (Znaceni jednotlivych grafu je analogické jako u funkei exponen-
cidlnich.)
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Obrazek 2.12.23: Funkce exponencialni  Obrazek 2.12.24: Funkce logaritmicka

Plati tedy nasledujici ekvivalence:

y=a" <= x=1og,y.

Definice 2.11 Logaritmem ¢isla x pri zdkladu a nazijvame cislo y takové, Ze a¥ = x.
Predpokladdme, Ze a > 0, a # 1 a x > 0. Zapisujeme: y = log, x.

Nésledujici vzorec, nazyvany vzorcem pro piechod k jinému zakladu, je ¢asto uzitecny:

log, a
log,,

logz a =

Je-li a = 10, pak misto log,, piSeme = = log x. Tento logaritmus (o zdkladu 10) nazyvéame
dekadicky. Je-li a = e, pak misto log, piSeme z = Inz a tento logaritmus (pfi zakladu e)
nazyvame prirozeny.

2.13 Hyperbolické a inverzni hyperbolické funkce

Hyperbolické funkce jsou definovany nasledujicimi vztahy:

ert—e "

e sinhz = 5

(hyperbolicky sinus, viz nacrtek 2.13.25)

e coshz = e“_;fw (hyperbolicky kosinus , viz nacrtek 2.13.25)

e tghr = % = 2:2:: (hyperbolicky tangens, viz nécrtek 2.13.26 )
e cotghx = % = foz:: (hyperbolicky kotangens, viz nacrtek 2.13.26)
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Obrazek 2.13.25: Funkce hyperbolicky si- Obrazek 2.13.26: Funkce hyperbolicky tan-
nus (sinh) a cosinus(cosh) gens (tgh) a cotangens (cotgh)

Inverzni hyperbolické funkce, nazyvané hyperboometrické, jsou:

e y = argsinh z (“arkus sinus hyperbolicky’) je funkei inverzni k funkci y = sinh
e y = argcosh z (“arkus kosinus hyperbolicky’) je funkei inverzni k funkei y = coshx
e y = argtgh x (“arkus tangens hyperbolicky’) je funkef inverzni k funkei y = tgh

e y = argcotghx (“arkus kotangens hyperbolicky’) je funkei inverzni k funkci y =
cotgh x

Uved’'me nékteré vztahy, které plati pro hyperbolometrické funkce:
e cosh’z —sinh?z =1

cosh 22 = cosh? z + sinh® z

e sinh 2z = 2sinh x cosh x
2 1
e cosh“z = Te’s
o sinh?gy — &b’z
T 1-tgh’z

2.14 Komplexni funkce realné proménné

Predpokladejme, Ze je dan rovinny vektor /f, ktery zavisi na parametru ¢, tj. A = At. Pak
muzeme psat
At) = z(t)i+y(t)g, (2.14.2)
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kde 7 a j jsou jednotkové vektory na osdch z a y. Kiivka 7 = /T(t) (kterou ziskdame tak,
ze za parametr ¢ budeme dosazovat vSechny hodnoty z néjaké ¢iselné mnoziny) lezi celd
v roviné Ozy. V tomto pripadé je prithodné povazovat vektor

F=xi+y)

za geometrickou reprezentaci komplexniho ¢isla z = = + iy a hovotit misto o vektorové
funkei 7(t) = x(t)i+y(t)j o komplexni funkei z(t) = x(t) +iy(t) redlné proménné ¢. Pozor,
vektory ¢, j nelze zaménovat s imaginarni jednotkou oznac¢ovanou ¢ nebo j.

Definice 2.12 Jestlize je kazZdé hodnoté parametru t prirazeno urcité komplexni ¢islo
2(t) = x(t) +iy(t), (2.14.3)

kde x(t) a y(t) jsou funkce nabyvajict redlngch hodnot, z(t) se nazgvd komplexni funkce
redlného argumentu t.

Parametr ¢ nabyva hodnot z daného intervalu. Graf komplexni funkce z(t) = x(t) +
iy(t) je, podle definice, kiivka s parametrickymi rovnicemi x = z(t), y = y(t); tedy,
hodografy vektorové funkce (2.14.2) a komplexni funkce (2.14.3) jsou shodné.

Piiklad 2.13 Pro funkci
2(t) =t +it? t € (=00, +0)

mdme x =t ay = t>. Hodografem je parabola y = x2. Pokud t nabyvd hodnot od —oo do
+00, bod [t;t?] leZici na parabole se pohybuje tak, Ze kladnd édst osy y zistdvd vidy vlevo.
2.15 Polynomy a racionalni funkce
Definice 2.14 Polynomem (mnohoclenem) n-tého stupné proménné x nazveme vyraz

Po(2) = apz™ + ap_12" ' + -+ ayx + ag,
kde n € N a ay,...,a1,ay jsou libovolnd redlnd ¢i komplexni ¢isla, pricemz a, # 0.
Polynom muze byt zapsén i ve tvaru

P.(z) = ap +aix + -+ ap_12" " + apa”,
Podle toho, z jaké mnoziny bereme koeficienty a;,7 = 1,2,...,n, mluvime o polynomu
celociselném, realném, raciondlnim, komplexnim, atd. Polynomy muzeme scitat, nasobit
¢islem, nésobit mezi sebou a délit. Predpokladejme, ze mame dva polynomy

Po(x) = anz™ 4 an12" " + -+ + arx + ag,

Qm () = bpa™ + bn1™ 4 - by + by,
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kde n > m. Pak jejich souctem je polynom
Po(z) + Qm(x) = (ag + bo) + (a1 + b))z + -+ + (@m + bp)2™ + @mr2™ ™ + - + aya™,
a-nasobkem (a je dané ¢islo) polynomu P(z) je polynom
Py, () = (ay)z™ + (atp_1)z" " + - + (ay)z + (aag)
a sou¢inem polynomu P(z) a Q(x) je polynom
Po(z) - Qun(z) = Ccpyma™™™ + -+ + 12 + co,

kde

=3 ab;, i=01...,n j=01,... m
i+j=k

Pro podil polynomu P(z) a Q(z) plati schematicky vzorec

Pa(x) Ry(z)

kde Ry(x) je polynom (tzv. zbytek) stupné k < m, coz muzeme zapsat ve tvaru

) (2.15.4)

P (z) = Sp_m()Qm(x) + Ri(z).

Polynom S,,_,,,(x) nazyvame édstecnym podilem.

2.15.1 Euklidav algoritmus

Definice 2.15 Polynom D(x), ktery déli beze zbytku polynomy P, (x) a Q. (x) se nazjvd
spolec¢nym délitelem polynomi P, (x) a Q. (). Polynom D(z), ktery md ze vsech spolecnych
déliteli nejuyssi stuper, se nazjvd nejuétsi spolecny délitel polynomi P,(x) a Qum(x).

Vylozime nyni postup nazyvany FEuklidiv algoritmus, ktery slouzi pro nalezeni ne-
jveétsiho spoleéného délitele dvou polynomii.

Necht’ jsou dédny nenulové polynomy P, Q, stupen P = st (P) > st (Q). Polynom P
vydélime polynomem () a dostaneme casteény podil S a zbytek Ry, pro ktery plati st
(Ry) < st (Q) (viz vztah 2.15.4):

P=QS+ R,.

Nyni vydélime polynom @) zbytkem R; a ziskdme castecny podil S; a zbytek R, kde st
(RQ) < st (Rl),
Q - R151 + Rg.

Vydeélime polynom R; zbytkem R, a dostaneme

Rl = RQSQ + R3.



MATEMATIKA 1B 32

Pokracujeme déle, az v k-tém kroku dostaneme
Ry_3 = Rp_1Sk—1 + By

Protoze st (Rg) < st (Rr_1) < -+ < st (Rg) < st (R;) < st (Q) < st (P), po kone¢ném
poctu t kroku dostaneme
Ry 9= Ry 151+ Ry,
Rt,1 — RtSt + O

Z posledni rovnosti plyne, ze polynom R; je délitelem polynomu R; ;. Dosazenim do
predposledni rovnosti dostaneme

Ri o= RiSiSi—1 + Ry = Ry (S:Si-1 + 1),

neboli R; je i délitelem polynomu R;_» a tak muzeme pokracovat dédle a ukazat, ze vSechny
polynomy R;, j <t jsou délitelné polynomem Ry, tedy i P a @ jsou délitelné R;.

Obrécené, necht’ je polynom D spolecnym délitelem polynomu P a (). Potom D bude
délitelem polynomu R;. Jestlize D déli () a Ry, potom déli i R,. Jestlize déli R, a R,
deli i R3, atd., polynom D tedy musi délit i R;. Ry je tedy nejvétsim spolecnym délitelem
polynomiu P a ().

2.15.2 Veéty o korenech polynomiu
Definice 2.16 Cislo o nazjvame korenem polynomu P,(z), jestlize plati
P.(a) = apa" + ap_10" 7+ daja+ag = 0.

Véta 2.17 (Zakladni véta algebry) Kazdy polynom s redlngmi nebo kompleznimi ko-
eficienty stupné n > 1 md aspon jeden koren (ten muze byt redlny nebo komplexn).

Véta 2.18 (Bézoutova) Cislo a je korenem polynomu P,(z) stupné n > 1 prdvé tehdy,
kdyz
Po(z) = (z — @)Qu-1(2),
kde Q,_1(x) je vhodny polynom stupné n — 1.
Dusledek 2.19 Kazdy polynom P,(z) = a,x2™ + ap_ 12" 1 + -+ + a1 + ag, stupné n > 1

s (komplexnimi) koteny oy, ag, ..., a,, pricemz koteny nemusi byt navzdjem rizné, se dd
rozlozit na soucin korenovych cinitelu

P.(x) =ap(z —aq)(z — ) ... (z — ).

Jinymi slovy, kazdy polynom P, (x), n > 1 mé pravé n kofenu.
Poznamenejme jesté, ze ma-li polynom s redlnymi koeficienty komplexni koten a + b7,
pak je jeho korenem také cislo komplexné sdruzené, tj. a — bj.

Definice 2.20 Nasobnosti korene a rozumime pocet, kolikrat se o vyskytuje v rozkladu
na korenové cinitele.
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Dusledek 2.21 Koren a polynomu P,(x) md ndsobnost k, jestlize P,(x) je délitelny
polynomem (x — a)*, ale nend délitelnsj polynomem (x — a)*+1.

Véta 2.22 (Hornerovo pravidlo) Pro vjpocet hodnoty r = P,(a) polynomu
Po(2) = anz™ + ap_12" 7t + - 4 arx + ag
v bodé x = a nebo pro urcent koeficientu b; polynomu
Qn_1(z) = by 12" 4 F by + by
vzniklého délenim polynomu P,(x) ¢lenem (x — ) lze pouZit tento postup:

bn—l = Qp,

bn—2 - bn—la + ap-1,
b1 = bQOz + as,
b() = blOé + ai,
r = b+ ag = Py(a).

Je vychodné vypocty provadét pomoci nasledujici tabulky:

Qp Ap—-1 | .-- Qo | a1 | Qo
r =« bn,1 bn,Q C. b1 bo r

Disledek 2.23 Jestlize pri pouziti Hornerova pravidla dostaneme r = 0, potom je «
korenem polynomu P,(x).

Véta 2.24 (Vietovy vzorce) Mezi koeficienty a koteny polynomu
Py(7) = ap2" 4+ ap 12"+t + ag = ap(r — o) (@ — ) ... (T — )

plati vztahy (tzv. Vietovy vzorce)

Ap-1 = _an(al +ay+ -+ an)v
Un—o = ap(nag+aqas + -+ + a0z + - + 1),
ag = (—1D)"ap(aias... ).

Disledek 2.25 Kazdy koten déli absolutni clen ay.
Véta 2.26 Meéjme polynom s celociselnymi koeficienty
Po(z) = apz™ + ap_ 12"t + o+ arz + ao.

Celé ¢islo o mize byt korenem, jestlize o déli absolutni clen ay.

Raciondlni ¢islo p/q (kde p je celé ¢islo a q je prirozené cislo nesoudélné s p) muze byt
kotenem polynomu P,(x), jestlize p déli absolutni ¢clen ag a q déli koeficient u nejoyssi
MOCTUNY Q.



MATEMATIKA 1B 34

Definice 2.27 ((Raciondlni lomena funkce) Necht’ P,(z) a Q.. (z) jsou polynomy.
Jejich podil

nazveme racionalni funkci lomenou. Je-li n < m, mluvime o raciondlni funkci ryze
lomené.

2.15.3 Rozklad na parcialni zlomky

V mnohych matematickych a technickych aplikacich (napt. u tzv. transformace Z nebo
pfi integrovani raciondlni lomené funkce v ¢dsti 10.2) je nutné umeét racionalni lomenou
funkci rozlozit na soucet jednodussich zlomku. Tyto zlomky se nazyvaji parcidlni zlomky.
Nésledujici véta podava informaci o jejich tvaru a o tvaru celého rozkladu.

Véta 2.28 Kazdd raciondlni neryze lomend funkce R(x) (tj. n > m) se dd jednoznacné
vyjadrit ve tvaru
R(z) = F(z) + G(z),

kde F(x) je polynom stupné n —m a G(z) je raciondlni funkce ryze lomend.

Véta 2.29 (O rozkladu na parcidlni zlomky) Méjme redlnou ryze lomenou raciondlni

funkci
P,(x)

" Qu(x)’

s rozkladem jmenovatele na korenové cinitele nad R

R(z)

n<m,

Qm(z) = am(x—ozl)kl ({L‘—O{Q)kQ . (x—ozr)kr (22 4pr1z+q)* (22 Fpaz+q2)®2 . .. (22 Fpyrtqy)™,

kde a;, i =1,2,...,7 jsou redlné koreny ndsobnosti k; a kvadraticky trojélem x? + p;x +
g, kde j = 1,2,...,0, p? —4q; < 0, reprezentuje dvojici komplezné sdruZenych koreni
s ndsobnosti s;. Potom

ro =2 (G2 e )

+i< Mj1x+Nj1 Mjgl"l—NjQ N Mjsjl'+Nj3j )
(@ +pjz+q;) (2 +pjx+q;) (@® +pjz +q5)% )

(2.15.5)

j=1
kde vsechny koeficienty A, Mjs, Njs jsou redlnd cisla.

Pti hledédni rozkladu (2.15.5) je nutno uré¢it jeho koeficienty. Ilustrujme postup jejich
hledani na nékolika piikladech.

Piiklad 2.30 Rozlozte na parcidlni zlomky raciondlni lomenou funkci

B 622 + Tx + 4

R@) =5 s s -1
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Reseni. Rozlozime jmenovatele na soucin kofenovych ¢initelu (nejlépe pomoci Hornerova,
schématu):

1
20 +32° — 1 =2 (:1:—§> (x4 1)%
Mame jeden prosty redlny kofen = 1/2 a jeden redlny koten x = —1, ktery mé nadsobnost
2. Podle predchozi véty o rozkladu na parcialni zlomky dostaneme:

6z +7x+4 A N B N C
203 + 322 -1  x— r+1 (x+1)%

1
2
Neznamé koeficienty urcime tak, ze celou rovnici vynasobime jmenovatelem racionalni
funkce (t.j. polynomem 2x* + 32% — 1) a upravime:

1 1
622 + 7o +4 = A2(x +1)* + B2(z — 5)(ac +1) + C2(z — 5),

62> +7r +4 = A2(2> + 22+ 1)+ B2z — 1)(z + 1) + C(2z — 1),
62° +7r+4=A22* +22+ 1)+ B2z + 2z — 1)+ C(2x — 1).
Srovnanim koeficientt polynomu na obou stranach rovnice dostaneme soustavu rovnic:
6 = 2A+2B

7T = 4A+B+2C

4 = 2A-B-C

Soustava ma jediné feSeni
A=2,B=1,C=—-1.

Rozklad na parcidlni zlomky ma proto tvar

6> +7x+4 2 1 1

2:c3+3:c2—1_x—%+:c+1_(:1:+1)2'

Piiklad 2.31 Rozlozte na parcidlni zlomky raciondlni lomenou funkci

162% — 1522 + 62 + 5
(2 —1)%(22 + 22+ 5)

F(x) =

Reseni. Jmenovatel mé jeden redlny koien z = % nasobnosti 2 a dvojici komplexné
sdruzenych kotentu. Rozklad na parcialni zlomky bude mit tvar:

162% — 1522 + 62 + 5 A B Cx+ D

(2z —1)2(2? + 22+ 5) x—%+(x_%)2+:c2+2x+5'

Po vynasobeni spoleénym jmenovatelem dostaneme

1 1\
162° — 152° + 62 +5 = 4A (x - 5) (%422 +5)+4B(2* +22+5)+4(Cx+ D) <x - 5) .
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Po upravé dostaneme soustavu rovnic, ktera ma reseni

Rozklad na parcialni zlomky ma tedy tvar

1623 — 1522 + 62+ 5 1 4z

(2z — 1)2(22 + 22+ 5) (2g3_1)2+x2+293+5'
Céstecnym dasledkem véty o rozkladu na parcidlni zlomky je nasledujici véta:

Veéta 2.32 Méjme redlnou ryze lomenou raciondlni funkci

Potom I I I
R ) — 1 2 + + m :
(z) (x—=X\)  (z—A) (x — )
kde e
L= 0 =1.2,...,m.
Q1. (Ni)

Piiklad 2.33 Rozlozte na parcidlni zlomky raciondlni lomenou funkci

2+ 1

R(w) = (22 —1)(22+ 2 —6)

Reseni. Rozlozime jmenovatele na souéin kofenovych ¢initelt.
(2> =1)(2* +2—6) = (z+ 1)(z — 1)(z + 3)(z — 2).
Vsechny kotfeny jsou redlné prosté. Rozklad bude mit tvar

2+ 1 A B C D

(x2—1)(x2+x—6)_x+1+x—1+x+3+x—2'

Po vynésobeni rovnice jmenovatelem (22 — 1)(z% + z — 6) dostaneme
PHl=Alr—-D(x+3)(z-2)+Bla+1)(z+3)(z—-2)+Cxz+1)(z — 1)(x — 2)+

+D(z+1)(x — 1)(xz + 3).
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Do posledni rovnice postupné dosazujeme jednotlivé koreny. Pro xy = —1 dostaneme po
dosazeni:

(1) +1=A(-1—-1)(=1+3)(-1-2)+ B(-1+1)(-1+3)(-1—-2)+C -0+ D -0,
2= A(-2)(2)(-3),
A=
6
Proxz =1:

I1+41=A01-1)143)(1-2)+B1+1)(1+3)(1-2)+C-0+ D -0,

Proz = —3:

(=3 +1=A-0+B-0+C(-3+1)(-3-1)(-3-2)+ D0,

Pro z = 2:

Koneény rozklad ma tedy tvar

r? 41 1 1 1 1

@ —1)@+7-6) 6x+1) 4z—1) 4x+3) 3@-2)

2.16 Shrnuti

V této kapitole jsme se seznamili se zakladnimi pojmy matematické logiky, teorie mnozin,
¢iselnych mnozin a funkei. Nauéili jsme se také rozkladat podil dvou polynomu na soucet
parcialnich zlomku. Zavedeny aparat budeme prubézné vyuzivat v dalsim vykladu. Napt.
rozklad na parcidlni zlomky se uplatni pfi integraci raciondlnich funkei (viz éast 10.2),
str 170). Stanoveni, zda je funkce lichd, sudd, rostouci, klesajici a pod. se uplatni pfi
urcovani prubéhu funkece (viz 7.16, str. 132.



MATEMATIKA 1B 38

2.17 Kontrolni priklady ke kapitole 2

1. Je dédna funkce f(x). Urcete jeji definiéni obor D(f), obor hodnot H(f) a hodnoty
f(=2) a f(10).
Vzor: Funkce f(z) = sinz je definovana pro vSechna redlnd ¢isla, tedy D(f) =
R. Nabyvéd hodnot v intervalu (—1;1), tedy H(f) = (—=1;1). f(—2) = —0,909...,
£(10) = —0, 544....
Jiny pfiklad: Pro funkci f(x) = vz — 1 je D(f) = (1;00), H(f) = (0;0). f(—2)
neexistuje, f(10) = /10 — 1 = /9 = 3.

(a) f(x)=2x—-5
(b) flx)=2*+1
(c) f(x) = 5e”

(d) f(z) =sin2x

2. Jsou dény funkce f(x) a g(x). Napiste funkce u(z) = f(g(x)), v(z) = g(f(z)) a
w(z) = f(f(z)). Vypoctéte funkéni hodnoty u(0), v(1) a w(—2).

f(z) =222 -3, g(x) =€

3. Najdéte definiéni obor funkce f(z):

(a) f(z) =+x+ 6+ sinbx
(b) flx) = 25

(©) f(z) = V3T —°

(d) flz)=v2+a—2a?
(e) f(z)=log(z*—9)

(f) f) =3

(g) f(x) = arcsin 252

(a) f(z)=—-2x+52z€R

(b) f(x) =22*+ 16, z € (0;00)
(c) flz)=e*T3 2R

(d) f(x)=In(z—2), z € (2;00)

5. (a) Rozlozte na parcidlni zlomky racionélni lomenou funkci

222 +1

Rz) = e iie —6




Fakulta elektrotechniky a komunika¢nich technologii VUT v Brné

39

(b) Rozlozte na parcidlni zlomky racionalni lomenou funkci

2 —3x+1
z(x—1)(z—2)

R(z) =

Vysledky jsou uvedeny v ¢asti 15.2.



Kapitola 3

Matice a determinanty. Soustavy
linearnich rovnic a jejich reseni.

3.1 Cil kapitoly

Rada technickych, ekonomickych a jinych problému vede na soustavy linedrnich alge-
braickych rovnic. Jako vhodny aparat pro jejich zapis a nasledné reseni se ukazaly matice.
Proto se nejdiive sezndmime s maticemi a jejich vlastnostmi. Ukazeme si, co je determi-
nant ¢tvercové matice a jaké jsou jeho vlastnosti. Nauc¢ime se nékterym metodam vypoctu
determinantu a jejich pouziti pti urcovani vlastnosti matic.

Budeme se dale vénovat algebraickym operacim s maticemi. Vedle s¢itani matic a
nasobeni matice ¢islem si zavedeme i souc¢in matic. Jedna se o operaci, které se vyrazné
odlisuje od operace s ¢isly. Jde o nekomutativni operaci, tedy sou¢in AB se nemusi rovnat
soucinu BA. Bude zélezet na poradi ¢initelu. Dalsi odlisnosti od pocitani s redlnami ¢isly
je, ze u matic muze nastat situace, kdy se soucin dvou nenulovych matic rovna nulové
matici.

Vlastnosti determinanti a matic pouzijeme pii popisu soustav linearnich algebraickych
rovnic. Ukazeme si, kdy je takova soustava fesitelnd a jakym zpusobem muzeme urcit jeji
feSeni. Stanovime, kdy bude soustava fesitelna pro libpvolnou pravou stranu.

Na zaveér si uvedeme i i dvé numerické metody pro feSeni soustav linearnich algebraick-
ych rovnic. Obé metody predpokladaji, ze matice koeficienti bude specialniho typu. Nelze
je pouzit pro libovolnou soustavu. Pokud ale soustava spliuje pozadované podminky,
t.j. matice koeficienti méa pozadovany tvar, potom numerickd metoda zarucuje, ze se
dostaneme k feseni soustavy s pozadovanou presnosti.

Praci nam muze usnadnit pouziti vhodného pocitacového vybaveni. Program Maple
umoznuje vypocet determinantu, provadi operace s maticemi, Tesi soustavy.

40
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3.2 Matice

Nejdrive si vybudujeme potifebny matematicky aparat.

Definice 3.1 Necht’ m,n jsou prirozend cisla. Jestlize kazdé usporddané dvojici (i,j) €
{1,2,...,m} x{1,2,...,n} priradime prvek a;; € R, obdrzime redlnou matici typu (m,n)
nad R. Cisla i, nazgjvame indexy: © je Tddkovy a j je sloupcovy index.

Matice zapisujeme jako

a1; A12 Q1n

21 Q22 Q2p,
A= (ai3> = .

Am1 Am2 - .. Amn

Matice budeme oznacovat velkymi pismeny. Symbol R,,,, zna¢i mnozinu vSech realnych
matic typu (m,n).

3.2.1 Specialni typy matic
Uved’'me nékteré casto se vyskytujici specialni typy matic.
e Matice fadkova: pro m = 1 dostavame A = (aq,as, ..., a,)

e Matice sloupcova: pro n = 1 dostavame A =

e Matice diagondlni je takovd matice A, pro niz plati: a;; = 0 pro Vi # j , tj.

a1 0 ... 0
A |V
0 0 cer Gmm

Vyse uvedend matice A je typu (m,m), obecné viak muze mit diagonalni matice
bud’ jesté dalsi sloupce, v nichz budou samé nuly, a nebo dalsi radky, v nichz budou
opét samé nuly. Prvky a; proi=1,2,..., min{m, n} tvoii hlavni diagondlu.

e Matice ¢tvercova radu m : Jestlize m = n, potom mluvime o ¢tvercové matici

a1 a2 ... Qaim

; 921 a929 .. Qom
radu m. A =

Am1 Am2 ... Amm
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e Matice jednotkova je ¢tvercova diagondlni matice, kterd ma na hlavni diagonéle
10 ... 0
o 01 ... 0
samé jednicky: [ = .
00 . 1
00 . 0
: : o : 00 ... 0
e Matice nulova je takova matice, jejimiz prvky jsou pouze 0 : O =
00 ... 0

e Matice transponovana k matici A typu (m,n) vznikne zdménou fadku puvodni
matice za sloupce a naopak. Vyslednou matici znaéime A7 a mé n fadka a m

a1 a21 ... Qi

0 .. G12 GA22 ... Q2
sloupci, neboli je typu (n,m). AT = |

A1y A2 ... Qmn

e Matice symetricka je Ctvercova matice takova, pro niz plati a;; = aj; Vi, j.

1 -2 5 -1
y . -2 2 -3 . _
Napf. matice A = 53 0 —1 |7 symetricka.
-1 7 -1 3

Pro kazdou symetrickou matici plati A = AT.

3.2.2 Linearni zavislost a nezavislost matic.

Definice 3.2 Matice A = (a;;) je rovna matici B = (by), jsou-li obé matice stejného typu
a stejnolehlé proky se sobé rovnaji, tj. A € Ry, B € Ry, aij = bij, proVi,j € {1,2,...,m}x
{1,2,...,n}.

Definice 3.3 Souctem dvou matic A, B € R,,, ,, je matice C' € R,,, ,, takovd, Ze c;; = a;j + bjj :
ail 12 e QA1 bll 612 PN bln
a12 929 Ce QAon, b12 1922 Ce bgn
A+B=] . ) . ) + 1 .
m1 Am2 ... (mp bml bm2 s bmn
a1 +bn aip+bie ... ap, + by, ci1 Ci2 ... Cin
as; +ba1  age+by ... ag, + by Co1 Co2 ... Cop
p— . . R p— p— C
am1 + bml Am2 + bm2 e Amn + bmn Cm1 Cm2 ... Cmn
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Cl’selnym a-nasobkem, a € R, matice A € R,, ,, je matice D € R, ,, takovd, Ze d;; = aa;.

a1 a12 . Qip o - a1 a - a9 N AT
a192 929 .o Qop Q- Q21 a - 929 ... (Xt A9y
a- A=« =
Am1 Am2 - Qmn Q- Upl O Qpa - Q- Gy
(3.2.2)
diy  dio din
d d doy,
_ 21 . 22 2 _D
dml dm2 dmn
Linedrni kombinaci matic Ay, As, ..., Ax € Ry, s koeficienty A1, g, ..., N\, nazveme
matici A = )\1141 + )\QAQ + -+ )\kAk
Definice 3.4 Mejme rovnost
MAL+ XA+ -+ NA, = O (3.2.3)
kde O je nulovd matice. Matice Ay, As, ..., A nazveme linedrné zavislé, pokud I\; # 0,
i = 1,2,...,k a rovnost (3.2.3) plati.
Matice Ay, As, ..., Ax nazveme linedrné nezavislé, pokud rovnost (3.2.3) plati tehdy a jen
tehdy, kdyz \; =0 proVi=1,2,... k.
Disledek 3.5 Jsou-li Ay, Ao, ..., Ay linedrné zdvislé, potom alespon jedna z nich je linedrni
kombinaci zbyvajicich.
Je-li nékterd z matic Ay, As, ..., Ag linedrni kombinaci zbyvagjicich, jsou matice
Ay, Ag, ..., AL linedrné zdvislé.
Je-li nékterd z matic Ay, As, ..., Ax nulovd, jsou matice Ay, As, ..., Ay linedrné zavislé.
1 0 1
s . 2 -1 0 , L
Priiklad 3.6 Matice A, = E Ay = 1| Az = _o | Jsou linedrne
0 1 2

zavislé, protoze plati Ay + 2A5 — Az = O.

Priklad 3.7 Urcete linedrni zdavislost ¢i nezdvislost matic

1 1 0
A1: 0 ; A2: 2 y A3: ]_
0 0 1
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Reseni. Sestavime linedrni kombinaci téchto matic podle definice 3.4

)\1141 + )\QAQ + /\3A3 ==

Po dosazenich a tupravach dostavame

0
0
0
0 0
+xnl1)=10],
1 0
0
= o
0

1 1
Ml O]+ 2
0 0
A1+ A
202 + A3
Az
Porovnanim stejnolehlych prvku dostaneme soustavu rovnic
AL+ Ay 0,
20+ A3 = 0,
As = 0,

kterd ma teSeni Ay = Ay = A3 = 0. Podle definice 3.4 jsou matice Ay, Ay, A3 linedrné

nezavislé.

3.3 Determinanty

Definice 3.8 Permutace je zobrazeni mnoziny {1,2,...,n} na sebe.

Piiklad 3.9 Urcete vsechny permutace mnoziny {1,2,3}.

Reseni. 7Z triprvkové mnoziny muzeme vytvorit nasledujici permutace prostym vyctem

vSech moznosti:

{1,2,3},{1,3,2},{2,1, 3},

Definice 3.10 Inverzi v permutaci (iy, iz, ..

{2,3,1},{3,1,2},{3,2,1}.

<y in) Tozumime kazdy vyskyt takové dvojice

c¢isel, Ze vetsi stoji pred mensim (tj. vlevo od néj).

Priklad 3.11 Permutace (2,3,1) md dvé inverze 2 > 1 a 3 > 1.

Definice 3.12 Determinant ctvercové matice A radu n je ¢islo

11 A2 A1n

Q21 A22 Q2
det A=|A| =] . ,

an1  Ap2 Ann

kde scitame pres vSechny permutace (j1, Jo, - - -

poctu inverzi v permutaci (J1, Jo, - - - Jn)-

> (=1)Way,az, . an,,

(j17j27"'7jn)

,Jn) mnoziny {1,2,....,n} a t(j) je rovno
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Z definice determinantu lze snadno odvodit jednoducha pravidla pro vypocet determi-
nantu matic 2. a 3. fadu, tzv. kriZové a Sarrussovo pravidlo.

e Kiizové pravidlo pro vypocet determinantu matice druhého radu:

a b
e d '—ad—bc

e Sarrusovo pravidlo pro vypocet determinantu matice tretiho radu:

=aek +bfg+ cdh — ceg — afh — bdk

Q Q.
> 0 o
TN~ O

N

Poznamka 3.13 Pro determinanty matic vyssich radi se podobné vzorece nepouZivaji.

3.3.1 Vlastnosti determinantu

Z definice determinantu vyplyvaji nasledujici vlastnosti determinantu, které uvadime bez
dukazu.

Véta 3.14

1.

S

V' definicnim vyjadreni determinantu matice A se vyskytuje clen ayj, asj, . .. anj,
se znaménkem (+4), pokud md permutace (ji,J2,...,Jn) Sudy pocet inverzi a se
znaménkem (—), pokud md permutace (j1, j2, ..., jn) lichy pocet inverzi.

Pravidla pro pocitdni s deteminanty, kterd formulujeme pro dadky, plati i pro sloupce
a naopak. Specidlné, det A = det (AT), tedy determinant ctvercové matice je stejnij
jako determinant matice k ni transponované.

Zdménou dvou sloupcu matice A se hodnota determinantu zméni na opacnou.
Determinant matice, ktera md dva stejné sloupce, je roven nule.
Spolecény nasobek vsech prvki sloupce lze vytknout pred determinant.

Necht’ pruky s-tého sloupce matice A jsou linedrni kombinace prvki tvaru

a;s = Pbis + ycis, potom |Al = B|As| + 7| Ael, kde matici Ay ziskdme z matice A
nahrazenim s-tého sloupce prvky b;s a ponechdanim ostatnich beze zmeény a matici
A, ziskdme obdobné nahrazenim s-tého sloupce matice A prvky c;s a ponechdnim
ostatnich beze zmény.

Jestlize néktery sloupec matice A je linedrni kombinact zbjvajicich, potom |A| = 0.

Hodnota determinantu se nezméni, pokud pricteme k jednomu sloupct linedrni kom-
binaci zbyjvagicich sloupcal.
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9. Determinant diagondlni matice je roven soucinu prvku na hlavni diagondle.

Pocitat hodnotu determinantu pro matice vyssich radu piimo podle definice je obtizné
a Casoveé narocné. Proto se pro jejich vypocet pouziva "rozvoj” determinatu podle tadku
nebo sloupce. Vypocet se tak vyrazné urychluje a souc¢asné se snizuje i pravdépodobnost
chyby.

Definice 3.15 Algebraickym doplitkem Ay prvku ags nazveme éislo Aps = (—1)* My,
kde My je determinant matice, kterd vzniklne z matice A vynechdnim k-tého tddku a
s-tého sloupce.

Véta 3.16 (Laplaceova véta o rozvoji determinantu) Pro kaZdou ctvercovou matici
A a kazdé k € {1,2,...,n} plati

Al = aw A + agr Aok + - + GppAng-
Kazdy deternimant matice fadu n si timto zpusobem vyjadiime jako soucet nésobki n
determinantu fadu (n — 1).
vypocet se nam dale zkrati, pokud budeme provadét rozvoj podle fadku (sloupce), ktery
obsahuje vétsi pocet nul.
Dusledek 3.17 Vzhledem k rovnoprdavnosti radki a sloupci plati Vk € {1,2,...,n}

Al = ar1Apr + arpAga + - + Qpn Agn.-

Piiklad 3.18 Urcete hodnotu deterninantu matice A, je-li

—-10 5 -7 4

-7 3 -9 3

A= -2 1 -1 1
-5 5 =3 5

Reseni. Nésobky druhého sloupce budeme piicitat ke zbyvajicim tak, abychom ve tietim
radku dostali nuly. Dvojnasobek druhého sloupce pricteme k prvnimu sloupci, ke tretimu
sloupci pricteme druhy a od ¢tvrtého sloupce odec¢teme druhy sloupec.

—-10 5 -7 4 05 -2 -1

4] = 73 93| _|-13 -6 0_
-2 1 -1 1 01 0 O
-5 5 =3 5 55 2 0

Rozvineme determinant podle tfetiho fadku a potom podle posledniho sloupce:

0 —2 -1
= (=D -1 =6 0 |=(=1)(=1)(-=1)
5 2 0

-1 —6
5 2

-
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Poznamka 3.19 Pri vipoctu je vhodné si nejprve zapsat sloupec (tddek), jehoz ndsobky
budeme pricitat ke zbyvajicim. Zapisujeme jej na jeho misto, protoZe nemizZeme ménit
potadi jednotlivijch sloupci, aniz by doslo i ke zméné hodnoty determinantu. Snizime tim
moznost, Ze se nechténe dopustime chyby.

Véta 3.20 Pro kaZdou ctvercovou matici A Tddu n a pro kaZdou dvojici ruzngch indexu

k.,le{l,2,....,n}, k#1, plati
a1 Ay + agkAg + - + apiAn =0,

ap Apn + areAip + - + agp A, = 0.

3.4 Hodnost matice a elementarni Gpravy

V této casti se seznamime s pojmem hodnosti matice, ktery je pozdéji vyuzijeme napf.
pii urcovani poctu feseni soustavy linearnich algebraickych rovnic.

Definice 3.21 Necht’ A € R, k < min(m,n). Vybereme v matici A libovolné k rddku
a k sloupci. Elementy stojici na prusecicich téchto rdadki a sloupciu tvori matici Tddu k.
Jeji determinant nazveme minorem k-tého radu matice A.

Dusledek 3.22 Minoru k-tého tddu matice A € R, ,,, k < min(m,n) muzeme vytvorit
celkem () - (7).

Priklad 3.23 Mejme matici

A:

SN W
= O N
[ N
[ e T )

Muzeme z ni vytvorit celkem 12 minoru proniho rddu, 18 minoru druhého Tddu a 4 minory
tretiho radu. Vsechny minory tretiho rddu jsou pritom nulové.

Definice 3.24 Hodnost nulové matice je rovna nule.
Hodnost nenulové matice A je rovna k, jestlize existuje nenulovy minor rdidu k a vsechny
minory vyssich tddu, pokud existuji, jsou rovny nule.

Véta 3.25 Mad-li matice A hodnost k, md potom pravé k linedrné nezdvislych sloupci
a naopak, mad-li matice A prdvé k linedrné nezdvislych sloupcu, potom md hodnost k.

Dusledek 3.26 Determinant ¢tvercové matice A je nenulovy pravé tehdy, kdyz vsechny
sloupce jsou linedrné nezdvislé.

Definice 3.27 Za elementarni ipravy matice A prohldisime

1. Prechod od matice A k matici transponované AT,
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2. Vzajemnou vymenu dvou Tdadki.
3. Vynasobeni vsech prvki v jednom tddku nenulovym cislem.
4. Pricteni k jednomu tddku linedrni kombinace zbyvajicich rddki.
5. Vynechdni nulového radku.
Veéta 3.28 Elementarni upravy neméni hodnost matice.

Definice 3.29 Matici A € R,,,,, nazveme horni trojihelnikovou matic?, kdyz

a; = 0 Vi > j > min(m,n). Matici A nazveme dolni trojihelnikovou matici, kdyz
a;; = 0Vi < j <min(m,n). Vznikla-li matice B z matice A pomoci elementdrnich tiprav,
piseme A ~ B.

Lze dokéazat, ze postupnym uzitim elementarnich uprav lze kazdou matici prevést na
trojihelnikovou matici. Tento postup se nazyva Gaussova eliminacni metoda. Dale lze
ukazat, ze postupnym uzitim elementarnich iprav lze kazdou matici prevést na diagonalni
matici. Tento postup se nazyva Jordanova eliminacni metoda. Déle je ziejmé, ze deter-
minant trojuhelnikové matice fadu n je roven soucinu prvku na hlavni diagonéle.

Priklad 3.30 Urcete hodnost matice

1 0 2 3 =5
2 -1 00 2
A 3 1 61 0
4 0 -2 1 1

Reseni. Prvni fadek vyndsobeny (—2) pfic¢teme ke druhému, prvni fadek vyndsobeny
(—3) pri¢teme ke tfetimu a prvni fddek vyndsobeny (—4) pricteme k poslednimu fadku.

1 0 2 3 =5
0o -1 -4 -6 12
0 1 0 -8 15
0 0 —-10 —-11 21

A~

Prvni a posledni tadek opiseme, tieti pricteme ke druhému a zapiSeme tieti fadek jako
druhy

10 2 3 =5

0 1 0 -8 15

00 -4 —-12 27

0 0 —-10 —11 21

AN

Prvni tii fadky nechdme beze zmény, posledni rddek nasobime (—4) a pfi¢teme k nému
desetinasobek tretiho radku

10 2 3 =5
A~ 01 0 -8 15
00 —4 —-12 27
00 0 =76 186
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Matice A je prevedena na trojuhelnikovy tvar, mé ¢tyti nenulové radky, prvni ¢tyii radky
a prvni ¢tyfi sloupce tvoii nenulovy minor fadu 4 (jeho hodnota je 304), hodnost matice
A je proto rovna Ctyrem.

3.5 Operace s maticemi

V casti 3.2.2 jsme se seznamili se sc¢itanim matic a nasobenim matice ¢islem. Nyni si
ukézeme nésobeni matic.

Definice 3.31 Soucinem matice A € R,,,, a matice B € R,,, v uvedeném poradi je
matice C € Ry, ,, pro kterou plati

C:AB, C:(Cij), Cij:Zaikbkj, izl,...,m,jzl,...,p.
k=1

Tedy
a1 a19 oo Qun b11 b12 Ce bln C11 C12 ... Cip
Q21 d22 ... Qgp bai by ... by, Co1 Co2 ... Cop
. - ,
Am1 Am2 .. A, bml bmg e bmn Cmi Cm2 ... Cmn

n
kde Cij = Zk:l aikbkj.

Matice nésobime tak, ze nasobime prvni prvek i-tého fadku a prvnim prvkem j-tého
sloupce plus souc¢in druhého prvku i-tého fadku a druhého prvku j-tého sloupce plus
... plus soucin posledniho prvku i-tého radku a posledniho prvku j-tého sloupce. Ziskané
¢islo bude prvkem vysledné matice a bude stat v +-tém tadku a j-tém sloupci.

Poznamka 3.32 Ndsobeni matic neni komutativni, t.j. existuji takové matice A, B, Ze
plati AB # BA nebo néktery ze soucinu AB, BA neni definovdn.

Priklad 3.33 Necht’ A € Ry3 a B € Ry 4. Potom soucin AB existuje, ale soucin BA
nent definovdn.

Dusledek 3.34 Soucin matic A a B je definovdn prdvé tehdy, kdyz pocet sloupci matice
A je roven poctu tddkiu matice B.

Piiklad 3.35 Méjyme ddany matice

-(31) - (33)

47 5 5
AB—(7 6>’ BA_(lO 5>,tedyAB7éBA.

Potom
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Priklad 3.36

11 1 2 0 0
=(a) =) 2=(00)
Mame pripad, Ze A # O, B # O, ale AB = O. Jednd se o situaci, kterd nemd obdobu

v oboru redlngjch c¢isel. Nelze proto prendset automaticky poznatky z ¢iselnych mnozin do
teorie matic.

Véta 3.37 Pro vsechny matice A € R,,,,,,B,C € R, ,,D € R,, a pro libovolné ¢islo
a € R plati:

1. A(B+C) = AB+ AC,

2. A(BD) = (AB)D,

3. (@A)B = A (aB) = a(AB),
J. (AB)T = BT AT,

Véta 3.38 Pro kazdou matici A typu (m,n) plati AI = A, kde I je jednotkovd matice
rddu n.

Disledek 3.39 A=A, kde I € R,, .

Véta 3.40 Necht’ A je matice typu m,n, potom soucin AAT je matice symetrickd.

3.5.1 Inverzni matice

Veéta 3.41 Necht’ A, B, C jsou c¢tvercové matice radu n a necht’ plati
AB=CA=1.
Potom B = C.

Dukaz.
C=CI=C(AB)=CAB=(CA)B=1IB=B.

Definice 3.42 Necht’ A, B jsou ¢tvercové matice 7ddu n a necht’ plati
AB=BA=1.

Potom rikdme, Ze matice B je matice inverzni k matici A. Tuto skutecnost zapisujeme
ndsledujicim zpisobem: B = AL,



Fakulta elektrotechniky a komunika¢nich technologii VUT v Brné 51

Piiklad 3.43 Pro kazZdou matici A nemusi existovat takovd matice B, Ze plati AB = I.
Vynasobime-li matict

(11 : o [ B
A—(O O) slzbovolnoumatzczB—(fy 5),

(11 a Y\ [(a+vy B+
w=(a0) (7 5) =" ")

To ovsem znamend, Ze pro danou matici A neexistuje matice B takovd, Ze po jejich vynd-
sobent dostaneme matici jednotkovou.

dostdvame

Definice 3.44 Matice, k niZ existuje matice inverzni, se nazyvd regularni. V opacném
pripadé mluvime o matici singularni.

Veéta 3.45 Necht’ A,B jsou dvé requldarni matice 7dadu n. Potom plati:
1. Souc¢in AB je requldrni a (AB)™' = B~1A~L
2. Matice A™" je requldrni a (A7')™! = A.
Véta 3.46 Necht’ A, B jsou libovolné ctvercové matice 7adu n. Potom |AB| = |A| - |B].

Dusledek 3.47 Polozime-li v predchozim vztahu B = A~ (predpokldddme, Ze matice A
je requldrni a k ni inverzni matice B tedy existuje), pak
1

A = .
A7 =13

Ddle lze ukdzat, ze matice A je requldrni pravé tehdy, kdyz jeji determinant je nenulovy.

Definice 3.48 Adjungovanou matici k matici A nazjvdme matici adjA = (a;), kde
a A

* e ..
ij — 4iji

7 definice vyplyva, ze matici adjungovanou ziskame, kdyz kazdy prvek matice A nahradime
jeho algebraickym doplikem a vyslednou matici transponujeme.

Priklad 3.49 Ovérte, Ze plati: |adj A| = |A|*L.

3.5.2 Vypocet inverzni matice
Veéta 3.50 Bud’ A requldrni matice. Potom pro inverzni matici plati:

1

-1 _
A=

adj A).
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Priklad 3.51 Uwved'me postup pro urceni inverzni matice k requldrni matici rddu 2.

_(ab . d —b 1 1 d —b
A(c d)’ adyA(_C a)’ tedy A ad—bc(—c a)'

Priklad 3.52 Urcete inverzni matici k matici A, jestlize

2 0 7
A= 1 -4 =5
3 1 2

Reseni. Protoze |A| = —16 + 7+ 84 + 10 = 85, je matice A regularni a tedy k nf existuje
matice inverzni. Uréime jednotlivé algebraické dopliky.

—4 =5 1 -5 1 —4

A11—' . 2‘:_3,,412:_‘3 2’:_17,,413:‘3 1‘=13,

07 27 20
0o 7 2 7 2 0
A31—'_4 _5‘—28,1432——‘1 _5’—17,1433—’1 _4‘:—8
Potom

-3 7 28 1 -3 7 28
adj A= | —17 —17 17 a Al= = —17 —17 17
13 -2 -8 13 -2 -8

Véta 3.53 Pro vypocet inverzni matice vyssich tddu pouzivame metodu doplnéni s jed-
notkovou matici: Vedle matice A (vpravo) napiseme jednotkovou matici téhoz vdidu a po-
moci tadkovych elementdrnich iprav prevedeme matici (A|I) na tvar, kdy vlevo bude
matice jednotkovd. Potom vpravo bude matice inverzni

ai;r a1 ... Qip 1 0 ... 0
(A|I) _ 21 @292 ... (Q2pn 0 1 0 N (I|A_1)
Ap1 Ap2 ... Qpp 00 ... 1

Priklad 3.54 Urcete inverzni matici k matici A, jestlize

3 =4 5
A= 2 -3 1
3 =5 -1
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Reseni. Zapiseme vedle sebe matici A a matici jednotkovou. Od prvniho fadku odecteme
druhy:

3 -4 5|1 00 1 -1 4|1 -1 0
ANh=1|2 -3 1010 |~[2 =3 1/0 10
3 -5 —1/0 0 1 3 -5 —1/0 0 1

Néasobky prvniho fadku odecitame od zbyvajicich, poté odec¢itame nasobek druhého radku
od ttetiho:
1 -1 41 1 =10 1 -1 4|1 -1 0
AlI)~l 0 -1 —-7/-2 30 |~(0 1 7|2 =30
0 -2 —-13|-3 31 0O 0 1]1 =31

Nyni odecitame nasobky tretiho radku od zbyvajicich a poté secteme druhy a prvni radek:

1 -1 0|-3 11 —4 10 0/-8 29 —11
(Al[I)~| 0 1 0/-5 18 =7 |~ 01O0|-5 18 -7
0O o1} 1 -3 1 001 1 -3 1
Tedy pro matici A je inverzni matice
-8 29 11
At=| -5 18 -7
1 -3 1

Poznamka 3.55 Neni nutné predem provérovat reqularitu matice A. Pokud matice A

nent requldarni, tak pomoci radkovich iprav ziskame v levé poloviné nulovy rdadek. Provddime
totiz stejné upravy jako pri zjist’ovani hodnosti matice. Vypocet v takovém pripadé konci
a Tikdme, Ze matice inverzni neni definovdna.

Priklad 3.56 Urcete inverzni matici k matici B, jestliZe

1 1 =2
B = 1 -2 1
-2 1 1

Reseni. Zapiseme vedle sebe matici A a matici jednotkovou. Nésobky prvniho Fadku
odecitame od zbyvajicich:

1 1 =2]1 0 0 1 1 -2 1 00
(B|I) = 1 -2 1/]01 0 |~|l0-=-3 3|/-110
-2 1 1/0 0 1 0 3 =3, 201
Sec¢teme druhy a treti radek:
1 1 =2 100
BI)~[ 0 -3 3|-1 10
0O 0 0| 1 11

Vlevo jsme dostali nulovy fadek. Protoze jsme pouzili pouze upravy, které neméni hodnost
matice, je hodnost matice B rovna 2. Matice B je proto singularni a inverzni matice
k matici B neexistuje.
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3.6 Soustavy linearnich rovnic: Zakladni pojmy

Vztah
Ax = b,

kde A € Ry, b € Ry, 1, € R, 1 nazyvame soustavou linedrnich (algebraickych) rovnic.
Matice A, b jsou dané ¢Ciselné matice a matice = je hledany vektor feSeni. V rozepsaném
tvaru dostavame:

anry + aprs + ... 4+ AT, = bl
2121 +  a99T9 + ... T+ a = b2

R (3.6.4)
Am1T1 + Ama®2 + ...+ ApnTp = bm

Matici A také nazyvame matice koeficientu , matici b sloupec pravych stran a x sloupec
neznamych. Matice

a1 19 ... Qup | b1

921 929 ... Qop ’ b2
(AJb) = .

Al Gm2 -+ Qpn | b

nazyvame matici rozsirenou.

Kazdy sloupec (sloupcova matice) a, pro ktery plati Ao = b, se nazyva resenim
soustavy (3.6.4).

Déle fikdme, ze soustava (3.6.4) je resitelnd, ma-li aspon jedno Feseni, jednoznacné
resitelnd, ma-li pravé jedno teSeni a viceznacné resitelnd, ma-li vice nez jedno fesSeni.

Definice 3.57 Soustava linedrnich algebraickych rovnic se nazjvd homogenni, jestlize je

tvaru
Axr = O, (3.6.5)

kde O je nulovy sloupec. V opacném pripadé mluvime o nehomogenni soustavé.

Definice 3.58 Je-li Ax = b nehomogenni soustava, pak ptridruzenou homogenni sous-
tavou rozumime soustavu Az = O (t.j. homogenni soustavu se stejnou matici koeficientu
jakou md nehomogenni soustava,).

Je-li napriklad dana nehomogenni soustava

3x1+ 19 —4dz3 = 1
Try — 2!L’2 +x3 = 5
2$1 — Ty — 31’3 == 4,

pak pridruzend homogenni soustava ma tvar
3.1'1 + X9 — 4512'3 =0
Try — 21’2 +x3 = 0

21’1 — X9 —31’3 = 0.
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3.7 ResSeni soustav linearnich algebraickych rovnic

Nésledujici véta je specidlnim piipadem Frobeniovy véty, s niz se seznamime pozdéji.

Véta 3.59 Necht’ soustava Ax = b md requldrni matici koeficientu. Potom md tato sous-
tava prdve jedno resend.

Ma-li soustava praveé jedno feSeni, muzeme je urcit pouzitim tzv. Cramerova pravidla:
k-ty clen feseni je zlomek, v jehoz jmenovateli je determinant matice koeficienti A a v ¢i-
tateli determinant matice Dy, kterd vznikne z matice A tak, ze k-ty sloupec nahradime
sloupcem pravych stran soustavy (3.6.4), ostatni sloupce ponechame beze zmény. Tedy

ap; ... Qip—1 b A ... an
a1 ... Qo1 by agp1 ... agy,
Gp1 ... QApk—1 bn Qpk+1 -+ Anp
T =
|Al ’

kde k = 1,2,...n.

Priklad 3.60 Najdéte reseni soustavy rovnic

3LL’1 + o — 41’3 =1
T, — 2£E2 +x3 = 5
2.171 — Ty — 31’3 = 4

ReSeni. Uréime determinant matice koeficientu

3 1 —4
Al=]1 -2 1|=14.
2 -1 -3

Determinant matice A je nenulovy, soustava je tedy jednoznacné feSitelnd. Spocitame
determinanty matic D;, kde matice D; vznikne z matice A nahrazenim i-tého sloupce
(1 = 1,2,3) sloupcem pravych stran dané soustavy.

1 1 —4 3 1 —4 3 11
IDi|=|5 —2 1|=14, [Dyf=|15 1|=-28 |Ds|=|1 -2 5/|=0.
4 -1 -3 2 4 -3 2 -1 4
Potom x; = |D;|/|A|, takze mame
14 —28 0
T T VI

Poznamka 3.61 Cramerovy vzorce ndm sice ddvaji presné resent, ale vyZaduji vypocet
(n+1) determinanti n-tého tadu. Pro rozsdhlejsi soustavy je jejich pouziti problematickeé,
protoZe ani s pomoci vypocetni techniky nejsme schopni urcit presné hodnoty determi-
nantu. Cramerovy vzorce navic predpoklidaji reqularitu matice koeficientu, a nedaji se
proto pouZit pro libovolnou soustavu.
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Véta 3.62 (Frobeniova.)
Soustava (3.6.4) je resitelnd pravé tehdy, kdyz se hodnost matice koeficienti rovnd hodnosti
matice rozsirené.
Dusledek 3.63 Lze dokdzat, Ze je-li soustava (3.6.]) tesitelnd, t.j. h(A) = h(A|b) = h,
pak pro h = n md soustava (3.0.4) pravé jedno teseni a pro h < n md soustava (5.6.4)
nekoneéné mnoho feseni, kterd zdvisi na (n — h) parametrech.
Piiklad 3.64 Reste soustavu
r+y+z =1
20 +y+2z = 1
r+y+3z = 2

Reseni. Protoze |A| = —2 # 0, 1ze pouzit Cramerovo pravidlo. Potom
1 11 1 11 1 11
1 1 2 2 1 2 2 11
2| Jres| o 2] o
T YTt Ty T ATt T T Ty

Piiklad 3.65 Reste soustavu
r+y+z =1
r+y+2z =1
r+y+3z = 2
Reseni. Lehce ovéifme, ze |A| = 0, a proto nemitizeme pouzit Cramerovo pravidlo. Uréime
tedy hodnost matice a rozsitené matice soustavy:
h(A) =2, h(A|b) =3 = h(A) # h(AlD).
Podle Frobeniovy véty 3.62 nema soustava feseni.
Piiklad 3.66 Reste soustavu
r+y+z =1
r+y+2z =1
20 +22+4z = 2
Reseni. Opét plati |A| = 0, a proto nemuzeme pouzit Cramerovo pravidlo. Dale uréime
hodnost matice soustavy a rozsitené matice soustavy:
h(A) =2, h(A|b) =2 = h(A) = h(AD).
Soustava je tedy TeSitelna a TeSeni zavisi na jednom parametru t € R, nebot’ n — h =
3 — 2 = 1. Snadno odvodime obecny tvar feseni:
r = 1—t
y =t
z = 0.
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3.7.1 Homogenni soustavy linearnich rovnic
Z Frobeniovy véty lehce odvodime, ze homogenni soustava (3.6.5) je vzdy fesitelnd. Jejim
feSenim je vzdy x = 0, tzv. nulové neboli trividini reseni.

Déle z Frobeniovy véty plyne, ze homogenni soustava (3.6.5) ma netrividlni feseni
praveé tehdy, kdyz hodnost matice koeficientu je mensi nez pocet neznamych.

Véta 3.67 Necht’ u,v jsou reseni homoogenni soustavy (3.6.5). Potom i jejich libovolnd
linedrni kombinace au + [v je Tesenim soustavy (3.6.5).

Definice 3.68 Mazimdlni pocet linedrné nezdvislych reseni homogenni soustavy (3.6.5)
nazveme fundamentdlni soustavou feseni soustavy (3.6.5).

Piiklad 3.69 Reste homogenni soustavu rovnic

3x1 + 220 + 523+ 204 + Tx5 =
6x1 + 4xo + Txs + 44 + S5

3r1 + 229 —x3 + 214 — 1l =
6x1 + 4y + 23+ 42y — 1325 =

o o o O

Reseni. Zapiseme matici koeficientu soustavy a pomoci elementarnich fadkovych tprav
tuto matici prevedeme na stupnovity tvar:

32 52 71 32 52 71

64 74 5 00 -30 -9

32 -1 2 -11 00 —6 0 —18

6 4 4 —13 00 —9 0 —27
3202 -8

o010 3| (1303 -5
0000 0 0010 3
0000 0

Dostali jsme dvé rovnice o péti neznamych. Volime proto tii parametry. Neznamé, které
stoji na zacatku radku, jehoz predchozi koeficienty jsou nulové, muzeme dopocitat. Zby-
vajici volime jako parametry. Zvolme xo = 3s, x4 = 3t, x5 = 3u, kde s,t,u € R. Potom

—25 — 2t + 8u —2 -2 8

3s 3 0 0

T = —9u | =s 0 |+t O | +u] -9
3t 0 3 0

3u 0 0 3

Tti sloupcové matice vpravo pak predstavuji fundamentalni soustavu feSeni, protoze
pokud je zapiseme jako sloupce do matice, tak druhy, ¢tvrty a paty radek nam vytvareji
nenulovy minor fadu 3.
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Véta 3.70 Necht’ vektory p,q jsou teseni soustavy (3.6.4). Potom wvektor (p — q) je
resenim pridruZené homogenni soustavy.

Diusledek 3.71 Soucet resend soustavy (3.0.4) a libovolného resent pridruzené homogenni
soustavy je Tesenim soustavy (3.6.4).

Disledek 3.72 Vsechna resent soustavy (3.6.4) (tj. obecné reseni soustavy)ziskame jako
soucet jednoho (parcidlniho) resent soustavy (3.6.4) a libovolné linedrni kombinace funda-
mentdlni soustavy reseni pridruZené homogenni soustavy. Jinyma slovy, je-li xo resenim
soustavy (3.6.4) a vektory vy, ..., vy, kde k < n, tvori fundamentdini systém reseni sous-
tavy (3.6.5), pak lze libovolné Teseni soustavy (3.6.4) vyjadrit jako linedrni kombinaci

r =z + Cioy + Cozg + - - - + Chay,,

kde C,...,Cy jsou parametry.

3.8 Gaussova a Jordanova eliminac¢ni metoda

Definice 3.73 Duvé resitelné soustavy linedrnich rovnic se nazyjvaji ekvivalentni, jestlize
maji stejnou mnozinu resend.

Poznamka 3.74 Dvé ekvivalentni soustavy mohou mit ruzng pocet rovnic, ale musi mit
stejny pocet neznamyjch.

Méjme dvé takové soustavy Axr = b, A’z = V. Potom z podminek fesitelnosti plyne,
ze h(A) = h(Alb) = h(A") = h(A'|/). Protoze maji stejnou mnozinu teSeni, plati:
Aa=b & Ala=V.

Potom koneénym poctem fadkovych elementdrnich dprav lze matici (A|b) prevést na
matici (A’|b'), pricemz nelze kombinovat fadkové a sloupcové tpravy. Muzeme pouzivat
pouze tadkové upravy a ze sloupcovych pouze vymeénu sloupct v matici A, coz je vlastné
preznaceni proménnych. Pomoci povolenych elementarnich dprav si upravime soustavu
Ax = b na tvar

ciiy1 +cioys + - FCipYn T CLppYher o F CipYn = da
CooY2 + F CopYn + ConpiYnr + o+ ConlY = da

ChhYh + Chht1Yht1 + F Chnln = dp

kde (y1,%2,--.,Yn) je vhodnd permutace proménnych (z1,zs,...,2,). Je-li h = n ma
soustava pravé jedno feseni — jde o soustavu fesitelnou pomoci Cramerova pravidla (tzv.
kramerovskou soustavu). Je-li h < n, potom proménné y 1, . . ., y, prohldsime za parame-
try a soustavu upravime na tvar

ciayi + oy + -t epyn = di — CLh41Yhe1 — 0 — Cln¥n
CooYo+ -+ Copyn = do— Copy1Ynt1 — - — Conln (3.8.6)

Chp¥n = dp — Chpt1¥ns1 — *** — Chn¥n
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Tato soustava je ekvivalentni s puvodni soustavou Axr = b a kazdé volbé parametru
Yhi1,- - - Yn 0dpovidd pravé jedno feseni. Parametru je celkem (n — h). Jestlize za prvky
Yn+1, - - -, Yn bereme sloupce reguldrni matice fddu (n — h), potom bereme za parame-

try linedrné nezdvislé prvky a obdrzime obecné feseni soustavy (3.6.4). Tento postup
nazyvame Gaussova eliminacni metoda.

Budeme-li déle pokracovat v fadkovych tpravach, muzeme soustavu (3.8.6) upravit
na tvar

yi+0y2+ -4+ 0y = 91— fiptr1¥nt1 — - — finln
Yo+ -+ 0y = g2 — forri¥ne1 — - — fon¥n
Y = Gn — fh,h+13/h+1 — = fh,nyn

Zde méame na hlavni diagonale vlevo jednotky a zbyvajici prvky pod i nad ni jsou nulové.
Tento postup se nazyva Jordanova eliminace.

Piiklad 3.75 Reste soustavu

1+ 229 + 3w + 4wy + D5 =
—2x1 + 319 + 4x3 + dxg + 625 =
—3x1 4+ 419 + Dr3 + 624 + Tx5 =
—4x; + 519 + 623+ T4 +8x5 = 4

w N =

Reseni. Zapiseme rozsifenou matici soustavy a pomoci elementarnich radkovych tprav
ji prevedeme na trojuhelnikovy tvar.

123 4 51 1 2 3 4 5|1 1 2 3 4 5|1
-2 3 4 5 62 0 7 10 13 164 0 7 10 13 16 |4
-3 4 5 6 7|3 0 10 14 18 2216 03 4 5 6|2
-4 5 6 7 8|4 0 13 18 23 2818 0 6 8 10 124

1 23 4 5|1 12 3 4 5|1 1 234 5] 1

012 3 40 01 2 3 4|0 012 3 4| O

0 3 45 6|2 00 —2 —4 —6]2 0012 3|-1

00 0O0O0(0 00 0 0 00 0 00O0O0| O

Ziskali jsme soustavu tii rovnic o péti neznamych

T+ 2132 + 31’3 + 41’4 + 5$5 =1

To+2x3+3x4+4x5 = 0
T3 + 21’4 + 31’5 = -1

Hodnost matice soustavy je 3, tedy zvolime 5 — 3 = 2 parametry z, = s,x5 = ¢, kde
s,t € R. Potom

r3 = —1—2x4—3x5=—-1—2s5—3t

To = —2x3—3x4—4x5=24+5+2

vy = 1—2x9—3x3—4x4 —5x5=0
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Obecnym feSenim nasf soustavy je z = (0,2 + s + 2t, —1 — 2s — 3t, s,1)7.
Casto byva vhodnéjsi pokracovat dédle v maticovych ipravach a prevést matici koeficientu
na diagondlni tvar. V nasem piipadé budeme mit

1 23 4 5] 1

1 20 -2 —4| 4 100 0 0 O
8 (1) ? g ;1 _(1) ~({010 -1 -2 2 |~{010 -1 -2 2
00000l 0 001 2 3|-1 001 2 3|-1
Potom
Il:07$2:2+ZE4+2$5,I3:—1—21'4—3l‘5

a analogicky jako v pfedchozim pripadé si volime dva parametry x4 a x5 a dostaneme
stejny vysledek. (0,2, —1,0,0)7 tvoif partikuldrn{ fesenf a (0,1, —2,1,0)7,(0,2,-3,0,1)7
je fundamentalni soustava feseni pfidruzené homogenni soustavy.

Poznamka 3.76 Parametry si nemuzeme volit zcela libovolné. Volba vidy zdvisi na tvaru
soustavy. Doporucujeme nasledujici postup:

Preved’te si rozsirenou matici soutavy na trojukelnikovy tvar. Pokud je hodnost mat-
1ce mensi jak pocet neznamych, potom si musime volit parametry. V posledni rovnici si
pruni proménnou zleva s nenulovym koeficientem ponechdme jako proménnou a zbytek
prohldsime za parametry. V ndsledugici rovnici (predposledni), po dosazeni z posledni
rovnice, opét pruni nezndmd zleva s nenulovym koeficientem je proménnd a zbyvajict,
pokud ezistuji, jsou parametry. Stejné postupujeme u zbyvajicich rovnic.

3.9 Shrnuti

Seznamili jsme se s maticemi, determinanty, soustavami linearnich algebraickych rovnic a
metodmi jejich feseni.

Pti jejich pouziti je tfeba rozliSovat mezi dpravami, které neméni hodnotu determi-
nantu a elementarnimi tpravami, které neméni hodnost matice. V obou pripadech muzeme
pouzit jen nékteré, napt. pricteni k fadku (sloupci) linedrni kombinace zbyvajicich radku
(sloupcu).

Vhodné programové vybaveni, napt. Matlab, Maple, Mathematica, nam muze usnad-
nit praci. Musime ale davat pozor na jeho vhodné pouziti. Pokud budeme mit matice nebo
soustvy vyssich radu, potom muze dojit pii jejich vypoctu k vyjadreni ¢isel v semilog-
aritmickém tvaru a tedy k jejich zaokrouhlovani. Protoze obecné jsou matice a veskeré
postupy obsahujici matice nestabilni, je tfeba v téchto piipadech pouzit nékterou z num-
erickych metod. My jsme se seznamili pouze se dvéma. Numerickych metod ale existuje
podstatné vic. Jejich pouziti se Tidi tvarem a vlastnostmi matice koeficientu.

3.10 Kontrolni priklady ke kapitole 3

(01

1. Stanovte n-tou mocninu matice
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2. Vypoctéte hodnotu deternimantu matice

(a)

1000 1
12000
11300
10140
10015

(b)
TR R
3 6 4 15
O G R
I B R
D G S G
2 3 10 5

3. V zavislosti na parametrech «, § urcete hodnost matice

(a)

« 16} 1 0
A I} « —1 0
a+pB a+p 0 0
0 0 0 a+p
()
a 01 0 0
0O a1 B 0
B=]1 001 0 0
0 g1 a O
6 0 1 0 «
4. Urcete (AB)™!, jestlize
(a)
0
1 -1 2 0 3 0
A= =2 1 o0 -1 1|, B=]| 2
3 0 —1 2 -1 1
—1
(b)
—2
1 2 3 -1 =2 1
A= 203 1 o), B=| 2
-1 1 0 0 1 1
2

5. Najdéte vSechna teSeni soustavy rovnic

2
6
-1
—4

O~ = © W

W o = O =

—4
-2
2
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(a)

20 —y 2z
v +y 4z
T +y +2z
(b)
20+ y + 4z
r + 2y + 3z
dr + 3y + 2z
v + 4y + =z

Vysledky jsou uvedeny v ¢asti 15.3.

+ o+

3u
4

2u

=W N =



Kapitola 4

Vektorové prostory

4.1 Cil kapitoly

Na stredni skole byly zavedeny vektory napt. ve fyzice pii popisu silového pusobeni na
hmotny bod. Vektorovy pocet bude déle hojné vyuzivan pii popisu fyzikalnich déju. Proto
bude v této kapitole zaveden obecny vektorovy prostor. Vlastnosti vektoru, které jste zatim
studovali v roviné a nebo v trojrozmérném prostoru lze zobecnit na prostory libovolné
dimenze. Pritom pracovni postupy zustavaji stejné.

Jde o matematickou abstrakei, kterd nemusi mit pfimy vzor v redlném svéte. Jako piik-
lad vektorového prostoru vyssi dimenze muze poslouzit mnozina vsech feseni homogenni
soustavy linearnich algebraickych rovnic. Pocet proménnych bude udavat rozmeér prostoru.
Omezime se pritom na prostory konecné dimenze.

Ukéazeme si, kdy se vektorové prostory sobé rovnaji, jak muzeme vektorovy prostor
popsat. K tomu nam poslouzi baze vektorového prostoru a matice prechodu od jedné baze
k druhé. Pokud zname aspon jednu bazi prostoru, potom zndme vSechny a jsme schopni
popsat cely vektorovy prostor.

Ukéazeme si, jak se méni souradnice vektoru pii prechodu od jedné béaze ke druhé.

63
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4.2 Vektorovy prostor

Definice 4.1 Necht’ L je néjakd mnozina. Predpoklddejme, Ze jsou zavedeny dvé operace,
které budeme znacit jako ,+“ a - které casto nazgvdme ,sc¢itanim“ a ,ndsobenim® (i
kdyz se od obycejného scitani ¢i ndsobeni mohou velmi ligit). O téchto operacich predpok-
ladame, Ze
4+ :LXL—L a- :RxL—L.
Ddle predpoklddame, Ze pro obé operace plati tato pravidla (nazjvand ,azxiomy®):
1. (z+y)+z=x+ (y + 2) Vz,y,z € L (toto pravidlo se nazjvd asociativita

s¢itdni“)

2.30el: O+z=2+0=x Ve e L
(tzv. existence ,neutrdlniho” prvku O)

3 VeeLdzteLlL:a+a2 =0
(existence inverzniho® prvku, ktery znacéime x=1)

4. c+y=y+ux Yo,y € L
(komutativita séitdng)

5. a-(f-x)=(af) - x Vo, € R,Vo € L

(asociativita pro ndsobeni)

6. a-(x+y)=(a-2)+(a-y) VaeRVz,yel
(proni aziom distributivity)

7 (a+p)-z=(a-z)+ (6 x) Va,3 € R,Vx € L
(druhy aziom distributivity)

8§ 1-z=2 Vrxel
(existence tzv. ,jednotkového prvku)

Pak rikame, Ze trojice (L,+,-) tvori tzv. vektorovy prostor nad (¢iselngm) prostorem

R.

Prvky z L budeme nazyvat vektory, prvky z R skaldry. Znacit budeme vektory malymi
pismeny latinské abecedy a skalary malymi pismeny fecké abecedy.

Poznamka 4.2 Pro vektorovy prostor se pouzZivd téZ ndzev linedrni prostor.

Véta 4.3 Necht’ (L,+,-) je vektorovy prostor a O je neutrdlni prvek z axiomu 2. Potom
proN¥Ya € L a proVa € R plati:

1.0-a =0,

2. -0 =0,



Fakulta elektrotechniky a komunika¢nich technologii VUT v Brné 65

3. a-a =0 <= a=0Va=0,
4. (—a)-a =(a-a)™t
Priklad 4.4 Uved’'me priklady vektorovijch prostori:

1. MnoZina R? wvsech usporddanych dvojic redinych c¢isel spolu s operacemi “+7, “7
definovanymi ndsledovné: (a,b) + (¢,d) = (a+c¢,b+d), a-(a,b) = (a-a,a-b) tvori
vektorovy prostor.

2. Mnozina { M, n,+, -} vSech matic typu (m,n) s operacemi séitani matic a ndsobent
matice cislem tvori vektorovy prostor.

Doporucujeme samostatné provérit, ze v obou uvedenych piikladech jsou splnény vsechny
axiomy definice 4.1.

Definice 4.5 Necht’ (L, +,-) je vektorovy prostor. Neprdzdnou podmnozinu K vektorového
prostoru L nazveme podprostorem prostoru L, jestliZe je K vektorovym prostorem vzhle-
dem ke stejngm operacim jako vektorovy prostor (L,+,-). MnoZina K se ndzgvd nosicem
podprostoru.

Piiklad 4.6 Uved’'me priklady vektorovijch podprostorii:

1. Mnozina {Hpypn, +, -} vSech hornich trojihelnikovijch matic tvori podprostor v pros-
toru { My, n, +, -}

2. Mnozina {(x,0),z € R} tvori podprostor v (R?,+,-).

3. MnoZina vsech eseni homogenni soustavy linedarnich algebraickijch rovnic o n nezndmych
tvori podprostor ve vektorovém prostoru (M, 1y, +, ) sloupcovyjch matic typu (n,1).

4. Mnozina {O} je podprostorem a nazyvd se trividlni podprostor.

Jestlize je K podmnozinou v L, potom pravidla, ktera plati v L (napiiklad asociativita)
budou platit i v K. Pro urceni podprostoru proto neni nutné provérovat platnost vsech
axiomu definice 4.1.

Véta 4.7 Neprdazdnda podmnozina K vektorového prostoru (L,+,-) je podprostorem v L,
pravé kdyz pro Vu,v € K, Ya € R plati:

ut+v €K, a-u € K.

Véta 4.8 Prunik libovolného poctu podprostori vektorového prostoru (L, +,-) je opét vek-
torovym podprostorem v L.

Definice 4.9 Bud’ M podmnozina vektorového prostoru (L,+,-). Prunik vSech podpros-
toru obsahugicich M nazveme linedrnim obalem mnozZiny M a oznacime jej (M).

Necht’ uy, ug, . . ., uy, jsou vektory z vektorového prostoru (L, +, ). Linedrni kombinaci vek-
toru u; nazveme kazdy vektor tvaru v =g - u; + g - Us + -+ Q- Up, ; € R
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Véta 4.10 Necht’ M je podmnozina vektorového prostoru (L, +,-). Pak plati:
1) Je-li M =0, je (M) = O.
2) Je-li M # 0, je (M) mnoZina vSech linedrnich kombinact tvaru

Q1 U+ Qg UsF -+ Qy Uy, kdeu; € M, a; € Ryn € N

Definice 4.11 Podmnozina M vektorového prostoru L se nazjvd generujici, jestlize (M) =
L.

Priklad 4.12 Uved’'me priklady generujicich mnoZin nékterych vektorovijch prostori:
1. Vektory

=lon)r=(o)e=(io)e=(ov) == (o)
(i )e(ia)r=(in)

tvori generugici mnozinu pro (Maso, +,-) (vektorovy prostor vsech matic 7ddu 2).

2. Vektory 1,1+x, 1+x+22 1+a+22+23 o +23, 23— 2247 tvord generujici mnoZinu
prostoru vsech polynomal stupné nejuijse tretiho.

3. Vektory 1,x,22,..., 2", ... tvori generujici mnoZinu ve vektorovém prostoru vsech
polynomii.

Véta 4.13 Podmnozina M wvektorového prostoru L je generujici prave tehdy, kdyz kazdy
vektor z L je linedrni kombinaci vektoru z M.

V definice 3.4 jsme si zavedli linedrné zavislé a nezavislé matice. Nyni pojem linearni
zavislosti a nezavislosti rozsifime na libovolné vektory.

Definice 4.14 Vektory aq,aq, ..., a, z vektorového prostoru (L,+,-) nazveme linedrné
nezavislé, jestlize

al.a1+a2.a2+...+an.an:0 :>041:052:"':Oén:07

a nazveme je linedrné zavislé, jestliZe existuje aspon jeden menulovy koeficient oy, i =
1,2,...,n tak, Ze plati

ar-ar+ag-as+---+a,-a,=0.
Definice 4.15 MnozZina M C L je linedrné nezavisla, jestlize kazda jeji konecnd neprdzdnd
podmnozina {ay,as, ..., a} je tvorena linedrné nezdvislymi vektory.

Mnozina M C L je linearné zavisla v opacném pripade.

Véta 4.16 Necht’ (L, +,-) je vektorovy prostor. Potom plati:
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1. Jsou-li prvky ay,as,...,a, € L linedarné nezavislé, jsou linedrné nezdvislé i proky
Qi y Qi y -+ 5 Qg kde 1 <iq <9 < -+ <1 <n.

2. Je-li mezi vektory ay, as, . .., a, € L nulovy vektor, jsou vektory ay, as, ..., a, linedrne
2avisle.

3. Jsou-li vektory ay,as,...,a, € L linedrné zavislé, je aspon jeden z nich linedarni
kombinaci ostatnich.

4. Jsou-li vektory ay,as, ..., a, € L linedrné zavislé, potom pro libovolné a, 1 € L jsou
linedrne zdavislé 1 vektory ay, as, ..., 0y, Qpiy-

4.3 Baze, dimenze, souradnice.

Definice 4.17 Podmnozina B vektorového prostoru (L,+,-) se nazgvd béze vektorového
prostoru, jestlize mnozina B je linedrné nezdvisla a (B) = L. Rikdme také, Ze bdze je
linedrneé nezavisld generujici mnozina vektori.

Veéta 4.18 Bud’ B = {ay,aq, ...} bdze vektorového prostoru (L, +, ). Pak kazdy nenulovy
vektor u lze jednoznacné, az na poradi, vyjadrit ve tvaru

U=0q- a1+ Q-+ -+ Qp - Qp,
kde {ayi,as,...,a,} C B a vektory a; jsou po dvou rizné.
Veéta 4.19 V kazdém netrividalnim vektorovém prostoru existuje asporn jedna bdze.

Definice 4.20 Rikdme, ze netrividlni vektorovy prostor (L,+,-) nad R md kone¢nou
dimenzi, jestlize v L existuje generujici mnozina tvorend konecnym poctem vektori.

Veéta 4.21 7 kazdé generujici mnozZiny vektorového prostoru konecné dimenze lze vybrat
bazi.

Umluva: Vsude dile budeme pod vektorovym prostorem rozumét vektorovy prostor
konecné dimenze.

Véta 4.22 (Steinitzova o vymeéné) Necht’{ay,as, ..., a,} tvori generujici mnoZinu vek-
torového prostoru (L,+,-), necht’ {by,bs,..., by} je linedrné nezdvisld mnozina vektori
z (L,+,+). Potom k <n a pri vhodném oznaceni je mnozina {by,ba, ... by, ags1,...,an}
generugici mnozinou pro (L, +,-).

Dikaz. Vektor b; € L a proto jej lze vyjadrit podle véty 4.13 jako linearni kombinaci
vektoru generujici mnoziny:

bip=a1-a1+aqg-as+ -+, ay,, (4.3.1)
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kde aspon jeden z koeficientu a;,i = 1,2, ..., n je nenulovy, nebot’ b; je vektor z linearné
nezavislé mnoziny, a tedy nemuze byt nulovy. Bez omezeni obecnosti muzeme predpok-
ladat, ze nenulovy koeficient je u vektoru a; (v opacném piipadé provedeme preznaceni
vektoru generujici mnoziny). Z rovnice 4.3.1 vyjadiime a;:

a1:i-[bl—a2-a2—---—0zn-an]. (4.3.2)
aq
Jestlize nyni ve vyjadteni libovolného vektoru v jako linedrni kombinace prvku generujici
mnoziny nahradime vektor a; vztahem (4.3.2), dostaneme vektor v jako linearni kombinaci
vektoru {by, as, as, . .., a,}. Potom tyto vektory tvoii novou generujici mnozinu. Vyjadiime
nyni by jako jejich linedrni kombinaci:

by =1 b1+ Pr-as+ B3 a3+ -+ By - an, (4.3.3)

kde aspon jeden z koeficientu (s, ..., 3, bude nenulovy. Pokud by byly vSechny nulové,
pak by by bylo ndsobkem b; a to nemuze nastat, protoze by, by jsou prvky z linearné
nezavislé mnoziny. Bez jmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze nenulovy koeficient
je u ay. Vyjadiime z rovnice (4.3.3) vektor as:

_ L
B

Stejné jako diive kazdy vektor vyjadieny jako linearni kombinace vektoru generujici
mnoziny {by, as, as, . . ., a, } ziskané zameénou ay podle (4.3.4) lze vyjadrit také jako linedrni
kombinaci vektoru {by,bs,as,...,a,}. Pokracujeme dale podle indukce. Pocet linedrné
nezavislych vektoru musi byt mensi nebo roven poc¢tu vektortu generujici mnoziny. Tento
pocet je konecny, a proto se po konecném poctu kroku zastavime. Il

a2

o= PBibi—Bs a3 — - — Bn-an]. (4.3.4)

Dusledek 4.23 Kazdé dvé bdze vektorového prostoru (L,+,-) maji stejny pocet prvki
a kaZdd linedrné nezdvisla podmnozina L s timto poctem proku je bdzi.

Véta 4.24 Necht’ B # 0 je podmnozina vektorového prostoru (L,+,-) nad R. MnoZina

B je bazi prostoru L prave tehdy, kdyz lze kazdy vektor v € L jednoznacné vyjddrit (aZ na
poradi) jako linedrni kombinaci proki z B.

Piiklad 4.25 Méjme prostor (Mas, +,-). Dokazte, Ze jeho bazi tvori vektory
10 11 1 1 11
a=(o0)r=(oo)e=(10)2-(11)

Reseni. Podle piedchozi véty staci ukézat, ze kazdy vektor z Mo se da jednoznacné
vyjadrit jako linearni kombinace vektoru A, B, C, D. Méjme libovolny vektor

X:(i§>.
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Hledejme koeficienty «, 3,7, ¢ tak, aby platilo
aA+ BB +~yC+0D = X.
Rozepsanim dostavame
a(l 0>+6(1 1>+7(1 1)+5<1 1):(a b).
0 0 0 0 10 11 c d

Koeficienty «, 3,7, d vyhovuji soustavé rovnic

a+B+y+0 = a
B+y+d = b
y+0 = ¢

b = d

Jde o nehomogenni soustavu s regularni matici koeficientu (je to trojihelnikova matice),
ktera je jednoznacné teSitelnd pro libovolny tvar pravé strany. To znamend, ze libovolny
vektor X se da jednoznaé¢né vyjadiit jako linedrni kombinace prvkua A, B, C, D a tedy tyto
prvky tvoii bazi.

Definice 4.26 Necht’ L # {O} je vektorovy prostor.Dimenzi prostoru L nazveme pocet
prvki jeho baze. Piseme dim L = n.

Trividalnt vektorovy prostor V = {O} md dimenzi 0.

Vektorovy prostor dimenze n budeme znacit L,,.

Definice 4.27 Necht’ usporadand mnozina B = (by, b, ..., b,) je bdzi vektorového pros-
toru (L,+,-) dimenze n. Potom Yx € L plati

T=a; b +ay-byt+ -+ ay by,

kde koeficienty o jsou uréeny jednoznacné. Prvek o = (ay, aa, ..., o) nazveme sourad-
nicemi vektoru x vzhledem k bdzi B.

Véta 4.28 KazZdy podprostor P vektorového prostoru L konecné dimenze md také konec-
nou dimenzi dimP < n.

Disledek 4.29 Necht” P je podprostor prostoru L konecné dimenze. Jestlize dim P = n,
potom P = L.

Priklad 4.30 Ve vektorovém prostoru (R3,+,-) urcete v zdvislosti na parametru o di-
menzi linedarntho obalu vektori a = (o, —4,—1), b = (4,—6,-3), c = (1,1, —«).

ResSeni. Linedarni obal mnoziny vektoru je podprostorem a tloha mé& smysl. Urcime
linedrni zavislost ¢i nezavislost vektoru a, b, c. Zapiseme vektory do matice a pomoci ele-
mentarnich uprav matici prevedeme na stupnovity tvar:

a —4 -1 1 1l —«o 1 1 —
4 —6 -3 ~ 4 —6 -3 ~ 0 —10 4a—3 ~
1 1 —« a —4 -1 0 d4—a a?>—-1
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1 1 -«

~ | 0 —10 4o — 3

0 0 —6a%+ 13a — 2

Rovnice —6a? + 13a — 2 = 0 m4 kofeny oy = 2, ap =

anebo a = § adim(a,b,c) =3 proa#2aa ;.

%, proto dim {a, b, c) = 2 pro a = 2

4.4 Transformace souradnic.

Definice 4.31 Necht’ (L,+,-) je vektorovy prostor. Necht’ A = (ay,aq,...,a,) a B =
(b1, ba,...,by,) jsou dvé bdze tohoto prostoru. Potom prvky bdze B se daji jednoznacné
vyjadrit jako linedrni kombinace proki baze A :

by = oana 4+ agas + -+ apiay,
by = 201 + aas + - + Qpoay,
bn = 1pa1 + Aon a2 + -+ UGy,
neboli
(b1, b2, ..., b,) = (a1, a2,...,a,) (Mg‘) ) (4.4.5)

Matici Mg = (ozl-j)?j:l nazveme matici prechodu od bdze A k bdzi B.

Ve vztahu (4.4.5) mame vpravo formalni sou¢in matic, kde prvni matice je fadkova a jeji
prvky jsou vektory a druhd je ¢tvercova a jeji prvky jsou skalary.

Veéta 4.32 Matice prechodu je vZdy regquldarnyi.

Véta 4.33 (O transformaci souiadnic) Necht’ mdme vektor x vyjadreny jako linedrni
kombinaci ve dvou ruznych bdzich x = (a1,as,...,a,)a a x = (b1, ba, ..., b,)E. Necht’
J\Izg4 je matici prechodu. Potom

Ea = (MZ) &5
Dusledek 4.34 (Mg)~! = M%.
Priklad 4.35 Necht’ v (R3, +,.) jsou ddny dvé bdze:

B ={(1,0,0,), (1,1,0), (1,1,1)}

¢ ={(-1,1,0), (1,1,0), (0,0,1)}.

Urcete matici prechodu od bdze B k bazi C a naopak. Urcete x¢, yg, jestlize

rp = (—1,3,0)7

ye = (2,4,7)".
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Reseni. Zademe si oznaceni B = {a,b,c}, C = {k,I,m}. Prvky béze C vyjadifme jako
linearni kombinace prvku baze B.

k = Oéla—i‘ﬁlb—i"hc,

[ = Qo0 + ﬁzb -+ YaC,
m = asa+ [B3b+ 3¢,

To znamena, ze musime Tesit tfi soustavy rovnic se stejnou matici koeficientu a ruznymi
pravymi stranami. Budeme je vSechny tfi fesit najednou, protoze u matice koeficientu by-
chom provadeéli opakované stejné upravy. Zapiseme vektory bazi B i C sloupcové do matice,
pritom vektory baze B tvori matici koeficientu a vektory baze C jsou “pravé strany”; které
mame zapsany v jedné matici. Pomoci fadkovych elementarnich iprav najdeme feSeni:

1 1 1(-1|11]0 1 1 0]—-1|1]-1 10 0[-2{0| O
011 1{1{0 |~{O0 1O 1|1|-1]~10T1O0 1]1|-1
00 1| 0]0]1 001 0(0] 1 00 1] 0j0] 1
Matice prechodu od baze B k béazi C je
-2 0 0
ME = 11 -1
0 1

Matice prechodu od baze C k bazi B bude pak matice inverzni

X -2 00
M= (Mg = § 11
00 1

Vyndsobenim nynf dostaneme z¢ = (Mg§)z = (3,3,0)7, yg = (MF)ye = (—4,-1,7)".

Véta 4.36 Necht’ A = (aq,aq,...,a,) je baze vektorového prostoru L, M je requldrni
matice 7ddu n. Potom (a1, as, ... ,a,)M je taktéz baze vektorového prostoru L a vSechny
baze prostoru L muzeme ziskat timto zpusobem.

4.5 Shrnuti

Byl zaveden obecny vektorovy prostor a odvozeny jeho vlastnosti. Ukazali jsme si, ze
vektory nemusi byt definovany pouze v roviné a nebo v trojrozmérném prostoru.

Pii popisu vektorového prostoru hraje dulezitou roli ,,Steinitzova véta o vyméné".
Jako jeji dusledek jsme dostali, ze vSechny baze téhoz vektorového prostoru maji stejny
pocet prvku. Jde o invariant, ktery nezavisi na volbé baze a ktery jsme si nazvali dimenzi
prostoru.

Ukazali jsme si jak je mozné prejit od jedné baze ke druhé a jak lze pomoci matice
prechodu vyjadrit soufadnice vektoru v ruznych bazich.
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4.6 Kontrolni priklady ke kapitole 4

1. Pocatecni bod umisténi vektoru @ = (5; —4) mé souradnice A = [—2;3]. Urcete

soutradnice koncového bodu B tohoto umisténi vektoru .
2. Rozhodnéte, zda jsou vektory @ = (2;1;3), b =
zévislé ¢1 nikoliv.

(1;-2;1) a @ = (3;2;2) linedrné

3. (a) Urcete matici prechodu od béaze A k bazi B, jestlize

1,-2),(2,-1,1)
(-1

A= (1,1,2)( 2,
—13), (5, 14, 15),

B= (-8,— 2,9,—-13)

(b) Urcete matici prechodu od baze A k bézi B, jestlize

= (1,0,2),(2,1,1),(2,1,-1)
= (-1,1,1),(0,2,0), (- 302)

4. V zavislosti na parametru urcete dimenzi linedrniho obalu mnoziny M:

(a) M = (o, —4,—1),(4,—-6,-3),(1,1,—))
(b) M =((1,2,3—-73,3),(1,2+a,4,6),(2,4,8—-6,7),(1,2 — ,2 — 3,1)).

Vysledky jsou uvedeny v ¢asti 15.4.



Kapitola 5

Skalarni, vektorovy a smiseny
soucin. Analyticka geometrie
linearnich a kvadratickych utvaru

5.1 Cil kapitoly

Vektory v libovolném vektorovém prostoru muzeme scitat, muzeme je nasobit Cislem a
muzeme je také nasobit mezi sebou. Ukazeme si, ze pro nasobeni mame dvé moznosti

1) skaldrni soucin, kdy je vysledkem soucinu dvou vektoru ¢&islo,

2) vektorovy soucin, kdy je vysledkem souc¢inu dvou vektoru zase vektor.

Uk&azeme si vypocet obou souc¢int, jejich pouziti a vlastnosti. Pomoci sklaarniho sou¢inu
si zavedeme pojem normy vektoru, ktery je zobecnénim pojmu velikost vektoru z prostoru
R? a nebo R3, na prostory libovolné dimenze.

Geometricky pojem kolmost dvou vektoru si zobecnime na pojem ortogonalni vek-
tory, které muzeme definovat v kazdém vektorovém prostoru. Ukazeme si, jak muzeme z
kazdé baze vektorového prostoru vybudovat ortogonalni bazi téhoz prostoru (Grammuv -
Schimidtuv otogonalizacni proces). Déle si ukazeme, jak lze sestrojit ortogonalni doplnék
podprostoru a jak lze urcit ortogonalni prumét vektoru do podprostoru. Tento postup se
vyuziva v numerické matematice, kde se nazyva "Metoda nejmensich ¢tvercu”.

Spojenim vektorového a skalarniho souc¢inu dostaneme smiseny soucin tii vektoru.

Vektorovy pocet pouzijeme pii vySetfovani linedrnich dtvari v prostoru £3.

Pro urceni vzajemné polohy pifimek a rovin pouzijeme vlastnosti soustav linearnich
algebraickych rovnic a podminek jejich tesitelnosti.

73
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5.2 Skalarni soucin

Definice 5.1 Necht’ (L, +, ) je vektorovy prostor dimenze n nad R. Zobrazeni g : LX L —
R : (z,y) — g(x,y) se nazyvd skalarnim soucinem na L, jestlize Voo € R a Vx,y,z € L

1. g(z,y) = g(y, ), komutativita
2. g(x+y,2)=g(x,2) + gy, 2), distributivita
3. glazx,y) = ag(z,y), vytykdni skaldrniho ndsobku
4. g(x,x) >0, pricemz g(x,z) = 0 pouze pro x = O. pozitivni definitnost

Priklad 5.2 Méjme prostor (Cla, b], +, -) vSech spojityjch funkci definovangich na intervalu
la,b]. Definujme zobrazeni:

Vu,v € Cla,b]:  g(u,v) :/ u(z)v(x)de.

Zobrazeni g splnuje vsechny poZadavky definice 5.1, a jednd se tedy o skaldrni soucin.
(Provérte samostatné platnost vsech pozadavkii.)

Dtsledek 5.3 Plati:
1. 9(O,z) =0 Vz € L.
2. g((Q cuwa), (32 By5)) = 223 uibig(i, ).
7 7 )]

Véta 5.4 V libovolném vektorovém prostoru dimenze n je mozné definovat skaldarni soucin.

Definice 5.5 Vektorovy prostor se skaldrnim soucinem se nazyva Fukleidovsky vektorovy
prostor.
Jako standardni skalarni soucin na R™ budeme oznacovat

Ty =Ty + ToYa + -+ Tpln-
Definice 5.6 Necht’ L je Fukleidovsky prostor dimenze n.Normou vektoru x € L nazveme
cislo
Izl = Vy(z,2) (= Ve -z).
Véta 5.7 Va,y € (L, +, - )r plati Cauchyova-Schwarzova nerovnost:
-yl <l - Iyl
Véta 5.8 Vx,y € L plati trojihelnikovd nerovnost.

1z +yll < llzll + llyll
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Dusledek 5.9 ||z +y[| = ||z[| + [ly|| prdvé tehdy, kdyz |- y| = x| - [[y]-

Definice 5.10 Velikost thlu ¢ mezi dvéma nenulovymi vektory je definovdna takto:

COS(p = ———.
]l Nyl

Poznamka 5.11 Z Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti vyplyvad, Ze definice je korektni.
Absolutni hodnota citatele je mensi nebo rovna jmenovatels.
Omezujeme se na p €< 0,7 >.

Definice 5.12 Prvky x,y € L nazveme ortogondlnimi, jestlize plati x - y = 0.
Poznamka 5.13 Jde o zobecnéni pojmu “kolmost” pro libovolné prostory a libovolné baze.
Véta 5.14 Pro kazdé dva ortogondlni vektory plati Pythagorova rovnost

lz +ylI* = ll2|” + llyl>

Definice 5.15 Bdze vektorového prostoru se nazyvd ortogonalni, jestlize jsou kazdé dva
jeji vektory navzdjem ortogondlni. Bdze wvektorového prostoru se nazyvd ortonormalni,

jestlize plati
_ e _JLe=g
ai.aj—dzj—{()’ Z%]

Disledek 5.16 Jsou-li ve vektorovém prostoru ddny nenulové vektory ay,as, ..., a, po
dvou ortogondlni, pak jsou tyto vektory linedrné nezduvislé.

Véta 5.17 (Grammova-Schmidtova) V kazdém netrividlnim eukleidovském vektorovém
prostoru lze sestrojit ortonormadlni bazi.

Dikaz: Dukaz provedeme pomoci matematické indukce. Méjme béazi A = (ay,as, ..., a,).
Nejdiive vytvorime ortogondlni bazi B = (by,bs,...,b,) a pak ji normalizujeme. Kazdy
prvek nové baze B je roven stejnolehlému prvku staré baze A a linedrni kombinaci jiz
vytvorenych prvku nové baze B. Polozime

bl = aq,

bg = a9 + Oébl,

kde oy je neznamy koeficient. Vynasobime skalarné posledni rovnost vektorem b;. Aby
vektory by, by byly ortogonalni, musi platit

0 = (CLQ . bl) + Of(bl . bl),

ag'bl

by - by

o =
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Urcili jsme koeficient «v a tim také vektor by. Vektor by musi byt nenulovy, jinak by platilo,
7e ag = —a1by = —ayaq, coz by byl spor s tvrzenim, Ze aq,as jsou prvky baze, t.j. jsou
linedrné nezavislé. Dale polozime

by = az + B1by + Baby,

kde 1, (2 jsou nezndmé koeficienty. Postupujeme analogicky jako v pfedchozim piipadé
a dostavame

as-b;
;= — ,1=1,2.
o=
Vektor b3 musi byt opét nenulovy. Obecné tedy polozime
k—1
b =ar+ > by, k=1,2,...n,
j=1
kde v1,79, ..., k1 jsou neznamé koeficienty. Odtud vypocteme
Qe - bj
Vi = = ) J = 17 27 n
/ bj - b;

Nakonec provedeme normalizaci, tj. kazdy vektor vzniklé ortogonalni baze nahradime
jednotkovym vektorem stejného sméru:

b;
ci =
C ol
Dostavame ortonormélni bazi C = (¢y, o, . .., ¢y). O

Poznamka 5.18 Stejnym zpusobem muzeme postupovat i pri hleddni ortonormdlni bdze
podprostoru zadaného generujici mnozinou. Jestlize jsou vektory generujici mnoziny linedrné
zdvislé, objevi se behem konstrukce néktery z vektoru b; jako nulovy. Pak ovsem memaizZe
byt prvkem bdze, proto jej vyloucime a pokracujeme dale.

Priklad 5.19 Urcete ortonormdlni bazi podprostoru generovaného vektory
a=(1,1,-1,-1),b=(1,-1,1,1), = (-1,-2,0,1), d = (1,—2,0,1).

Reseni. Hledané ortogonalni vektory si oznacime k, [, m, n. Polozime tedy

Ortogonalni bazi tvori vektory k, lj m.
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5.3 Ortogonalni prumét

Definice 5.20 Rikdme, Ze dva podprostory K a M wvektorového prostoru L jsou orto-
gonalni, jestlize pro Vo € K a pro ¥y € M plati: x -y = 0.

Disledek 5.21 Necht’ K a M jsou ortogondlni podprostory. Potom
KNM=0=K+M=K&M.
Definice 5.22 Ortogondlnim doplikem podprostoru K nazveme mnoZinu
M={zxe(L\K): z-y=_0provy € K}.
Disledek 5.23 Ortogondlni doplnék podprostoru doplnény o nulovij vektor je podprostor.

Piiklad 5.24 Urcete ortogondlni doplnék podprostoru
K={(a=(-1,2,0,1), b= (3,1,—-2,4), c = (—4,1,2, —3)) .

Reseni. Ortogonalni doplnék bude tvofen vektory v = (o, 3,7, ), pro néz plati

Uloha vede na homogenni soustavu rovnic. Elementarnimi tpravami prevedeme matici
koeficientu na stupnovity tvar:

-12 0 1 -1 2 0 1
31 —2 4|~ 0 7 =2 7 N(_(l)i—g i)
-4 1 2 -3 0 -7 2 -7

Méme soustavu dvou rovnic o ¢tyfech neznamych. Resenf bude zéviset na dvou parame-
trech a ma tvar v = (4s —t,2s —t,7s,t), s,t € R, s* +1? # 0. (Parametry s,t se nemohou
oba soucasné rovnat nule, protoze bychom dostali nulovy vektor, ktery nepatii do orto-
gondlniho dopliiku.) Tim mame popsén ortogonalni doplnék.

Bazi ortogonélniho podprostoru M ziskame vhodnou volbou hodnot nezavislych parametru,
napi. s =1,t =0a s =0,t = 1. Dostavdme M = ((4,2,7,0),(—1,—1,0,1)).

Definice 5.25 Ortogondlni prumét wvektoru v do podprostoru K je vektor u € K, pro
ktery plati v =u + z, kde z je ortogondlni k podprostoru K.

Veéta 5.26 Necht’” K je podprostor vektorového prostoru L. Potom Yv € L muZeme ses-
trojit jeho ortogondlni prumét do podprostoru K.

Poznamka 5.27 Tento postup se vyuZiva v numerické matematice, kde se nazyvd metoda
nejmensich ¢tvercu.

Priklad 5.28 V prostoru (R3

,+,+) urcete ortogondlni prumét vektoru x = (1,2,3) do
podprostoru K = (a,b), kde a = (—1,1

) 1) (171771)



MATEMATIKA 1B 78

Reseni. Zapiseme si vektor x ve tvaru
r = aa+ PBb+ z,

kde a,b € k, z L a,batedy z-a=0,z-b=0. Vynasobime vyjadireni x skalarné vektory
a, b, dostaneme
r-a=aa-a)+pB(b-a)+z-a,

z-b=oala-b)+p0b-b)+2z-b.

Dosazenim ziskame soustavu rovnic

3a+ (=4,
a+306=6,
LB T

4’ o

hledany prumét u je

3 7 5 5
= — 2=, + (1,1, = (1,2, 2],
u = aa + (b 4( , 1, )+4(, 1) <a272)

5 5 11
smeu= 29 (135) = (055)

potom z-a=2z-b=0.

Zkouska:

Poznamka 5.29 Pri vgpoctu ortogondlniho primétu nemuZeme (jako pri vipoctu orto-
gondlni bdze) zménit normu (velikost) vektoru jeho vyndsobenim nenulovgm cislem.

5.4 Vektorovy pocet v E°. Vektorovy a smiSeny souéin.

Definice 5.30 Dvé bdze A, B téhoz vektorového prostoru L nazveme souhlasné oriento-
vané, jestlize matice prechodu od A k B md kladny determinant a nesouhlasné orientované
v opacném pripadé.

Vzhledem k tomu, ze (Mg')~! = M% a pro kazdou reguldrnf matici M je |M~1| = |M|~1,
maji obé matice determinant bud’ soucasné kladny a nebo soucasné zaporny. Tim se
mnozina vSech bazi vektorového prostoru L rozpadne na dvé disjunktni t¥idy.

Kazdé dvé baze patiici do stejné tiidy maji matici prechodu s kladnym determinan-
tem. Naopak kazdé dvé baze pattici do ruznych tiid maji matici prechodu se zapornym
determinantem.

Souhlasné orientovany systém se také oznacuje jako kladny nebo pravotocivy, sym-
bolicky E™, nesouhlasné orientovany systém jako zdporny nebo levotocivy, symbolicky
E~.

V praxi (hlavné technické) se kladny (pravotocivy) systém v E? definuje ndsledujicim
zpusobem:
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Definice 5.31 Je ddna souradnd soustava (P, (e, ea,€3)). Do roviny (P, ey, ex) umistime
hodinky tak,aby cifernik sméroval do poloprostoru v némz lezi es. Uhel mezi vektory ey, es
musi byt mensi nez w. Prejdeme-li nyni z e; na ey proti sméru hodinovych rucicek, tvori
vektory (ey, ea, €3) kladné orientovanou soustavu. V pripadé prechodu po sméru hodinovych
rucicek jde o zaporné orientovanou soustavu.

Pravidlo pravé ruky nabizi jinou definici kladné a zaporné orientované soustavy: Necht’
jsou déany tii vektory @, 5, ¢. Vezmeme mensi z uhla, které sviraji vektory a,b. Polozime
palec pravé ruky na vektor a a ukazovacek pravé ruky na vektor b. Sméfuje-li dlan do
poloprostoru, v némz lezi vektor ¢, jsou vektory da, 5,5 souhlasné (kladné) orientovaneé,
v opacném piipadé jsou vektory nesouhlasné (zdaporné) orientované.

Dusledek 5.32 Kanonickd bdze (i, 7, k) prostoru E® je pravotocivd (kladnd). Pritom i =
(1,0,0),7 = (0,1,0),k = (0,0, 1).

Definice 5.33 (Vektorovy soucin.) Méjme orientovany prostor E. Pro kaZdé dva
Uek‘tory a,b € E? definujeme jejich vektomvy soucin ndsledovné: @ x b = C, kde |c] =

|| - |b] sin g, @ je thel mezi vektory @, b a trojice (@,b, ¢ = @ x b) tvori kladné orientovanou
soustavu.

Dusledek 5.34 Geometricky vjznam vektorového soucinu je zndzornén na ndacrtku 5.4.1.
Délka vektoru ¢ je rovna plose lichobéznika P sestrojencho z vektoru a, b.

Z definice vektorového soucinu lze snadno odvodit, ze je-1i (eq, es, €3) pravotoc¢iva ortonor-
méln{ baze v E*, pak e; x e; = +e; pro kazdou permutaci (4, j, k) z mnoziny {1,2, 3},
pficemz znaménko (+) se bere pro sudé permutace a znaménko (—) pro liché permutace.

- =

Véta 5.35 Necht’ (i, 7, k:) je pravotocivd ortonormdlni bdze v E3.

Necht’o?zaz—{—ﬁj%—fylg,l; 2+Cj—|—77k: Potom

axb= (5.4.1)

™o =
G S
= 2wy

Poznamka 5.36 Ve vzorci 5./.1 je pouzit formdlni determinant, jehoZ prvky jsou ¢isla
a vektory. Formdalné na nej aplikujeme Sarrusovo pravidlo. Vysledkem vijpoctu zde nebude
cislo, ale vektor

E=dxb=(8n—0)i+ (v —an)j + (o — Be)k.
Uved’'me zakladni vlastnosti vektorového soucinu. Piimo z definice lze odvodit, ze:
1. axb=—(bxa);
2. ax(b+c)=(axb)+ (axc);

3. ax (Bb)=(Ba)x b= p(axb) pro kazdé redlné ¢islo 3;
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c=axb

¢ = [al - [b] sin g

Obrazek 5.4.1: Geometricky vyznam vektorového soucinu
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4. a,b jsou linearné zavislé praveé tehdy kdyz a x b = O.

Definice 5.37 (Smiseny souéin.) SmiSenym soucinem vektori a,b,c € E* nazjvdme
vyraz la,b,c] = a- (b x c).

Véta 5.38 Necht’ d, g,é’jsou linedrné nezdvislé vektory z E3. Potom |, 5,5] je objem
rovnobéznosténu s hranami d, b, c. V pripadé, Ze vektory d,b, ¢ jsou kladné orientované, je
[d,b,c] > 0, v opacném pripadé je |d,b,c] < 0.

Geometricky vyznam vektorového souc¢inu je zndzornén na nacrtku 5.4.2.

Véta 5.39 Necht’ d = (o, s, az), b= (061, Pa, B3), €= (71,72,73). Potom plati

. a1 (OQg9 O3
[57 ba 5] = ﬁl ﬂ? ﬁ?)
Y172 )8

Uved’me zakladni vlastnosti smiseného soucinu:

— —

1. [@,b,d = [b,¢d =[¢a,bl = —[¢b,a =—[bad=—[acb.
2. Pro kazdé redlné ¢islo o plati: [od, I;,cﬂ = ld, Qg,cﬂ = ld, b, ocl=opla,b,d.

—= —

3. [@+0b,¢d =[acéd+[bed.

4. Vektory ab, ¢ jsou linedrné zavislé prave tehdy, kdyz [d, b, cl=0.

5.5 Linearni dtvary v E°.

5.5.1 Primka

Je-li ddn bod A = [ay, as, as] a vektor 4 = (uq, ug, usz), pak piimka p prochézejici bodem
A ve sméru vektoru « ma vektorovou rovnici X = A 4 tu. Rozepsanim vektorové rovnice
podle jednotlivych slozek dostavame tzv. parametrické rovnice primky p :

r = a;+tu
Yy = as+tug
z = ag+tus

Vyloucenim parametru ¢ dostaneme tzv. obecnou rovnici primky

wr+bhy+caz+d = 0
as®t + boy +coz+dy = 07

kde aq, a9, by, bo, 1, ca,dy,ds jsou konstanty. Jde o rovnice dvou ruznych rovin, jejichz
prusecikem je piimka p.
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V =la,b, (]|

Obrazek 5.4.2: Geometricky vyznam smiseného soucinu
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Poznamka 5.40 Ze stredoskolské analytické geometrie vime, Ze normdlové vektory ni a
Ty TOVIN

amr+by+cz+d = 0

asx +boy + coz+dy = 0

gsou ny = (ag, by, c1) any = (ag, by, co). Proto musi platit:
n-u=0 a ny-u=0.
Rozepsdnim téchto skaldarnich soucini dostavdme:

a1Uy + b1UQ + ciuz = 0
AUy + b2U2 + couz = 0

Souradnice smérového vektoru U jsou tedy netrividlnim resenim systému linedrnich ho-
mogennich rovnic

amr+biy+cz = 0
asx +boy +coz = 0

5.5.2 Rovina

—

Je-li ddn bod A = [aj,as,a3] a dva linedrné nezavislé vektory 4 = (uy,ug,u3) a v =
(v1, v9,v3), pak rovina g ur¢end bodem A a vektory @ a ¥ méa vektorovou rovnici

X = A+ td + 57,

kde X = [z,y,y| a t,s jsou redlné parametry. Rozepsanim vektorové rovnice podle jed-
notlivych slozek dostavame tzv. parametrické rovnice roviny

r = aj+tu; + sv;
Y = ag+tus + svy
z = ag+tug+ svs

Vyloucenim parametru t, s dostaneme obecnou rovnici roviny o
ar +by+cz+d=0.

Kazdy vektor W # 0, kde 0= (0,0,0), lezi v roviné g, pokud jeho soufadnice (wy,ws, ws)
vyhovuji rovnici aw; +bwsy 4 cws = 0. VSechny nenulové nasobky vektoru 7 = (a, b, ¢) jsou
normélovymi vektory. Obecnou rovnici roviny obdrzime teké rozepsanim determinantu

r—ay Y—az <2 —das
U1 U9 us =0.
U1 U2 U3
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5.5.3 f]seéka, poloprimka, polorovina
Necht’ A, B € E3, A # B. Vektorové rovnice
X = A+tu,

kde =B — A at €< 0,+00), je rovnici polopiimky AB. Pokud ¢ €< 0, —00), popisuje
uvedeny vztah polopiimku BA a pro t €< 0,1 > tsecku AB. Analogickd tvrzeni lze
zformulovat i pro parametrické rovnice.

Jestlize ve vektorové rovnici roviny polozime t € R, s €< 0,400), dostaneme vek-
torovou rovnici poloroviny s hraniéni primkou p : X = A+t« a vnitinim bodem C' = A+-7.

5.5.4 Vzajemna poloha dvou primek

Dvé pifmky v E3 mohou byt
1. ruznobézné, maji-li spolecny pravé jeden bod
2. rovnobézné, lezi-li v jedné roviné a nejsou ruznobézné
3. mimobézné, nelezi-li v jedné roviné

Urcovani vzajemné polohy dvou piimek prevedeme na feSeni soustavy linearnich alge-
braickych rovnic.
Necht’ piimky p, ¢ jsou zadany vektorovymi rovnicemi

p:X=P+su, q:Y=Q+1tv (5.5.2)
nebo
amr+by+caz+d = 0 ar+fy+vz+6 = 0
: : (5.5.3)
asx +byy + ez +dy = 0 QT + oy + 22+ 02 = 0
Vzajemna poloha pirimek p, g potom souvisi s fesitelnosti soustavy rovnic
amr+by+caz+d = 0
asx + by +coz+dy = 0
5.5.4
ax+ by +mnz+6 = 0 ( )
a2x+62y+722+§2 =0
vzniklé rozepsdnim vztahu
P—Q =1tv— su, (5.5.5)

ktery vychéazi z predpokladu, ze obé ptimky maji spolecny alespon jeden bod.

Oznaéme A matici koeficientu soustavy (5.5.5), A* rozsifenou matici této soustavy, B
matici koeficientu soustavy (5.5.4) a kone¢né B* rozsifenou matici této soustavy. Potom
primky p, ¢ jsou:

1. mimobézné
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. .., <= h(A) =h(A*)=2
2. ruznobézné h(B) = h(B*) = 3
3 rovnob&ime a riznd <= h(A) =1ANh(A*) =2
. TOVnobézné a ruzn h(B) =2 A h(B*) = 3
., <= h(A)=hA") =1
4. totozné h(B) = h(B*) = 2

Uhel @ ptimek p, ¢ definujeme jako mensi z ihlu které sviraji primky p, ¢, pokud jsou
ruznobézné a jako nulovy, pokud jsou rovnobézné. Jestlize u, v jsou smérové vektory p, q,
potom

|

£
=L

cos p =

=
=

5.5.5 Vzajemna poloha primky a roviny.

Ptimka a rovina se nazyvaji
1. ruznobézné, maji-li pravé jeden spoleény bod
2. rovnobézné

(a) ruzné, nemaji-li zddny spolec¢ny bod.
(b) splyvajici, lezi-li piimka v roviné.
P1i uréovani vzajemné polohy ptimky a roviny vyuzijeme vlastnosti skalarniho soucinu.

Necht’ piimka p je ddna rovnici (5.5.2) a necht’ 7 je normélovy vektor roviny p. Potom
jsou piimky

1. p a g ruznobézné tehdy a jen tehdy, kdyz « - n # 0.

2. p a p rovnobézné ruzné (t.j. p ¢ o) tehdy a jen tehdy, kdyz @ -7 =0A A & o.

3. p a p rovnobézné splyvajici (t.j. p C g) tehdy a jen tehdy, kdyz @ -7 =0A A € o.

Ptimka p je kolma na rovinu p, jestlize je smérovy vektor primky nenulovym nésobkem
normalového vektoru roviny. Uhel ¢, ktery svird piimka p a rovina p, je definovan jako
uhel smérového vektoru piimky u a jeho ortogonalniho prumétu u’ do roviny p. Pokud je

pLlo jep=m/2 Uhel pocitame podle vzorce

i

||

1
1

cos p =

&l
i~
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5.5.6 Vzajemna poloha dvou rovin
Dveé roviny nazyvame
e ruznobéiné, maji-li spole¢nou primku;
e rounobézné ruzné, nemaji-li zadny spoleény bod;
e rovnobézné splyvagici, jsou-li totozné.

Urcovani vzajemné polohy dvou rovin opét prevedeme na feSeni soustavy linearnich alge-
braickych rovnic.
Necht’ jsou roviny o a ¢ dany vztahy

0: ax+biy+cz+d =0

o1 ar + by +coz+dy =0 (5.5.6)

Necht’ A a A* jsou matice koeficientu a matice rozsitend soustavy (5.5.6). Potom g a o
jsou

1. riznobézné tehdy a jen tehdy, kdyz h(A) = h(A*) =2
2. rovnobézné ruzné tehdy a jen tehdy, kdyz h(A) = 1 A h(A*) =2
3. totozné tehdy a jen tehdy, kdyz h(A) = h(A*) =1
Uhel @, ktery roviny sviraji, lze urcit jako thel jejich normélovych vektoru ny, ns.

COS = —lﬁl : ﬁ2|
AN

5.6 Analyticka geometrie linearnich Gtvarua

V této casti uvedeme pouze nékteré casto se vyskytujici vztahy.

5.6.1 Vzdalenost bodu od primky

Na sttedni Skole jste se seznamili s tim, ze vzdalenost v bodu C' = (zg,y0) od pifmky
ar +by+c=0 je

Y laxo + byo + |
Pii feseni této ulohy muzeme ale vyuzit i vlastnosti vektorového soucinu.
Méjme piimku p zadanou dvéma body A, B a bod C'. Pak vzdalenost primky p a bodu C'
je dana vztahem
i |AB % AC \
|AB]
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5.6.2 Pricka mimobézek

Predpokladejme, ze mame zadany dvé mimobézné piimky p a q. Necht’ piimka p je urcena
bodem A a smérovym vektorem @, pirimka ¢ je je uréena bodem B a smérovam vektorem
b. Oznac¢me AB = ¢. Potom je délka pricky téchto mimobézek rovna

.5,

Cj@xb
5.6.3 Rovnice roviny prochazejici body tremi body

Necht” A = (z1,y1,21), B = (22,2, 22), C = (x3,¥3, 23) jsou tii body nelezici na jedné
piimce. Potom rovnice roviny o prochézejici témito body je uréena vztahem

z y z 1
1oy o2 1
T2 Yo 2o 1
r3 Yz z3 1

kde (z,vy, z) jsou soutadnice libovolného bodu leziciho v roviné p.

5.7 Kanonické tvary kuzelosecek.

Definice 5.41 Mnozinu bodii z E* o souradnicich (x,y) nazveme kuzeloseckou, jestlize
vyhovuje rovnici

anx® + axny® + 2a120y + 2017 + 2a2y + ag = 0, (5.7.7)
kde ai1,ass, aya, a1, as, ag € R. Kvadratickou cdsti rovnice kuzelosecky nazyvdme vyraz
a1z’ + asny’ + +2az1y,

linedrni ¢dsti rovnice vyraz
2a17 + 2a9y.

Matict
11 Q12 a1

A= Q12 A22 Q2
ay az Qo

nazyvdme matici kuzelosecky.

V tabulce 5.7.1 jsou bez podrobného zduvodnéni uvedeny tzv. kanonické tvary kuzelosecek,
které jsou obecné zadany rovnici (5.7.7):

Poznamka 5.42 Kruznice je specidlni typ elipsy pro a = b.

Nékteré kanonické tvary jsou ilustrovany na obrazcich.
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Obrazek 5.7.3: Kruznice: (x —m)* + (y —n)?> =12

Obrazek 5.7.4: Elipsa: (x;n)Q + (y;zn) =1

Obréazek 5.7.5: Hyperbola: (I;T)Q — (925)2 =1
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I arnd eli 2 P
maginarni elipsa — + = -1
2 2
Elipsa = + 5= 1
2 2
Hyperbola Yy
a? b
Parabola Yy —2pr =0
2 2
Bod LY
a?  b?
.. SR T
Dvé ruznobézné primky R —)
a? b
0 2 +a®>=0
Dveé rovnobézné primky ?—a’=0
Dveé splyvajici piimky =0

Tabulka 5.7.1: Kanonické tvary kuzelosecek

5.8 Kanonické tvary kvadrik.

Definice 5.43 Mnozinu bodi z E* o souradnicich (z,y, z) nazveme kvadrikou nebo kvadrat-
ickou plochou, jestlize vyhovuje rovnici

a1 2?4 agey® + assz® + 2a107Y + 201372 + 2a93y2 + 2017 + 2ay + 2a3z +ag = 0, (5.8.8)

kde a1, ass, ass, ajs, a3, ass, a1, ag, as, ag € R. Kvadratickou ¢asti rovnice kvadriky nazyvame
vyraz
2 2 2
a11x” + agy” + azzz” + 2a12xy + 2a13x2 + 2a03y2,
linedarni cdsti rovnice vyraz
201 + 2a9y + 2a3z.

Matict

a1 G122 aiz ai

A — G2 G2 A23 Q2
13 (23 az3 das

aq a9 as Qg

nazyvdme matici kvadriky.

Poznamka 5.44 Koule je specidlni typ elipsoidu pro a = b = c.
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Imaginarni elipsoid

Elipsoid

Jednodilny hyperboloid

Dvoudilny hyperboloid

2 2 2
x Y z
2tE a1
2 2 2
T Y Z
etEp—atl

Elipticky paraboloid

no
[ V)

Imaginarni kuzelova plocha

2 2
Hyperbolicky paraboloid 2—2 — Zé—g —22=0
2 2

2 2 2
Elipticka kuzelové plocha HthE -5
2 2
Imaginrn{ vélcova plocha S+ E+1
2 2
Elipticka valcova plocha % + :Z_2 —1
2 2
Hyperbolicka valcova plocha 2—2 — Zé—Q —1
2
Parabolickd valcovd plocha == 2py =
Dvé imagindrni ruznobézné rovi $—2—|—y2—
ginarni ruznobézné roviny 2 T e =
Dvé ruznobézné roviny g -
a? b2
Dvé imagindrni rovnobézné roviny 22+ a? =
Dvé rovnobézné roviny 22 —a? =
Dveé splyvajici roviny 22 =0

Tabulka 5.8.2: Kanonické tvary kvadrik
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Obréazek 5.7.6: Parabola: (y —n)? = 2p(z — m)

V tabulce 5.8 jsou uvedeny tzv. kanonické tvary kvadrik obecné zadanych rovnici (5.8.8).
Neékteré kanonické tvary jsou ilustrovany na nacrtcich 5.8.7-5.8.16.

Obrazek 5.8.7: Koule: 22 4+ 32 + 22 =1

5.9 Zakladni vlastnosti kuzelosecek a kvadrik

Definice 5.45 Kwvadratickd plocha s matici A se nazgvd regularni, jestlize |A| # 0.
Kvadratickd plocha se nazijvd singularni, jestlize |A| = 0.

Véta 5.46 Regularni kuZelosecky jsou: elipsa, hyperbola, parabola. Reguldrni kvadratické
plochy jsou: elipsoid, hyperboloid, paraboloid.

Definice 5.47 Kwadratickd plocha se nazjvd sttedova, jestlize ma jedinny stred soumeérnosti
(nazjvd se stred kvadratické plochy).
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Obrazek 5.8.8: Elipsoid: %2 +y2 4+ 22 =1

Obrazek 5.8.9: Jednodilny hyperboloid: 2% + y? — 2% =1

\

Obrazek 5.8.10: Dvojdilny hyperboloid: 2% + ¢y — 2% = —1
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Obrazek 5.8.11: Elipticky paraboloid: 2% + y? — 2z = 0

o

Obrazek 5.8.12: Hyperbolicky paraboloid: 22 — y? — 22 =0

Obrazek 5.8.13: Kuzelovd plocha: 22 + 4% — 22 = 0
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Obrazek 5.8.14: Eliptickd vélcova plocha: 22 + y? = 1

:

VARV

Obrazek 5.8.15: Hyperbolicks vélcovd plocha: 22 — y? = 1

Obrazek 5.8.16: Parabolickd valcova plocha: 3% = 2px
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Z predchozi definice je ziejmé, ze bod S = (s1, S2,s3) je stiedem kvadratické plochy
s matici A pravé tehdy, kdyz usporddand trojice (s, s2, $3) je jedinym FeSenim soustavy

anr + apy + aszz + a = 0
a2t + a2y + a93z + ag = 0
ai3r + agy + azzz + a3 = 0

Kazdou kuzelosecku ¢i kvadriku lze vhodnou transformaci souradnic x,y, z prevést na
kanonicky tvar. [lustrujme toto tvrzeni na nasledujicim piikladu:

Priklad 5.48 Urcete kanonickou rovnici kuZelosecky
2° +y® +day + 22+ 1 = 0. (5.9.9)

Pouzijeme Lagrangeovu metodu doplnéni na ¢tverec. Vezmeme vSechny ¢leny obsahujici
x a doplnime je na uplny ¢tverec. Potom provedeme totéz pro ¢leny obsahujici y. Levou
stranu rovnice (5.9.9) tedy ekvivalentné upravujeme na tvar:
(2% + 4oy + 22) + > +1 =0,
(z4+2y+1)2 —4y? —dy — 1]+ +1=0,
(z+2y+1)° = 3y* — 4y = 0,

4
($+2y+1)2—3(y2+§y) =0,

) 2\* 4
(x+2y+1)°—3 y—l—g —|—§:O,

2

+2y+ 12 3(y+3
3 3
Oznacéme 5
E=r+2y+1 n:y+§.
Potom ) )
§ 31
-+ —— =1. 5.9.10
13 43 (5.9.10)

Dostali jsme rovnici hyperboly. Kanonickou rovnici kuzelosecky (5.9.9) je rovnice (5.9.10).

5.10 Shrnuti

Definovali jsme si skalarni, vektorovy a smiSeny soucin vektoru. Zatimco skalarni soucin
muze byt definovan vice zpusoby v libovolném netrivialnim vektorovém prostoru, vek-
torovy a smiSeny soucin jsme definovali pouze v E?. Zavedli jsme si pojem ortogonalnosti
vektort, ktery v E? a E? je shodny s pojmem kolmosti vektort.



MATEMATIKA 1B 96

Grammova - Schmidtova véta 1ika, ze v kazdém netrivialnim vektorovém prostoru exis-
tuje ortogondlni baze. Dukaz véty obsahuje presny pracovni postup, jak sestrojit hledanou
ortogonalni bazi.

Vyhody prace s ortogonalni bazi ocenime napi. pii urc¢ovani ortogondlniho prumeétu
do podprostoru. Obecné zde musime fesit soustavu linedrnich algebraickych rovnic se
symetrickou matici koeficienti. Pokud budeme mit ortogonalni bézi podprostoru, potom
matice soustavy bude mit diagonalni matici.

Vektorovy a smiSeny souc¢in je vhodné pouzivat v jejich vyjadieni pomoci determi-
nantu, ktery jsme si ukazali. Z vlastnosti determinanti potom automaticky vyplyvaji i
vlastnosti vektorového ¢i smiseného soucinu.

Ziskané znalosti z vektorového poctu jsme vyuzili pfi definovani linedrnich itvara v E3
a pri odvozovani jejich vlastnosi. Pti urcovani vzajemné polohy pfimek, primky a roviny,
rovin jsme vyuzili poznatku o FeSitelnosti soustav linearnich algebraickych rovnic.

5.11 Kontrolni priklady ke kapitole 5

1. Urcete kosinus uihlu ¢ sevieného vektory a = i+ + 2kab=i— 27.

2. VAABC, kde A = [2;3;5], B = [-1;-3;8] a C' = [5; —2; 1] urCete délky stran a

velikosti vnitinich thla.

3. Urcete ortogondlni prumét w vektoru v do podprostoru P

(a) v=(4,2,-5,3), P=<(51,3,3),(3,—1,-3,5),(3,—1,5,—3) >.
(b) v=(2,5,2,-2), P=<(1,1,2,8),(0,1,1,3),(1,-2,1,1) >.

4. Uréete vektor &= @xb a najdéte obsah rovnobéznika sestrojeného z vektoru a = j—i—lg

ab=1—j+Fk
5. Urcete sin (@, l;), kde @ = (3;1;2) a b= (2;—2:4).
6. Zjednoduste: (@+2b—2)-[(@—b) x (@—b — ).
7. Dané rovnice ptimky preved’'te na parametrické.

(a) 2r+y+4=0
(b) x—y=1

8. Napiste rovnici primky, ktera

(a) prochdzi body A = [2;—1] a B = [3;—-2].
(b) prochézi bodem B = [4;3] a je kolm4 na piimku ¢ : = 3 — 3t,y = 2 + 5t.

Vysledky jsou uvedeny v ¢asti 15.5.



Kapitola 6

Diferencialni pocet funkci jedné
promeénné - cast 1

6.1 Cil kapitoly

Jednim ze zdkladnich matematickych pojmu je pojem funkce. V této kapitole zacneme
podrobnéji studovat vlastnosti funkei jedné proménné.

Zacneme zavedenim limity a odvozenim jejich vlastnosti. Pojem limity funkce je jednim
promyslenim jeji definice a snazte se proniknout do podstaty tohoto pojmu. Pokud se vam
to podaii, muzeme s trochou nadsazky tici, ze matematika vam nebude délat problémy;,
protoze jste schopni abstraktniho mysleni. Ukazeme si, jak se pocitaji limity funkce ve
vlastnich i nevlastnich (v nekoneénu) bodech. Pomoci pojmu limity si budeme definovat
spojitost funkce v bodé a na intervalu. Uvedeme si vlastnosti spojitych funkei a klasifikaci
nespojitosti.

Limita se stane také vychozim apardatem pro urceni derivace funkce. Od prikladu, kde
si ukazeme, ze smérnice tecny ke kiivce je limitou podilu diferenci, prejdeme k definici
mentarni funkce a jaké jsou zakladni vlastnosti derivace.

Zavedeme si pojem diferencial funkce a ukazeme si, jako jedno z jeho moznych pouziti,
priblizny vypocet hodnoty funkce pomoci diferencidlu.

Poukézeme také na uzitetnost vhodnych programu (Maple, Matlab, Mathematica) pii
konkrétnich vypoctech.

97
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6.2 Pojem okoli bodu (¢ - okoli)

Prakticky ve vSech uvahéch, tykajicich se pojmu, které budou déle zavedeny (limita
funkce, spojitost funkce, derivace funkce) je nezbytné pracovat v nékteré blizkosti dopredu
zadaného bodu. Aby bylo mozné o téchto pojmech hovorit, je nutné napied tuto ,,blizkost*
vysvétlit. To se vétsinou déla zajedenim pojmu ,,0koli“ bodu.

Definice 6.1 Epsilon (c) okolim bodu a € R nazgvime otevieny interval (a — €,a + ¢€),
kde € je nékteré malé kladné cislo.

Pro znaceni okoli bodu jsou ¢asto pouzivany symboly: O(a), O(a, ), U(a) nabo U(a,¢).
Pravé okoli: [a,a + ¢).
Levé okoli: (a — ¢, al.

6.3 Limita funkce

Definice 6.2 Cislo b se nazjvd (viastni) limita funkce f v bodé a, jestlize funkce je
definovana v okoli tohoto bodu a jestlize pro Ye36 > 0 (v zdvislosti na €) takovd, Ze
Va:|r—al <d, ©#amdme|f(x)—0b <e.

Tento fakt symobolicky zapisujeme nasledujicim zpusobem:

lim f(x) =b nebo f(z) — b (x — a).

r—a

Priklad 6.3 Necht’ f(z) = 2. Ukazte, Ze lir% 2% = 8.

Reseni. Vime, ze 2% — 8] = |22 4 22 + 4| - |z — 2|. Podivejme se, co se déje, kdyz se z
blizi 2 v jistém okoli tohoto bodu, napt. v okoli s polomérem 1, tj.

2-1<z<241 = 1<z<3.
Pro libovolnou hodnotu z v tomto okoli plati
7 < |2® 4 2z + 4] < 19,
a tedy
|z® — 8] < 19|z — 2.
Necht’ € je libovolné pevné zvolené (malé) kladné ¢islo. Z predchozi nerovnosti plyne, ze
€

=J.
19

|2° =8| < ¢ if |z —2| <

(/19 musi byt mensi nez polomér okoli, tj. 1.)

Geometricky splnéni nerovnosti | f(z)—b| < e pfi splnéni nervnosti |[z—a| < 0 znamend,
ze jestlize sestrojime na ose y okoli bodu b s libovolné malym polomérem e, pak 1ze urcit
polomeér § pro takové okoli bodu a na ose x, ze hodnoty argumentu z (s vyjimkou = = a)
budou pattit do 26-okoli bodu a a hodnoty funkce padnou do 2e okoli bodu b.
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Priklad 6.4 Definujme funkci
i, x#1
—J an ’
ylw) = { 1, z=1

)

N[

Ukazte, Ze lim, ., y(x) =

Reseni. Musime dokazat, ze

Ve>030>0Ve:|jz—1|<d,2#1= <e.

—r — —

2 2

Z posledni nerovnosti plyne, ze |%x — %‘ =3lz—1]a }%x — %’ < e jestlie |z—1| < 2e = 0.
Piiklad 6.5 QOwvérte, Ze neexistuje limita lim,_,q sin %

Reseni. Necht’ limita je rovna ¢islu b, tj.

lim sin — = b.
x—0 xX

Vybereme posloupnost {z,} = T% Ziejmé lim z, =0 a

P

o1 o
lim sin — = lim sinnw = 0.
n—0o0 :L‘n n—oo
Tedy b = 0. Vybereme jinou posloupnost
1
Tpp=——"7.
{an} 5+ 2nm

Ziejmé lim z, =0 a

n—oo

1
lim sin — = lim sin (Z + 2n7r) =1.
n—oo :L'n n—oo 2

Tedy b = 1. Dosli jsme ke sporu, protoze jestlize limita existuje, pak hodnota b musi byt
urcena jednoznacné. Nacrtek funkce je na obrazku 6.3.1.

Obrazek 6.3.1: Graf funkce sin%
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Priklad 6.6 FEuxistuje lin% x sin % ?

Piiklad 6.7 Uvazujme funkci

Najdete lin% f(x).

Reseni. Pro libovolné z # 2 méme f(x) = x + 2, a protoze definice limity pro x — 2
nezahrnuje hodnotu funkce f v bodé z = 2, dostdvame

ZE2—

) 4 )
;lzl—% Tr—2 —il_)rr%(:v—i—?)—él.

6.4 Pravostranna a levostranna limita funkce. Limita
zprava a zleva

Definice 6.8 Pravostrannd limita definujeme takto:

lim f(z) = lim f(x).

z—at z—a,z€(a,+00)NDy
Cislo b je pravostrannou limitou, jestlize
Ve>03d>0Vz € (a,a+9):|f(z)—b <e.
Podobné definujeme levostrannou limitu:

lim f(x)= lim f(z).

T—a~ z—a,r€(—00,a)NDy
Cislo b je levostrannou limitou, jestlize
Ve>03d>0Vzr € (a—d,a):|f(x)—b| <e.

Priklad 6.9 Najdéte jednostranné limity pro x — 1, jestlize

0, <1,
fl)=¢ 1, z=1,
2, x>1.

Reseni. lim f(z) =0, lim f(z) = 2.
z—1- z—1
Mezi jednostrannymi limitami funkce v bodé a limitou funkce v bodé plati néasledujici

vztah, ktery uvedeme bez dokazovani.

Véta 6.10
tin (1) = b, (a # o0)
—
lim f(z) = lim f(x)=0.

rz—at r—a~
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6.5 Nevlastni limita funkce

Definice 6.11 Funkce f md v bodé x = a nevlastni limitu (tj. limita je rovna +00 nebo
—00), jestlize

VM >036>0Vz e (a—d,a+0d),x#a : f(x)>M (nebo f(z)<—M).

PiSeme:
lim f(z) = 400, lim f(z) = —o0.

r—a r—a

6.6 Dalsi pripady limit

Nasledujici limity mohou byt definovany analogicky k predchozim definicim vlastnich
a nevlastnich limit (viz podkapitoly 6.3 a 6.5). Pokuste se o jejich rozepsdni pomoci
nerovnosti samostatneé.

lim+ f(z) = +o0, lim+ f(z) = —o0,
lim f(x) = +oo0, lim f(r) = —oo0,
xkinoof(x) = 400, xEr}rloof(x) = —00,
lim f(z) = +oo0, lim f(x) = —o0,

lim f(x) =", lim f(x)=".

T——00 T—-+00

6.7 Neékteré véty o limitach

O limitach funkci plati fada zajimavych pravidel a poznatki. Nyni uvedeme nékteré z
nich. Tento prehled neni dplnym piehledem, pouze slouzi k dalsimu ilustrovani toho, jak
s limitami pracovat. Poznantky uvadime bez dukazu. Pokuste se promyslet a podrobné
pochopit znéni nize uvedenych vét. Pokud budede tapat vyuzijte uvedenych ptikladu.
Zkuste také promyslet jak by se asi tyto véty daly dokézat.

Véta 6.12 Jestlize lim fi(x) = b a lim fo(x) = ¢, pak
lim,_,[f1(z) £ fa(x)] =bEc,
() fa(x) =b-c,

hmx—>a fl
: 1(z) b
lim,_.,, ) = o

pokud hodnota ¢ # 0 a na nékterém okoli (a — §,a + 96) \ {a}) plati fo(x) # 0.
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Véta 6.13 Jestlize lim fi(x) = by a lim fo(x) = by a jestlize existuje okoli U(a) takové,
zZe v nem

filz) < fa(x)  (nebo fi(z) < fa(2)),
pro x € U(a),x # a, pak by < by.

Priklad 6.14 Jestlize fi(z) =1+ 2%, fo(z) =1+ |z| a z € U(0,1) pak fi(z) < fo(z) a
by < b, 1.
by =lim fi(z) = 1 = lim fo(z) = b.

Véta 6.15 Jestlize
glgij)fcltfl(ilf) = by, glgigllfz(x) = by
a by < by pak ezistuje mnozina bodi Ula,d) \ {a} takové, Ze
fi(z) < fa(2)
pro vSechna x € U(a,d) \ {a}.

Priklad 6.16 Polozme fi(z) = 2?, fo(z) = 1+ 2% aa = 0. Potom mdme by =0 < by =1
a plati * < 1+ 2 pro vsechny hodnyty x € U(0,1) \ {0}.

Véta 6.17 Predpokldidejme, Ze

lim fi(z) = lim fo(x) = b.

r—a r—a

Jestlize navic plati

fi(z) < p(x) < fol)
pro z € U(a) \ {a}, potom
glgllg o(z) =b.

6.8 Limita slozené funkce

Slozenou funkci (nebo také funkci jiné funkce) definujeme takto: Je-li y = f(z) a déle
z = p(x), potom funkei

y = [le(z)]

nazyvame slozenou funkci. V tomto vysvétleni predpokladame, ze vysledna funkce je defi-
novana na mnoziné, ktera je podmnozinou oboru hodnot funkce ¢(x). Funkei f nazyvame
vnéjsi funkei, funkci ¢ nazyvame vnitini funkci.

Zajisté pro vas nebude problém samostatné ovérit vysledek nasledujiciho piikladu.

Priklad 6.18 Jsou dany funkce
f(z)=1+cosz, @(x)=(r—1)>

Urcete funkce flo(x)], ¢[f(x)].
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Reseni. Pifmym dosazenim dostdvdme
Flp(@)] = 1+ cos(z — 1), [f(@)] = cos’a.

Na zavér uvedeme jednu komplikovanéjsi vétu o limitach. Prijedete na to, pro¢ je pod-
minka (6.8.1) pro jeji platnost nevyhnutna. Pokud ne, nechte se motivovat ddle uvedenymi
priklady 6.20, 6.21. Priklad 6.21 je kostruovan tak prikazné, ze po jeho prostudovani smysl
podminky (6.8.1) snadno pochopite.

Véta 6.19 Jestlize lim f(x) = b, hn}) o(x) =c a3U(a,¢€) takové, Ze

f(x) #b pro x € U(a,e),x # a, (6.8.1)
pak
lim o[ f ()] = c.

r—a

1
Priklad 6.20 Plati Véta 0.19 v pripadé, Ze f(z) = 22, p(z) = =, aa =27
x

- 1
Reseni. V zadaném piikladu dopocitdéme b = 4 a ¢ = 1 Vsechny podminky Véty 6.19
plati a
) 1
lim p[f(2)] = 7,
protoze

Ukazme nyni jak dulezitou podminka (6.8.1) je.
Piiklad 6.21 Zjistéte, zdali plati Véta 6.19 v pripade, Ze

f(x):{gz 70,

x =0,
a
1, x#2,
Plr) = { 0, z i 2.
Polozte a = 0.
Reseni. Snadno nalezneme, ze
lim f(x) =b=2

z—0

lim p(z) =c=1.

T—2
Slozend funkce ma tvar L
0, ==#£0,
dran={ 170
Odtud jiz snadno vidime, ze lir% ¢[f(z)] = 0 # 1. Podminka (6.8.1) neni v tomto piipadé

splnéna.
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6.9 Neékteré znamé limity

Nyni uvedeme nékolik limit, které se ¢asto pri vypoctech vyskytuji. Mnohé z nich jiz znate
ze stiedni skoly. Jakmile se seznamite s L’Hospitalovym pravidlem (viz 7.13), nebude pro
vas problém je snadno vypocitat.

lim (1+z)* = e,
(iii)
C x
lim (1—|——> = e ceR,
T—00 X
(iv)
lim sin _ 1
z—0 X
(v)
r—1
lima =Ilna, acRT,
x—0 €x
(vi)
In(1
lim 202
x—0 X

(Tato limita je jen modifikaci predchozi limity. Skutecné, substituce a* — 1 = z vede k
pozadovanému vysledku.)

(vii)
lim (I+a2)*—1

=a, a€elR.
x—0 €x

6.10 Spojitost funkce

Pristupme k dalsimu dulezitému pojmu, tykajictho se funkci. Je jim pojem spojitosti
funkce. Co to je funkce spojitd v bodé nebo na nékterém intervalu zahy osvétlime. Predtim
jen pripomenme, ze v jednoduché (a matematicky nekorektni podobé) je spojitost funkce
na intervalu tvaru (a,b) ¢asto interpretovédna jako moznost nakreslit tuzkou na papiru
odpovidajici graf jednim tahem bez nutnost oddalovat tuzku od papiru. I kdyz je tato
,definice” matematicky nekorektni, do jisté miry vystihuje podstatu spojitosti.
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Definice 6.22 Funkce f se nazjvd spojitd v bodé a, jestlize je definovdna v okoli U(a,¢)
a

lim f(2) = f(a).
Pomoci matematickijch symboli mizZeme psdt definici takto:

Ve>030>0Ve:|x—al <d|f(x)— fla)] <e.

Definice 6.23 Funkce f se nazijvd zprava (zleva) spojitd v bodé a, jestlize

i fa) = @), (i 7o) = f(0))

Tr—a—

Poznamka 6.24 Zkrdcené zapisujeme:

fla™) = lier f(z), f(a™)= lim f(z).
r—a Tr—a
Zkrdceny zdpis x — av je ekvivalentni zdpisu x — a, x > a a zkrdceny zdpis x — a~ je
ekvivalentni zapisu v — a, x < a.

Zaved'me pojem prirustku funkce.

Definice 6.25 Rozdil
Af(z) = fz+A) = f(z)

se nazyvd prirustek funkce f v bodé x prislusny prirustku A nezdvisle proménné x.

Zkracené zapisujeme piirustek funkce y = f(x)takto:

Af =Af(x).

Definice 6.25 plati pro livobolny bod. Zajima-li nds piirustek funkce y = f(z) v bodé
T = xg, pak
Af(xo) = flzo + A) = f(xo).
Zaved'me pojem prirustku nezavislé proménné Azx. Z definice 6.25 vidime, ze polozime-li
f(x) =z, madme
Ar=z+ A — .

Prirustek Az nezavislé proménné x je tedy roven A. Symboly Az a A jsou tedy ekviva-
lentni. Prodiskutujme nyni jednu skutecnost, které neni tak jednoducha, jak se na prvni
pohled zda a souvisi s pravé odvozenym vztahem. Vysvétleme jednu vlastnost prirustku,
kterou je jeho nezavislost na proménné x. Tato vlastnost pripomind zdsadni vlastnost,
ktera plati pro volné vektory. Volny vektor muze byt prilozen k libovolnému bodu v
prostoru. Tak se chova i prirustek (i kdyz zde nejde o vektor, ale o skalér): prirustek je
samostatnd nezavisla velicina. To znamena, ze nezavisi na nezavislé proménné z, ani na
jiné veliciné. Jde o skalar, ktery je pfilozen ke konkrétnimu bodu. Tim muze byt bod
x nebo bod zy nebo libovolny jiny konkrétni bod. Symbol Az uzivdme zejména v téch
situacich, kdy chceme zduraznit, ze prirustek je prilozen k ¢islu x. Zcela na misté je tedy
nasledujici zavéreéné konstatovani:
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Poznamka 6.26 Prirustek Ax nezdvisle proménné x nezavisi na x. Necht’ napriklad
r=x90=1,z=x =10,z =a = -9, Az = 0,1. Pak xo + Az = 1,1; 1 + Az =
10, 1; a+Ax = —8,9. Uvedend vlastnost prirustku je vyuZita v pripadé vypoctu diferencidli
-z 7.3, str. 122.

Poznamka 6.27 Definice funkce spojité v bodé a muzZeme prepsat ndsledujicim zpusobem:

lim Af(a) =0.

Axz—0

Definice 6.28 Funkce f se nazjvd spojitd na otevieném intervalu (a,b), jestlize je spojitd
v kazdém jeho bodé c € (a,b).

Definice 6.29 Funkce f se nazjvd spojitd na uzavieném intervalu [a, b], jestliZe je spojitd
na otevieném intervalu (a,b) a navic je v bodé a spojitd zprava a v bodé b zleva.

Ukol. Napiste analogicky definici spojitosti funkee na intervalech (a,b] a [a, ).
Ukol. Je funkce
(z) = -z, x <0,

Y=Y 1, 2>0
spojitd (nespojitd) zprava (zleva) v bodé x = 07
Skute¢nost, ze funkce f je spojitd na intervalu [a, b] zapisujeme takto: f € C|a,b] nebo
f € C na [a, b] Podobné zapisujeme spojitost na jinych typech intervalu. Piseme napiiklad
f € C(a,b) nebo f € C na (a,b) pro funkei, spojitou na intervalu (a,b).
6.11 Neékteré vlastnosti spojitych funkci

Véta 6.30 Jsou-li funkce f(x) a p(x) spojité v bodé a, pak jejich soucet (nebo rozdil)
f(x) £ ¢(x), soucin f(z) - p(x) a podil ig;
v bodé a.

(v pripadé, Ze p(a) # 0) jsou také spojité

Véta 6.31 Je-li funkce p(x) spojitd v bodé a a funkce f(y) v bodé b = p(a), pak sloZené
funkce F(z) = flp(z)] je spojitd v bodé a.

Véta 6.32 Je-li funkce f(x) spojitd v bodé a, pak existuje okoli U(a), v némz je f(x)
omezend.

Piiklad 6.33 Konstatni funkce f(x) = C je definovdna a je spojitd pro libovolnou hod-
notu x, protoze jeji prirustek odpovidajici libovolnému priristku Az argumentu je AC =
C —C =0, a tedy podminka AC — 0 (pro Az — 0) je automaticky splnéna.
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Piiklad 6.34 Funkce f(x) = 2™, n € N je definovdna pro vSechny body redlné osy a je
v nich spojita. Skutecné, funkce y = x je spojitd pro libovolné x, nebot’

lim A = 1li Azx) —z| = lim Az =0.
A A = fnller Ao =l = fmy Ar=0
Tedy funkce 2> =z -z, 2% = 2% - 2,..., 2" = 2" - 2 jsou také spojité.

Piiklad 6.35 Polynom
P(x) = apa" + ap_ 12" 4 4+ a1w + ag
(kde a; € R,i=0,...,n) je spojitd funkce pro libovolné x € R. Raciondlni lomend funkce
flz) = P(x)  apa™ + ap_qa" 4+ ax+ag
Q) bpx™ + bygxm -+ by + by

(kde a; e R,i=0,...,n,b; € R, j=0,...,m) je spojitd pro viechny hodnoty x € R, pro
néz Q(x) # 0.

6.12 QOdstranitelna nespojitost

Definice 6.36 Je-li f nespojita v bodé x = a a pokud soucasné existuje konecnd limita
lim f(x), rikame, Ze tento bod je bodem odstranitelné nespojitosti funkce.

Tento pojem ma vyznam, nebot’ v tomto pripadé muze byt funkce f redefinovana v bodé
a (za predpokladu, ze je definovéna v a) a nebo dodefinovana v bodé a (jestlize puvodné
nebyla v bodé a definovéna) tak, ze polozime

f(a) = lim f(x)

takze (témér definovand!) funkce f je v tomto bodé spojité.

Priklad 6.37 Funkce
x?—1

) X 1’
fay=3 w-1° "7
3, r=1
neni spojitd v bodé x = 1. Tato nespojitost je odstranitelnd, nebot’ polozime-li f(1) = 2,
(novd) funkce f bude spojitd v x = 1.

Priklad 6.38 Funkce y = sin — je omezend a ma neodstranitelny bod nespojitosti x = 0.
x

Priklad 6.39 Funkce y = (signz)? kde

1, >0,
signx = 0, =0,
-1, <0

ma bod odstranitelné nespojitosti x = 0.



MATEMATIKA 1B 108

6.13 Klasifikace nespojitosti

Definice 6.40 Ezistugji-li pro funkci f v (konecéném) bodé a (konecnd) éisla f(a™), f(a™)
a ma-li funkce v a presto bod nespojitosti, Tikdme, Ze tato funkce md bod nespojitosti
proniho druhu v bodé a.

Priklad 6.41 Funkce

3, v=1, 2, x>1,
fl(x> = 27 T > 17 fQ(x) =

1, =<1, 1, =<1,

2, ©>1, ] 3, x=1,
f3<x>_{ 1, <1, f4(m)_{ 1, 22 <1,

2, ©>1, 1 x>,
fS(x)_{ 1’ SL’<1, f6(x)_{ 1’ <1

maji v bodé x = 1 bod nespojitosti proniho druhu.

Definice 6.42 Cislo § = 6(a) = f(a*) — f(a™) se nazjvd skok nespojitosti. (Bod v = a
se pak nazyvd bodem skokové nespojitosti.)

Poznamka 6.43 Je-li © = a bodem odstranitelné nespojitosti, pak §(a) = 0.

Definice 6.44 Je-li funkce f definovina v okoli bodu a (popripadé s vyjimkou bodu a
samotného) a ma-li v bodé a bod nespojitosti, ktery nepatii do tridy nespojitosti pruniho
druhu, Tikame, Ze funkce ma v a bod nespojitosti druhého druhu.

1
Priiklad 6.45 Funkce y = sin— md v bodé x = 0 nespojitost druhého druhu. Funkce
x

1
y = — md v bodé x = 0 nespojitost druhého druhu.
x

6.14 Funkce spojité na uzavireném intervalu

V této ¢asti uvadime nékolik vét o vlastnostech spojitych funkei. Jsou snadno pochopitelné
a intuitivné jasné.

Véta 6.46 Je-li funkce f spojitd na uzavieném intervalu [a,b], pak je na ném omezend.

Véta 6.47 (Weierstrassova) Je-li funkce f spojitd na [a,b], pak na tomto intervalu
[a,b] nabyvd svého mazxima i svého minima tzn., Ze existuji body « a [ patrici do |a, b
takove, Ze

fla) < fz) < £(B)

pro vSechna x € [a,b].
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O maximalnich a minimélnich hodnotach funkce budeme pojednévat v casti 7.12. Jiz
dopfedu muzeme fici, ze v bodé x = 3 nabyva funkce y = f(x) svého (tzv. absolutniho)
maxima. PiSeme

max f(z) = f(5).

z€[a,b)

Podobné, v bodé x = « nabyva funkce y = f(x) svého (tzv. absolutniho) minima. Piseme

min f(z) = f(a).

z€[a,b]

Na nacrtku 6.14.2 je dana geometrickd ilustrace Weierstrassovy véty.

Y.
F{(c) IR

Obrazek 6.14.2: Weierstrassova véta

Jisté budete schopni samostatné posoudit, pro¢ z uvedené Weierstrassovy véty vyplyva
tvrzeni véty nésledujici.

Véta 6.48 Je-li funkce f spojitd na |a,b] a soucin f(a) - f(b) < 0, pak ezistuje na
otevireném intervalu (a,b) alespor jeden bod ¢, pro néjz f(c) = 0.

Dusledek 6.49 Funkce f € C na [a,b] nabjvd na intervalu [a,b] vSech hodnot mezi
hodnotami v koncovych bodech.

Diusledek 6.50 Kazdd polynomidlni rovnice P,(x) = 0 lichého stupné n, a, # 0, md
nejmeéne jedno resent.

Piiklad 6.51 Rovnice cosxz —x = 0 md koren lezici na intervalu (0,7), protoze f(0) >
0, f(m) <0 kde f(x) =cosx —x a f(z) je spojitd funkce.

Weierstrassova véta plati i v piipadé funkei vice proménnych (viz ¢dst 14.17).
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6.15 Poznamka o supremu a infimu funkce

Uzavienost intervalu [a, b] je dulezitym predpokladem pro to, aby na ném spojita funkce
vzdy méla maximum a minimum. To je obsahem Weierstrassovy véty 6.47. Jak vsSak
charakterizovat v jistém smyslu ,,nejvétsi a ,nejmensi“ hodnoty spojitych funkei na otevienych
intervalech, pokud jsou tyto ,,nejvétsi a ,,nejmensi hodnoty ,,dosahovany* na koncich in-
tervalu, tedy v bodech, které nepatii do defini¢niho oboru zadané funkce.

Uvazujme napiiklad funkci y = f*(x), definovanou na intervalu [0, 1] takto:
*(z) = 2z.

Jde o funkci spojitou na uzavieném intervalu a v souladu s Weierstrassovou vétou 6.47
mame

max f*(z) = f*(1) =2

min f*(z) = f*(0) = 0.
z€[0,1]
Pozménime nyni defini¢ni interval funkce. Misto uzavieného intervalu [0, 1] uvazujme
otevieny interval (0,1). Definujme funkci y = f*(x), definovanou na otevieném inter-
valu (0, 1) takto:
f*(z) = 2.

Zdénlive jde o funkci téméf identickou. Jenze nyni jiz Weierstrassova véta 6.47 neplati.
Odsud samoziejmeé jesté nevyplyva, ze bude neplatné i jeji tvrzeni. Jenze hledani bodu
x = (3 € (0,1), takového, aby platilo

max f*(z) = f(6)

z€(a,b)

nebo bodu x = « € (0, 1), takového, aby platilo

min_f*(x) = f(a)
z€(a,b)
nevede k uspéchu (zduvodnéte si na nacrtku této funkce proc¢ je tomu tak), i kdyz by se
zdélo, ze je
max f4(z) = f(1) =2

z€(a,b)

min f*(x) = f(0) = 0.

z€(a,b)
Nedostatek této ivahy je v tom, ze ani bod 1 ani bod 0 nepatii definicnimu oboru funkce
f*, kterym je interval (0, 1) a nikoliv interval [0, 1].
V tomto piipadé fikdme, Ze hodnota 2 je supremem funkce f*®(r) na otevieném intervalu
(0,1) a piseme

sup f*(x) = 2.
z€(0,1)
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Jinymi slovy miizeme Fici, ze funkce f*(z) nedosahuje na otevieném intervalu (0, 1) svého
maxima, ale jeji maximéalni hodnoty se blizi k hodnoté 2. Podobné bychom vysvétlili pojem
infimum funkce f®(x) na otevieném intervalu (0,1). V tomto pifpadé piseme

inf f*(x) =0.

z€(0,1)

Funkce f*(x) nedosahuje na otevieném intervalu (0, 1) svého minima, ale jeji minimdln{
hodnoty se blizi k hodnoté 0.
Jesté jednou zduraznéme, ze pozadavek spojitosti funkce na wzavreném intervalu [a, b]
(zahrnujicim oba krajni body a a b), tak jak to pozaduje Weierstrassova véta 6.47 je
zasadni.
Uved'me jiny piiklad. Neni tézké zjistit (napiiklad z prubéhu grafu funkce arctgz (viz
obr. 2.11.22, str. 27), ze
sup arctgr = E.

2€(—00,00) 2
Neexistuje vsak bod z na intervalu (—oo, c0), ktery chédpeme jako otevieny, v némz by
funkce arctgz nabyvala hodnoty 7. Nedosahuje tedy svého maxima v zddném konecném
bodé. Podminky Weierstrassovy véty 6.47 jsou i v tomto piipadé poruseny. Podobné lze
stanovit, ze

. 7
inf arctgr = ——.
€ (—00,00) 2

6.16 Tecna ke krivce

Uvazujme graf spojité funkce y = f(z). Vezméme na tomto grafu bod A s soutadnici
xo a jiny bod C se soufadnici z¢ + Az, kde predpokladdme Ax # 0 (viz nacrtek 6.16.3).
Predpokladejme déle, ze setna s prochazejici bodem A a bodem C' svira s kladnou poloosou
x uhel (. Tangens thlu 8 vyjadiime vzorcem

Ay f(wo+ Ax) — f(w0)
tgﬁ—ﬂ_ Ax ’

Necht” Az se blizi nule; pak se pro spojitou funkci f hodnota Ay bude také blizit nule.
Bod C' se bude pohybovat podél grafu funkce a bude se priblizovat k bodu A. Jestlize se
v tomto limitnim procesu ukaze, ze

pak se ihel 8 bude také blizit k jistému thlu .. Spolu se zménou 3 se bude secna S otacet
kolem bodu A a v limité se bude pfiblizovat k piimce ¢t prochéazejici bodem A a svirajici
thel « s kladnou poloosou z. To znamend, ze T je tecnou ke grafu I' v bodé A a

Ay
lim N Algilo tglf = tga = k.
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X Xo+HAX X
Obrazek 6.16.3: Tecna ke kiivce.

Tak jsme ukézali, Ze jestlize se pomeér

Ay

Az
blizi ke koneéné limité pro Ax — 0, pak ma graf v bodé A te¢nu, jejiz smérnice je rovna
této limite.

Rovnici tecny lze zapsat takto:

Y — Yo = k(z — ), (6.16.2)
kde A
b~ qiy {Fo A7) = fzo)
Az—0 Ax

6.17 Derivace

Definice 6.52 Derivace f'(xg) funkce f v bodé xq je definovdna jako limita

f'(xo) = lim flzo + Aﬁ = fzo) (6.17.3)

za predpokladu, Ze existuje a je konecnd.

Casto jsou uzivany i jiné zépisy derivace (6.17.3). Napiiklad

df(z)
dx

T=x0
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nebo
dy
dx

T=x0

Polozime-li © = xy + Az Posledni limita (6.17.3) muze byt pfepsana takto:

Priklad 6.53 Ukdzeme, Ze pro n € N mdme (z") = nz"'. Opravdu, uzitim binomické
Newtonovy véty dostdavame

(") _Alirilo Az _Alzlc{lo Az N
_ 1 n n—1 n—2 2
_AlggoA_x{x +(1>x Ax+<2>x (Az) 4+ -+

Nasledujici véta nemd piimy aplikacni dusledek. Je vSsak dobré se nad ni zamyslet z
nasledujiho duvodu. Jesté nez si prectete jeji znéni zkuste si odpovédét na otdzku zda
funkce, ktera je spojita, ma také derivaci. Urcité naleznete fadu prikladu funkei, kdy toto
v nékterém bodé nebude platit. Napiiklad funkce y = |z| je spojitd na celém intervalu
(—00,00), ale derivaci v bodé # = 0 nemd. Vite proc? V minulosti byly tyto otazky
jakousi vyzvou pro mnoho matematiku. Jejich trpélivé tusili doslo tak daleko, ze sestrojili
funkce, které jsou spojité vsude, v zadném bodé vsak nemaji derivaci. Tyto funkce nejsou
konstruovany jednoduchym zptusobem. Casto se jedné o zadan{ funkce ve tvaru nekoneéné
fady. Nebudeme zde zadny takovyto priklad uvadét, protoze nam doposud chybi pruprava
o tadach, kterou dame v ¢asti 8, str. 148. Opacné tvrzeni vSak plati vzdy, tj. funkce které
ma v nékterém bodé derivaci je v tomto bodé i spojita. Ukazeme dukaz, ktery je vlastné
jen opakovanim definice spojité funkce a definice funkce, kterda ma derivaci.

Véta 6.54 Jestlize md funkce f v bodé xy derivaci [, je v tomto bodé spojitd.

Dukaz. Predpoklddejme, v souladu s predpokladem véty, ze derivace f’(zq) existuje.
Pripomenme si také definici spojitosti (viz Definice 6.22, str. 105) ¢ jeji modifikace
(Definice 6.27, str. 106), jejiz uziti pro nas bude vyhodnéjsi. Mame vlastné dokazat tuto
vlastnost:

lim (f(z) — f(zo)) = 0.

Tr—X0

Na zakladé definice derivace plati

lm (f(z) = f(ao)) = lim L0 =S 000)

T—T0 T—T0 T — X

- (x — x0).
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Podle pravidel pro vypocet limit (limita obou nize uvedenych vyrazu existuje a je kone¢na)
plati

S (160) o) = Jig =Tl )
Protoze
lim f@) = @) _ f'(zo) a  lim(z—z9) =0,
z—z0 T — T 2—0
plati

lim (f(z) — f(z0)) = f'(x0) - lim (@ — 20) = 0.

T—T0 T—x0

Tim je uvedené tvrzeni dokazano. Na zaver jesté pripomenme, ze na zakladé vykladu v

odstavci 6.16 je geometrickym vyznamem derivace v bodé zy smérnice tecny prochéazejici
bodem A = (xq, f(x¢)).

6.18 Fyzikalni vyznam derivace

Derivace ma mnoho ruznych vyznamu v mnoha odbornych disciplinach. Ve fyzive vy-
jadruje napi. okamzitou rychlost bodu.

Necht’ se bod pohybuje po piimce a necht’ funkce s = f(¢) vyjadiuje zdvislost jeho
vzdalenosti s od pocatetniho bodu O (brano s odpovidajicim znaménkem) v case t.
V okamziku t je bod ve vzdalenosti s = f(t) od O. V jiném casovém okamziku t + At je ve
vzdalenosti s + As = f(t+ At) od O. Jeho prumérnd rychlost béhem ¢asového intervalu
(t,t + At) je vyjadiena jako

_As [+ A - f(1)
AT At |

Okamzita (skutecnd) rychlost v bodu v okamziku ¢t muze ptirozené byt definovana jako
limita, k niz se vy, blizi, kdyz At — 0, tj.

As

v(t) = v (t) = Al%r_rgo A s'(t).
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6.19 Derivace zakladnich elementarnich funkci

Uved’'me tabulku derivaci nékterych funkei.

(CY =0, C€R, (6.19.4)
(") = az* ', a € R, (6.19.5)
(a*) =a"lna, a >0, (6.19.6)
(") = (6.19.7)
(log, z) = e L 0,a >0, (6.19.8)
1
(Inz) = — T > 0, (6.19.9)
1
(In]z|) = s # 0, (6.19.10)
r _ 1, >0,
(lal)’ = signz = { B (6.19.11)
(sinz) =cosz, (cosz) = —sinz, (6.19.12)
(tgr) = ——. (6.19.13)
—1
(cotgr) = —5—, (6.19.14)
sin®
(arcsinz)’ = T lz] <1, (6.19.15)
—1
(arccosx) = T lz| < 1, (6.19.16)
1
[
(arctgz)’ = T2 (6.19.17)
—1
t 19.1
(arccotgz) = T2 (6.19.18)
(sinhz)" = cosh , (6.19.19)
(coshz) = sinh x, (6.19.20)
1
tghr) = ——— 19.21
(tghz) (coshn)?” (6.19.21)
—1
tghz) = . .19.22
(cotghz) (sinhx)? (6.19.22)

6.20 Derivace zprava a zleva:

Casto je nutné uzit tzv. derivace zprava a zleva. Tyto definice jsou podobné definici
(6.17.3). Definujeme derivaci zprava jako limitu

. Ay
fi(z)=lim Ay

Az—0,Ax>0
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a derivaci zleva jako limitu

Ay
/ _ . =29
fﬁ (I‘) N Az—li)l:gz<0 Azx )

6.21 Zakladni pravidla pro derivovani:

Uvedeme bez dukazu nékterd zakladni pravidla pro derivovéni (predpokladejme, ze uve-
dené derivace existuji):

(f(z) £ g(2)) = f'(z) £ g'(x), (6.21.23)
(f(z)-g(x)) = f'(z)-g(x) + f(x) - g'(2), (6.21.24)
M)’: L (f(a) - g(a) - F(2) - g'(2)) (6.21.25)
i) 7@ ’

(F@)7@) = g(@)[f @)D (@) + @) (In f(2))g (). (6.21.26)

6.22 Derivace slozené funkce:

Bez dukazu uvedeme formélni pravidlo pro derivaci slozené funkce (predpoklddame, ze
prislusné vyrazy jsou definovény a ze derivace existuji). Je-li

pak

6.23 Diferencial funkce

Definice 6.55 Funkce f se nazyvd diferencovatelnd v bodé xy, jestlize jeji prirustek A f(xq)
lze vyjadrit jako
Af(zg) = AAz + a(Ax)Ax, (6.23.27)

kde A = f'(x¢) =const, Ax = x — xy a « je néjakd funkce s vlastnosti lim a(Az) = 0.

Az—0

Piiklad 6.56 Funkce y = x? je diferencovatelnd pro vsechna x € R, protoZe miZeme
poloZit

Ay = (v + Ar)* — 2% = 2zAz + (Ax)?
a A=2x,a(Ax) = Ax.

Definice 6.57 Hlavni — linedrni — édst prirustku (6.23.27) tj. vyraz AAx se nazgvd difer-
encidl funkce f v bodé x vzhledem k danému prirustku Ax a znaci se
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Poznamka 6.58 ProtoZe pro funkciy = x je dy = y'Ax, lj. dv = Az, zapisujeme casto
predchozi vztah takto:
dy = f'(x)dz.

Ze vztahu (6.23.27) lze odvodit, Ze plati priblizny vztah Af(xo) ~ f'(xo) Az, jestlize Ax —
0 a f'(zo) # 0.

Objasnéme geometricky vyznam diferencidlu. Rovnici tecny (6.16.2) lze zapsat jako
Y —yo = tga - (v —x0) = f'(20)(T — T0).
Polozme © = xo + Az. Pak y = yo + f'(x0)Az = yo + dy(xo). Rovnice tecny md tvar
Y = yo + dy(zo).

Priklad 6.59 Mame odhadnout mnozstvi materidlu potrebného k vyrobé krabice ve tvaru
krychle, jestlize vime, Ze jeji vnitrni hrany jsou 10 cm dlouhé a Ze tloust’ka stén je 0,1 cm.

Reseni. Objem krychle s hranou a je vyjadien funkcei V(a) = a®. Objem materidlu
potiebného na stény krychle je ptiblizné vyjadien prirustkem této funkce. Protoze dle
predchoziho textu je AV = V'(10) - Aa, kde polozime Aa = 0.1cm, méme

AV(10) = V(10 +0,1) — V(10) ~ V'(10) - 0,1 = 300 - 0, 1 = 30cm®.

Potiebné mnozstvi materidlu je piiblizné cm?®.

6.24 Derivace inverzni funkce

Predpokladejme, ze inverzni funkei k funkci

y = f(x),
je funkce

z = g(y),
t.j., ze plati

fla@wl =y

(na néjakém intervalu I). Derivovanim posledniho vztahu (za pzedpokladu, ze existuji
piislusné derivace) dostavame

a odtud
(6.24.28)
Piiklad 6.60 Je-li y = x + Inz, éemu je rovna derivace z'(y)?

Reseni. Vychdzime z predpokladu, ze derivace 2’(y) existuje. Potom vzorec (6.24.28)

déva:
1 I z(y)
y(x) 141 1+a(y)
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6.25 Shrnuti

V této kapitole jsme se seznamili se zakladnimi pojmy matematické analyzy, s pojmy
limita a derivace, které spolu uzce souvisi. Na jejich zakladé byly definovany dalsi pojmy;,
jako je napft. spojitost funkce. Limita a hlavné derivace se velmi ¢asto vyskytuji, jednak
v dalsich kapitolach a navazujicivch matematickych predmétech, jednak v nejruznéjsich
aplikacich, jako je tfeba fyzika (okamzitou rychlost hmotného bodu uréime jako derivaci
drahy podle ¢asu) a nebo dalsi technickych predmétech.

Zvladnuti limit a derivaci po teoretické strance a hlavné po praktické, t.j. pocetni,
strance, je nezbytnym zakladem pro dalsi studium.

Muzeme vyuzit vhodné pocitacové vybaveni, ale je tfeba davat pozor na podminky,
které nam zarucuji spravny chod programu. Musime mit na zfeteli, ze pocita¢ sém neni
schopen fesit nékteré tikoly a muze se dopoustét chyb. Napiiklad u funkce In(—2z?), kterd
neni{ definovand pro zadné redlné x, uréi matematicky software (napiiklad Maple, Matlab,
Mathematica) jeji derivaci. Proto vyuzivani téchto programu predpokladéd dobré teoretické
znalosti, abychom védéli, co vlastné jednotlivymi piikazy program vypocita a jakou tlohu
muzeme zadat, tj. co je poc¢itac vlastné schopen vyresit.

6.26 Kontrolni priklady ke kapitole 6
1. Urcete, zda existuji nasledujici limity. V pripadé kladné odpovédi limitu vycislete.

lim, ., (4 — 22)

)

(b) lim,_, o2z — |z|)
(c) lim,_5 ﬁ

(d) lim,_, 5 2=
(e) lim,_o 7~

(f) lim,_rotgx

(g) lim, . f(x), je-li

10 ={ Gt

(h) limg_g2

(i) lim,—3 %

(3) limg_o =52

(k) lim,_o fg—””w

(1) lim, - ;32—:11
(m) lim, 4+ li:i'

(n) lim, e ;ﬂc_—_xl
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(0) limy .o Z5E2E

2. Rozhodnéte, zda je dand funkce f(x) spojitd v bodé xy. Pokud neni funkce v tomto
bodeé spojitd, urcete druh nespojitosti (nespojitost 1. nebo 2. druhu).

3. Urcete intervaly, na nichz jsou dané funkce spojité a urcete druhy nespojitosti.

(a) f(@) ==
(b) f(z) = tg2x
[ 4—2* prox <0
|l z+4 prox >0

4. Vypoctéte hodnotu derivace v bodé xy, pokud existuje.

(a) y=3x, xg =2
(b) Yy=—3, o=
(C) y:$7 $0_2
(d) y=sinz, xo=0

5. Najdeéte rovnici te¢ny v bodé T', pokud existuje.
(a) y =27 T =[2;4]
(b) y=va+1, T =[3;2]
(© y=qo T'=[L1
6. Najdéte rovnici normaly ke kfivce v bodé T'.
(a) y =sinz, T = [0;0]
(0) y=1+(@=2", T=[32

7. Pro kazdou funkci f(z) najdéte jeji derivaci a urcete, pro jaké hodnoty z je funkce
diferencovatelna.

(a) f(x)=4x+3
b) fw) = iy

8. Pomoci diferencidlu odhadnéte nasledujici vyrazy. Srovnejte s vysledky ziskanymi
pomoci kalkulacky.
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(a) (1,01)°
(b) (1,001)1

Vysledky jsou uvedeny v ¢asti 15.6.



Kapitola 7

Diferencialni pocet funkci jedné
proménné (cast 2)

7.1 Cil kapitoly

V predchozi Céasti jsme se seznamili s pojmem derivace funkce, ktera je urcena jako
limita podilu prirustku funkce a prirustku argumentu. V této ¢asti vylozime, co nazyvame
derivaci druhého tadu, ttetiho radu a obecné co nazyvame derivaci n-tého fadu. Souhrnné
hovoiime o derivacich vyssich fadu. Podobné budou zavedeny také diferencidly vyssich
fadu. Uvedeme také vzorce pro numerické derivovani a ukdzeme také, jak lze nalézat
derivace k inverznim funkcim.

Déle ukazeme, jak lze derivaci vyuzit k vypoctu limit tzv. neurcitych vyrazu. To
jsou pripady, kdy piimy vypocet limity vede k vyrazu typu ,nula déleno nulou“ a nebo
,nekonecno déleno nekonecnem®. Uvidime, jak znamenitou pomtuckou je v téchto pri-
padech tzv. ,I’Hospitalovo pravidlo®.

Déle budeme demonstrovat, jak 1ze pojem limity a pojem derivace vyuzit pii nalézani
extrému funkeci a pti studiu jejich prubéhu a pti konstrukei jejich grafu. Postup konstrukce
grafu vyuziva nékterych typickych vlastnosti krivek, které zjist'ujeme pravé metodami
vyssi matematiky. Uvedeme postupy, jak urcit intervaly, kde je funkce rostouci a kde je
klesajici, v jakych bodech ma lokdlni minimum a lokalni maximum, jak se daji stanovit
asymptoty grafu funkce. V souhrnu spolu nam tyto informace urcuji prubéh funkce a
pomohou nam sestrojit kvalitni graf funkce.

Zaver kapitoly je vénovan ukazkam problematiky numerického hledani kotent rovnic a
nastinu vypoctu limit a derivaci v pripadé vektorovych funkci a komplexnich funkei jedné
realné proménné.

121
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7.2 Derivace a diferencialy vyssSich radua

Derivaci 2. fadu definujeme jako derivaci prvniho radu
f'(x) = [f(=)]
za predpokladu, ze existuje.
Analogicky definujeme derivaci n-tého radu (n =2,3,...):
n n— /
F () = [V (@)]
Ma-li funkce y = f(z) na nékterém intervalu I spojitou derivaci n-tého fadu, potom m4
i derivace nizsich fadu a piseme

fecm .

Priklad 7.1 Najdéme derivace vyssich radu funkce y = %, a € R.
Reseni. Podle zdkladnich vzorcii nalézame 3 = az®"!, 3 = a(a — 1)2°72 atd. az

y™ =a(a—1)...(a —n+ 1)z Pro a € N je
y(a):a(a—l)...le:Q!

a pro dalsi derivace plati

(a+1) (a+2)

Priklad 7.2 Najdéme derivace vyssich radu funkce y = 2%.

Reseni. Postupné dostdvdame y' = 271n2, v’ = 2%(In2)? az, nakonec y™ = 27(In2)",
n=12....

Pro hledani vyssich derivaci souc¢inu dvou funkei 1ze ¢asto vyuzit tzv. Leibniztv vzorec:
Je-li f(z) = u(z)v(z), pak pro derivaci n-tého tddu funkce f (n =1,2,...) plati

£ 4 (T) LoD 4 (Z) WD oy =Y (7;) oy DD

1=0
Diferencialy vyssich fadu: Diferencidly vyssich radu definujeme podobnym zpusobem
jako derivace vyssich radu. Je-li y = f(x) a dy = f'(z)dx, potom
d*y = d(dy),...,d"y = d(d"'y).
Priklad 7.3 Necht'y = f(z). Vypoététe d*y.
Reseni.
d*y = d(dy) = d(f'(x)dz) = (f'(x)dz)" = f"(z)(dz)* + f'(z)(dz) dz = f"(z)(dz)*.

V tomto vypoétu je (dx) = (Az)" = 0. Hodnotu Ax povazujeme za konstantni veli¢inu
nezavislou na proménné x - viz komentar k Definici 6.25 na str. 105
V obecném piipadé poklddame

d"f(z) = f™(z)(dz)".
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7.3 Numerické derivovani

Nejjednodussi vzorce pro numerické derivovani

Predpokladejme, ze v néjakém bodé x ma funkce f derivaci

: Sz + Ax) — f(x)

Fz) = Algilo Arx '

Potom v nékterém malém okoli bodu x plati ptiblizny vztah
oy L0 A8) = 1)
Ax

Vyvstavd otdzka: jaka je chyba (tj. jaky je rozdil mezi ¢leny na pravé a na levé strané)
této priblizné rovnosti? Abychom ziskali kvantitativni odhady této chyby, sam fakt, ze ex-
istuje f’(x), je nedostatecny. Proto obvykle pti analyze chyb pfibliznych metod numerické
derivace pozadujeme, aby méla dand funkce derivaci fadu vyssiho nez pocitana derivace.
Necht' x; = xo+i-h,i =0,£1,£2,..., kde h > 0 je krok. Polozme f; = f(z;), fl = f'(x;),
atd. Predpokladejme, ze f € C?([xg, z1],R). Potom lze dokazat, Ze existuje bod ¢ takovy,
ze

h
1= ﬁhh—i-ﬂ@%;m<§<m. (7.3.1)
Je-li f e C3*([x_1,21],R), pak lze dokdzat, Ze existuje bod &* takovy, 7e
_ h?
=t ey, <o < (132)

Pokud f € C®W[x_y, 2], pak lze dokdzat, Ze existuje bod ¢** takovy, ze
"no__ f—1_2f0+f1 _h_4
o h2 12

Ptesné hodnoty &, £* nebo & urcit nejdou, v kazdém jednotlivém pripadé zavisi na

kokrétnim typu numericky derivované funkce.

Vztahy (7.3.1) - (7.3.3) se nazyvaji vzorce pro numerické derivovdni se zbytkem a vztahy

h—Ja //%f—1—2f0+f1

SfEET), ao <& < (7.3.3)

fl fO /
f h 7 fO 2h Y 0 h2
jednoduse vzorce pro numerické derivovdani. Chyby téchto vzorcu jsou
Ji—f
fo= P < B ),
[x0,1]
(chyba je prvniho fadu vzhledem k h (nebo je fadu h));
h—ra
T [ g max, |f" ()],

(fikdme, ze chyba zde a v néasledujicim vztahu je druhého Fadu vzhledem k A (neboli je
fadu h?)),

"o f -1 2f 0+ f 1
0 h2

— Inax .
< 12[x m]lf ()]



MATEMATIKA 1B 124

7.4 Derivovani s programem Maple

Derivovani pomoci programu Maple se provadi pomoci piikazu
n diff n

Prvnim argumentem tohoto piikazu je vyraz, ktery ma byt zderivovan, druhym argu-
mentem je proménnd, vzhledem k niz budeme derivovat.

Priklad 7.4 Najdéte derivaci funkce
f(z) =sinx - tanz.
pomoci Maple.
Reseni. Napisme odpovidajici pitkaz v Maple:
diff (sin(x)*tan(x),x);
Vysledek vypsany programem Maple je tvaru:
cos(z) tan(x) sin(z)(1 + tan(z)?)

Piiklad 7.5 Najdéte derivaci funkce

pomoct programu Maple.
Reseni. Napisme odpovidajici pitkaz v Maple:
diff (x~(x"x),x);

Vysledek vypsany programem Maple je tvaru:

@) (x (In(z) + 1) + ﬁ)

X

7.5 Inverzni trigonometrické funkce a jejich derivace

e funkce y = arcsinz (arkus sinus) je inverzni k funkei y = sin x; plati:
arcsin(sinz) = z,sin(arcsinz) = z, v € Dy = [—1,1].
Odvodime vzorec pro derivaci funkce y = arcsin x :
Y = arcsinx = x = siny;

podle vzorce (6.24.28) dostavame
R T B
a(y)  cosy  \/1—siny V1-—a?'

y'(z) =

a nakonec )

V1—a?

(arcsinzx) =
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e funkce y = arccosx (arkus kosinus) je inverzni k funkci y = cos x; plati
arccos(cos x) = x, cos(arccosx) = x,x € Dy = [—1,1].
Podobné jako vyse muzeme odvodit derivaci
-1
V1—g?

e y = arctgx (arkus tangens) je inverzni k funkci y = tgx;
arctg(tgz) = z,tg(arctger) = x, 2 € Dy = (—00,4+00),

(arccosz)" =

= ] 1 1 ) 1 1
€T _— g g = COS g _— s
Y 2(y)  (tey)  omy YTy 1+
(arctgz) = !
&%) = 1+ 22

e y = arccotg z (arkus kotangens) je inverzni k funkeci y = cotg x;
arccotg(cotg x) = z, cotg(arccotg x) = z,x € Dy = (—00, +00).
-1

1+ a2

(arccotg z)" =

7.6 Derivace hyperbolickych funkci

e
sinh?

7.7 Derivace inverznich hyperbolickych funkci

e y = (argsinhz) = \/11+7 , v € R,
e y = (argcoshz) = \/xéﬁ , x> 1,
o y=(argtghz) = = , |z] <1,

e y = (argeotghz) = 1 | |z[ > 1

Dokazme prvni vzorec: y = argsinhx = x = sinhy,

1 1 1
coshy /1+sinh?y V1+a2
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7.8 Klasifikace funkci

1. Zakladni elementarni funkce

Definice 7.6 Trida zdkladnich elementdrnich funkci zahrnuje ndsledujici funkce:

(a) mocninnd funkce y = z*, r € R,a € N;

(b) exponencidlni funkce y = a®, a > 0,a # 1; logaritmickd funkce y = log, x, a >
0,a>1;

(c) trigonometrické funkce (sinz,cosx,tgx,cotgx) a inverzni trigonometrické
funkce (arcsin x, arccos x, arctg z, arccotg ).

2. Elementarni funkce

Definice 7.7 Funkce, které vzniknou ze zdkladnich elementdrnich funkci a konstant
pomoci konecného poctu aritmetickych operaci a skldddni funkci se nazjvaji elemen-
tarni funkce.

Napf.

i 1+ coszx
y = arcsiny/ ———
1—e"

je elementarni funkce.
3. Algebraické funkce
Definice 7.8 Algebraickd funkce je funkce y = y(x) dand algebraickou rovnict
Po(2)y" + Pooa(@)y" ™' + -+ Pi(a)y + Po(a) = 0,
kde Pj(x), j =1,2,...,n jsou polynomy.

Specialni pripady:
Y= apz" +a, 12"+t az+ag

(pro P(z) = —1, Pj(x) =0,j > 1) nebo

(pro Pj(z) = 0,7 > 1).

4. Transcendentni funkce

Definice 7.9 KazZdd funkce, kterd nepatri do tridy algebraickijch funkci, se nazyvd
transcendentny.
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7.9 Neékteré véty o diferencovatelnych funkcich

Podobné, jako jsme v ¢ésti 6.14 na strané 108 vénovali pozornost nékterym typickym
vlastnostem spojitych funkci, uvedeme nyni nékolik vlastnosti funkci, které maji derivaci.
Nazvy vét historicky souvisi s témi matematiky, ktefi dané vlastnosti poprvé prozkoumali.
Vsechny véty maji zfetelnou a vyraznou geometrickou interpretaci. Pokuste se proto sami
prislusné vztahy znézornit geometricky. Nize kvuli jednoduchosti predpokladame, ze a < b.
Neni to ale striktni pozadavek, muze platit i opa¢nd nerovnost.

Véta 7.10 (Fermatova véta) Jestlize

a) f(x) € C nala,b,

b) v bodé & nabyjvd f(x) své nejuyssi (nebo nejnizsi) hodnoty
c) 3 f'(§)

pak f'(§) = 0.

Véta 7.11 (Rolleova véta) Jestlize
a) f(z) € C nala,b],

b) f(z) € C* na (a,b),

c) fa) = f(b)

pak 3¢ € (a,b) takové, zZe f'(&) = 0.

Pokud se vame nepovedlo rozlustit geometricky vyznam této véty, podivejte se na ptilozeny
nacrtek 7.9.1. Uvedené véty nebudeme dokazovat. Uvedeme jesté posledni vétu, kterd je
dusledkem ptedchozi Rolleovy véty, ale je castéji pouzivand pii pribliznych vypoctech.

Véta 7.12 (Lagrangeova véta) Jestlize
a) f(x) € C na la,b,

b) f(z) € C* na (a,b)

pak 3¢ € (a,b) takové, Ze

vété. Nacrtek 7.9.2 vam ve spravné orientaci pomuze.
Casto je Lagrangeova véta prepisovana v tomto tvaru:

f(b) = fla) = f(§)(b—a).

Pokud napiiklad polozime b = zo + A, a = zg, pak je podle posledniho vzorce prirustek
funkce f(z) v bodé xy roven

Af(xo) f(zo +A) — flzo) = [()A,

kde £ je cislo, nachazejici se mezi body xg a xg + A. Jeho pfesnou hodnotu nezname.
Také nedélame zadny predpoklad o veliciné prirustku, ktery muze byt jak kladny, tak i
zaporny. Pokud A > 0, pak xy < 9+ A a £ € (g, 9 + A). V piipadé, ze A < 0 je
xo+A<xgal € (xg+ A xo).
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Obrazek 7.9.2: Geometricky vyznam Lagrangeovy véty

7.10 L’Hospitalovo pravidlo

vvvvvv

Toto pravidlo je uzitecné zejména pii pocitani téch limit, ve kterych dochazi se vyskytuji
00
neurcité vyrazy typu — nebo —.
0 00

Véta 7.13 (L’Hospitalovo pravidlo) Jestlize

lim f(z)= lim ¢(x)=0(c0),

x—x0 (00) z—x0 (00)

a existuje limita

pak plati
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......

analogii, uzitecnych i pii vypoctu limit posloupnosti. Pii jeho formulaci jsme souhrnné
uvedli vSechny moznosti, které pravidlo zahrnuje. Tzn., ze bud’

lim f(z) = lim p(z) =0

T—T0 T—T0o

nebo
lim f(z) = lim ¢(z) = 400
T—x0 T—TQ

nebo
lim f(x) = lim p(z) = —oc0
T—x0 T—x(

nebo

lim f(x)= lim ¢(x) =0,

T——+00 T——+00

atd. Tim vsak vycet vSech moznosti nekoné¢i. Muzeme totiz uvazovat i jednostranné limity,
tedy piipady, kdy x — z§ nebo z — z; .
[lustrujme nyni L’Hospitalovo pravidlo na prikladu.

Piiklad 7.14 Najdéte limitu

sin x

x—0 I

g 0
Reseni. Jde o limitu typu o Pouziti L’Hospitalova pravidla dava

lim S i S5 g,
z—0 I z—0 1
Piiklad 7.15 Najdéte limitu
|
lim e .
r—oo

- 00
Reseni. Jde o limitu typu —. Pouziti L'Hospitalova pravidla dava
00

1
Inz =

lim — = lim & = 0.

r—o0 I T—00 1

Zkuste nyni pomoci uvedeného pravidla vypocitat vSechny limity, které jsme uvedli v
casti 6.9, na str. 104.
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7.11 Testovani monotdonnosti funkce

Véta 7.16 (Nutné podminky monoténnosti funkce) Jestlize 3 f'(x) na (a,b) a
1) f(x) roste na (a,b) = f'(z) >0 na (a,b),
2) f(x) klesd na (a,b) = f'(xz) <0 na (a,b),
3) f(x) je rovno konstanté na (a,b) = f'(x) =0 na (a,b).

Véta 7.17 (Dostateéné podminky pro monoténnost) Jestlize f(z) € C na |a,b],
f'(z) € C' na (a,b) a

1) f'(x) >0 na (a,b) = f(x) roste na [a,b],

2) f'(x) <0 na(a,b) = f(x) klesd na |a, b,

3) f'(z) =0 na (a,b) = f(x) =k na [a,b].

7.12 Extrémy funkci

Nyni vyuzijeme ziskané poznatky pro nalezeni extrému funkci, které jsou na uvazovanych
intervalech spojité a také zde maji spojité derivace. Pti hledani souvislosti s predchozimi
¢astmi textu podtrhujeme zejména skutecnost, ze existence extrému spojitych funkeci na
uzavienych intervalech je garantovdna Weierstrassovou vétou (viz 6.19, str. 103).

Definice 7.18 Bod xy se nazgvd bodem lokdlniho maxima (lokdlniho minima) funkce
f(z) jestlize f(xo) > f(z), © € O(xg) (f(xo) < f(x), x € O(xp)). Nahradime-li neostré
nerovnosti nerovnostmi ostrymi, hovorime o bodu ostrého lokdlniho mazima (ostrého lokdl-
niho minima,).

Definice 7.19 Body, v nichZ funkce nabyvd svého maxima nebo minima se souhrnné
oznacugi jako body extrému. Hodnota funkce v téchto bodech se nazyjvd extrém.

Véta 7.20 (Nutnd podminka pro existenci extrému) Jestlize funkce f(x) md ex-
trém v bodé xq, pak je jeji derivace v tomto bodé (pokud existuje) rovna nule, nebo derivace
v tomto bodé neexistuge.

7.13 Postacujici podminky existence extrému
Predchozi véta byla vétou nutnou. Negarantovala tedy existenci extrému. Uvedeme nyni
tii podminky garantujici existenci extrému. Ve formulaci véty vzdy uvazujeme nékteré

malé okoli bodu .

Véta 7.21
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A) Je-li derivace f'(z) kladnd pro x < xo a zdpornd pro x > xo, pak je bod xo bodem
ostrého lokdlntho maxima. Je-li derivace f'(x) zdpornd pro x < zo a kladnd pro
x > xg, pak je bod xg bodem ostrého lokalniho minima.

B) Je-li f'(x) =0 a navic

o f"(xg) >0, pak je bod xog bodem ostrého lokdlniho minima,

(o)
e f"(x0) <0, pak je bod xoy bodem ostrého lokdlniho mazima.

C) Je-li f'(wo) = f"(w0) = ... fO V() = 0, é&islo n je sudé a f™(x) > 0 (nebo

(< 0), pak je bod xy bodem ostrého lokdlniho minima (maxima).

7.14 Konvexnost a konkavnost krivky. Inflexni body.

Definice 7.22 Rikdme, ze oblouk krivky je konveznd, jestlize lezi cely nad tecnou, vedenou
kterymkoli bodem oblouku. Oblouk krivky je konkduvnt, jestlize lezi cely pod tec¢nou, vedenou
kterymkoli bodem oblouku.

Definice 7.23 Bod krivky, ktery oddéluje jeji konvexni oblouk od konkdvniho se nazijvd
inflexnt bod.

V nésledujici vété predpoklddame, ze nezavisla proménna x patii nékterému intervalu.

Véta 7.24 Je-li f"(z) <0, pak oblouk y = f(x) je konkdvni; je-li f"(x) > 0, pak oblouk
y = f(x) je konvexnd.

Véta 7.25 (Nutnd podminka existence inflexniho bodu) Je-li bod x( inflexnim bo-
dem funkce f(x)a existuje-li druhd derivace v tomto bodé, pak je f"(xq) = 0.

Véta 7.26 (Postacujici podminky existence inflexniho bodu) A) Jestlize f"(x) méni
znaménko, kdyz x prochdzi xq, pak je bod xy inflexnim bodem.

B) Jesltize f"(xo) =0 a f"(xo) # 0, pak je bod xq inflexnim bodem.

C) Jestlize f"(xo) = f"(w0) = - -+ = f" V() =0, f™(w0) # 0 a ¢islo n je liché, pak je

bod xq inflexnim bodem.

7.15 Asymptoty krivky

Uved'me jednoduché vzorce pro stanoveni vertikélnich asymptot grafu funkce y = f(z) a
pro stanoveni asymptot se smérnici (s ndklonem).
A) Jestlize
lim  f(z) = £o0,
z—zo (zf,zy)
(staci, aby platila jedna z moznosti), pak ma kfivka y = f(z) vertikdlni asymptotu rovnici
T = Xo.
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B) Jestlize existuji dvé kone¢né limity

limmzk

rz—00 I

lim (f(z) — Kz) = q,

Tr—00

pak mé kiivka y = f(z) asymptotu se smérnici danou rovnici y = kx + ¢. Zde rozlisujeme
dva pripady - ptipad * — 400 a ptipad © — —oo. V kazdém z nich muze mit graf funkce
jinou asymptotu, pripadné asymptota v jednom sméru nemusi existovat, atd.

7.16 Obecné schéma pro vySetrovani prubéhu funkce
Pii vySettovani prubéhu funkce je nutno zejména vySetfit:

I. (a) Defini¢ni obor Dy funkce f(x).

(b) Body nespojitosti; intervaly spojitosti.
¢) Chovani funkce v okoli bodu nespojitosti a vertikdlni asymptoty.
)

)
)

(
(d
(e) Symetrie grafu funkce (sudd, lichd).
(f

Pruseciky se souradnymi osami.

Periodi¢nost funkce.
II. Intervaly monoténnosti; body extrému a extrémy.
ITI. Intervaly konvexnosti a konkavnosti; inflexni body.

IV. Chovani v nekonecnu, asymptoty se smérnici.
Piiklad 7.27 Sestrojte graf funkce y = 3x° — 53 + 2.

Reseni. Polozme f(r) = 32° — 52° + 2. Najdeme prvni a druhou derivaci:
f'(x) = 152* — 152% = 1522 (z — 1)(z + 1),
F"(x) = 602° — 30z = 30z(22% — 1) = 30z(v2z — 1)(V2z + 1).
Prvni derivaci polozime rovnu nule a uréime koteny, tj. stacionarni body. Dostaneme

T2 = O7 I3 — 1, T4 — —1.
Extrém tedy muze nastat v bodech (—1;4), (0;2), (1;0). Rozhodneme o existenci extrému
pomoci druhé derivace. Protoze f”(—1) = —30 < 0 = nastavd v bodé (—1;4) ostré
lokalni maximum funkce f. Dale mame f”(0) = 0. Proto nemuzeme o existenci extrému
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rozhodnout na zdkladé druhé derivace. Pro bod x = 1 mame f”(1) =30 > 0 = a v bodé
(1;0) je ostré lokdlni minimum. Ukazme, ze bod (0;2) je inflexnim bodem. Skute¢né

f"(z) =180z —=30 a  f"(0) = —30.

Derivace ttetiho fadu (tedy lichd) je nenulova.
Hledejme dalsi inflexni body. Druhé derivace je rovna nule v nasledujicich ptipadech:

1 B 1
V2’
Bod x4 jsme jiz analyzovali, pro oba zbyvajici je (jak se snadno muzeme presvédcit) treti
derivace nenulova a proto se také jednd o inflexni body.

Urcime intervaly konvexnosti a konkavnosti. Tyto intervaly od sebe oddéluji inflexni body.
Proto staci rozhodnout o znaménku druhé derivace v daném intervalu. Dostavame:

—1
<0, Vre|—-oo,—
d ( \/§>

Ty = —

a funkce f je zde konkavni,
-1
>0, Vxe <—70)
f 7

<0, Vze <O,

a funkce f je zde konvexni,
1
ﬁ)

a funkce f je zde konkavni a, nakonec,

1
<0, Vze (—,oo)
f 7
a funkce f je zde konvexni.

Funkce f nema zadné asymptoty. Jeji graf je na obrazku 7.16.3.
7.17 Neékteré numerické metody reSeni nelinearnich
rovnic a soustav rovnic

7.17.1 Metoda puleni (Metoda rozdélovani tsecky na dva stejné
dily)

Uvazujme rovnici

kde funkce f(x) je spojitd na [a,b] a
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1 | -
f)=3x2-53 +2

wh

X

Obrazek 7.16.3: Graf funkce f(z).

Abychom nasli kofen lezici v intervalu [a, b], rozdélime interval na polovinu. Jestlize f((a+

b)/2) = 0, pak £ = (a+ b)/2 je kofenem rovnice. Jestlize

r(%50) o

vybereme ten z intervalu [a, (a+b)/2], [(a+b)/2,b], v jehoz koncovych bodech mé funkce
f(z) opatnd znaménka. Tento nové vznikly interval [ai,b;] znovu rozpulime a zopaku-
jeme postup, az nakonec béhem procesu bud'to ziskdme piesny korfen nebo nekone¢nou

posloupnost vnorenych intervalu
[ala b1]7 [a27 bQ]? ceey [a/na bn]7 s

takovou, ze

flan) - f(bn) <0, n=1,2,...

1
b, —a, = 2—n(b—a).

Pokud levé koncové body
a1, A2, a3, ..., 0p, - - -

tvori monotonni neklesajici omezenou posloupnost a pravé koncové body

by, bo,bs, ... b,

(7.17.4)
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monoténni nerostouci posloupnost, pak existuje spolec¢na limita

¢ = lim a, = lim b,.

n—oo n—oo

Priblizujeme-li se limité v (7.17.4) pro n — oo, dostavame [f(£)]* < 0, tedy f(&) = 0, coz
znamena, ze £ je kofenem rovnice. Je ziejmé, ze

0<&—a, < %(b—a).
7.17.2 Metoda proporcialnich casti

Predpokladejme, ze f(a) < 0, f(b) > 0. Potom je misto puleni intervalu [a, b] pFirozenéjsi
rozdélit interval v poméru

fla): f(b).
Tim dostavame odpovidajici hodnotu kofene
21 = a+ hy,
kde
hlzﬁ%-(b—a):ﬁ%-(b—a).

Aplikujeme-li tento postup na interval [a, z1] nebo [x1,b] v jejichz koncovych bodech ma
funkce f(x) opa¢nd znaménka, dostavame druhou aproximacei kofene xs, atd. Geomet-
ricky je metoda proporciondlnich ¢asti ekvivalentni nahrazeni kiivky

y=f(z)
tétivou prochazejici body Ala, f(a)], B[b, f(b)]. Skutecné, rovnice tétivy AB je

T —a y— f(a)

b—a  f(b)— fla)’

Polozime-li x = x; a y = 0, dostavame

_fa)
70— fw) O

Predpoklddejme, ze f”(x) > 0 pro a < x < b (piipad f”(x) < 0 se redukuje na nas piipad,
pokud napiSeme rovnici jako: —f(xz) = 0). Pak bude kiivka y = f(x) konkdvni a tedy
bude lezet pod tecnou AB. Mohou nastat dva pripady: f(a) > 0 a f(a) < 0.

V prvnim piipadé je koncovy bod a pevny a postupné aproximace

ry = a—

Z'(]:b,

(rp,—a), n=0,1,2,...
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tvori omezenou posloupnost a
a<E< < Tpy <y < - <21 < Xp.
Ve druhém ptipadé je koncovy bod b pevny a postupné aproximace

0:i7x _ f(xn) )
Tt = = g iy ¢

tvori omezenou rostouci posloupnost a

—x,), n=0,1,2,...

o <Xy <+ < Tp < Tpyp < -+ <ELD.

Lze dokazat, ze
lim z, =¢, and f(&) =0.

n—oo

7.17.3 Newtonova metoda (Metoda tecen)

Necht’ existuje koten rovnice f(z) = 0. Newtonova metoda je ekvivalentni nahrazovéni
malych ¢asti oblouku kfivky y = f(z) te¢nou vedenou bodem kiivky. Pfedpokladejme, ze
f'(x) >0proa<xz<ba f(b) > 0. Vyberme napi. xy = b, pro néjz f(zo) - f"(x¢) > 0.
Ved'me te¢nu ke kiivee y = f(x) bodem By(xg, f(xg)). Pro prvni aproximaci x; kofene &
vezméme usek vyt'aty na ose x touto tecnou. Bodem Bi(xy, f(x1)) znovu vedeme tecnu,
jejiz x-ova souradnice pruseciku dava druhou aproximaci xo kofene £ atd. Je ziejmé, ze
rovnice teény v bodé B (x,, f(z,)), n=0,1,2,... je

Yy — f(xn) = f,<mn)(x - l’n)
Polozime-li y = 0, x = x,,,1, dostavame vzorec

xn+1 = xn - f/(x ) .
n

(7.17.5)

Vsimnéme si, ze v naSem pifpadé pokldaddme zo = a a tedy f(zo) - f"(z0) < 0. Pokud
bychom vedli tecnu ke kiivce y = f(x) bodem A(a, f(a)), dostali bychom bod z/, ktery
lezi vné intervalu [a, b] a metoda by selhala.

Véta 7.28 Jestlize f(a) - f(b) < 0, f'(x), f"(x) jsou nenulové a zachovdvaji znaménko
na a < x <b, pak lze z pocdateéni aprozimace xo € [a,b|, pro niz f(xo) - f"(z0) > 0 uZitim
Newtonovy metody (7.17.5) wvypocitat samotny koten & rovnice f(x) = 0 s libovolnou
presnosti.

Pro presnost 1ze teoreticky odvodit vzorec
f - xn‘ S C : (xn - xn—1)27

ve kterOm je kde C' je konstanta (jeji hodnota neni v teorii pfesné vymezena).
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7.17.4 Iteracni metoda

Uvazujme rovnici

f(z) =0, (7.17.6)

kde f(z) je spojité funkce. Ulohou je uréit realné koreny rovnice(7.17.6). Piedpokladejme,
ze rovnice (7.17.6) je ekvivalentni nové rovnici

r = p(z). (7.17.7)
Zpusobt, jak vybrat funkei ¢ je mnoho. Casto napiiklad volime

p(a) =2+ af(z),

kde a je vhodné konstanta. Necht’ je ¢islo xy pocatecni iteraci nékterého kotfene rovnice
(7.17.7). Dosadime ji do pravé strany (7.17.7)a dostaneme ¢islo

1 = o(x0). (7.17.8)

Nyni opét dosadime x; do pravé strany rovnice (7.17.7) a dostaneme nové ¢islo xo = ¢(x1).
Opakovanim tohoto procesu dostavame posloupnost cisel
Tn=@(Tp_1), n=1,2,....
Je-li tato posloupnost konvergentni, pak limita
¢ = lim x,

n—oo

je kotenem (7.17.6).

Obrazek 7.17.4: Konvergujici iteracni proces

Véta 7.29 Necht’ funkce ¢ je definovdna a diferencovatelnd na intervalu |a,b] a hodnoty
o(z) € [a,b] pro kazdé x € |a,b]. Predpoklddejme navic, Ze existuje ¢islo q takové, Ze

' (z) <g<1
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pro x € (a,b). Pak iteracni proces
Ty =@(Tp_1), n=1,2,...

konverguje, bez ohledu na pocdteéni hodnotu xy € [a,b]; limitni hodnota § = lim, . x, je
jedinym korenem rovnice

z = ()

na intervalu [a, b).

Poznamka 7.30 Iteracni proces mize divergovat:

| =
07k f(ﬂ:)
Obrazek 7.17.5: Divergujici itera¢ni proces
7.17.5 Odhad chyby iteracni metody
Pro itera¢ni metodu mame
qn
1€ —x,| < . -y — o).

D4 se dokazat, ze plati nerovnost

Piiklad 7.31 Najdéte redlné koreny rovnice
x —sinx = 0,25

na tri platné cislice.
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Reseni. Zapisme rovnici (7.31) ve tvaru
x =sinz + 0, 25.

Grafickym rozborem zjist'ujeme, Ze rovnice ma v intervalu [1, 1; 1, 3] jeden redlny koien &,
priblizné rovny ¢éislu 1, 2. Polozme g = 1,2 a

p(x) =sinz + 0, 25.
Protoze ¢'(x) = cosz a |¢'(z)| <~ 0,62 = ¢, z € (0,9;1,5), pak
T, =sinx, 1+0,25, n=1,2,....

Tyto odhady lezi v intervalu (0,9;1,5) a z,, — £ pro n — oc.
Kontruujme aproximace x,, n = 1,2,..., az dvé sousedni aproximace x,_1, x, budou
vyhovovat pozadavkium na chybu

1- 1
=4 e = 0,51 =107 ~ 0,0025.
q 2
Méame
21 =sinl,2 40,25 = 1,182,
To = 1,175,
T3 = 1,173,
vy = 1,172,
zs = 1,172.

Tedy ¢ = 1,17 4 0, 005.

7.17.6 ReSeni rovnic pomoci programu Maple

Priklad 7.32 Najdéte redlny koren rovnice
r—sinr =0,25

pomoct programu Maple (viz Priklad 7.51).

Reseni. Napisme odpovidajici pitkaz pro Maple:

s:=solve ({x=sin(x)+0.25},{x});

Vysledek vypsany programem Maple ma tvar:

s:={x=1.171229653}
Piiklad 7.33 Najdéte koreny polynomaické rovnice
25 F4x® fdat — 2t —dr—4=0

pomoci Maple.
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Reseni. Napisme odpovidajici pitkaz pro Maple:
s:=solve ({x"6+4*x"5+4%x"4-x"2-4*x-4} ,{x}) ;
Vysledek vypsany programem Maple ma tvar:
s:={x=1},{x=-1},{x=1},{x=-1},{x=-2},{x=-2}
Skutecné, rovnice muze byt zapsana ve tvaru:

2%+ 4o’ +dat — 2 —da — 4= (2" +1)(2* - 1)(z +2)* = 0.
Vytesme tento ptriklad pomoci substituce:
poly:=x"6+4*xx"5+4xx"4-x"2-4*x-4;

Maple dava:
poly = 25 + 42° + 42 — 22 — 4o — 4

Potom piikaz
solve(poly=0,x) ;
dava tento vysledek:
1, -1, I, -I, -2, -2
Priklad 7.34 Najdéte koreny polynomické rovnice
2 — 6z +2=0
pomoci Maple.
Reseni. Obvykly pifkaz
s:=solve ({x~3-6*x+2},{x});
dava jako vysledek nejasna transcendentni ¢isla. Pak je mozno pouzit ptikaz
s:=fsolve ({x"3-6xx+2},{x});
Tak dostavame
s:={x=-2.601679132},{x=.3398768866},{x=2.261802245}
Priklad 7.35 Najdéte koreny polynomické rovnice
' +4z+1=0
pomoci Maple.

Reseni. Obvykly pifkaz
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s:=solve ({x"4+4*x+1},{x});
odkazuje na kofeny téze rovnice

s:={r = RootOf(LZ* +4_Z + 1)}
Piikaz
s:=fsolve ({x"4+4xx+1},{x});
dava pouze redlné koteny
s:={x=-1.493358557},{x=-.2509921575}
Vsechna teSeni této polynomialni rovnice dostaneme pomoci piikazu
s:=fsolve ({x"4+4*xx+1},{x}, complex);
Dostavame

s:={x=-1.493358557},{x=-.2509921575},
{x=.8721753570-1.381031598*1},{x=.8721753570+1.381031598*I}

7.18 Vektorova funkce skalarniho argumentu

7.18.1 Vektorova funkce. Hodograf.

7 vektorové algebry vime, ze vektor ff, jehoz pruméty na osy jsou po radé rovny x,y a z,
lze zapsat jako

A=ai+ yj+ 27k

kde ;,; ak jsou jednotkové vektory soutadnych os. Jsou-li pruméty x,y a z konstanty,
fikame, ze vektor A je konstantni. Nyni predpokladejme, ze pruméty vektoru jsou funkce
parametru ¢t pohybujiciho se v rozmezi daného intervalu:

Pak tikdme, ze vektor A sdm je wvariabilni: kazdé hodnoté t parametru odpovida jista
(vektorova) hodnota A:

Definice 7.36 Jestlize kazdé hodnoté parametrut z daného intervalu odpovidd jisty vektor
A(t), nazgvdme A(t) vektorovou funkei skaldrntho argumentu ¢.
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Je pohodlné polozit pocatek vektoru ff(t) do pocatku souradné soustavy; pak pii zméné
hodnoty ¢ koncovy bod vektoru A(t) (se souradnicemi x(t),y(t), z(t)) opise kiivku L, pro
kterou vztahy

slouzi jako parametrické rovnice.
Vektor A(t) neni nic jiného nez radius vektor 7 pohybujictho se bodu M kiivky L. Tuto
kiivku lze specifikovat pomoci jediné vektorové rovnice

P =7(t) = 2(t)i + y(£)] + 2(0)k.

Definice 7.37 Krivka L popsand koncovym bodem promeénného vektoru ff(t) zacinagiciho
v pocdtku se nazgvd hodograf vektorové funkce ¥ = A(t). Pocdtek se pak nazyjvd pélem
hodografu.

7.18.2 Limita a spojitost vektorové funkce

Definice 7.38 Rikdme, e vektor B je limitou vektorové funkce ff(t) as t — to, zapisu-
jeme

lim A(t) = B,

t—to
jestlize pro vsechny hodnoty t lezici dostatecné blizko to je modul rozdilu vektori |ff(t) ~B |
libovolne maly.

Je-li B .
Aty =z(t)i+y(t)) + z(t)k
a — —
B = ai+ bj + ck,
pak

|A(t) = Bl = V[e(t) = a]? + [y(t) — 0° + [=(t) — >

Je ziejmé, ze podminka, aby se |g(t) — é\ blizilo k nule pro ¢t — to mé za dusledek
x(t) — a, y(t) — b, z(t) — c. Obracené tvrzeni plati samoziejmeé také. Takze lze strucné
prohlésit, ze pruméty limit vektorové funkce A(t) jsou rovny limitdm jejich prumétu.

Definice 7.39 Rikdme, e vektor /T(t) je spojity pro danou hodnotu t parametru, jestlize
je definovdn v okoli bodu t a jestlize

Alir_r}o |A(t + At) — A(t)| = Ahm |AA(t)] = 0.

t—0

Necht’ je rozklad vektoru /T(t) na slozky podle soufadnych os
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Pak
At + At) = z(t + AT + y(t + AD)] + 2(t + Atk

a, podle pravidel vektorové algebry,
AA(t) = A(t + At) — A(t) = Awi + Ayj + Azk

kde Az = z(t + At) — z(t) atd. Protoze

|A(t)| = V/Az? + Ay? + Az2,

podminka |AA(t)] — 0 implikuje, ze Az — 0, Ay — 0, Az — 0. Obrécené tvrzeni je
také ziejmé: Jestlize Az, Ay, Az — 0 jde k nule, |AA(t)| jde také k nule. To znamen4, ze
spojitost vektorové funkce A(t) je ekvivalentni spojitosti jejich prumetu x(t), y(¢), z(t).

7.18.3 Derivace vektorové funkce

Zkonstruujme pomeér
AA(t)  A(t+ At) — A(t)
At At '

Definice 7.40 Derivace vektorové funkce A(t) je limita (pokud existuje)

_AA®)
A A

:/T’(t):%(tt).

Podle definice limity je derivace vektorové funkce také wvektor.

Je-li modul vektorové funkce A(t) konstanta (zatimco smér se mize ménit), jeji derivace
Al (t) je vektor kolmy k puvodnimu vektoru ff(t) Opravdu, v tomto ptripadé lezi hodograf
na sféfe, a tedy jeho derivace A’ (t), te¢na k hodografu, je kolma k vektoru pruvodici ff(t)
Tedy derivace vektoru s konstantnim modulem je k danému vektoru kolma.

Nyni prakticky uréime derivaci A’(t) dané vektorové funkce A(t). Necht' je vektorové
funkce A(t) uréena svym rozkladem

Pak méame .
AA(t)  Ar- Ay- Azp
A A TAY A

Pfi limitnim prechodu pro At — 0 dostavame

A(t) = 2/ (8)T + o (£)] + 2/ (1)

7 toho vyplyva, ze

|A'(t)| = \/ Ax? + Ay? + A2,
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7.18.4 Zakladni pravidla pro derivovani vektorové funkce

Vyuzijeme-li vyjadieni derivace A (t), 1ze lehce ukézat, ze vSechna zékladni pravidla o
derivovani pro saklarni funkce lze témeér beze zmény prenést na vektorové funkce:

1.

kde f(t) je skaldarni funkce.

Pravidla pro derivovani skaldrniho a vektorového soucinu A, (t) - Ay(t) a Ai(t) x Ay(t)
dvou vektorovych funkei jsou také zcela analogické odpovidajicim pravidlim pro soucin
skalarnich funkef:

1.

(AL (1) x Ay(t)]' = AL(t) x Ag(t) + Ay (t) x Ab(t).

7.18.5 Aplikace v mechanice

—

Necht’ ¢ je ¢as pohybu a necht’ hodograf vektorové funkce 7 = A(t) je trajektorie bodu
M. Vzdéalenost bodu M od pevného pocatecniho bodu budeme oznacovat s a pocitame ji
podle trajektorie a bereme se znaminkem + nebo — v zavislosti na tom, zda se bod M
od pocéatecniho bodu pohybuje v kladném nebo zaporném smeéru. Poloha bodu M je plné
urcena veli¢inou s, coz je krivkovd souradnice bodu M. Rovnice s = s(t) vyjadiuje zdkon
pohybu podél trajektorie.

Podle definice je rychlost v daném bodé M v daném casovém okamziku t ddna derivaci
vektorové funkce 7 = A(t) podle casu:

ar -
v=— = A'(t).
o (t)
Néasledné wvektor rychlosti pohyblivého bodu je tecny vektor k trajektorii v odpovidajicim

bode ve sméru pohybu. Modul rychlosti je vyjadien vztahem
ds

a

tedy, je roven derivaci krivkové souradnice s vzhledem k t.
Je-1i pohyb piimocary, skalarni veli¢ina

ol = |4'(8)] =

ds
dt
plné urcuje rychlost. Tuto veli¢inu nazyvame rychlosti pfimocarého pohybu v daném bodé.

Vektor
dv B d*7

dt — dt?

W=

se nazyva zrychleni pohybu.
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7.19 Komplexni funkce realné proménné

7.19.1 Definice komplexni funkce

Predpokladejme, ze je ddna vektorova funkce skalarniho argumentu, jejiz prumét na osu
z je identicky roven nule pro vSechny hodnoty parametru t. Pak

—

At) = z(t)i + y(t)] (7.19.9)

a kiivka 7 = A(t) lezf celd v rovineé Oxy. V tomto pifpadé je vhodné uvazovat vektor
F=xi+y)

jako geometricky obraz komplexniho ¢isla z = = + iy a mluvit, ve shodé s timto, misto
o vektorové funkci 7(t) = x(t)i + y(t)j o komplexni funkci 2(t) = z(t) + iy(t) redlné
promeénné t.

Definice 7.41 Je-li kazdé hodnoté redlného parametru t prirazeno komplexni c¢islo
2(t) = x(t) + iy(t), (7.19.10)

kde x(t) a y(t) jsou funkce nabyvajici redlniyjch hodnot, z(t) se nazyvd komplexni funkce
redlného argumentu t.

Parametr ¢ se pohybuje uvnitt intervalu. Hodograf komplexni funkce z(t) = z(t) + iy(t)
je podle definice kiivka s parametrickymi rovnicemi z = z(t), y = y(t); tedy hodograf
vektorové funkce (7.19.9) a komplexni funkce (7.19.10) jsou totozné. Definice limity a
spojitosti komplexni funkce jsou zcela analogické odpovidajicim definicim pro vektorové
funkce. Vsimnéte si, ze spojitost komplexni funkce z(t) = x(t) + iy(t) je ekvivalentni
spojitosti jeji redlné a imagindrni ¢asti x = x(t) and y = y(t). Hodograf spojité funkce
z(t) vykresleny pro parametr ¢ v intervalu (¢1,t3) je spojita ¢dra spojujici body z(t1) a
z(tg) v komplexni roviné.

Piiklad 7.42 Pro funkci
2(t) =t +it?, t € (—o00, 4+00)

mdme x =t a y = t2. Hodografem je parabola y = x%. Pro t nabyjvajici hodnot od —oo
do +oo opise pohyblivy bod paraboly krivku tak, Ze horni (nekoneénd) oblast omezend
parabolou zustdvd vidy vlevo.

7.19.2 Derivace komplexni funkce realné proménné

Derivace komplexni funkce z(t) je definovédna béznym zpusobem, tj. jako podil prirustku
funkce Az = z(t + A) — 2(t) a prirustku nezavisle proménné At:

Az
/ _ .
2t = Alirfo At
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Tedy derivace z/(t) je komplexni funkei téhoz argumentu. Geometricky lze derivaci
interpretovat tak, ze vektor odpovidajici komplexnimu ¢islu 2'(¢y) je rovnobézny s teénou
k hodografu funkce z(¢) v bodé hodografu, ktery odpovida hodnoté parametru t = ¢y. Pro
danou komplexni funkei z(t) = z(t) + iy(t) dostavame vztah pro derivovani

2'(t) = 2'(t) + i/ (t).

Tento vztah naznacuje, ze komplexni funkce z(t) = x(t) 4+ iy(t) muze byt derivovana
jednoduse jako linearni kombinace, v niz i je povazovano za béznou konstantu.

7.20 Shrnuti

Seznamili jsme se s derivacemi vyssich fadu a s jejich pouzitim. Ukézali jsme si pouziti
derivaci pro vypocet nékterych typu limit. ,L’Hospitalovo pravidlo® muzeme pouzit pouze
v ptipadé, kdy ur¢ujeme limitu vedouci na neurcity vyraz.

Naucili jsme se jak studovat prubéh funkce. Body, v nichz se mohou nachazet extrémy
funkce, uré¢ujeme pomoci prvni derivace. Zda se jedna o extrém a o jaky, zdali mini-
mum ¢i maximum, rozhodujeme vetsinou podle derivaci vyssich fadu. Limity jsme pouzili
pro stanoveni asymptot. Vertikalnich i s ndklonem. Funkce je rostouci ¢i klesajici podle
toho, zda je prvni derivace kladna ¢i zapornd. Konvexnost a konkavnost kiivky zavisi na
znaménku druhé derivace. V souhrnu ziskdvame vsechny podstatné udaje pro konstrukei
grafu fukce.

Opét muzeme vyuzit vhodného programového vybaveni a ulehcit si praci. Pfi uréovani
derivaci vyssich tadu je dulezité provadét i algebraické upravy. Pokud provedeme vhodné
Upravy, muzeme si vyrazné ulehcit dalsi vypocet.

7.21 Kontrolni priklady ke kapitole 7
1. Najdéte prvni a druhou derivaci dané funkce

(a) f(z) =243z —1
(b) y = sin’z
© v

2. Urcéete tieti derivaci.

(a) y =
(b) ¥

3. Urcete intervaly monoténnosti danych funkei.

11—z
sin ax

(a) f(z)=22+1
(b) f(z)=2%—32>+ 32— 6
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4. Najdéte stacionarni body a extrémy danych funkei.

(a) flz) =27
(b) f(z) =logy, (sinz), 0 <z <7

() flw) ==
5. Urcete intervaly konvexnosti (konkdvnosti) danych funkei.

(a) f(z)=a3+1
(b) f(z) = —2* +52® — 22° + 8z — 6

6. Vysetiete prubéh danych funkei.

2

(a) f(z) =e™"

(b) f(x) = =22 + 223 — 222 4+ 20 — 2
(c) flz) =37

(d) f(z) =xsinz

(e) flzx) = Vab® +5Va?

(f) fz) =55

(¢) f(z) =z +sinz

() fla) = oz

() f(x) = =225

7. Danou numerickou metodou naleznéte kofen funkce f(x) =% —z — 1

(a) Metodou puleni
(b) Metodou tecen

(c) Iteracni metodou

8. Derivujte nasledujici komplexni funkce realné proménné
(a) z(t) =12 — 2 +i(t3 — 2t)
(b) z(t) = sin(t) + i cos(t)

Vysledky jsou uvedeny v ¢asti 15.7.



Kapitola 8

Nekonecné ciselné rady

8.1 Cil kapitoly

V inzenyrskych védach existuje celd rada piikladi, kde jsou zkoumané vztahy prezen-
tovany pomoci souc¢tu koneé¢ného nebo nekoneéného poctu clenu ¢i éisel. Cilem této kapi-
toly je definovat pojem nekonecéné Ciselné rady a vysvétlit, co rozumime souctem fady.
Rady mohou mit koneény soucet - hovoifme pak o faddch konvergentnich. Nemusi mit ale
zadny soucet nebo soucet muze byt roven nekoneénu. Pak hovoiime v obou téchto pii-
padech o tadach divergentnich. I moderni pocitacové metody se mohou v pripadé hledani
souctu fad mylit. Prikladem, ilustrujicim toto tvrzeni muze byt tzv. harmonicka rada v
této kapitole uvazovana. Jeji soucet je roven nekonecénu a fada je tedy divergentni. Presto
programy hledajici soucet této rady selzou a ozndmi zadavateli, ze fada mé soucet konec¢ny.
Pri¢ina je v tom, Ze je splnéna tzv. nutna podminka konvergence rady, ktera tizce souvisi s
faktem, ze ve vypoctech zacne hréat roli tzv. pocitacova nula - pri¢itani velmi malych ¢isel
je zanedbano a k jiz zjisténému ,,souctu” je v dalsich krocich stéle pri¢itana nula. Tim je
zabranéno zvySovani hodnoty souctu rady. Cilem kapitoly je také uvedeni kritérii pomoci
kterych konvergenci ¢i divergenci fad posuzujeme. Nejmohutnéjsim uvedeny vysledkem
v tomto sméru je tzv. integralni kriterium. V kapitole se zabyvame také mocninnymi
fadami. V tomto sméru jsou nejdulezitéjsi Taylorova a Maclaurinova fada. Jejich vyz-
nam spo¢iva mj. v tom, ze s pozadovanou presnosti muzeme uvazované funkce nahradit
polynomy, které jsou casto pti vypoctech vhodnéjsi. V neposledni fadé je cilem kapitoly
uvést nekteré konkrétni rozklady dulezitych funkei do fad a ukéazat, jak je mozné vyuzit
program Maple pii préaci s fadami.

148
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8.2 Ciselné fady
Definice 8.1 Vyraz

U+ U+ Fu,+---, uelR, i=1,2,...
nazyvame ciselnou radou; ¢isla uy, us, ... jsou nazyvdna cleny rady.

Oznac¢me

n=1
Vyraz u, je nazyvan n-tym clenem nebo téz obecnym ¢lenem (obecnym prvkem) tady.

Je-li dan vztah u, = f(n), pak lze okamzité zapsat libovolny clen rady. Napiiklad, je=li

U, = = , pak mé fada tvar

TR L
2438 on ‘

Je=li u,, = # , potom je fada dana takto:

Definice 8.2 Soucet pronich n-clenu tady:
Sp = Up + U+ -+ Uy
nazyvame n-tym castecnym souctem rady.

Uved’'me nékolik castecnych souctu:

S1 = U,
S9 = Ui+ Us,
Sp = urt Uzt F Uy,

Definice 8.3 Mad-li posloupnost édstecnych soucti {s,} dané tady konecnou limitu pro
n — 00, tj., je-li lim, . s, = s, pak rikame, Ze Tada konverguje a jeji limita s je nazyvana
souctem tady. Nemd-li posloupnost {s,} koneénou limitu, pak rikame, Ze rada je diver-
gentni (v tomto pripadé bud’ {s,} — oo nebo posloupnost {s,} nemd ani konecnou ani
nekonecénou limitu; v obou pripadech prislusnd Tada nemd soucet.)

Piiklad 8.4 Proved’te diskusi nekonecné geometrickou rady:

a+aq+ag®+---+ag" 4
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Reseni. Soucet prvnich n ¢lent nekonecné geometrickou rady je

¢" -1
Sp=a
q—1
Je-li |q| < 1, pak lim,, ., ¢" = 0. Proto
lim s, = a )

Nekonecna geometricka rada s |¢| < 1 konverguje a jeji soucet je

a
1—q

S =

Je-li ¢ > 1, pak lim, .., ¢" =00 a

lim s, = o0,

n—oo

tj., Tada diverguje.
Polozme nyni ¢ = 1. Odpovidajici n-ty ¢astecny soucet fady

atata+---+a+--- (a #0)
je s, = na a konverguje k nekonec¢nu: lim,, .., s, = co. Je-li ¢ = —1, pak ma rada tvar
a—a+a—a+--- (a #0).
Jeji castecné soucty jsou:
S1 = a,
S2 = Oa
S3 = a,
Sy = O,

ey

tj., s, nema zadnou limitu. Tato fada je divergentni.
Samostatné ukazte, ze v pripadé ¢ < —1 je uvazovana rada také divergentni. Na zakladé
vyse uvedené diskuse piikladu 8.4 muzeme ziskané vysledky formulovat jako vétu.

Véta 8.5 Nekonecnd geometrickd tada je konvergentni v pripadé, Ze |q| < 1 a divergentni
v pripadé, Ze |q| > 1.

Konvergence tady je obycejné vySettovana bez konkrétniho nalezeni jejiho souctu, nebot’
v obecném piipadé neni nalezeni souc¢tu jednoduchou zélezitosti. Ptitom jsou uzivana
ruznd kritéria (postacujici podminky)pro zjisténi konvergence.
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8.3 Nutna podminka konvergence ¢iselné rady

Véta 8.6 Je-li rada  u, konvergentni, pak jeji n-ty clen musi konvergovat k nule, tj.,
n=1
lim,,_, oy, = 0.

Dikaz. Uvazujme castecné soucty

n n—1
Sp = E Uk, Sp—1 = E Ug.
k=1 k=1

Pak
Sp — Sp_1 = U, = lim (s, — $,1) = lim w, = lim u, = 0.

n—oo n—oo n—oo

Priklad 8.7 Na zdkladé nutné podminky konvergence rozhodnéte o konvergenci ¢i diver-
genci rady

1 2 3 n
e T L E 8.3.1
101+201+301+ +100n—|—1+ ( )
Reseni. Pro limitu obecného ¢lenu fady (8.3.1) méme
1
lim u, = lim L——%O.

Rada je proto divergentni.

Priklad 8.8 Upozornéme na to, Ze fakt konvergence obecného clenu Tady k nule kdyZ
n — oo neni v obecném pripadée postacujici podminkou konvergence rady. UkaZme, Ze
napriklad tzv. harmonickd Tada:

11 1 1
I4=-4+=-4+-4+--4+—4+--- 8.3.2
totgttoo ot (8.3.2)
je divergentni, prestoZe limita obecného clenu
1
lim u, = lim — = 0.
n—oo n—oo N,

Reseni. Skuteéné, pro édstecné soucty sgn harmonické fady (8.3.2), kde n € N mame:
52n:1+1+<1+1)_|_(1+1+1+1)+(1+...+i)+...+
2 3 4 5 6 7 8 9 16
1 1
(m*“‘*%%
2 4 4 8 8 8 8 16 16

(i+...+i):1+1+l+1+...+1:1+1.2”—1'

2n 2n 2 2
Proto

lim s9n = 0.

n—oo
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8.4 Vlastnosti konvergentnich rad

a) Je-li fada > ;7 uy konvergentni a jeji soucet je roven S, pak je fada Y, Auy také
konvergentni a jeji soucet je roven AS.

b) Jsou-li fady Y, uk, Y pe; Uk konvergentni, pak je fada Y .- (uy £ vi) také konver-
gentni a plati
Z(uk + ’Uk) = Zuk + ka.

1

c) Jestlize ke konvergentni fadé pfiddme nebo od ni odebereme koneény pocet clenu,
zustane konvergentni.

8.5 Rady s kladnymi ¢leny

Definice 8.9 Radu Y2y pi nazgvdme radou s kladngmi cleny, je-li p; > 0.

Véta 8.10 (Porovnavaci véta) Uvazujme dvé tady s kladngmi cleny

o.9] 9]
Zpk, Z Ak
k=1 k=1

takové, zZe pp < qu, k = 1,2,.... Je-li Tada > -, qi konvergentni, pak je tada Y .- py
také konvergentni. Je-li fada Y, | pr divergentnt, pak je fada y .-, qi také divergentni.
Jestlize

Pr

lim — = ¢ € (0, 00),
k=00 g,

pak jsou obé Tady soucasné konvergentni nebo divergentni.
Piiklad 8.11 Pomoci porovndvaciho kriteria ukazte, Ze Tada

>

k=1

(8.5.3)

Sl-

je divergentni.

Reseni. Protoze muzeme odhadnout kazdy ¢len uvazované fady pomoci nerovnosti

1
—= 2

Vk

kterda plati pro k& > 1, a protoZe je harmonickd fada (8.3.2) divergentni, diverguje i
fada (8.5.3).

7

| =
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Véta 8.12 (D’ Alembertovo podilové kritérium) Necht’ je ddna tada s kladngmi
cleny Y 72 | w. Jestlize

a) limy, o =2+

=pap>1(p<1), pak je fada divergentni (konvergentni);

b) 2 < g < 1 pro kazdé n > m € N, pak je tada konvergentni;

Un -

¢) =L > 1 pro kazdé n > m € N, pak je tada divergentni.

Un

Véta 8.13 (Cauchyovo odmocninové kritérium) Predpoklddejme, Ze je dina rada s
kladngmi éleny > oo | uy. Jestlize

a) lim, oo U, =p ap>1(p<1), pak je Fada divergentni (konvergentni);
b) Vu, < q<1 prokazdé n >m €N, pak je rada konvergentni;
¢) Yu, > 1 pro kazdé n > m € N, pak je fada divergentni.

Nejmocnéjsim nastrojem pro zjist'ovani konvergence fad s kladnymi ¢leny je tzv. in-
tegralni kriterium. V tomto kriteriu testujeme konvergenci ¢i divergenci rady na zaklade
toho zda je jisty urc¢ity integral konvergentni ¢i divergentni. Urcity integrdl je probiran
az v Kapitole 11 a dalsi pojmy o nevlastnich integralech jsou z kapitoly 12. Z hlediska
kompaktnosti latky je vSak integralni kriterium zatrazeno sem. Vrat'te se proto k tomuto
kriteriu po prostudovani uvedenych kapitol znova.

Véta 8.14 (Integralni kritérium) Necht’ jsou éleny rady Y-, uy, (ug > 0) hodnotami

spojité kladné a monoténné klesaji funkce f(x) definované na [1,4+00) pro celociselné
hodnoty argumentu x :

w = f(1),us = f(2),...,u, = f(n),....

Pak jsou tada Y, | w, a nevlastnd integrdl floo f(z)dz soucasné konvergentni nebo diver-
gentnyi.

Piiklad 8.15 Rozhodnéte o konvergenci harmonické rady (8.3.2).
Reseni.

1. Uzitim D’Alembertova kritéria dostavame: lim,, . 7 = 1 = p a konvergence rady
neni vyjasnéna. Kromé toho,

Un+1 1
=1-— <1
Up, n+1¢q

a tato nerovnost neplati pro kazdé n > m € N.
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2. Uzitim Cauchyova kritéria dostavame:

1\ #
lim (—) )
n—0o0 n

1 i : .
Necht’ z = n». Potom Inz = %lnn a lim,, . Inz = lim,,_, o %lnn = lim, o % = 0.
Proto p = 1 a konvergence neni vyjasnéna.

3. Pouzijme integrélni kritérium. Polozme f(z) = % . Potom
/ - In|z||;” = lim In|z| = +oo.
1 T T—00

Harmonické tada je tedy divergentni.

8.6 Rady s libovolnymi ¢leny

8.6.1 Alternujici rady

Definice 8.16 Alternujici rada md tvar

U — U+ U3 —Ug+Us —Ug+ ...,
kde u; > 0,1 =1,2,....
Véta 8.17 (Leibnitzova) Je-li

U1 > Ug > Uz > Ug > Us > Ug > ...

lim w, =0,

pak je rada konvergentni. Absolutni hodnota jejiho souctu je mensi nez uy, a pro absolutni
hodnotu zbytku r,, plati: |r,| < w1

Oznacme
S=U] —Ug+ U3 —Ug + U5 —Ug+ ...,

1
Sp=1Up — Ug+ Uz — Uy + Us — Ug + ... (—1)" T,

T = (—=1)"upi1 + (=1)"Pupyo + (=1)" My + ...

Piiklad 8.18 Rada L

T S +

s=1—-+-—- e

2 3 4 5 6 ’

je podle Leibnitzovy véty konvergentni. Najdéte priblizne hodnotu jejiho souctu s.

Reseni. Hodnota souctu s je ptiblizné rovna

1 1 1 1 1 1
%nzl__ - - — - - — _1n+1_
S~ S 2+3 4+5 6+ +(-1) .
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8.6.2 Absolutni konvergence

o0 v

Uvazujme nyni fady Y >, u, se cleny libovonych znamének.

Véta 8.19 Je-li fada Y - | |u,| konvergentni, pak je fada Y > | u, také konvergentni.
Definice 8.20 Jsou-li obé tady > " |unl, D oo, u, konvergentnt, pak radu > - uy,
nazyvdme absolutné konvergentni. Je-li fada Y -, u, konvergentni a tada Y -, |u,| je
divergentni, pak Tadu Y | u, nazgvdme podminéné konvergentn.
8.7 Mocninné rady
Definice 8.21 Mocninnou Tadou nazyvime tadu tvaru

ag + ay(x — xo) + ag(x — 20)* + -+ ap(x — 20)" 4 -+,
kde a; e R, i =0,1,..., 2o € R a x je nezdvisla promennd.
Pro kazdou konkrétni hodnotu z = x* € R se uvedend fada stava ¢iselnou radou.

Definice 8.22 Cislo R takové, Ze mocninnd fada je konvergentni pro kazdé x vyhovujici
nerovnosti |x — xo| < R a divergugici pro kazdé x vyhovujici nerovnosti |x — xo| > R
nazgvame polomérem konvergence. Interval (xg — R, xo + R) nazjvame intervalem kon-
vergence.

Pro nalezeni poloméru konvergence jsou uziteéné nasledujici vzorce:
D’Alembertuv -

R= lim |- |, (8.7.4)
n—=00 | (41
a Cauchyuv - Hadamarduv -
1
R=———. 8.7.5
limsup 3/|a,| ( )

Piiklad 8.23 Najdéte polomér konvergence mocninné rady
T+ o+ 22 + 3 + -+ nla™ + ...

Reseni. Pro tuto fadu mame z, = 0. Pro vypocet poloméru konvergence pouzijeme
vzorec (8.7.4). Dostdvame

(n—1)!
—

R = lim

n—oo

Piiklad 8.24 Najdéte polomér konvergence mocninné rady

T+ +2* + 25+ 28+ 20+ 22+
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Reseni. Pro tuto radu dostavame ag = 1,a; = 0,a0 = 1,a3 = 0,a4 = 1,... a g = 0,.
Pro vypocet poloméru konvergence pouzijeme vzorec (8.7.5). Dostavame

1

R=————==1
limsup 3/|a,|

n—oo

Priiklad 8.25 Najdéte polomér konvergence mocninné rady

x x> 2 "

1—|—ﬂ+§+§+"'+m+....

1
(n—1)1
1
n!

Reseni. Zde mdme o = 0, a podle vorce (8.7.5) R =lim,_

= OQ.

8.8 Neékteré vlastnosti mocninnych rad
Predpokladejme, ze mocninna rada ma tvar
ap + a1 4 asx? + asx® + -+ a4 -,

tj., ze v obecném tvaru mocninné fady je zo = 0. Predpokladejme, Ze existuje soucet

S(x) = Zanx”, z € (—R,R).
n=0

Véta 8.26 Mocninnd tada muze byt derivovdna (élen po clenu) nebo integrovdna (¢élen
po clenu) ve svém konvergencnim intervalu (a to dokonce nekoneénémnohokrat); pritom
polomer konvergence kazZdé nové rady je stejny jako viychozi polomér konvergence. Napr.
plati:

Znana:”’l =S5(z), z € (-R,R),
n=1

[e's] Cln bl x B
Zon _/0 S(t)dt, = € (—R,R).

n=0
Piiklad 8.27 Najdéte soucet tady (existuje-li):
—1+ 22 — 32% +42® — 52" + 62" + ...
Reseni. Oznacme

Y(z) = =1+ 2z — 32% + 42% — 52 + 62° + ...
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a najdéme soucet integrované fady,tj.,

Je snadné najit soucet posledni fady -

S(z) = 172 % €(—-1,1),
nebot’ jde o soucet ¢lenu geometrické posloupnosti s kvocientem ¢ = —z. Proto
N(z) = §'(x) = —— .
(1+z)?
Ukazme na dalsi zajimavou vlastnost:
@ 2 3 4 5 6 x
—/0 S(t)dt:x—%+%—%+%—%+---: i 1d—_it:1n(1+x).

Protoze posledni fada konverguje v bodé x = 1 (jako fada s alternujicimi ¢leny) pak plati

11
o= 4 =In2

11+11
2 3 4 5 6

8.9 Taylorovy polynomy

Uvazme nésledujici problém: Jaké podminky zarucuji, ze funkce f(x) muze byt ptiblizné
zapséna jako polynom? Piedpoklddejme, ze f(z) € O™, kde n € N, v okoli O (z).
Pokusme se priblizné nahradit tuto funkei f(x) polynomem

f(z) = ap+ ar (@ — m0) + ag(x — x0)* 4 - -+ + an(x — m)",

kde ag, a1, ... .a, jsou néjaka ¢isla. Pokusime se je urcit.
Lehce nahlédneme, ze (pro x = ) ay = f(xo). Derivujme tento polynom. Muzeme
ocekavat, ze bude platit priblizna rovnost

f’(l') =a; + 2@2(1’ — .1'0) + 3@3(3:‘ — $0)2 4+ . 4 nan(x _ ‘730)"71.

Dosazenim = = xy vidime, ze lze polozit a; = f'(xg). Analogicky ocekdvame, ze plati
priblizny vztah

f"(x) = 2as + 6az(xr — x0) + - + n(n — Va,(v — )"
a, jako vyse, urc¢ime a, = % f"(xg). Pokracujeme-li timto zpusobem, dostavame po n-té

derivaci
f(k) ( 3;0)

o k=012 n

ajp =



MATEMATIKA 1B 158

Dosazenim téchto vyrazu do puvodniho ptiblizného vztahu dostavame

Fa) = Flao) + Pl — 20) + T (0 a2y
+ f///?E!a:o) (z — $0)3 et f”ég'co) (@ — zo)"™
Koeficienty .
S 1(;'30) k=0,1,2,...

se nazyvaji Taylorovy koeficienty a soucty (polynomy)

Ty(z) = flao) + o) — 20) + T (@ — )2
+ fﬂéf")(x—xo)u---+%(:¢—xo)k, k=0,1,2,...
Taylorovy polynomy.
8.10 Tayloruv vzorec
Napisme
f(z) = Tp(z) + Ru(z) (8.10.6)

kde T,,(x) je Tayloruv polynom a R,(x) je zbytek (tj. rozdil f(z) — T,(x)). Nésledujici
véta ukazuje, jaky tvar ma zbytek R, (x) a jaké podminky musi platit pro to, abychom
mohli funkei f(z) vyjadiit ve tvaru (8.10.6).

Véta 8.28 (Lagrangeova véta) Je-li f(x) € CY na O (x0) pak

Rul@) = s FDE) ()

(n+1)

pro vSechna x € O(xy), kde & je ¢islo leZici mezi xo a x.

8.11 Taylorova fada (Taylorav rozvoj)
V této céasti budeme diskutovat nasledujici ilohu: Jaké podminky budou postacujici pro
to, aby bylo mozné funkci f(z) vyjadfit ve tvaru sou¢tu mocninné fady? Predpokladejme
f(z) € C* na né¢jakém okoli O(xy). Jestlize bude platit vztah

f(z) =ag+ai(z —x0) +ag(x —20)? + -+ an(z —z0)" +-- -,

pak (pro x = xg) : dostaneme vztah ag = f(z¢). Derivovanim této rady dostdvame

f'(x) = a1 + 2a5(x — x0) + Bag(x — x0)* + -+ - + nan(z —x0)" " + -+
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a podobné: a; = f'(xy). Postupujme déle zcela analogicky:
" (z) = 2ay + 6as(x — zo) + - - - + n(n — Vap(z — 2)" 2+ - --
a ay = % 1" (x0). V obecném piipadé po n-ndsobném derivovani mame

_ ) ()

n!

an , n=20,1,2,....

Dosazenim ziskanych hodnot do vychozi (predpokladané) rovnosti dostdavame takzvanou
Taylorovu fadu, odpovidajici funkci f(z):

f//(x(])

J" (o) 3 f" (o) n
+ 3 (x —x0)° + -+ p (x — )" +---
Koeficienty a; = ! i(ﬁo) ,1=20,1,2,... jsounazyvany Taylorovymi koeficienty a ¢astecné
soucty
1"
x
To(x) = f(xo) + f(x0)(x — x0) + / ; o) (z — o)+
n n
+ / ?E?O)(x—xo):i—i----#— / (TO)(x—xo)", n=0,1,2,...
! n!

nazyvame Taylorovymi polynomy.

8.12 Rozklad funkci do Taylorovych a Maclaurinovych
rad

Uvodem poznamenejme, ze Taylorova fada ve které xy = 0 je tradiéné nazyvana Maclau-
rinovou fadou.

Véta 8.29 Funkce f(x) muze byt rozloZzena do Taylorovy Tady na nékterém okoli O(xy),
jestlize |fO(x)] < M, kdei =0,1,2,..., v € O(xq) a M je spolecnou horni hranici pro
vsechny vyse uvedené vyrazy.

8.13 Nekteré Maclaurinovy rady

8.13.1 Maclaurinova fada exponencialni funkce

Necht' f(z) := e¢® a x9 = 0. Potom f@(z) = e*,i = 0,1,2,.... Pfedpoklddejme, ze
O(0) = (—N, N). Pak
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Snadno vidime, ze ’
1FD(2)] < e = M.
Proto v souladu s Vétou 8.29
2 LUB $4 n

z xXr
e —1+$+§+§+I+“'+m—|—-“.

Velikost ¢islo N nem4d vliv na predchozi ivahy, je tedy R = oo.

8.13.2 Maclaurinova fada trigonometrickych funkci

Uvazujme trigonometrickou funkei f(z) := sinz. Jeji hodnota v bodé x = 0 a hodnoty
prislusnych derivaci v tomto bodé jsou:

f(z) = sinz, f(0) =0,
f'(x) =cosz,  f(0)=1,
P'(z) = —sinz, f(0) =0,
f"(x) = —cosz, f"(0)=-1,
fV(z) =sinz,  fIV(0) =0,

atd. Hodnoty derivaci tvoii periodickou posloupnost
07170;_1,0,1,0,—1,...,
proto
| F™M(0)] = (Sinx>(n)‘x:0 <1, n=0,1,2,....

Vsechny podminky Véty 8.29 plati. Rada m4 tvar

:[3 1‘5 1'7 x2n71
Slnxzx—§+a—ﬁ+...+(_1)

a polomér konvergence R = +o00.
Stejnym zpusobem muzeme vytvorit Maclaurinovu fadu funkce cosz :

m+7

$2 .Z'4 336 .Z,Qn

Cosx:1—§+z—a+...+(_1)

kde R = +o00.

8.13.3 Neékteré uzitecné Maclaurinovy fady konkrétnich funkci
Podobné jako v predeslé casti muzeme obdrzet nésledujici Maclaurinovy rady:

(m—l)xz_i_“._i_m(m—l)...(m—n+1)

m m n
1+z)"=1+mx+ 5 py a4
R R "
In(1 B H N B 1)yl 4L
n(l+z)=x st3 -7t +(=1) e
. I‘3 N .135 ZE7 N _'_( 1)n71 x2n—1 N
arctgr = r — — _— = — — [
& 375 7 1

které maji polomér konvergence R = 1.
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8.14 Rady a program Maple

S pomoci programu Maple Ize najit nékolik prvnich ¢lent rozvoji danych vyrazu do tad.
Priklad 8.30 Najdéme nékolik prunich clenu Maclaurinova rozvoje funkce
y =1In(1+ z)
pomoci programu Maple.
Reseni. Napisme odpovidajici pitkaz programu Maple:
series(1In(1+x), x=0);

Dostaneme tento vysledek:

1 1 1 1
T — §x2 - 5:!:3 — le4 + 5x5 + O(2°).

Clen O() je indikaci Ffadu, ktery je jiz zanedbén.

Priklad 8.31 Napisme nékolik prunich clenu rozvoje do Taylorovy tady funkce
y =1In(1+ z)

v okoli bodu x = 1 uZitim programu Maple.

Reseni. Uzijeme pifkaz programu Maple:

series(1n(1+x), x=1);

Vysledek mé tvar:

ﬁ(z — 1)+ O((x — 1)°).

Piiklad 8.32 Najdéme tzv. asymptoticky rozklad pro n — oo funkce

n(n+1
f(n) = %
pomoci programu Maple.
Reseni. Odpovidajici piikazy programu Maple jsou
f:=n*(n+1)/(n*n-3);
a
asympt (f,n) ;

Pak program Maple dava:
n(n+1)
n?—3

=

a vysledny rozklad ma tvar

1+1+31+31+91+91+0 1
n n2 n3 n4 nd né /)’
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8.15 Shrnuti

vvvvvv

nich je pojem souctu tady. Jeji definice je jednoznacnd a uziva pritom castecnych souctu.
Pti zkoumani fad na konvergenci je podstatnou zalezitosti platnost tzv. nutné podminky
konvergence Postaéujicfmi podml’nkami konvergence éiselnych fad S kladnymi cleny jsou
byly diskutovany také alternuJ1(31 fady. O jejich konvergenci hovori Lelbmtzovo kritérium.
Lze li toto kriterium pouiit pak také mﬁZeme nachézet souéet takovéto fady s libovolnou
konvergence mocninné fady. Pro jeho nalezenl byly uvedeny dva vztahy - D’Alembertuv
a Cauchy-Hadamarduv. Typickou vlastnosti konvergentnich mocninnych fad je moznost
jejich derivovéuni éi integrovénl' (élen po élenu) Pfitom Vysledné fady maji stejny polomér
lorovy a Maclaurinovy rady. Tyto fady umoznuji rozvinout znamé funkce (exponenmalm,
trigonometrické apod.) do mocninnych tad. Céstecné soucty téchto rozvoju jsou uzitec-
nou nahrazkou puvodnich funkci a umoznuji napt. pti tvorbé programu jejich jednoduché
zakomponovani do vypoctovych algoritmu. Uzitecnou pomuckou pii rozkladech funkci do
mocninnych fad je vhodné programové vybaveni na kterém lze ilustrovat piislusné prikazy
pro rozvoj funkci do tad.

8.16 Kontrolni priklady ke kapitole 8

1. Rozhodnéte o konvergenci nésledujicich fad
(a) I+ +5+-+ =
\sm2| |sm4\ |sin 8|
(b + —i— + = +.

) 1
(c)
)
)

(d
(e ( 1)"% In(In(n))

2. Urcete interval konvergence fady:
(a) o+ 222 + 3k + - +nfa" + ... k>0
(b) 2 — & +Z — o (=)

n
(c) Zi‘ll igﬂ

3. Najdéte Tayloruv vzorec v bodé xy danych funkei.
(2) f(z) =e", 29=0
(b) f(z)=a* =323+ 222 — bz + 12, 29 =1
(¢) f(x)=sin(2z), 2o =0

Vysledky jsou uvedeny v ¢asti 15.8.




Kapitola 9

Integralni pocet funkci jedné
proménné (cast 1)

9.1 Cil kapitoly

Integrace je inverzni operaci k operaci derivovani. Cilem této ¢asti je zvladnuti zakladnich
iteracnich technik. Nejprve je pomoci primitivni funkce vysvétlen pojem tzv. neurcitého
integralu. Podobné jako jsme u derivaci v Kapitole 6 hovorili o zakladnich vlastnostech
derivaci a uvedli jsme téz tabulku derivaci nékterych zakladnich funkci, uvedeme i u
integralu jejich zdkladni vlastnosti a tabulku zakladnich integralu, t.j. tabulku integralu
elementarnich funkci. Tato tabulka je vlastné jakousi opac¢nou tabulkou k tabulce derivaci.

Tabulkové integraly zahrnuji velmi uzkou tfidu funkci, které umime integrovat. Proto
se seznamime se zakladnimi integracnimi metodami. Jde o metodu per partes, ktera vy-
chéazi z véty o derivaci soucinu, a o substituéni metodu. Obé metody se velmi casto pouzi-
vaji pii vypoctu integrali. Nejde ale o jediné mozné integracni postupy. Vzdy velmi zavisi
na konkrétnim tvaru podintegralni funkce. Podle toho je tfeba volit metodu integrace.
Proto v dalsi Kapitole 10 uvadime také i nékterda doporuceni jak u konkrétnich tvaru
funkci pii integraci postupovat.

Problém integrace dané funkce, tj. problém najit k dané funkci odpovidajici primitivni
funkci neni problémem zdaleka trivialnim. Potiz je v tom, ze neurcitymi integraly jsou
casto vyjadrovany funkce, které nejsou ani elementarni, ani nejsou zadany pomoci tabulek.

vvvvvv

funkece.

163
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9.2 Primitivni funkce (antiderivace) a neurcity inte-
gral

Definice 9.1 Primitivni funkce (antiderivace) dané funkce f(x) na daném intervalu je
libovolnd diferencovatelnd funkce F(x), jejiz derivact je dand funkce, tedy jestlize plati:

Véta 9.2 Jestlize F'(x) je primitioni funkce k f(x), pak F(z)+C, kde C € R je libovolnd
konstanta, je k této funkci také primitiond.

Definice 9.3 Soubor vsech primitivnich funkci dané funkce f(z) se nazgvd neuréity
integral f(z) a oznacuje se symbolem

/f(x)dm
/f(x)dx =F(z)+C.

Poznamka 9.4 Dd se ukdzat, Ze neurcity integrdl funkce, kterd je na daném intervalu
spojita nebo zde ma konecny pocet nespojitosti proniho druhu, na tomto intervalu existuje.
Funkei f(z) ve vjrazu [ f(z)dx nazgvdme integrand. Symboly integrace, tj. symbol [ a
symbol dx chdpeme jako jeden symbol, nebot’ se vidy vyskytuji spolecné, tedy [ dx.

tedy

9.3 Zakladni tabulka integrala
Uved’'me nyni nékteré zédkladni integraly. Poznamenejme, ze touto tabulkou nejsou zdaleka

vycerpany vSechny funkce, ke kterym umime primitivni funkce najit. Existuji celé knihy
obsahujici tabulky integrali a programy vyrazné ulehcujici hledani primitivnich funkei.

/Od:p =C, (9.3.1)

/ Oy — 1, (9.3.2)
/éd:p =In |:c| +C, (9.3.3)
/axdx = (9.3.4)
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/e“d:c =e" 4+ C, (9.3.5)

/sm xdx = —cosx + C, (9.3.6)

/cos xdr = sinx + C, (9.3.7)

/ cos2 der =tgx + C, (9.3.8)

/ I dx = —cotgx + C, (9.3.9)
1 | arcsinz + C,

/ N dv = { —arccos x + C, (9-3.10)
1 | arctgx + C,

/ 1+ 22 de = { —arccotg z + C, (93.11)
1

_ 2

/\/mda:—ln‘x—l—\/:v 1| +c, (9.3.12)

1
————dx = arcsinhx + C, 9.3.13

/ va?+1 ( )

1
————dx = arccoshz + C, 9.3.14

/ Va2 —1 ( )
. 1 111 ‘ 1+x’ 4 C

/ T dr = arctghx +C, |zl <1 (9.3.15)

arccotghz + C, |z > 1,

sinh xdx = coshx + C, (9.3.16)

coshzdr = sinhz + C, (9.3.17)

/
/
/ ” dx = tghxz + C, (9.3.18)
/s

2 de = = —cotghx + C. (9.3.19)
sin

9.4 Neékteré vlastnosti integralu

Platnost nékolika nasledujicich vztahu lze provérit pfimo uzitim vlastnosti derivace a
neurcitého integralu. Tyto vztahy jsou pri vypoctech casto pouzivany.
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/ x) = f(z) +C, (9.4.20)

[ / e ] (2)da, (9.4.21)
/ )+ dm—/j dxi/‘(m, (9.4.22)
/hﬂﬁhzk/f@ﬂ@ (0.4.23)
{ / f(x)dx}/ . (0.4.24)

Poznamka 9.5 Ne ke kazdé dané spojité funkci umime najit neurcity integral jako né-
jakou konkrétni funkci a to presto, Ze dle Pozndamky 9./ tento integrdl existuje. Napriklad
neumime vyjddrit pomoci elementdrnich funkct integrdly [ e** dwx, [ sina?dz.

9.5 Substitucni integracni metoda
Tato metoda je velmi flexibilni a jeji myslenka je obsazena v nasledujici véte:

Véta 9.6 Jestlize
/ Flu)du = F(u) + C (9.5.25)

au=p(r)eC, pak

[ flelale @y = Flo@) + ¢ (9.5.26)

Zakladem tspéchu pii aplikacich Véty 9.6 je spravny vybér funkce ¢(x). Praxe je totiz
takova, ze vypocet konkrétnich piikladu je schematicky veden od vzorce (9.5.26) ke vzorci
(9.5.25).

Piiklad 9.7 Najdéte pomoci substitucni metody integrdl

/612 -xdx

Reseni.

12 u:xQ 1 u 1u 1132
/e wdm_{du:%dm}_ﬁfe du-§e —1—0—56 + C.

Jednoduchou aplikaci Véty 9.6 I1ze odvodit nasledujici vétu:
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Véta 9.8 Jestlize p(x) = ax + b, kde a,b € R, a # 0, pak

/fa:r:—i—b —F(ax +b)+C.
Nasledujici dva vztahy jsou specidlnimi prlpady Véty 9.6, jestlize po tadé poklddame
1
)= a fl)=u
¢'(x)
dr =1In|p(x)| + C,
a+l<l’)
(@) *(x)de = T—"L 1 C, o # —1.
[e@er@ar=2-t0 10 az

9.6 Integrace po castech (per partes)

Ze vztahu pro nalezeni diferencidlu d(uv) = udv + v du, tj. udv = d(uv) — v du vyplyva
vzorec pro metodu integrace per partes:

/udv = uv — /vdu. (9.6.27)

Nézev metody skuteéné vystihuje velmi presné jeji podstatu. Cést ptivodniho integrélu se
uzitim vzorce (9.6.27) zintegrovala, zbyvajici ¢ast na integraci ¢ekd. Uziti tohoto vztahu
je také velmi flexibilni a vyzaduje jistou zkusenost pro vybér funkei u a v. Ne kazdy jejich
vybér vede ke zjednoduseni vypoc¢tu. Tim méme na mysli dosazeni stavu, kdy integral
na pravé strané [ v du lze snadno nalézt. Nékdy je nutné metodu uzit nékolikandsobneé,
abychom puvodni funkci zintegrovali.

Priklad 9.9 Vypoctéeme integral

ze® dx

metodou per partes.

ResSeni. Polozme v =z a v = €¢*. Potom

/xexdx:[ u=2,du = dz }:xe’”—/emdx:xe‘”—e“’—ira

dv =edx,v =¢e"

9.7 Shrnuti

Uvedli jsme si pojem integralu a ukazali jeho zakladni vlastnosti vcetné zakladnich, ele-
mentarnich, tabulkovych intregralu. Jde o integraly stejnych funkci, které jsme si uvadeéli
pii derivacich, kde jsme méli prakticky stejné vzorce jen jejich poradi pii pouziti bylo
opacné. Je tieba si jen uvédomit, ze derivace integralu je identitou. Tim dostavame i sou-
visloti mezi derivovanim a integrovanim. Jde o navzajem inverzni operace. Probrali jsme
dvé nejcastéji pouzivané metody integrace. Pouzitim vhodného pocitacového vybaveni
muzeme ziskat nékteré typy integralu. Vzdy zéalezi na typu podintegralni funkce a na
pouzitém programu, zda vysledek bude pouzitelny.
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9.8 Kontrolni priklady ke kapitole 9

1. Urcete integral na zakladé znalosti o derivacich funkei.

(a) [(z+1)dz
() f (= 6)da
(¢) [ (3z+ 1)¥°dx
(d) J (ac2x:21z)2dm

)

)

3. Integrujte metodou per partes:

(a) [zsinadx

(b) [ xcoszdx

(¢) [xe*dx

(d) [zln(z+1)dz
)

(e) [ cosax cosbrdr

Vysledky jsou uvedeny v ¢asti 15.9.



Kapitola 10

Integralni pocet funkci jedné
proménné (cast 2)

10.1 Cil kapitoly

V predchozi Kapitole 9 byly vylozeny dvé zdkladni integra¢ni metody. S jejich pomoci
budeme nyni integrovat nékteré typy funci. Nejprve se budeme zabyvat integraci racional-
nich funkci. Jde o funkce, které se ¢asto vyskytuji v aplikacich. Pii jejich integraci vyuzi-
jeme i rozkladu na parcidlni zlomky, o kterém jsme mluvili v prvni kapitole. Jde také
o tfidu funkci, které umime integrovat az do konce, tj. umime najit vysledek ve tvaru
konkrétnich funkci.

Dalsim typem casto se vyskytujicich funkei jsou nékteré iracionalni funkce a trigono-
metrické funkce. V tomto pripadé ddme néktera doporuceni jak pii jejich integrovani
postupovat.

169
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10.2 Integrace podilu dvou mnohoéleni (racionalni
lomené funkce)

Kazda raciondlni lomena funkce je tvaru

Pa(x)

Qm(z)’

kde P,(z) a Q,,(x) jsou polynomy. Z vét 2.28, str. 34 a 2.29, str. 34 vyplyva, ze podil
dvou polynomu lze vzdy vyjadfiit jako soucet polynomu a ¢tyt typu parcialnich zlomk.
Vzhledem k tomu, za integrace polynomu je jednoduchou zalezitosti, bude 1loha o inte-
graci podilu dvou polynomu vyfesena, budeme-li schopni najit integral kazdého z téchto
¢tyt typu parcialnich zlomki.

R(z) =

I. Parcidlni zlomek tvaru:
A

Tr—a

Z\(z) = . kde A£0.

Integrace tohoto zlomku je jednoducha. Thned dostavéame:
/Zl(x) dex = Aln|z —a| + C.

I1. Parcidlni zlomek tvaru:

A
Integrace:
Z — ’ :A —_— — —= — )
/ o(x) dz [ d — du } 2fnahf 1—n+C (1—n)(x—a)”*1+c
ITI. Parcidlni zlomek tvaru:
Mz + N
Z =— " ~ kdeM #£0 .p*—4 0.
3(2) Pt g K #0,p" —4g <

Postup integrace je nasledujici:

/Zg(ac)dx:/ s AP AN {A:N_@} _

2+ pr+q 2
M 1
/x tprtaq) dx—l—A/ 5 dr =
r? + px + q) <x+1_9>2+ A
2) Ty
2
P M A 1
:{B:q—zl:7ln(x2+px+q)+E/de.
x+§
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V poslednim integralu zavedeme substituci

a tedy

A 1 A 1

5 = 5VB [
(%) +

A
= —arctgt + C =

VB

A T+
arctg

VB " VB

14

+C.

IV. Parcidlni zlomek tvaru:
Mz + N
(@ +pr+q

Pro integrovani tohoto zlomku se pouziva tzv. rekurentni formule, jejiz platnost lze
ovérit pfimym derivovanim:

Zy(x) = M#0, p—4¢<0, n>1.

/ 1 d T n 2n—1 / 1 p
(2% 4 a?)n+! 2na?(x? 4+ a?)" 2na? (22 4 a?)"

Tedy
Mp
M9 N ——
/Z4(x)dx:/ s (204 p) da:—i—/ 2 5= d.
(% + pz +q)" P\? p
(e+3) +0-5

Prvni integrdl vypocteme jako integrél typu
M /
V[,
2 J =)
2

kde f(z) = *+px+q. Druhy integral, ve kterém je q— % > (0, vypocteme postupné

uzitim rekurentni formule po substituci z + Pt Nakonec po (n — 1)—ndsobném

pouziti prechdzime k integraci zlomku typu Z3(x).

Piiklad 10.1 Urcete integrdl
dx

2 —5r 46

Reseni. Provedeme rozklad na parcidln{ zlomky

/#2%:/@—5@_3):/(x__lfxi?,)dx:

—3
C.
&

—Injz—2|+Injz-3]+C=1n a
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Priklad 10.2 Urcete integrdl

22 +2x+6
/ (- 1)z —2)(z— 4)‘“‘

Reseni. Provedeme rozklad na parcidlni zlomky

/(x—fj(;ixg(i—zx)dx:/(g;il_xifxl)d@“:

(x — 1)z —4)°

3Injx — 1| —=7ln|z —2|+5Injxr —4/|+C=1In

Piiklad 10.3 Urcete integrdl

/ 22 +1 J
x

(x —1)3(z+3)

Reseni. Provedeme rozklad na parcidln{ zlomky

| 1 3 5 5)
/(x— (e 3% = / (2@- 0F T R@ 12 BRa—1) 32(%3)) dr =

1 3,5
Az—12 B8x—1) 32

dz
| w5t

Reseni. Provedeme rozklad na parcidlni zlomky

/1d_/ 1 d_/_1+1_x—1 ;
PO :EQ(x—l)(xZJra:Jrl)x_ z2 3x—-1) 2?24z+1 v

Priklad 10.4 Urcete integrdl

1+11| 1 1/ r—1 d 1+11| 1 1/2x+1—3d
—+-hnjz—-1-=- | ———de=—+-lnjz—1]—= | =————dz =
r 3 3) ¥ +ax+1 r 3 6/ 2> +x+1

1 1 1 1 d

_—|—§1n|x—1|—61n|x2+x+1|+§/+3:

o (z+3) +1

1 1 1 1 2 1

—+ -In|z — 1] — = In|2z® + 2 + 1] + —= arctan vt +C.

xr 3 6 V3 V3

Priklad 10.5 Urcete integrdl

/x3—2x de
(x24+1)2
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Reseni. Provedeme rozklad na parcidln{ zlomky

/x3—2xd$_/ —3x dw—l—/ x dx__§/d($2+1)+1/d(x2+1)_
(z24+1)277 ) (22 +1)? 22+1°  2) ((@2+1)2 2) 2241
3
2(z2 4+ 1)

Dany integrél je mozné urcit i pomoci substituce 2% + 1 = t.

1
+§ln|x2—|—1|+C’.

10.3 Integrace nékterych iracionalnich funkci

Zde uvedeme seznam nékterych uzitecnych doporuceni pro vypocet integralt nékterych
iracionalnich funkei. Racionalni funkei oznacujeme R(+) a definujeme ji jako funkei, kterou
obdrzime z jejich argumentu operacemi s¢itani, odecitani, nasobeni a déleni.

A) V pripadeé integralu tvaru

1 1 1

/R x,xkl,mk2,...,mkn dr,

kde kq, ko, ..., k, € N je vhodné zavést substituci x = t*, kde « je nejnizsi spolecny
nasobek celych éisel ki, ks, ..., k,. Tim integral prevedeme na néktery z piipadu
popsanych v ¢asti 10.2.

B) V piipadé integréala tvaru
1 1 1

/R N ax +b /{_1, ax +b ]{;_27“.7 ax +b\ k, iz,
cx +d cx +d cx +d

1

ar +b

cr+d
spolecny nasobek ¢cisel ki, ko, ..., k,. Tim integral opét pfevedeme na néktery z
pripadu popsanych v ¢asti 10.2.

kde ky, ko, . .., ko € N je vhodné zavést substituci t = ( ) a, kde a je nejmensi

C) Binomickym integrdlem nazyvame integral tvaru

/:L‘m (ax™ + b))’ dz, m,n,p € Q.
Doporucujeme postupovat nasledovné:

e Je-li p € Z, pak pouzivame stejnd doporuceni jako v A).



MATEMATIKA 1B 174

. m+1 s . .
o Je-li m € Z, pak pokladdame az™ 4+ b = t*, kde « je jmenovatel p. Déle
pouzivame postup popsany v A).
m+1 L, b o . ,
o Je-li + p € Z, pak pokladame a + — = t“, kde « je jmenovatel p. Dale
xn

pouzivame postup popsany v A).

D)
/R(x,\/m> dr, a #0.

Pouzivame tzv. Fulerovy substituce:

e Je-li a > 0, uzivame substituci
t=vVar2+br+c+ava.
e Je-li ¢ > 0, uzivame substituci

t-x=vVar?+bxr+ctc.

o Je-lia <0, b? — 4ac > 0, pak

\/ax2+bx+C=\/a(w_o‘)(z—ﬁ)zlx_cﬂm

a uzijeme substituci

E) Pro integrél typu

1
dx
/ Var?+bxr +c

lze pouzit nasledujici postup:
1

1
/ dx:/ dz .
var? +bx +c \/ b2 b2
a(az+—) +c——
4qa

2a

Tento integral lze prevést na néktery z tabelovanych integralu:

1 1
/ \/ﬁ dx, / \/ﬁ dx.
F) Pro integrély typu
/ R (x, \/m> dx
je vhodné uzit nasledujici substituce:

r =asint, r = acost.
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G) Pro integraly typu
/R (w, Va2 + a:2> dx
je vhodné uzit néasledujici substituce:

xr =atgt, v =asinht, r = cotgt.

H) Pro integraly typu
/R (x, Vi? — a2> dx
je vhodné uzit nasledujici substituce:
a

T = , r=asint, x = cosht.
cost

10.4 Integrace trigonometrickych funkci

Budeme se zabyvat integrovanim funkci typu

/ R(sinx,cosx)dz ,

kde R je raciondlni funkci uvedenych argumentu. Uved'me nékolik doporuceni, jak pti
integraci postupovat.

A) Lze uzit tzv. univerzdlni substituci:
¢ x
2

Pak
2dt

1+ t2

x = 2arctgt, dr =

2 cosg [T+cosz
2

1—¢2
14+¢2

1 ——cosz
Pt x  sing 9 1—rcosz
— '8 V1+4+cosz

Odtud plyne

COST =

Analogicky vypocteme

2t
sinz = V1 —cos?2x =

14+

Témito substitucemi (dosazenymi za dx, sinx a cosz) prevedeme vychozi integral
na integraci podilu dvou mnohoclent.
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B) Je-li funkce R(sinx,cosz) lichd vzhledem ke cos z, tj. je-li
R(sinz, — cosz) = —R(sinz, cos x),

je vhodné uzit substituci
t =sinz.

C) Je-li funkce R(sinx,cosz) licha vzhledem k sin z, tj. je-li
R(—sinz,cosz) = —R(sinz, cos ),

je vhodné uzit substituci
t = cosx.

D) Je-li funkce R(sinx,cosx) suda vzhledem k funkcim sinx i cosz, tj. je-li
R(—sinz, —cosz) = R(sinz, cosx),

je vhodné uzit substituci

t=tgx.
Pak
tet, d dt
T = arc T =
g b 1+t2 )
sinz V1 —cos?zx 1 i t
t= = = CcOST = sing =

- cosx CcoS T Vit V1t

Priklad 10.6 Urcete integral

/ dx
dsinz 4+ 3cosz + 5

Reseni. Podintegralni funkce je racionalni funkeci sinu a cosinu. Pouzijeme univerzalni

substituci tan% = t. Potom

: 2t 1— ¢ 2dt
smmzm, cos:c:m, dx:1+t2.
Po dosazeni dostaneme
2t
/ . dx :/ 14 ¢2 2 _
4sinx + 3cosx + 5 4‘1—2:252_'_3.1—’_;_'_5

2/ dt _2/ dt _/ dt I
202 + 8t +8 22+ 4t+4) ) t+2)2 t+2

Dosazenim puvodni hodnoty dostaneme

/ dx 1
- =+ (C.
4sinx +3cosx + 5 tan§+2
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Priklad 10.7 Najdéte integrdl

/ dx
(a? +b%) — (a®> — b?*) cosx
Reseni. Pouzijeme substituci t = tan(z/2).

2dt

/ dx :/ 1+ 2 _
2 52) — (a2 — B2 _ 2
(a® + b?) — (a® — b?) cosx (a2+b2)—(a2—62)-1 t

1+t
2/ dt _/ dt _1/ dat)
(a2 +02)(1+12) — (a2 = ?)(1 —12) | a2+ a ) (at)2+012
1 at 1 a €T
ab arctan n +C = s arctan (E - tan 5) +C.

Priklad 10.8 Najdéte integrdl

/ (cos® z + cos® x)dx

sin? z + sin*

Reseni. Protoze podintegralni funkce je lichd vzhledem ke cos z, pouzijeme doporucenou
substituci ¢t = sinz. Potom cos?z = 1 —sin?x = 1 — 2, cos zdzx = dt.

/ (cos® z 4 cos” x)dx / cos® z(1 4 cos® x) coswdr / (1 —t3)(2 — t?)dt

sin?z + sin* z sin?z + sin* z 12+ t4

2 6 2
/<1+t—2—m>dt:t—¥—6ar0tant+0.

Po dosazeni puvodni proménné dostaneme

— 6arctan(sinz) + C.

4 .

(cos®z + cos® x)dx |
— - =sinx —
sin“x + sin” x sin x

Priklad 10.9 Urcete integrdl

/ (sinz + sin® x)dx

cos 2z
Reseni. Protoze podintegralni funkce je lich vzhledem k funkei sin z, pouzijeme substi-
tuci cosx = t. Potom

2

sin?z =1 —t% cos2x = cos’x —sin®x = 2cos’x — 1 = 2t — 1,dt = —sin zdx.
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Dosadime a dostaneme

/ (sinz + sin® x)dx _ / (2 —t*)(=dt) _ / (t* —2)dt _

cos 2z 22 — 1 2t2 — 1

1/2t2 /dt /

2 2t2—1 2% 1
t 2 —

= / = In V2 1+C

2 922 2t2—1 2 2V2 |tv2+1

Dosazenim puvodni proménné dostaneme konecny vysledek
/ (sinx +sin® x)dr 1

\/§COS$— 1
= —COST —

= +C.
cos 2x 2 2\/_ ‘ V2cosx + 1

Piiklad 10.10 Urcete integral

dx
. 2 . 2
sin“x + 2sinx cosx — cos* &

Reseni. Protoze podintegalni funkce je sudd vzhledem k sinu i kosinu, pouzijeme substi-
tuci tanx = t. Potom

. tanzx t 1 1
sinx = = , COST = - ’
V1+tan?z V1+t2 V1+tanZz  V1+¢2
dt
r = arctant, dxr = :
1+
Dosadime
dt
/ dx B / 14 ¢2 _
sinx + 2sinxcosz — cos2x t2 2t 1 1

+ .
L+8 1+ i+ 1+

t+1—+/2
t+ 1442

+C.

/ dt / d(t+1) 1 1
_— = — n
2 +2t—1 (t+1)2—(v2)2 22
Dosazenim puvodni proménné dostaneme konecny vysledek

tanx—i—l—ﬁ
tanz + 14+ V2

/ dx 1
= n
sinz + 2sinxzcosx — cos2x  2v/2
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10.5 Shrnuti

Seznamili jsme se s nejéastéji pouzivanymi metodami integrace funkci, které nepatii mezi
tabulkové. Jejich vhodné pouziti bude zaviset vzdy na tvaru podintegralni funkce a na
zkusSenostech, které ziskame. Podle tvaru podintegralni funkce mtuzeme odhadnout, ktera
metoda bude nejvhodnéjsi. Spravné rozhodnuti predpokladd, ze mame dostatec¢nou praxi
a jsme schopni odhadnout smér dalsich uprav a postup prace.

Nékdy nam tvar podintegralni funkce ptimo napovi, kterou metodu je vhodné pouzit,
napf. pii integraci raciondlnich vyrazi. Castéji se viak budeme setkdvat s pripady, kdy
rozhodnuti bude zaviset na nés a na nasich zkuSenostech. Potiebné zkusenosti je mozno
ziskat pouze pii praktickém vyuzivani teoretickych poznatku uvedenych v této kapitole.
Jinymi slovy, je tfeba vypocitat dostateény pocet prikladi.

10.6 Kontrolni priklady ke kapitole 10

1. Integrujte.

) J27"dx
(b) [10°*dx
(¢) [2¢%%sinzdx
(d) [sin’zdz
(e) [cosPzdx
(f) [ cos®4asin®4xdx
g) [tgrdx
h)

cos’x
l—sinx dl’

(
(
2. Pomoci nékteré goniometrické substituce integrujte .

a) [V1—a%dx
(b) [ (a* —2?)~>%dx

3. Integrujte nasledujici racionalni lomené funkce
f 2x—1 d(L’
3222241
f x3+xz+x+1d‘r
4 3 2
+a2° 22 +a42
(C) | de

(d) dx

441

Vysledky jsou uvedeny v ¢asti 15.10.



Kapitola 11

Integralni pocet funkci jedné
proménné (cast 3)

11.1 Cil kapitoly

V této kapitole je podéan zjednoduseny vyklad urc¢itého (Riemannova) integralu a nékteré
jeho vybrané vlastnosti.

Vyjdeme z praktického piikladu vypoctu plochy, které je ohranicena néjakou kiivkou.
Ukazeme, ze tato plocha je hodnotou limity nékterého vyrazu, ktery hledanou plochu
priblizné aproximuje. Od tohoto ptikladu je jiz prima cesta k pojmu uréitého integralu.
Po jeho definici uvedeme jeho zékladni vlastnosti. Sezndmime se s zpusobem odhadu
urcitého integralu a také jak je mozné derivovat integral, pokud je horni mez proménna.
Uvedeme si nejdulezitéjsi vzorec integralniho poctu, znamy jako Newton-Leibnizova véta
(viz 11.7), ktery budeme pouzivat pro vypocet ur¢itého integralu.

Ukazeme, jaky tvar bude mit substituéni metoda pro urcité integraly a jak se pouziva
metoda "per partes” pro vypocet urcitého integralu.

V praxi, zvlasté technické, se casto vyskytuji pripklady funkci, které lze jen obtizné in-
tegrovat ale presto potfebujeme znat hodnotu urcitého integralu. Proto uvedeme i nékteré
metody numerické integrace funkei.

11.2 Vypocet plochy obrazce omezeného krivkou

Zabyvejme se tlohou, jak vypocitat plochu Pg obrazce S na obrazku 11.2.1 ohrani¢eného
useckami spojujicimi body AB, BC, AD a ¢asti spojité kiivky y = f(z) spojujici body
Cab.

Rozdélme libovolné zékladnu obrazce S (tj. interval [a,b] uzitim libovolného konecného
poctu délicich bodu) na n subintervali

['rOa :Bl]) [xb $2]7 ey [-Tn—b ﬂfn],
kde a = 29 < 1 < 29 < -+ < -1 < x, = b. Ved'me piimky rovnobézné s osou y
délicimi body intervalu [a, b]. Tim se dany obrazec S rozdélil na n obrazcu Sy, Ss, ... Sy,

180
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v y = 4)

N

S
A B
Obrazek 11.2.1: Urcity integral - plocha obrazce 1
tj. S = U, Si (viz. obrdzek 11.2.2).
. e
D ¢
[ ]
511 8o S S,
A B
a=xp T T2 Ti_1T; Tyl Tp =0

Obrazek 11.2.2: Urcity integral - plocha obrazce 2

V kazdém subintervalu vybereme libovolnym zptusobem bod. Oznacime-li tyto body

507 gla s 7€n—17 muzeme pSét

20 <& <z, 71 <& < xo, .., Tpo1 <1 S Ty,

Pak plati, ze plocha Pg je rovna souctu ploch Ps, jednotlivych oblasti S; , i =1,...

Plochu Ps, muzeme piiblizné vyjadrit vztahem

Ps; ~ f(&io1) - (i — zim1) = f(&i-1) - Az,

kde Az;_; = x; — x;_;. Proto

n—1 n—1
Ps = ; Py =~ f(&)Axg + f(E)AT + -+ f(Ene1)Azyy = Z_; F(&) Az,

, 1.
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Situace je na¢rtnuta na obrazku 11.2.3.

v s e JEn 1)
: : FEn) '
M ]
Ps, | Ps, P, Ps

I'qu LC]_EI Iz T 15 -'L'1 .'L'n_]{n I T T

Obrazek 11.2.3: Urcity integrél - plocha obrazce 3

Pokud zvétsujeme do nekonecna pocet délicich bodu a tzv. norma déleni, tj. ¢islo
A = max{Axy, Azxq,..., Az, 1}

pritom konverguje k nule, pak je plocha obrazce S uréena vztahem

= lim Zf &)Ax;, (11.2.1)

n—o00,A—0

(ve kterém predpokladame, ze limita existuje).

11.3 Urcity integral

Definujeme pro danou funkci y = f(x) na intervalu [a, b] tzv. n-ty integralni soucet:

—_

n—

In - f(gz)Axm

i

Il
o

kde veli¢iny &, x;, a Ax; maji stejny vyznam jako v predchozim odstavci a xg = a, ©, =
b.

Definice 11.1 Urcity integrdl (tzv. Riemanniuv) na [a,b] je limita integrdlnich soucti
I,, kdyz n — oo a norma déleni A se pritom blizi nule (za predpokladu, Ze tato limita
existuge).

Urcity integral znacime f(z)dz a uvedenou definici piseme takto:
a

n—00,A—0

/bf(:v) de = lim I,. (11.3.2)
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Geometricky vyznam urc¢itého integralu je nyni ziejmy z predchazejici podkapitoly 11.2,
protoze limity (11.2.1) a (11.3.2) jsou stejné.

Véta 11.2 (O existenci ur¢itého integralu) : Je-li funkce f(x) spojitd na uzavieném
, b L
intervalu [a,b], pak [ f(x)dx existuge.

Ukonceme tuto cast konstatovanim, ze se vzil nazev integrovatelnd funkce pro funkci
f(z), definovanou na intervalu [a, b] takovou, ze existuje integral fab f(z)dx. Integrél muze
existovat nejenom pro spojité funkce a nejenom na uzavieném intervalu. Nékteré poznatky
o téchto ptipadech uvadime v Kapitole 12.

11.4 Vlastnosti urcitého integralu

Z definice ur¢itého integralu lze odvodit fadu jeho vlastnosti. Plati napiiklad (vSechny
pouzité funkce budeme povazovat za integrovatelné):

/ﬂf@jdv:0, (11.4.3)
b

/ dx =b—a, (11.4.4)
b

/ 0de =0, (11.4.5)

b a
/ flz)dx = —/ f(x)dx, (11.4.6)
a b
je-li ¢ € [a, b], pak
b c b
/ﬂ@mz/ﬂ@m+/ﬂ@w (11.4.7)
(interval integrace [a, b] lze rozdélit na dve éasti),

Vk e R: /bkf(x)dx:k/bf(x)dx (11.4.8)

(konstantu lze vytknout pred integral),
je'h f(l’) S g(l‘) na [CL, b]a pak

/abf(a:) dr < /abg(a:) dx, (11.4.9)
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b
x)dx §/ |f(x)| dz, kde a < b, (11.4.10)

/bf(:v) dx = /b f(t)dt, (11.4.11)

(vnitfni proménnd v ur¢itém integralu muze byt oznacena libovolné)

b b b
/(f(x):l:g(x)) da::/ f(x)dx:i:/ g(z)dz, (11.4.12)

je-li S(x) funkce suda a L(z) funkce lichd, pak

/S x—2/ S(x b) /_zL(x)dx:O. (11.4.13)

11.5 Odhad urcitého integralu. Véta o stredni hod-
note.

Véta 11.3 Je-li na [a,b] funkce f(x) integrovatelnd a ohranicend zdola a zhora konstan-
tamim, M, tj. m < f(x) < M na [a,b], pak

m(b—a) < /f Ydx < M(b—a)

nebo

< /f )dx < M.
b—a

Nésledujici véta je ¢asto nazyvana vétou o stiedni hodnoteé.
Véta 11.4 (Véta o stiedni hodnoté) Je-li f(x) € C ne [a,b], pak existuje bod & €

la,b] takovy, Ze plati:
1 b
=v / f(z)dx

11.6 Derivace integralu vzhledem k horni mezi

Predpokladejme, ze funkce f(z) je spojita. Definujeme novou funkci

0= [ s

jako urcity integral s proménnou horni mezi. (Diskuse o oznaceni: Je-li F(x f flx
pak x probiha hodnoty od a do x, coz nedava smysl.) Snadno lze dokazat nasledUchl
vysledek, ktery tikd, ze funkce F (a:) je primitivn{ funkef k funkei f(x).

Véta 11.5 Derivace integrdalu vzhledem k horni mezi je rovna integrandu, tj.
F'(x) = f().
Dusledek 11.6 Ke kazdé spojité funkci f(z) existuje primitivni funkce.
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11.7 Newton-Leibnizova véta (Zakladni vzorec inte-
gralniho poctu)

Véta 11.7 Hodnota urcitého integrdalu je rovna rozdilu hodnot libovolné antiderivace ®(x)
integrandu odpovidajicich horni a dolni mezi integrdlu:

b
/ f(x)de = ®(b) — P(a). (11.7.14)
2
Priklad 11.8 Najdéte / d_:c
LT
Reseni. Reseni: Protoze pro z > 0 je
1
(Inz) = —,

T

dosadime ve vzorci (11.7.14) ®(x) = Inz. Pak plati:
* dax

1

= In|z||} =In2.

11.8 Integrace per partes pro ucité integraly

Napiseme-li vztah pro integraci per partes pro neurcité integraly a provedeme-li v ném
integraci obou stran na intervalu [a, b], potom obdrzime vztah metody integrace per partes

pro ucité integraly:
/ u(z) dv(z) = u(z)v(z)]’ —/ v(x) du(x).

11.9 Metoda substituce pro urcité integraly

Veéta 11.9 Necht’ je funkce f(x) spojitd na |a,b]. Je-li p(t) spojité diferencovatelnd na
[, B],a = p(a),b=@(B),(t) € |a,b] pro kazdé t € [a, B] a p(t) je monotdnni, pak

b B
/ f(x) dz = / Flo(t))(t) dt.

Piiklad 11.10 Najdéte integral
/ lnxd
—dx.

Reseni. Pouzijeme substitu¢ni metodu:

t21_1

1
/ﬂdx— r=c¢ tEOl —edt
0

oet
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11.10 Numerické integrovani

11.10.1 Uvod
V praxi ziidkakdy dokazeme najit pfesnou hodnotu urcitého integralu. Naptiklad integral
2 dx
; Inx

nelze vyjadiit pomoci elementarnich funkci. V nasledujicim odstavci popiSeme nékteré
metody pro priblizny numericky vypocet urcitych integralu. Zavedeme pojem kvadratick-
¢ho vzorce. Necht’ je dan urcity integral

I:/abf(x)dx

funkce f, kterd je spojitd na intervalu [a, b]. Pfibliznd rovnost

[ t@de=Y g ().

kde ¢; jsou jista ¢isla a z; jsou urcité body intervalu [a, b] (které jsou voleny tak, aby bylo
ptiblizné rovnosti docileno), se nazyva kvadratickd formule definovana vdhami q; a wzly
Zj.

11.10.2 Obdélnikové pravidlo

Piedpoklddejme, ze f € C?*[—h/2,h/2], h > 0. Lze otekavat, ze bude platit priblizny

vztah
h)2

(x)dx =~ h- fy, (11.10.15)
—h/2
kde fo = f(0) (viz nécrtek 11.10.4). Piiblizny vztah 11.10.15 fikd, ze plochu oblasti
ohranicené shora grafem funkce f lze aproximovat plochou vepsaného obdélnika, jehoz
vyska je rovna hodnoté funkce f v poloviné zédkladny lichobéznika. Dale hleddme zbytek,
tedy chybu formule (11.10.15). Lze dokazat tzv. obdélnikové pravidlo se zbytkem:
h/2 h3
(@)dz="h-fo+ - ["(&),
—h/2 24

kde o poloze bodu ¢ lze Fici pouze, Ze to je néjaky bod z intervalu [—2, 2] tj. £ € [-2, 4],

11.10.3 Lichobéznikové pravidlo
Necht' f € C?[0, h]. Polozime

h
/ Fla)de ~ - 2T
O 2
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o=
(1=

Obrazek 11.10.4: Obdélnikové pravidlo

kde fo = f(0) a fi = f(h), tj. integral je pfiblizné nahrazen plochou vepsaného li-
chobéznika (viz nacrtek 11.10.5). Tzv. lichobéznikové pravidlo se zbytkem mé tvar

" f0+f1 hs "
y=f(z)
fo%
fi
0 h

Obrazek 11.10.5: Lichobéznikové pravidlo

11.10.4 Simpsonovo pravidlo (parabolické pravidlo)

Piedpoklddejme, ze f € C*[—h, h]. Aproximujeme integral

/_Zf(x) dx

plochou obrazce ohrani¢eného shora parabolou prochazejici body (—h, f_1), (0, fo), (h, f1),
kde f; = f(ih) (viz nécrtek 11.10.6). Tato parabola mé rovnici

. Ji— [ fa1r—=2fo+fi
y_f0+ 2h x—}_ 2h2 s
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coz lze lehce ovérit, polozime-li  rovno —h, 0 a h. Tak snadno spocteme, ze

" h
| v@ds =5 (v a0+ £

h

Tedy tzv. Simpsonovo pravidlo, které se také nazyva parabolické pravidlo, ma tvar

/_I;f(x)dxz

Lze dokazat tzv. Stmpsonovo pravidlo se zbytkem:

wl

(for +4fo+ f).

h h h5
| s@de =5 (v asas £ - g 190

kde £ € [—h, h]. Vyse uvedené kvadratické vzorce se nazyvaji kanonické.

y = f(z)

fo
f-
fi

Obrazek 11.10.6: Simpsonovo pravidlo

11.10.5 Slozené kvadratické formule

Je-li v praxi tfeba uré¢it ptibliznou hodnotu integrélu, je dany interval [a,b] rozdélen
na N shodnych subintervali. Na kazdy z nich aplikujeme kanonickou kvadratickou for-
muli (tim minime obdelnikové, lichobéznikové nabo parabolické pravidlo) a vysledky
secteme. Kvadratické formule zkonstruované takto na intervalu [a, b] se nazyvaji sloZené.
Aplikujeme-li obdélnikové a lichobéznikové pravidlo, je pohodIné brat intervaly délky h,

v ptipadé Simpsonova pravidla délky 2h.

Podivejme se podrobnéji na pouziti obdélnikového pravidla. Necht’ f € C?. Oznaéime
intervaly [z, z;41], kde x; =a+ih,i=0,1,....N —1, 2y = b, h = (b —a)/N. Ve shodé

s obdélnikovym pravidlem

Tit1
/ f(x)de = hfiiip, (11.10.16)
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kde fit1/2 = f(a+ (i +1/2)h) je hodnota f ve stiedu subintervalu [z;, ;11]. Navic
Tit1 h3 Y
/ f@)dz = Nhfiripp+ o [ (&),

kde & € [x;, ;41 je néjaky bod. Sec¢teme-li viechny aproximace (11.10.16) dostavame
slozené obdélnikové pravidlo:

b
/ f(z)dr ~h (f1/2 + fapp o+ fN—1/2) .

Lze dokazat tzv. sloZené obdélnikové pravidlo se zbytkem:

b—a

24 'f//(§)7

b
/ f(x)dl’:h(f1/2+f3/2—|—---—|—fN_1/2) +h%.

kde ¢ € [a, b].

Za podminky, ze f € C?[a,b], muZeme zapsat slozené lichobéinikové pravidlo:

b
/f(x)dxzh(%+f1+...+fN_1+f7N)

a odpovidajici sloZené lichobéznikové pravidlo se zbytkem:

b J—
/af($)d$:h(%+f1+..._‘_fN_l_‘_f7N)_h2_b1_2a_f//(€)’
kde f; = f(a+ih), h=(b—a)/N, a £ € [a,b].

Necht’ nyni h = (b —a)/2N a z; = a + jh, f; = f(z;). Simpsonovo kanonické pravidlo
muzeme prepsat ve spojeni se subintervaly [zo;, To; 0] délky 2h:

T2i42 h
/ f(z)dr = g(f2i+4f2i+1 + faiv2) -

T2

Sec¢tenim obou stran vztahu pres ¢ od 0 do N — 1 dostavame sloZené Simpsonovo pravidlo:

b
[ 1@ e (o A+ 2+ A+ oy + o).

Odpovidajici sloZené Simpsonovo pravidlo se zbytkem, které ziskdame sectenim rovnosti
v subintervalech [Ty, T9;42] za podminky, ze f € C*, lze zapsat takto:

b b N N-1 b—a
/a f(z)dr = 3 <f0+f2N+4;f2i1+2;f2i> —h4'm'f(4)(5)a

kde f; = f(a+ih), h=(b—a)/(2N), a £ € [a, b].
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11.10.6 Odhad chyb kvadratickych formuli

Pro struénost zavedeme oznaceni
N-1
obd __
Ih =h- E fi-‘rl/??
i=0

je-li integral ptiblizné pocitan slozenym obdélnikovym pravidlem,

N-1
L =h- (—fOZfN +Zfz> ;
i=1

kde h = (b — a)/N a f, = f(a+ ph), je-li integrél piiblizné pocitan slozenym li-
chobéznikovym pravidlem, a

Simp __
I =

wl

N N—1
fo+ fon +4Zf2i—1 +2 Z f2i> ;
i1 i1

kde h = (b—a)/(2N) a f; = f(a + ih), je-li integrdl priblizné pocitén slozenym Simp-
sonovym pravidlem.

Z vyjadreni zbytku vidime, ze obdélnikové a lichobéznikové pravidlo jsou presné pro
polynomy prvniho stupné, zatimco Simpsonovo pravidlo je pfesné pro polynomy tietiho
stupné. Prvni dvé pravidla maji pfesnost druhého tadu vzhledem k h, zatimco Simp-
sonovo pravidlo m4 piesnost ¢tvrtého fddu. Proto pro funkce tiidy C* pro mald h dava

Simpsonovo pravidlo zpravidla vyssi presnost nez predeslé dvé metody.

Chyba slozeného obdélnikového pravidla a slozeného Simpsonova pravidla splinuje nerovnosti

|I—]£bd|§h2'b_a

-max | f"(x)],
e '(2)

: b—a
e g a— @ (z)].
| PR I 180 Iﬁ:&bflf ()]

Podobné nerovnosti existuji pro lichobéznikové pravidlo. Dolni odhady jsou také uzitec¢né.
Predevsim dolni odhad pro slozené obdélnikové pravidlo je

b—a
[_[obd >h2— . " )
11— 1> > 51 Ig;}br]llf ()]

Priklad 11.11 Analyzujme chyby kvadratickijch formuli pro integrdl

2
I:/ e " dx,
0

ktery nelze vyjadrit pomoci elementdrnich funkci, ale v aplikacich se casto vyuZivd.
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Reseni. Méme

2

fl@)y=e, flx) = =2z, f'(z) = (42 —2)e ™,

(@) = (=82% + 12z)e ™", fW(z) = 4(42* — 1227 + 3)e ™™,

< @) <2 [f (@) <12
pro z € [0,1/2].

Tedy pro h = 0.05 dostavame

04-107* < |1 - " <011-107

I — ;"™ <0.21-1075

Horni odhad chyby Simpsonova pravidla je vyrazné nizsi nez dolni odhad chyby obdél-
nikového pravidla.

11.11 Shrnuti

Seznamili jsme se s dalsim dulezitym matematickym aparatem - s urc¢itym integralem.
Jeho pouziti je velmi rozmanité a nékteré aplikace uvedeme v dalsi Kapitole 12. Ne-
Leibnizova véta, ktera vyjadiuje urcity integral pomoci primitivni funkce a krajnich bodu.
Numerické metody integrace pouzivame vsude tam, kde nejsme schopni efektivné urcit
analyticky tvar integralu. Pti splnéni uvedenych podminek ziskame dostateéné presnou
aproximaci vysledku. Obecné plati, ze presnéjsi je slozené Simpsonovo pravidlo.

11.12 Kontrolni priklady ke kapitole 11

1. Vy¢islete nasledujici urcité integraly:

(a) fol 2xdx
(b) [, 2%
(c) [y sinzdx
(d) 22 r3dz

2. Vypoctéte nasledujici integraly. Nakreslete obrazce, jejichz obsahy danymi integraly
pocitate.

(a) [ (z+2)da
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(b) [ |z — 1|dx

(¢) [}, VI —a2da
3. Pro dané integraly najdéte hodnotu z, pro niz plati: fab f(z)dz = f(2)(b — a).

(Pozndmka: Je-li f(z) spojitd, pak vhodné z existuje.)

() [} (z+1)dz

(b) [y V1 —22dz
4. Integrujte pomoci substituce:

(a) f (z + 3)*dx

(b) fo 2)"/dx
() J%, (4= 2)"ida
(d) f3 4ay/22 — 9dx
(©) [V T Tde

Vysledky jsou uvedeny v ¢asti 15.11.



Kapitola 12

Integralni pocet funkci jedné
proménné (cast 4)

12.1 Cil kapitoly

Prvnim cilem této kapitoly je ukézat co to jsou tzv. nevlastni integraly a jaké mame
moznosti jejich vypoctu. Pujde pouze o prvni seznameni s touto problematikou. Pfitom
budeme rozliSovat mezi dvéma skupinami integralu. Za prvé pujde o integraly funkce na
nekonecéném intervalu a za druhé o integraly z funkci, kterd nabyva v nékterém bodé
nekonecné hodnoty.

Déle uvedeme nékteré aplikace ur¢itého integralu, jako je vypocet obsahu rovinného
obrazce, urceni délky oblouku kfivky, vypocet objemu télesa a specialné vypocet objemu
rotacniho télesa a vypocet obsahu rotacni plochy.

12.2 Nevlastni integraly

V této casti se budeme vénovat dvéma typum urcitych integrali. Budou to jednak inte-
graly, ve kterych jedna nebo obé meze jsou nekonecné a jednak integraly, ve kterych je
integrand nespojitou funkci. Takovym integralum fikame nevlastni.

12.2.1 Nevlastni integraly vlivem intervalu

Uvazujme urcity integral s proménnou horni mezi

() = / | f(2) da.

Necht’ [ roste nade vsechny meze. Potom existuji dvé moznosti, totiz bud’ ma I(1) konec-
nou (tzv. vlastni) limitu pro I — +o00 nebo nikoli.

/aoof(as) dx

193

Definice 12.1 Nevlastni integrdl
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funkce f(x) na intervalu [a,o0) definujeme jako limitu integrdlu

/alf(:c) dx

pro |l — oo, za predpokladu, Ze tato limita existuje (a je koneénd), tj.

/00 f(z)dx = llim lf(x) dx.

a

V takovém pripadé, rikame, Ze nevlastni integral konverguje; v opacném pripadeé rikame,
Ze diverguje (limita je nekonecénd nebo vibec neeristuge).

Priklad 12.2 Najdéte/ e “dx.
0

ResSeni. Podle definice nalézame:

/ e dr = lim [e_z] |i) = lim [—e_l + eo} =0+1=1.
0

l—o0 l—0o0

Dany nevlastni integral tedy konverguje.
Priklad 12.3 Zjistéte zda existuje [ .

Resen. -
/ v _ lim In |z||} = lim [In|l| — In1] = oo.
P A s I—o0
Nevlastni integral diverguje.
Dalsi ptipady nevlastnich integralu definujeme podobné:

1. dolni mez je nekonecna:

/_OO (@) dz = lim /jf(a:) dz;

l—o0

2. obé meze jsou nekonecné:

/_:f(xmx:/;f(m)dﬂ/awm)dw:

a p
= llim / fx)dz+ lim | f(x)dzx;
—00 —1 p—00 a
3. v poslednim piipadé je casto uvazovan piipad, kdy jak [,tak i p konverguji k nekoneénu
stejnou rychlosti, tj. pripad [ = p. V literature je tento pripad nazyvan hlavni hod-
notou a oznacovan V.p. ( z francouzstiny: "Valeur principale” - hlavni hodnota).
Definujeme tedy ve smyslu hlavni hodnoty:

00 l
V.p. / f(z)de = lliglo lf(x) dx.
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12.2.2 Nevlastni integraly vlivem funkce

/f

funkce f(x) spojité na intervalu x € [a,b) a neomezené pro x — b je limita integrdlu

Definice 12.4 Nevlastni integrdl

b—e

f(z)dx

a

pro e — 07 pokud tato limita existuje (a je konecénd), tj.

b b—e
/ f(z)dx = lim f(z)dx.

e—=0t J,

V takovém pripade rikame, Ze nevlastni integral konverguje, v opacném pripadé rikdme,
Ze nevlastni integral diverguje.

Podobné, pokud je funkce f(x) spojitd na |a,b] a neomezend v levém koncovém bodé
r = a, pokladdme

§—0+

b b
/ f(z)dx = lim f(z)dx
a a+4d
Pokud jsou body nespojitosti v bodech x = a a x = b, pak pro libovolné vybrany bod
c € (a,b) definujeme

/abf(x)dx:/acf(x)dx+/cbf(m)dm:lim Cf()dx+11m bgf()

=0+ Jois e—=0t /.
Poznamenejme, Ze podobné jako v predchozi ¢asti muzeme definovat hlavni hodnotu in-

tegralu.

10 dzr
Priklad 12.5 Najdéte/ —.
0o VT

Reseni. Podle definice je

0 ﬁ N 6—07+ 5 \/} d—0+
Tedy nevlastni integrdl konverguje.
Piiklad 12.6 Zjistéte zda existuje folo &

Reseni. Reseni: Podle definice je

10 dl’ . 10 diC . 10
— = lim — = lim In|z||; = 4o0.
0 x =0t Js x §—0t

To znamena, ze nevlastni integral diverguje.
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12.3 Aplikace urcitého integralu

V této casti jsou uvedeny nékteré moznosti vyuziti uréitého integralu. Vzorce jsou uvedeny
vétsinou bez dukazu.

12.3.1 Obsah rovinného obrazce

Jak bylo uvedeno v ¢dstech 11.2 a 11.3 je plocha obrazce S omezeného kiivkou y = f(z) €
C dana vztahem

Ps = /abf(m) dz.

Je-li kiivka y = f(x) déna parametrickymi rovnicemi x = ¢(t) € Cl,y = £(t) € C,a <
t < B,0(a) =a,p(8) =b,¢(t) > 0 na [, 5] pak

B
Po= [ ewp @

Plocha obrazce S mezi dvéma kiivkami y = fi(z) € C a y = fa(r) € C (viz nacrtek
12.3.1) je vyjadiena vztahem

PS:/ [fo(2) — fi(x)] d.

y= f1(x)
S
I\_/\/\_/\/\/
y = fa(x)
a b

Obrazek 12.3.1: Plocha obrazce mezi dvéma kiivkami

12.3.2 Délka oblouku

Je-li kiivka ddna vztahem y = f(z) € C', pak je jeji délka mezi body A a B (viz nicrtek
12.3.2)

b
L:/ V1+[f(x)?dx.
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A

= f<w>/\/B .
L

Obrazek 12.3.2: Délka oblouku

V pifpadé parametrického zaddni kiivky, tj. je-li z = o(t) € Cl,y = (t) € Clla <t <
B.p(a) = a,0(8) = b,¢'(t) > 0 na [a, 5], plati

B
L= [ VPO O (12:3.1)

Priklad 12.7 Pulkruznice je ddna parametrickymi rovnicemi x = cost,y = sint,t €
0, ]. Najdéte jeji délku.

Reseni. Podle (12.3.1) je

L— /Oﬂ VO + [cos(0)] dt — /Oﬂ it = .

12.3.3 Objem télesa

Obrazek 12.3.3: Objem télesa
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Nasi ulohou je najit objem Vi, prostorového télesa €2 znazornéného na obrazku 12.3.3.
Toto téleso se nachdzi mezi dvéma rovinami o rovnicich x = a a = b. Budeme pred-
pokladat, ze plocha Tezu télesa ) rovinou x = z* je znama a je urcena spojitou funkci

P = S(x*), pro kazdé z* € [a,b]. Pak

Vo = /b S(x)dx. (12.3.2)

12.3.4 Objem rotacniho télesa

Obrazek 12.3.4: Objem rotacniho télesa

Vzniklo-li téleso €2 rotaci kiivostranného lichobéznika K L omezeného kiivkou y = f(x)
kolem osy x (viz. obrazek 12.3.4), je plocha Fezu télesa €2 rovinou x = x* plochou kruhu
o poloméru r = f(z*), tedy S(z*) = 7 f?(x*). Pak dle vzorce (12.3.2) plati

Vo= 7T/b f2(z) dx.

Je-li kiivka y = f(z) zadédna parametricky, tj. z = p(t) € Ct y = ()t € [a, 8], p(a) =
a,p(B) = b, ¢'(t) > 0 na [a, 5], pak

B
Vo= / V)G (8) dt.

12.3.5 Obsah rotac¢ni plochy

Je-li y = f(x) € C', pak je plosny obsah Qq rotacni plochy, kterd je plastém télesa €2 z
obrazku 12.3.4 urc¢en vztahem

b
Qa = 27T/ fx)v14[f'(x)]?de.
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V parametrickém piipade, kdyz © = ¢(t) € Cty = ¥(t) € CLt € [o, 0], 0(a) =
0 0(3) = by g/() > 0 ma [, ) pltt

B
Qo =27 [ wOVZOF + (POt

12.4 Integrace s programem Maple

12.4.1 Analyticka integrace s programem Maple

Dilezitou ¢asti programu Maple je moznost analytické integrace. Ta se provadi pomoci
piikazu "int", jehoz syntaxe je podobna jako syntaxe ptikazu "diff".

/x2 dzx.

Reseni. Napisme odovidajici pifkaz v programu Maple:

Piiklad 12.8 Najdéte integrdl

pomoci Maple.

int (x*x,%);

Vysledek vypsany programem Mample je tvaru:

Priklad 12.9 Najdéte integral

/:cez dz.

Reseni. Napisme odpovidajici pitkaz v Maple:

pomoci Maple (viz Priklad 9.9).

int (x*x,x);
Vysledek, vypsany programem Maple, je tvaru:
re’ —e”.

Vsimnéme si, ze ve vysledku vypsaném programem integracni konstanta chybi.
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12.4.2 Urcité integraly s programem Maple

o] e—t
/0 1413/2 o

Reseni. Napisme odpovidajici pitkaz programu Maple:

Piiklad 12.10 Najdéte integral

pomoct programu Maple.

int (exp(-t)/(1+t~(3/2)),t=0..infinity);

Vysledek vypsany programem Maple je piiliS neohrabany. V tomto pripadé — protoze
vysledkem je konstanta — lze pouzit prikazu "evalf" pro nalezeni numerické aproximace:

evalf (%) ;
Nyni Maple dava numericky vysledek:

.613073060.

12.5 Shrnuti

Ukézali jsme si zpusoby vypoctu nevlastnich integralu a to jak v pripadé, kdy jde o integral
pres neohraniceny interval, tak i v pripadé, ze jde o integral z neohranic¢ené funkce. V obou
piipadech jsme zformulovali podminky konvergence.

Pouziti vypocetni techniky pro vypocet nevlastnich integrali je omezeno moznostmi
programového vybaveni.

Uvedené aplikace urcitého integralu jsou pouze zlomkem jeho pouziti. Dalsi aplikace
budou uvedeny v navazujicich matematickych i technickych predmétech.

Pti praktickém uziti urcitého integralu jsme vyuzily vSech znalosti a dovednosti, které
jsme ziskali u neurcitého integralu. Plati, ze pro efektivni vyuzivani teoretickych znalosti
je tieba mit urcitou praktickou zkusenost.

12.6 Kontrolni priklady ke kapitole 12
1. Vypoctéte nevlastni integraly

(a) f—ll Z;i_x2
(

b) [* | 2zda
(c) Joe ™ vdx, a >0
(d) Jyoe ™ sinbedz, a>0

2. Vypoctéte obsah plochy omezené kiivkami:
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(a) parabolou y? = x , ptimkou r = 3 a ptimkou y = 0.

(b) y=3,y=2y=2,y=2r
(¢c) z=cosy+2,y=2m,y=0,2=0.

Vysledky jsou uvedeny v ¢asti 15.12.



Kapitola 13

Diferencialni pocet funkci vice
proménnych (cast 1)

13.1 Cil kapitoly

Uz diive jsme se seznamili s vlastnostni funkce jedné proménné. Velmi casto se v aplikacich
setkavame s funkcemi, které zavisi na dvou a vice proménnych. V této kapitole zacneme
podrobnéji studovat vlastnosti takovych funkei. Cilem této kapitoly je vylozit pojem limity
funkce a spojitosti funkce v piipadé, ze funkce zavisi na vice nez jedné nezavislé proménné.

Zactneme zavedenim limity funkce vice proménnych. Ukazeme, jak se pocitaji limity
funkci vice proménnych. Pomoci pojmu limity budeme definovat spojitost funkce. Limita
se stane také vychozim aparatem pro urceni parcidlni derivace funkce. Vylozime také
geometricky vyznam parcialnich derivaci.

Zavedeme si pojem gradientu funkce jako vektoru, jehoz slozky jsou parcialni derivace
podle jednotlivych proménnych.

Stale se budeme opirat o znalosti derivovani funkci jedné proménné. Ukazeme, ze
parcialni derivace funkce vice proménnych je derivace funkce, kdy se jedna proménna
zustava proménnou a ostatni pokladame za parametry. Tim je dana i souvislost mezi
parcialnimi derivacemi funkce vice proménnych a derivacemi funkce jedné proménné.

202
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13.2 Diferencialni pocet funkci vice proménnych

13.2.1 Funkce definované v R"

Definice 13.1 Velicina y se nazyva funkci promeénngch
L1, X2y...,Tp

definovanou na mnoziné D C R"™, jestlize je kaZdému bodu mnozZiny D prirazena urcitd
hodnota promeénné y.

Oznacujeme:
Yy = f(xlvx%"'axn)

nebo strucné:

y = [f(x).
Mnozina D se nazyva definiécnim oborem funkce f. Jestlize D C R2, uzivdme casto
zkraceny zapis z = f(wz,y). Jestlize D C R?, pak casto zapisujeme funkci vztahem

u= f(x,y, z). Jako piiklady funkce vice proménnych mohou slouzit funkce

y=ax,+a5+a5 4+ +a"

T
Y = exXp — + T3xy4.
4]
Je-li z = f(z,y) funkce dvou nezédvisle proménnych x a y, jejim grafem nazyvame mnozinu
bodu, jejichz xz-ovymi a y-ovymi soufadnicemi jsou hodnoty z a y a tfeti souradnice je
odpovidajici hodnota z, tj. mnozina bodu (z,vy, f(z,y)). Grafem funkce definované na
nékteré oblasti roviny je obvykle plocha.

Priiklad 13.2 Jaké plochy jsou dany vztahy
z2=/R2—22—y2 2=+

Reseni. Prvni z ploch je horni polokouli (viz. Obrazek 13.2.1). Plocha dand druhjym
vztahem je rotacni paraboloid (viz. Obrazek 13.2.2).

13.2.2 Limita funkce vice proménnych

Definice 13.3 Rikdme, Ze funkce f(x) = f(x1,29,...,2), © = (T1, o, ..., x,) md v bodé
20 = (29,29, ..., 2°%) limitu rovnou ¢&islu A, jestlize je definovdna v okoli z° s vyjimkou

nejuyse bodu z° samotného a jestlize pro libovolné € > 0 existuje § > 0 takové, Ze
[f(z) — Al <e
pro vsechna x # x° spliugici nerovnost

lz; — 20 <0, i=1,2,...,n.
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Obrazek 13.2.1: Horni polokoule

Obrazek 13.2.2: Rotacni paraboloid

7 této definice vyplyvéd, ze pokud limita A existuje, pak je jedina. Takova limita se nazyva
vlastni. Jestlize A = oo (pokuste se modifikovat vyse uvedenou definici pro tento piipad),
pak se limita nazyvéa nevlastni. Pro oznaceni limity uzivame nasledujici zapis

lim f(z)=A
z—x0
nebo
lim fz, 2o, ... 2,) = A.
1=1,2,...,n

Piiklad 13.4 Najdéte lim  f(z,y) kde

r—0
y—0

$3+y3

f(l’,y):xg—erQ-
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Reseni. Sestavime tuto pomocnou nerovnost:
(.ZC3 + y3)2 — LEG + 2$3y3 +y6 < 2([E6 + yﬁ) < 2(1‘6 4 31’4y2 + 3x2y4 +y6) _ 4(1‘2 4 y2)3.
Tedy

3
2

2% + 7] < 2(2? + ¢?)
|f(z,y)] <2v/2? +92.

lim f(z,y) =0.

Nyni je zfejmé, ze

z—0
y—0
Piiklad 13.5 Euzistuje
im  o(z,y)
z—0
y—0
pro
22 — g2
= ?
pla,y) = — vy
Reseni. a) Necht' y = z. Pak
22— g2
lim x,y) =1lim —— =0
fim play) = lim —o——
y—0

Tedy jestlize A existuje, pak A = 0.
b) Necht’ y = 2x. Pak

—3a? 3
I — i S
fim pla,y) = lim — :
y—0

3
Tedy jestlize A existuje, pak A = ~E Dostavame spor.

Vidime, ze funkce ¢(x,y) nemd limitu v bodé (0, 0).
Uvedeme néktera uziteéna pravidla pro vypocet limity (pfedpokladame existenci vlastnich
limit lim, ., f(z) = F, lim,_,, ¢(x) = @):

L lim (f(2) £ 0(e)) = F £,

2. lim f(x)p(x)=F- o,

T—T0

x—xg ¥

LN
o
©
KA

LN
o

jestlize p(z
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13.2.3 Spojitost funkce

Definice 13.6 Rikdme, ze funkce f(x) = f(x1,20,...,2,) je spojitd v bodé

20 = (2929, ...,20), jestlize je definovina v okoli bodu x° véetné bodu z° samotného
a jestlize

lim f(z) = f(a").

z— 0

Piiklad 13.7 Je funkce

f(ZB y) — izizz jestlie gj‘2 + y2 > 0’
, 0 gjestlie x=y=0

spojitd v bodé (0,0)?
Reseni. Funkce je spojita, protoze podle Piikladu 13.4
lim  f(z,y) = 0= f(z,y).

r—0
y—0

Podminka spojitosti funkce f v bodé x° muze byt piepsdna ve tvaru:
lim F(2+ h) = f(2”),

kde h = (hl,hQ, ceey hn)
Prirtastek (nebo absolutni prirtstek ) funkce f v bodé 2% odpovidajici prirustku h
vektorového argumentu je definovan néasledovneé:

Af(a”) = f(a" + h) = f(").

Muzeme tedy piepsat definici spojitosti f v bodé 2° pomoci pifrastki:

Funkece je spojita v 29, jestlize
lim Af(z°) =0

h—0
kde
Af(xo) :f(z(f+h1,xg+h2,...,x2+hn) —f($(1),xg,... $0).

Obvykla pravidla pro pocitani se spojitymi funkcemi nadale plati, napi. soucet, rozdil,
soucin a podil dvou funkei f(z) a ¢(x) je spojity v bodé x°, pokud jsou zde spojité funkce
f(x) a () (pro podil navic pozadujeme, aby ¢(x) a p(z°) # 0).

13.2.4 Parcialni derivace

Definice 13.8 Parcidlni derivace f(x1,22...,2,) vzhledem k nezdvisle proménné x;
v bodé (x1,xs...,2,) je definovina jako limita
1
féj(flﬁl,.’EQ PN ,:L‘n) = }lli)r(l)ﬁ [f((l?l,.’lfg N 71‘]'71733]‘ + h,.’L’jJrl, e ,l’n) — f(.’]?l,l'g PN ,iL‘n)] y

kde j € {1,2,...,n}, za predpokladu, Ze tato limita ezistuje.
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Pro parcialni derivace pouzivame nasledujici znaceni:

of 0f(x)

/ .
foy = e {1,2,...,n}.
Ij? . 7 . ) .] ) ) )
Ox;" Oz,
Poznamka 13.9 Parcidlni derivace f;j nent nic jiného nez derivace funkce f(xy,x2...,x,),
na niZ pohlizime jako na funkci proménné pouze x; pro pevnd xi,Ta ..., Tj—1,Tjt1, .- ., Tn.

Piiklad 13.10 Je-li f(x1, 22, 23) = 210525, jakd je hodnota f,. (21, %2, x3)?

ReSeni. Snadno nalézame

falzg (21,29, 23) = 7$1xgxg.

13.2.5 Geometricky vyznam parcialni derivace

Funkce dvou proménnych z = f(z,y) geometricky predstavuje mnozinu bodu (x, y, f(z,v)),
kde (x,y) € Dy, tedy plochu v tiidimenziondlnim prostoru, v némz jsou zavedeny pravotihlé
kartézské soutadnice (z,y, z). Derivace f.(xg,yo) (za predpokladu, ze existuje) je rovna
smérnici teény ke kiivee vzniklé fezem plochy z = f(x,z) rovinou y = yo. Analogicky
interpretujeme vyznam parcialni derivace f; (v, y).

13.2.6 Rovnice te¢né roviny k plose

Necht’ je déna funkce z = f(z,y) € C'(D,R), kde D C R? je oteviend oblast. Pied-
poklddejme, ze (z9,y0) € D. Mnozina bodu (z,y, f(z,y)), kde (z,y) € D. generuje
plochu S. Uvazujme tezy plochy S rovnami y = yo a * = x3. Ved'me tecny bodem
Mo(z0, Y0, 20), 20 = f(z0,yo) k rovinnym kiivkam vzniklym v fezech. Rovina T prochéze-
jici témito primkami, které se protinaji v bodé My, se nazyva teéna rovina k plose S
v bodé My, bod M; se nazyva bodem dotyku roviny 7" a plochy S.

Tecna vedend bodem M, k fezu plochy S rovinou y = yq je urcena rovnicemi

z =20 = fu(z0, %) (T — T0), Y= Yo
Tecna vedena bodem M, k tezu plochy S rovinou x = z( je ur¢ena rovnicemi
Z—Zy= f;(xoayo)(y —Yo), T = To.
Rovnici teéné roviny 7' prochazejici body My(xo, o, 20) 1ze vyjadrit jako
z— 2z = A(x —x0) + B(y — %),

kde A a B jsou vhodné konstanty. Protoze obé tec¢ny musi v této roviné lezet, dostavame
A= fi(r0,90), B = f,(0,y0) a rovnice T' bude mit tvar

z— 20 = [o(xo, yo)(x — o) + f;(i’fo, Yo) (Y — Yo). (13.2.1)
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13.2.7 Gradient
Vektor
aradw(z) = (w), (2),0), (@), -, (1))

se nazyva gradientem funkce w v bodé x. Kromé oznaceni grad w(x) pouzivame i Vw(x)
(¢teme ,mnabla®).

Veéta 13.11 Gradient funkce

F(r,y,z) =z — f(z,y)
je kolmy k teéné roviné vedené bodem (x,y, z) plochy z = f(x,y).
Diukaz. Rovnice teéné roviny v bodé (zg,yo) plochy (z,y, f(x,y)), kde z = f(z,y), a
2o = f(wo,yo) je:
z— 20 = [(w0, y0)(x — 20) + f,(%0, %0) (¥ — ¥o)

a tecné vektory T, T, maji souradnice:

Tx = (170>f;($0790))7 Ty == (O, ].,f:;(l'o,yo)) .
Gradient
VF = (_fHIC(xO’ yo)’ _f;(x(]?yO)v 1) .

Pak snadno ovétrime, ze skalarni souciny
(I, VF)=0, (1,,VF)=0

a nasledné

VF LT, VF LT,

Diikaz zakon¢ime poznamkou, ze tecné vektory 17, T, urcuji tecnou rovinu z = f(z,y)
prochézejici bodem (xg, yo, 29). Proto je gradient VF kolmy k tecné rovineé.

Véta 13.12 Deriwvace funkce f(x) ve sméru jednotkového vektoru w je rovna primétu
gradientu f v tomto bodé do daného smeéru:

0
% = (grad f,w) = grad, f.

Dikaz. Ziejmé plati
(grad f,w) = |grad f| - || - cos(grad f,w) = |grad f| - cos(grad f,w) = grad, f.

Véta 13.13 Smeérovd derivace funkce f je mazximalni, jestliZe gradient f je rovnobézny a
souhlasné orientovany s w.

Dukaz. Protoze maximélni hodnoty je dosazeno, jestlize

g—f = |grad f| - cos(grad f,w) = |grad f],
w

tj. jestlize cos(grad f,w) = 1, pak zjevné grad f || w.
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13.3 Shrnuti

V této kapitole jsme se sezndmili s dalsimi zakladnimi pojmy matematické analyzy, s
pojmy funkce vice proménnych, limity funkce vice proménnych a parcidlni derivace, které
spolu uzce souvisi. Pomoci nich byly definovany dalsi pojmy, jako je napt. spojitost funkce.

Zvlaste parcialni derivace se casto vyskytuji v navazujicich matematickych predmétech
a v nejruznéjsich aplikacich, jako je tfeba fyzika a telekomunikace, kde prenos signalu
muze byt popsan tzv. telegrafni rovnici, ktera je diferencidlni rovnici obsahujici parcialni
derivace, tedy rovnici, ve které se kromé neznamé funkce vyskytuji i jeji parcialni derivace.

13.4 Kontrolni priklady ke kapitole 13

1. Vypoctéte limitu nésledujicich funkei
(2) lim,—10) T1o03

:1:2+y2

(b) time—00) =i

2. Urcete body, v nichz nejsou nasledujici funkce spojité
(a) fla,y) = 53
(b) f(x7y) = sinx%siny

3. Vypoctéte parcidlni derivace funkei:

(a) f(z,y) = arctg 7
(b) flz,y,2) = x>

Vysledky jsou uvedeny v ¢asti 15.13.



Kapitola 14

Diferencialni pocet funkci vice
proménnych - (Cast 2)

14.1 Cil kapitoly

U funkce jedné proménné jsme si definovali nejdrive prvni derivaci a pomoci ni druhou
derivaci jako derivaci prvni derivace, tieti derivaci jako derivaci druhé derivace, atd. Ob-
dobné budeme postupovat i nyni. Druha parcialni derivace bude definovana jako parcialni
derivace prvni parcidlni derivace.

Ukazeme, ze za urcitych podminek nebudou tzv. smisené parcidlni derivace zaviset na
poradi derivovani.

Zavedeme pojem diferencovatelné funkce a totalniho diferencialu. Obdobné jako u
funkci jedné proménné zavedeme i diferencidly vyssich radu.

Ukéazeme nékteré zakladni vlastnosti parcidlnich derivaci vyssich fddu. Budeme defi-
novat smérovou derivaci a Tayloruv polynom pro funkci vice proménnych.

Zvlastni pozornost budeme vénovat vypoctu lokalnich extrému funkce vice promén-
nych, uré¢eni minimalni a maximalni hodnoty funkce na dané uzaviené oblasti a stanoveni
tzv. vazanych extrému.

210
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14.2 Parcialni derivace vysSich radua

Derivace f;]_, j =1,2,...,n se nazyvaji také parcidlni derivace prvniho fadu (prvni par-
cidlni derivace) funkce f. Vyrazy

a_xi <ax]f) B 8£Uzal'J7 b _1’27"'7n

(nebo f7,) se nazyvaji parcidlni derivace druhého fadu (druhé parcidlnf derivace funkce
f). Pro i = j je oznacujeme jako
o0 f
Dx?
(nebo f”,). Analogicky definujeme parcidlni derivace vyssich fadu, napi. obecné derivaci
m-~tého Tadu podle proménné xy,
0 0 omf

—_— ... _krat —
8mk 8xk fm rat 8x}€"
—_——

nebo derivaci 5-tého radu podle proménnych z, z,y, y, 2:

00 90 0 0 o°f

14.3 Nezavislost smisenych derivaci na poradi derivovani

" " i # j apod., t.j. derivace ve kterych derivovani probiha

Tixj? S xir;?

nejméné vzhledem ke dvéma riuznym proménnym, se nazyvaji smiSené parcialni derivace.

Parcialni derivace

Véta 14.1 Necht’ je funkce z = f(z,y) definovina na oteviené mnoziné G roviny xy a
necht’ zde existuji parcidlni derivace f,, f,. Jestlize md funkce f spojité parcidlni derivace
" 1

wy @ fop v bodé (x0,90) € G, jsou si v tomto bodé tyto derivace rovny.

f;/y(xo, Yo) = f;/m@o, Yo) -

Piiklad 14.2 Ilustrujte Vétu 14.1 v pripadé funkce funkci z = x3y?, je-li vektor K =
(1,1).

Reseni. Snadno se presvédéime, ze pro funkei z plati:
_ 3.2 1 2.2 1 _ 0.3 "N _ p 2N
z2=r"y 2, = 307y, 2, = 227y, 2, = 627y = 2,

Véta 14.3 Jestlize vsechny parcidlni derivace funkce f(xq,xa, ..., z,) (prislusné danému
vektoru K = (ky,...,kn) s celociselngmi souradnicemi, které vyjadruji maximdini rddy
parcidlnich derivaci vzhledem k proménnym x1,xs, ..., z,) do 7adu ky + ke + -+ + k, — 1
ezistuji na nékteré otevrené oblasti G C R™ a vSechny parcidlni derivace radu ki + ko +
-+ ky, gsou spojité na G, pak lze libovolné zménit potadi derivovdni v libovolné z téchto
derivaci bez vlivu na konecény viysledek.
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Piiklad 14.4 Ilustrujte Vétu 14.3, je-li vektor K = (1,2,2).

Reseni. Vypisme jen nékolik moznosti:

’Pf o 0f
020y2020x  0220y20x  0x0y202%’

14.4 Diferencovatelna funkce. Totalni diferencial.

Definice 14.5 Rikdme, e funkce y = f(z1,xa,...,2,) je diferencovatelnd v daném bodé
(21,29, ..., x,), jestlize jeji celkovy prirustek (nebo strucné priristek) lze zapsat ve tvaru

Af(z) = flz+h) = f(z) = fi, (@) + fr,(@)ha + - + [, (@) +e(B)[|R]],  (14.4.1)

kde

Il = B3+ 3+ 2

a £(h) je takovd funkce, Ze limy,_oe(h) = 0.

Rikdame, Ze funkce diferencovatelnd v kazdém bodé urcité oblasti je diferencovatelnd na
této oblasti.

Definice 14.6 Hlavni ¢dst celkového prirustku se nazjvd totalni diferencial (nebo strucné
diferencial) funkce, tj.

df (z) = Z fr () hi (14.4.2)

Snadno lze ovérit, ze dx; = h;. Piipomenme, ze dv = Az = (x +h) —x = h, dv; = Ax; =
Totalni diferencial muzeme v tomto pripadé zapsat takto:

A(a) =3 1, (@)

Priklad 14.7 Necht’' z = 3axy — 2® — y®, kde a € R. Najdéte dz v bodé 2o = (1,2).
Reseni. Dle vzorce (14.4.2) nachdzime

dz = (3ay — 32*)dx + (3azx — 3y*)dy.
V bodé zyp mame

dz(1,2) = (6a — 3)dz + (3a — 12)dy.

Piiklad 14.8 Naleznéte diferencidal funkce z = x¥, x > 0.



Fakulta elektrotechniky a komunika¢nich technologii VUT v Brné 213

Reseni. Uzitim vzorce (14.4.2) dostdvame
dz = (yx¥')dz + (2¥ Inx)dy.
Bez dukazu uvedeme dalsi pravidla pro vypocet diferencialu:
d(u £ v) = du =+ dv,

d(uww) = du-v+ v - du,
1
d (2> = —(vdu — udv), jestlie v # 0.

v v
Nésledujici priklad ukazuje, ze existence parcidlnich derivaci neni dostate¢nym piedpok-
ladem diferencovatelnosti funkce.

Piiklad 14.9 Je funkce
f(@,y) = Vlwy

diferencovatelnd v bodé (0,0)?

Reseni. Vypocteme parcialni derivace

1 |y\81gnx |y|signx
folz,y) = (lzyl), = = pro zy # 0
2y/lz lzyl 2yl
a
||signy

f{,(x,y) = 2—\/@ pro xy # 0.

Tyto vztahy nejsou vhodné pro vypocet hodnot f;(0,0), f,(0,0), nebot’ nejsou v bodé
(0,0) definovény. Pro vypocet téchto hodnot musime postupovat podle definice:

£2(0.0) = lim L (F(1.0) ~ £(0,0)) = lim T -0 =0

—0

a podobnym zpusobem dostavame

£1(0,0) = 0.

Nyni vypocteme

Af(‘”?y)l(o,o) =0- hl + 0- hg +€(h1,h2)\/ h% + h%

AF(0,0) = f(hy, hs) — £(0,0) \/|h1h2f V|h1h2 /B2 + B2

Je vidét, ze muzeme polozit

vV [hihs|
8(h1,h2) = m
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Bohuzel limita
lim 8(]117 hQ)

h1—0,ho—0

neexistuje, nebot’” napt. pro hy = hy :

i e, ) = 7

a pro hy = 2hsy :
hl’Il E(hl, h1/2)

=

Tedy funkce f(z,y) neni diferencovatelna.

14.5 Diferencialy vyssich rada

Definice 14.10 Druhy diferencidl (diferencidl druhého tdidu) funkce f(x) (kde prdpok-
laddme, Ze x = (x1,xa,...,%y,)) odpovidajici nezdvislym prirustkum (diferencidlim)

dxy,dxs, ..., dx,

je definovdan jako diferencidl z diferencidlu, tedy

d*f = d(df).
Obecné je diferencidl 1-tého Tadu (I-ty diferencidl) funkce f pro nezdvislé diferencidly
dxy,dxs, ..., dx, definovdn indukci pomoci rekurentni formule

df=dd'f), 1=23,....

Pro nezavisle proménné zq,xo, ..., r, mame dr; = Ax;, j = 1,2,...,n. Diferencidly
dx; budeme také nazyvat nezavislé diferencidly, abychom zdiraznili, ze jsou nezavislé na
r = (1,%2,...,%,). Nezdvislost veli¢in dz; se formélné ukazuje v prubéhu derivovani:
derivujeme-li vzhledem k xy,xs,...,x,, povazujeme ostatni nezavisle proménné za kon-
stanty, tj. d(dz;) =0, 7=1,2,...,n

Priklad 14.11 Vypoctéme druhy diferencidl
A’ f(z1,T2,...,20).

ResSeni. Podle definice dostavame

df(x1, T2, ..,2,) = d(df (21,20, ..., 7)) =
0

o3 ) = S (s

#) -2 (0(5))

)

+3 Bhatin) =33 5 E ot

=1 =1 j5=1
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Proto napr.
& f(z,y) = fro(dr)* + 27, dudy + fy, (dy)*.

Préci s diferencialy si muzeme usnadnit. Zaved’'me proto pomocny operator

0- 0- 0-
D, = —dx, + —dxs + - - + —dz,,
8x1 T 8x2 T2t + al’n v

se kterym zachézime podle predpisu

D, f = Z dxz .
Pak 1ze ovérit, ze pro diferencialy vyssich radu plati

Zvazujme naptiklad situaci, kdy n = 2, k£ = 2. Potom

2, 2,

drd
2 o 0my 102t e

(D,)? = (6—de+ 9 )2 o (dz1)? +

B 97y 922 (d2)”

Uzijme nalezeny operator Dy k vypoctu diferencialu:

d*f(x,y) = Dif(z,y) = f (dz)* + 2f" dxdy+f ,(d y)2.

V obecném piipadé dostdvame pro n = 2 (podle binomické véty)

k
(DQ)’“ = (a—d:cl + 8—da:2) =

81’1 8@
ok k ok
d ————(dx) "+
~ o gt ()" ( )ax’f 18x2( )" dez
k oF. k oF.
+ |, )z k—2d2+---+<)—d FPdah 4+
(2) 8:6’1“’2835%( )" dz ot p@xg( )

k ok ok
————dxy(dzy) T + d .
+ (k‘ )8951033 z1(dw2) 3 ( xQ)

14.6 Interpretace totalniho diferencialu funkce dvou
promeénnych

Snadno lze ovérit, ze z rovnice tecné roviny k plose (viz Kapitola 13.2.6, vztah (13.2.1))
vyplyva (soutadnice zp udava hodnotu soufadnice z na tecné roving)

Az = fo(20,90) A + f, (20, Y0)Ay,
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kde Az = 2z — z9, Ax = x —x9 a Ay = y — yo. Protoze = a y jsou nezavisle proménné,
posledni rovnici lze napsat ve tvaru

Azp = fr(wo,yo)dz + f, (20, y0)dy
a nebo v nasledujicim tvaru (ktery udava také struc¢ny tvar rovnice tecné roviny)
Azp =dz, (14.6.3)

kde
dz = f,dx + f,dy.

(zde je souradnice z hodnotou funkce f(z,vy)).

Veéta 14.12 Totdlni diferencidl funkce z = f(z,y) je roven prirustku Azr na teéné roviné
vedené ke grafu funkce odpovidajicim bodem.

14.7 Aplikace totalniho diferencialu na priblizné vypocty

Pripomenme Definici 14.5 diferencovatelné funkce (viz vztah (14.4.1)):

Af(w) =3 fr(@)hi+e(h) | DK

nebo, strucénéji

Af(x) = df (x) + e(Ax)||Axl],
kde Az = h, tj. Al’l = hl, AIQ = hg,. cey AIn = hn, Al’z = (l’, + hz) — T,

Azl =

a lim e(h) = 0. Odtud vyplyva:

—0
Af(x) = df(x) jestlize Az — 0 a df(x)#0 kdyz Az # 0.
Tento ptiblizny vzorec muze byt dokazan vzhledem k tomu, ze

lim e(Az) = 0.

Az—0
Priklad 14.13 Napisme priblizny vzorec pro vypocet hodnot funkce

z = In(zy + 2y° — 2z).
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Reseni. Reseni: Postupné nachézime: z(1,1) = 0,

y_2 !

' - J =z 1.1) = —1
Zm<x7y) xy+2y2_2$ ? Zx( ) ) )
/ T+ 4y /
= 1,1) =5.
Zy(xvy) xy+2y2 — o’ Zy( ) )

Tedy v okoli bodu (1,1)
In(zy + 2y* — 27) ~ —(x — 1) + 5(y — 1).
Naptiklad pro volbu x =y = 1,1 dostdavame
In(1,14+2-1,1> -2,2) ~ —0,1 +5-0,1 = 0, 4.
Tento vysledek je v dobré shodé se skutecnou hodnotou: presnéjsi hodnota je

In(1,1>4+2-1,1*> = 2,2) =In 1,43 ~ 0, 357.

14.8 Derivace slozené funkce

Véta 14.14 Necht’ je funkce uw = f(x,y, z) diferencovatelnd v bodé (x,y,z) € G (G je
oteviend oblast v R3) a necht’ funkce

r=9(t), y=19(t), 2= x(t) (14.8.4)

zavislé na skaldrnim argumentu t maji derivace vzhledem k t. Pak derivaci sloZené funkce
vzhledem k t (predpokladdme, Ze se t méni na néjakém intervalu a Ze vSechny vyrazy jsou
definované)

u=F(t)= f(pt),v(),x())

(tedy derivace f podél krivky urcené vlastnostmi (14.8.4)) lze vyjddrit vzorcem

F(t) = fo(o(t), d(t), x (1) - ' (£) + f(@(t), (), x (1)) - '(8) + f2(p(t), (2), x (1)) - X'(2).

Analogicky pokud napf. z = f(u,v), kde u = ¢(x,y) a v = ¢(x,y), pak parcidlni derivace
funkce

z = F(ZL‘,?J) = f(gO(ZL’,y),@/J(I,y))

jsou vyjadreny vztahy
2, = Fy = [z, ), (2, 9)) - @2, 9) + file(z,y),d(@,y)) - ¥ (2,y),

Vyse uvedend pravidla lze aplikovat na funkce libovolného poctu nezavisle proménnych a
libovolného poctu prechodnych argumentu. V§imnéme si rozdilu mezi derivacemi

dz or
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Zatimco prvni je totélni derivace, tj. obycejna derivace z jako funkce x, druh4 je (explic-
itni) parcidlni derivace z vzhledem k argumentu z vystupujicimu v puvodnim vyjadfeni
funkce, tj. vypoctenda za predpokladu, ze vSechny ostatni argumenty, a¢ zavislé na x ve
slozené funkci, jsou v tomto procesu derivovani povazovany za konstanty:.

Priklad 14.15 Uvazujme funkci

z=-e"sinv ,
kde pokladdme v = ry a v = +y. Najdéte 2, a z,.
Reseni. Postupné nalézdme:
z = e"ysin(x + y) + €™ cos(z +y) = e™[ysin(z + y) + cos(z + y)],

z, = e™asin(z +y) + e cos(z + y) = e™[rsin(x + y) + cos(z + y)].

Priklad 14.16 Necht’

d
kde w je funkce proménné x, tj. w = p(x). Najdéte a—z je-li u nezavislou velicinou a d_z

x x
je-li u je funkce promeénné z, tj. u = p(x).

Resen.
% =2z = 3z%e"’
x
! d
d—; = 322" + 2% 2u - ¢ (z)

nebo

A2 _ 3.206%0) | 9,3,9°@) /

pri 3xe + 2x%e ~o(x)p' ().

14.9 Smeérova derivace

Definice 14.17 Necht’ & = (w1, ws, .. .,w,) je jednotkovy wektor. (Smérovd) derivace
funkce f v bodé x = (x1,22,...,x,) ve sméru vektoru J (podél @) je limita
of [z + D) — f(x)
! = — =

(za predpokladu, Ze existuje).

Veéta 14.18 Je-li funkce f diferencovatelnd v bodé

20 = (m?,xg, . ,332),
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pak existuje jeji derivace ve sméru libovolného jednotkového vektoru

= (w,way ..., wWy)
a lze 31 vyjadrit vztahem
of of of of o
55 °) = a961( ) w 1+a2( %) - ws + +8xn(:p) Wn.- (14.9.5)

Poznamka 14.19 Smérové derivace jsou zobecnénim parcidlnich derivaci. Skutecné, ze
vztahu (14.9.5) dostdvdme, Ze parcidlni derivace

of
8x,;’

1=1,2,...,n,

jsou smeérové derivace podle vektori

(0,0,0,...,0,1,0,...,0).
~———

i—1

Geometricky vyznam smérové derivace. Je-li z = f(z,y), pak je smérova derovace
fL(P) rovna tangentu uhlu sevieného tecnou k fezu plochy z = f(z,y) rovinou kolmou
k roviné xy a prochézejici vektorem & = (wy,ws), prilozenym k bodu P.

Je-li nutné vypocitat smérovou derivaci funkce f ve sméru vektoru &*, ktery neni jed-
notkovy, nejprve vektor &* délime jeho délkou, tj. definujeme jednotkovy vektor

Pak pocitame smérovou derivaci podle vektoru &.

Priklad 14.20 Najdéte derivaci funkce v = xy*z* v bodé M(3,2,1) ve sméru vektoru
5 =(2,2,1).

Reseni. Vektor &; nenf jednotkovy. Proto vypocteme

L@ (2,2,1) (2 p 1>
W= -7= = 57 6 o
FARRNG 333

2 2 1 2 2 1 2
_ 3 3 2.2 _
u’(M)—yz‘M 3+2xyz M-3+3xsz-3—4-—+12 —3+36 3—22—3.
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14.10 Tayloriv vzorec

Uvazujme dva body P(z1,zs,...,x,) a Pz, 23,...,2%). Tayloruv vzorec pro funkci

f(x), kde © = (w1, 23,...,2,) v bodé P° se zbytkem R, v tzv. Lagrangeové tvaru lze
vyjadrit jako:

d" V(P + R,

f(P) = f(P°) + %df(PO) + +%d2f(P0) LR PR

kde
1
R, = —‘d”f(PO +6-(P—P"),0¢€(0,1), 0 = const.
n!
Bod PY + 6 - (P — PY) lze vyjadrit v souradnicovém tvaru jako

PP+0-(P—P°) = (a} +0- (21 —al),a5 +0- (w5 — 23),...,25 + 0 (2, — ).

n

Piiklad 14.21 Rozvinime podle Taylorova vzorce funkci z = x¥ v okoli bodu (1, 1) pro
n = 3.

Reseni. Nejprve vypocteme parcialni derivace:
/o y—1 Iy
z, =yx?, z, =a'Inz,

= yly — Da¥, 2 =2 (14 ylue), 2 = o¥(lna)?

2 =yly — Dy — 2)2¥ 3, 2% = 2¥(Inx)?,

3 Y3 T

2, =y =12 (L +yz) + v = =22 ((y = D(1 +ylnz) +y),

y

T

1

2y =yz¥(Inz)’ + 22 Inz - — =2V (y(Inz)* 4+ 2Inz).
T

zy?

Polozme P° = (1, 1). Pak
(PP =1, fi(P") =1, f,(P°) = 0.
Totalni diferencial ma pak tvar
df(PYY=1-A2+0-Ay=Av=2—2"=1—1.

Dale
fl(P%) =0, fr(P°) =1, f2(P°) =0.

zy

Tedy

d*f(P") = fi(P°)(Ax)* + 2, (P) Az Ay + fin(P)(Ay)* =
=2AzAy =2(z — 1)(y — 1).
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Zbytek lze zapsat ve tvaru

Ry = < [3(7 — 1) ~ 2147 (Ax)*+
+327 2 (- 1)1+ gln7) +7) - (Az)*Ay+
+3277" (§(In)* 4+ 2In 7) - Az(Ay)*+
+2(Ing)* - (Ay)*],

kde Ar=x—1, Ay=y—1a
T=14+0(zx—-1),g=1+0(y—1).

Tedy Tayloruv rozvoj funkce je déan takto:

xy:1+(x—1)+%2(w—1)(y—1)+R3:x+(x—1)(y—1)+R3.

Dosad'me konkrétni numerické hodnoty. Jestlize napiiklad z = 1,04 a y = 1,03, tj.
Ax =0,04 a Ay = 0,03, pak

1,04%% = 1,04 40,0012 + R3 = 1,0412 + Rs.

Protoze 0 <z < 1,04 a 0 < gy < 1,03, dostavame pro zbytek R3 odhad

1
|Rs3| < G [1,03-0,03-1-1-0,04°+

+3-1-(0,3-(1+1,03) +1,03)-0,042- 0,03+
+3-1-(1,03+2)-0,04-0,03%+
+4-2-0,03%] <0,00017.
N&s vysledek je v dobré shodé se skuteénosti. Presnéjsi vypocéet totiz dava: 1,04%03 ~

1,041224406.

14.11 Implicitni funkce
Implicitni funkce y jedné proménné z je urcéena rovnici
F(z,y) =0. (14.11.6)
Existuji pripady, kdy tato rovnice neurcuje funkci: naptiklad rovnice
4+ +5=0

nema zadné realné kotreny a tedy y nemuze byt povazovano za funkci x. Podame podminky

zarucujici, Ze jedna z neznamych obsazenych v rovnici (14.11.6) je urcena jako funkce
druhé.
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Veéta 14.22 Necht’ F(x,y) je funkce spojitd i se svymi parcidlnimi derivacemi v okoli
bodu My(xo,yo). Jestlize

F(l’o,yo) =0 a ng(an yO) 7& 07
pak pro hodnoty x lezici dostatecné blizko xo md rovnice (14.11.6) jednoznacné reseni
y = @(x) zdvislé spojité na x takové, Ze p(xo) = yo. Kromé toho md funkce ¢(x) také
spojitou derivaci danou vztahem

Fi@, p(x))

/ / x )

Y () = o(z) = — 2D PE)) 14.11.7
D=0 = T Ee o) LD
Poznamka 14.23 Vzorec (14.11.7) ddvd konkrétni hodnotu y'(xq), nebot’

oy Fa(@e, e(x))  Fi(%o, 40)
yiao) = Fé(xoa ¢(o)) Fé(%,yo)'

Priklad 14.24 Necht’
F(z,y) =2* +y* — R?, R #0.
Aplikugte k tomuto vztahu Vétu 14.22.

Reseni. Rovnice 22 + y> — R? = 0 urcuje kruznici. V libovolném bodé Moy(z0,v0) této
kruznice takovém, ze yo # 0, jsou vSechny podminky Véty 14.22 splnény:

x5 +ys — R* =0, Ey(z0,90) = 2yo # 0.

Piiklad 14.25 Ukazte, Ze bodem M(1,1) prochdzi funkce, zadand implicitné vztahem
F(z,y) =2 +Iny —x =0.
Reseni. V bodé M(1,1) mame F(M) = 0. Parcidln{ derivace

1
Fl(z,y) =32y —1,  Fj(z,y) =2+
)
jsou spojité v okoli tohoto bodu a
Fé(l7 1) =2#0.

Podle Véty 14.22 je tedy jednozna¢né urcena funkce y = ¢(x) vyhovujici dané rovnici
takova, ze p(1) = 1. Ackoli jsme ukdzali existenci funkce (), nelze ji vyjadrit jako
elementarni funkci x, protoze rovnice neni algebraicky fesitelna pro y. Lze nalézt nék-
teré priblizné hodnoty funkce p(z), dosadime-li za = a aplikujeme-li néjakou numerickou
metodu. Pro derivace dostavame

J(z) = _3x3g0(x)1— 1
T2+ m
1) = -5 = -1
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14.12 Vypocet derivaci vysSich radua funkci zadanych
implicitné

Jestlize rovnice F'(x,y) = 0 urc¢uje implicitni funkci y = p(z), pak

na odpovidajicim definiénim intervalu funkce y = @(z). Derivovdanim tohoto vztahu
ziskdvame (dalsi vztahy budeme zapisovat pomoci rovnosti)

Fo(z, (@) + Fy(z, 0(2))¢'(z) = 0.
Vyjadienim ¢'(x) dostdvame predchozi vzorec (14.11.7)

L Eeel)
P = o)

Derivovanim tohoto vzorce dostdvame (predpokladédme, ze uvedené vyrazy existuji)

" o —1 " T T " T T /l‘ /ZL’ T
" (z) T Ee@)? [(Fra(@, 0(2)) + Fy(x, 0(2))¢' (2)) Fy (2, o(2))+

+ Fy(z, o(x) ((Fp(z, o(x) + Fy, (2, 0(x))¢ (x))]

nebo
)= — =L " (x, p(2))(F(x, o(x)))*—
— 28y, (z, (@) Fy(z, 0(2) Fy (@, o(x)) + Fyy (2, (@) (Fy (2, 0(2)))*]

14.13 Dalsi pripady vypoctu derivaci implicitnich funkci

a) Jestlize rovnice

F(z,y,2)=0
definuje z = ¢(x,y) na nékteré dvourozmérné oblasti D C R? pak podobnym postupem
jako v ¢asti 14.12 nachazime

Fy(x,y, 0(x,y))

Faloy,o(@,9) = ) = Ty 9, 9)

Fl(x,y, 0(x,9))

o (z,y) =

—~

b) Predpoklddejme, ze soustava
Fl(xvyla y2) - 07

F2($7y1>?/2) =0
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urcuje funkce y; = ¢1(x), y2 = wa(x), kde x € I C R, tedy
F1<LU,§01(SU>,Q02(ZZ’)) = 07
Ey(z, 1(), pa(z))

na I. Derivovanim téchto vztahu dostavame

0

Fl (z,01(x), 02(x)) + F, (2, 01(x), 02(x)) - @1 (x) + FY,, (2, 01(2), p2()) - ph(2) =0,

Foo (@, 01(2), 0a(2)) + Fyy, (2, 01(2), 02(2)) - 01(2) + Fo, (2, 01(2), p2()) - 03(x) = 0.

Jestlize je determinant

F/

F, (2, 01(2), a(2))  F, (2, 01(x), p2(x))
- ' o (T, 01(2), 2(2))  F3y, (2, 01(2), pa(z)) '%O’

pak feSenim této soustavy dostavame

1| —F(@ @) ge(@) Fl (e ei(@), 0a(2)
hlw) =ale) = J’ Py (r.1(2), 02(2)  Foo(z, 01(2), al))

’F{yl( 1), 2(w)) =1, (x, 01 (2), 2 () ‘
Fyy, (2, 01(2), 2(x))  —Fo, (2, 01(2), p2(2)) |

8

14.14 Extrémy funkci vice proménnych

Definice 14.26 Bod P°(2%,x29,...,2°%) se nazgvd bodem lokdlniho maxima (lokdl-

niho minima) funkce y = f(x1,22,...,2,), jestliZe pro kazdy bod P(xy,xs,...,x,) 2
definicniho oboru Dy v okoli bodu P plati:

f(P)=f(P)<0  (=0).

Plati-li misto neostrijch nerovnosti ostré a P # P°, hovorime o ostrém lokdlnim maximu
(minimu). Hodnota f(P°) se nazjvd lokdlni extrém.

Véta 14.27 (Nutnd podminka pro existenci extrému.) Jestlize diferencovatelnd
funkce y = f(x1,79,...,2,) md v bodé¢ P° extrém, jeji parcidlni derivace v tomto bodé
jsou rovny nule:

fo,(P°) = f1,(P°) == f; (P°) =0 (14.14.8)
Vsimnéte si, ze pokud diferencovatelnd funkce y = f(z1,x9,...,2,) mé extrém v bodé
P° pak
af (P°) = 0.

Bod P°, v némz plati (14.14.8), se nazyvd stacionarni bod funkce y = f(z1, s, ..., T,).
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Priklad 14.28 Urcete staciondarni body funkce

2 = 22 + xy? + 5a® + o> (14.14.9)
Reseni. V tomto pifpadé mé systém rovnic (14.14.8) tvar
2 = 6x°+y*+10z = 0,
zl = 2xy+ 2y = 0.

Ze druhé rovnice vyplyva, ze bud’ y = 0 nebo x = —1. Dosadime tyto hodnoty do prvni
rovnice a ur¢ime ctyri stactondrni body:

M;(0,0), My(—5/3,0), Ms(—1,2), My(—1,—2).

Abychom zjistili, které z téchto bodu jsou lokalnimi extrémy, musime pouzit nékteré
postacujici podminky pro extrémy.

14.15 Postacujici podminky pro existenci extrému funkce
vice proménnych

Necht’ je bod P°(xg, o) staciondrnim bodem funkce z = f(z,y). Oznacme
A= (P, B=2(P'), C= ("),

Véta 14.29

1) Jestlize AC' — B? > 0, pak md funkce f(x,y) extrém v bodé P°, je-li A < 0 jednd se
o ostré lokdlni maximum a v pripadé A > 0 se jednd o ostré lokdIni minimum

2) Jestlize AC' — B? < 0, nemd funkce v bodé P° extrém.

3) Jestlize AC — B? = 0, druhé derivace neposkytugi odpovéd’ na otdzku o existenci
extrému a je nutné dalsi vySetrovdni.
Piiklad 14.30 Urcete lokdlni extrémy funkce (14.14.9)
Pouzijeme vysledky piikladu (14.28). Druhé derivace jsou
Zyp = 120410, 2, =2y, 2z, =2r+2.

Pro prvni bod M; mame

A=10, B=0, C=2, AC—B*=20>0, A>0,
a tedy bod M; je bodem ostrého lokalniho minima. Pro bod M; mame

4
A=-10, B=0, C’:—g, AC —B*>0, A<0

a tedy bod M, je bodem ostrého lokalniho maxima. Pro bod M3 mame
A=-2 B=4, C=0, AC-B*<0
a tedy bod Mj3 neni bodem lokélniho extrému. Konecné pro bod M, mame
A=-2 B=-4, C=0, AC—-B%*<0.

Tedy ani bod M, neni bodem lokalniho extrému.
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14.16 Postacujici podminky existence extrému pro
obecny pripad

Necht’ bod P%(z9,29,...,2%) je staciondrnim bodem funkce
2= f(x1,29,...,Tp).
Véta 14.31
1) Jestlized®f(P°) > 0 (< 0), funkce f(x1,22,...,x,) mdostré lokdln{ minimum (ostré

lokdln{ maximum) v bodé P°.

2) Jestlize d* f(P°) = 0, potom neni mozné rozhodnout o extrému v P° uzitim derivact
druhého Tddu a otdzka existence extrému zistdvd otevrend.

Oznacéme
0
a’ij = f:/tlzl‘j(P )

Uvazujme posloupnost determinantu

A17A27 s )A’rw
kde
a a aijy ... Qip
11 12
A1:CL11,A2: .7An:
21 A22
Qn1 Apn

Véta 14.32 (Sylvestrovo kritérium) Jestlize
Ay >0,A,>0,...,A, >0,
pak d?f(P°) > 0. Jestlize
Ay <0,A>0,....(-1)"A, >0,
pak d? f(P°) < 0.

14.17 Urceni maximalni a minimalni hodnoty funkce
na uzaviené oblasti

Mame za tikol urcit nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce

y:f(wlvx27"'awn)

na uzavrené oblasti D. Jestlize funkce dosahuje jedné (nebo obou) téchto hodnot uvnit#
oblasti, musi se pochopitelné jednat o lokalni extrém. Muze se vsak ukazat, ze funkce
nabyva nejvétsi nebo nejmensi hodnoty (nebo obou) v bodech na hranici dané oblasti.
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Abychom nasli tzv. globélni (nebo také absolutni) maximum (minimum) spojité funkce
y = f(x1,x9,...,2,) na omezené uzaviené oblasti, je nutné urcit véechna lokdlni mazima
(lokdlni minima), kterych funkce dosahuje uvnitt dané oblasti a také nejveétsi (nejmensi)
hodnoty, jichz dosahuje na hranici oblasti. Potom nejvétsi (nejmensi) z téchto ¢isel je
hledané globdln{ maximum (minimum) dané funkce.

Takto formulovand tloha méa vzdy teSeni. Jedna se o dusledek Weierstrassovy véty pro
funkce vice proménnych. Nebudeme zde tuto vétu formulovat. Poukazeme jen na jeji
jednorozmeérny pripad, ktery jsme jiz diskutovali diive (viz Vétu 6.47 na str. 108).

Ptiklad 14.33 Uréeme globdlni extrémy funkce z = 2% — y* na oblasti D : 2% +y* < 1.

Reseni. Zkoumejme funkci f z hlediska existence extrému. Polozime-li parcialni derivace
rovny nule, dostavame rovnice

= 2z = 0

Z/
, = —2y = 0.

zZ

Resenfm tohoto systému je staciondrni bod z = y = 0, ktery patif do oblasti D a nelezf
na jeji hranici. Najdeme A =2, B =0,C = —2 a AC — B% < 0. Bod (0,0) neni bodem
extrému. Toto si lze geometricky piedstavit, vS§imneme-li si, Ze rovnice z = 22 — 3% je
rovnici hyperbolického paraboloidu.

Globélnich extrému musi tedy funkce z dosahnout na hranici oblasti D. Protoze hranici
oblasti D lze vyjadfit pomoci rovnice

2=1-2% ze[-1,1],

mame
Zlp =2 — (1 —2%) =22 — 1.

Zkoumejme funkci z = 222 — 1 z hlediska extrému, je-li x € [—1, 1]. Dostdvdme
Y=dr=0=2=0=y==1,2"=4>0.
Minimalnich hodnot nabyva funkce v bodech
M;,(0,1), M5(0,—-1),

a to

Maximélnich hodnot nabyvé funkce v koncovych bodech intervalu [—1, 1], tj. v bodech
MS(_L 0)7 M4<17 O>7

a to

Globélni extrémy funkce z = x? — y? na oblasti D jsou z = 1 (maxima) v bodech M3, M,
a z = —1 (minima) v bodech My, Ms.
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14.18 Vazané extrémy

Zacneme formulaci jednoho problému, ktery bude slouzit jako ilustrace pro hledani tzv.
vazaného extrému.

Priklad 14.34 Mezi vsemi pravouhlymi rovnobéznostény s danou celkovou plochou S
mame najit takovy, ktery md nejvétsi objem.

Reseni. Necht’ jsou strany rovnobéznosténu oznaceny z,y a z. Problém se redukuje na
hledani nejvétsi hodnoty funkce

V =uzyz
za podminky, ze

S
xy+yz+zx:§.

Vypocet dokoncime po kratkém teoretickém vykladu.
V nejobecnéjsim piipadé je problém dan nésledovné: Je dana funkce

u= f(x1,29,...,2,);

tkolem je nalézt extrémy za podminky, ze proménné vyhovuji m (m < n) podminkdm:

o1(z1, 20, ... xn) = 0,
oo(xy, 0, ... x,) = 0,
Som(l'l,l’g,...,l'n) = 0.

Postup feseni je nésledujici. Sestavime pomocnou funkei @ (tzv. Lagrangeovu funkei),
obsahujici n + m proménnych

Dz, 29, oy Tpy A1y ey Am) = fT1, 20, .., T0) + M1 (21, 20, 0o )+
+ )\2902(1'1,1’2, ... 73771) + e + )\m(pm(l'17x27 L ,l’n).

a hledame jeji stacionarni body. Tzn., ze hledame feSeni systému rovnic

o =0,®, =0,...,0, =0,d, =0,®,, =0,...,0, =0.
Dostavame body, v nichz muze funkce nabyvat vazanych extrému. Tato soustava rovnic
poskytuje nutné podminky, tedy ne kazdy bod vyhovujici této soustavé musi byt bodem
vazaného extrému. Nebudeme hovoftit o postacujicich podminkéach pro body vazaného ex-
trému. V konkrétnim piipadé je vétsinou mozné zjistit, zda je bod urceny vyse uvedenymi
rovnicemi bodem extrému bez toho, ze bychom zkoumali, jsou-li splnény dostatecné pod-
minky. Popisovand metoda je znama jako metoda Lagrangeovych multiplikatori,
kterymi jsou velic¢iny Ay, Ag, ..., Ap.

Piiklad 14.35 Pokracujme v reseni zapocatého prikladu 14.5).
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Pomocnou funkci ®(z,y, z) lze vyjadrit jako
O(x,y,2) = zyz + Moy + yz + zx — S/2).
Rovnice urcujici body extrému jsou tvaru

=0 = yz + My + 2) =
P, =0 = a2z + Az + 2) =
=0 = zy + Ay + x) =
=0 = a2y + yz+zx—S5/2 =

co oo

Odecteme-li rovnice od sebe navzajem, dostavame

(r+A)(z-y) = 0,
(y+N(z—z) = 0.

Odtud vyplyva, ze x = y = z, tedy hledany rovnobéznostén je krychle. Rozméry této
krychle jsou

a maximalni objem je

14.19 Shrnuti

Seznamili jsme se s parcialnimi derivacemi vyssich fadu a s jejich pouzitim. Odvodili jsme
podminky, kdy smiSené derivace nezalezi na poradi derivovani. Zavedli jsme si Tayloruv
polynom pro fukci vice proménnych. Vénovali jsme se vypoctu derivaci pro implicitni
funkce.

V aplikacich maji ¢asté uplatnéni metody urcovani lokédlnich extrému, maximéalnich
¢i minimalnich nodnot v dané uzaviené oblasti a vazanych extrému, které jsme si uvedli,
véetné podminek jejich existence a podminek klasifikace extrému.

14.20 Kontrolni priklady ke kapitole 14

1. Najdéte parcialni derivace 1. a 2. tadu funkci

(a) f(z,y) =" +y* — da?y?
(b) f(z,y) =a™tv
(c) flz,y) =

2. Urcete rovnici te¢né roviny ke grafu funkce v daném bodé:

(a’) f(x,y) =V 1—a? +y2) [170,90,20] = [%7

1
77}

w
Sl-
w
w
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(b) f(z,y) =2+, [0,90, 2] = [1,1,2]
(C) f(:c,y) = e:c2+y2’ [:CO’yO; ZO] = [0707 1]

3. Urcete Tayloruv polynom 2. stupné se stiedem [z, yo] néasledujicich funkei:

(a’) f(xvy) =V 1 —a? +y2) [anyO] = [%7 %]
(b) f(xny) - ggziv [x07y0] - [070]

4. Najdéte lokalni extrémy funkef:

(a) flz,y) =2 +y* —ay—2x+y
(b) f(z,y) =2y(4 — 2z —y)
(c) fl,y) =yvVi+o+ay/I+y

5. Urcete nejmensi a nejvetsi hodnotu funkce f na mnoziné M:

(a) f(z,y) = 2* + 22y + 2y®> — 3x — By, M je trojuhelnik urceny body A =
[0,2], B=[3,0], C'=[0,—1].

(b) f(x,y) = 2% +y* + 32y + 2, M je omezend grafy funkei y =| z | a y = 2.
(€ fla,y) =2 +y* —2y—2, M={[v,y]:2?+y* <1, y>|z|-1}
6. Urcete vazané extrémy funkce f na mnoziné ur¢ené rovnostmi:

us

(a) f(z,y,2) =sinzsinysinz, v +y+z =73

() f(z,y,2) =ayz, 2*+y*+22=1,2+y+2=0

Vysledky jsou uvedeny v ¢asti 15.14.



Kapitola 15

Vysledky testu

15.1 Vstupni test

Priklad 1.1

=

. ' AN 18 18

a—"b a—2>

Priklad 1.2

Va2 +x—12 <z +4
24+ x—12 <2’ + 8z + 16
—28 <Tx
r>—4

Ovsem

224+ —12>0
(x —3)(z+4) >0
x < —4 nebo x > 3

Celkem tedy

231
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Ptiklad 1.3 Pro z € (—o0, —1)

—r4+zr—-1<—-zo—-142—2x
r <1

Tj. Ry = (—o0, —1)
Pro z € (—1,0)

—r4+r—1<zrx+1+2—x
—-1<3
(
Pro z € (0,1)

r+r—1<zx+1+2-—=x

T <2
Tj. R3 = (0,1)
Pro z € (1,2)
r+l1l—aos<zx+1+2—=x
1<3
Tj. Ry = (1,2)

Pro z € (2,00)

z+l1l—oc<ex+1+x—2
z >1

Tj. Rs = (2, 00)
Celkem jsou tedy feSenim dané nerovnice z € U?Zl R; =R.

Piiklad 1.4 Diskriminant pro zadanou rovnici je roven
D=9 —4n -4
Resime rovnici on—4=0

Resenim je tedy " — 4
5

Priklad 1.5 Je ddno sinz = £, z € (0, Z). Plat{

1
costzl—sianzl_gz_G
25 25

COST = —
5
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Piiklad 1.6
NG
gv—1 SZOQQW‘i‘lOgg (310 >
2771 <0,4+6-107"

9r—1 <1
rz—1<0
xr <1
Priklad 1.7
log(z®>—9)
log(x + 1)

log(z* — 9) =log(x + 1)?
2 -9 =2 +21+1

rT=-=97

Vzhledem k definiénimu oboru logaritmu ovSem zadana rovnice nema feSeni.

Priklad 1.8
1+ 14+272 —1 —7 — 2 1—2 )
7 1 —i —32 1

Piiklad 1.9 Zustatky na ucétu (vzdy ke konci roku) budou tvorit cleny geometrické
posloupnosti. Vzorec pro ¢astecny soucet geometrické posloupnosti je

q" —1
Sp = Q1 -
q—1
V nasem piipadé mame a; = 10, ¢ = 2, n = 10. Tj.
210 1

s10=10- =10(1024 — 1) = 10230.

2—1
Vydélana castka na trocich je tedy 10230 — 10 = 10220.

2 ()=

k=0

Priklad 1.10 Plati

V nasem piipadé mame

26: (Z) =20 = 64.

k=0
Piiklad 1.11 Vektory urcujici smér jednotlivych pfimek jsou po tfadé u = (2,—-3), v =
(3,2). Protoze skaldrni soucin

u-v=2-3+(-3)-2=0,

jsou zadané primky kolmé.
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15.2 Kontrolni priklady ke kapitole 2.17
(f) =R, H(f) =R, f(=2) = -9, f(10) =15

) D (
) D(f) =R, H(f) = (1,00), f(=2) =5, f(10) = 101

(¢c) D(f) =R, H(f) = (0,00), f(=2) = 0.67667..., f(10) = 110132.329...

(d) D(f) =R, H(f) =(-1,1), f(—2) = 0.7568..., f(10) = 0.9129...
2. u(x) =22 — 3, v(x) =¥ 3 w(zr) = 8z — 242% + 15,

w(0) = -1, v(1) =e !, w(-2) =47

3. (a) D(f) = (=6,00)

(b) D(f) =R\ {-2,2}

(c) D(f) = 0,3)

(d) D(f) =(-1,2)

(e) D(f) = (=00, =3) U (3,00)

(f) D(f) = (—00,=2) U (3, 00)

(g) D(f) = (=6,3)
4. (a) fHx)=2%%, z€R

(b) fHz)=+/2 -8, z e (16,00)

(c) f_l(x) =Inyx — %’ z € (0,00)

(d) fFY(z)=e"+2, z€R
> 227 + 1 3/2 9 19/2

h(z) = 23— 622+ 11z —6 -1 _x—2+x—3'
(b) 2
R it ) N RS

rzr—1)(x—2) 2z x—1 2x-2)

15.3 Kontrolni priklady ke kapitole 3.10

1. )

=101
T 1296
h(A) =1 pro a = —f3,h(A) = 3 pro a # —3
W(B) =1proa=3=0, h(B)=3proa?~@ =0, h(B) =5 pro >~ > # 0.
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4. (a)
1 -3 2 22 8 —5
AB=| -2 7 =3 |, (AB)'= 5 2 -1
1 -2 4 -3 -1 1
(b)
1 3 -2 —-60 —38 35
AB=| 3 10 5 |, (AB)'= 19 12 —-11
5 16 2 -2 -1 1

15.4 Kontrolni priklady ke kapitole 4.6
1. B=[3,—1]

2. Linedrné nezavislé.

3. (a)
4 11 2\"
Mg = 3 4 10
1 1 3
(b)
3 —4 —3\"
Mg = 4 5 4
3 -3 —4

4. (a) Proa#2,a# ¢ jedim(M) =3, pro a = 2,a = ¢ je dim(M) = 2.
(b) Pro a # 0,5 # 6 je dim(M) = 4, pro a = 0, nebo 5 = 6 je dim(M) = 3.

15.5 Kontrolni priklady ke kapitole 5.11

1. cosp = \;—3% = —0.1825...
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15.6 Kontrolni priklady ke kapitole 6.26

1. 6

—6

a

(
(b
(

—_

(c
d

(e

2. (a) Odstranitelnd nespojitost.

)
)
)
) =5
) 1

(b) Odstranitelna nespojitost.
(c) Nespojitost 2. druhu.
3. (a) Spojita na R.
(b) Spojitd na Uy, (-3 + &, 2 4 £1).

5. (a) y =4z —4.
6. (a) y=—3x+3.
7. (a) f'(x) =4, diferencovatelnd na R.

8. (a) f(1.01) =1+ 5(0.01)* = 1.00000005

15.7 Kontrolni priklady ke kapitole 7.21

1. (a) fl(x)=2x+3, f"(z)=2

(b) f'(z) =2sinxcosxz, f"(x)=2cos’x —2sin’x

6. (e) Graf funkce je na nacrtku 15.7.1.
(f) Graf funkce je na nacrtku 15.7.2.
(g) Graf funkce je na nacrtku 15.7.3.
(h) Graf funkce je na nacrtku 15.7.4.

(i) Graf funkce je na nacrtku 15.7.5.
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50 T

45-

40+

35-

30-

25

20

Obrazek 15.7.1: Graf funkce f(z) = V2% 4 5v/22.

15.8 Kontrolni priklady ke kapitole 8.16

1. (a
(b

) Konverguje.

)
(c) Diverguje.

)

)

Konverguje.

(d) Konverguje.

(e) Konverguje.

2. Interval konvergence je:

(a) (=1,1)
(b) (=1,1)
() (=3:3)
3. (a) f(z)=1+a®+3a* + 52+ ...
(b) f(@) = (&= 1)+ (@ — 1P — (2= 1 —6(x — 1)+ 7
(c) f(z) =22 — 3%+ £a° — Fa + ..

15.9 Kontrolni priklady ke kapitole 9.8
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Obrazek 15.7.2: Graf funkee f(z) = (z +4)/(2* — 4).

Ok
(c) sinx + cosx

(d) 227 + Lcos2x

15.10 Kontrolni priklady ke kapitole 10.6

1. (a) —ﬁQ‘x
(b) 1&1010596
(C) _ﬁQcosm
(d) —3coszsinz + iz

1. (a) 1
(b) 3
(c) 2
(d) —4
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L f(x) = x + sin(}) J

Obrazek 15.7.3: Graf funkce f(z) = z +sinz.

15.12 Kontrolni priklady ke kapitole 12.6

1. (a)
(b)
(c)
(d)

= 3

ntegral neexistuje.

N

a

b
+b2

e

15.13 Kontrolni priklady ke kapitole 13.4

1. (a) 3
(b) 2
2. (a) {[xay]ax2+y2:1}
(b) {[l’,y],l’z kﬂ-? Yy = ]{771', ke N}
3 () f= e )=
(b) fi= %35571, fo= %xgln:c, fl= ;—ny% Inz

15.14 Kontrolni priklady ke kapitole 14.20

L (a) fr,=122" =8> fI = —16zy, f;, =12y> — 8x*

y:
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6 . :

00 = 2 +x-3) [ (x- 1)° i

Obrazek 15.7.4: Graf funkee f(z) = (2+ 2z —2%)/(z — 1)

(b) f2, = 2= [(Inw + )2 4 L 8] 7 — o) [In?(z) + Z2Ing + 1], fr =

(@) In?(2)
2. (a) z+y+2=13
(b) 2242y —2z=2
(¢) z=1
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=

Obréazek 15.7.5: Graf funkce (z? +z — 1)/(z — 1).



Kapitola 16
Ukazky zadani pisemnych praci

V této kapitole uvadime nékolik pisemnych praci, které byly v uplynulych letech zadavany
na semestralnich zkouskach.

242
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SEMESTRALNI PISEMNA ZKOUSKA Z MBA1,
ze dne 6. 1. 2004
A

Kazdy piiklad je hodnocen maximalné 10 body.

1. (a) Nacrtnéte sudou funkei s definicnim oborem (—7/2;7/2), a kterd bude mit
aspon jedno lokdlni minimum a aspon jedno lokdln™ maximum a aspon jeden
inflexni bod. Vyznacéné body popiste a zvyraznéte.

(b) Urcete defini¢ni obor funkce y = f(x) a urcete, pokud existuje, inverzni funkci.

Reseni:

2—zx#0=>1xz€(0;2).

F e

2 Yy
222 — 2 Yy =1,
207 = y(2® + 1),
222
V= oy

2. (a) Stanovte ¢islo k tak, aby vektor @ = (1; —2; k) byl linearni kombinaci vektort
u=(3;0;2),v = (2 -1;5).
ResSeni:
au + (v = a,
a(3;0;2) + B(2; —1;5) = (1, —2; k),
3a0+28=1-8=-22 +53=F,
k =8.

(b) Urcete feseni soustavy:

2£L'1 — X9 + 2[1)3 = —4

41’1 + T9 + 4.733 = =2

Ty + X0+ 223 = —1
Reseni:

2 -1 2|4 1 1 2]-1 11 2|-1
4 1 4/ -2 |~12 -1 2|4 |~10 -3 =2|-21]n~
1 1 2]-1 4 1 4] -2 0O 3 0] 6
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10 2|-3 10 0 1

00 -2 4| ~101°O0 2

01 0 2 00 1[-2
r=1y=22z=—-2.

3. (a) Urcete derivaci funkce f(x) a vysledek upravte na co nejjednodussi tvar.

f(x) = gvﬁ%— 1+ %ln (x—f— Va2 + 1)

Reseni:
1 1 1
LR R VL (1 \ —2x> _
fle) = 22\/$2 2m+\/:p2+1 2vVx? +1
2 \/er:r
/.TQ ‘l’ 2v/x2+1 _
212 + ZL‘ +Va? +
x? 1 2+ 1
\/3:2 1+ \/ 2 +1 —|— =
2V x? + 2\/$2 T2 2+ 1

WW — V&I

. . T — 2arctanx
(b) Urcete xl_l)I}_loo <W) .

Reseni: Pomoci ’'Hospitalova pravidla.

, 7T — 2arctan x , —273

2 )2
3 m (e(S/x)rL) =3

X

4. Urcete fmdl?

Reseni:
T 1 4x 1 4o +2 — 2
—  dz=-| ——dr=- | ————dzx
202 +2x +5 4 ) 222 +2x+5 4 | 222 +2x+5

1 4z + 2 1 2 1 1 1
ST et gr— S (2042045 de—= [ ——— 4
4/2$2+2x+5 * 4/2$2+2x+5 v = 7 Qe 2e45)d 2/2x2+2$+5 .

Posledni integral si upravime

/ L / L / ! a
Y —ar = | ————————ar = T =
222 422 + 5 22 +x)+5 2@ +3)?2—-3+5
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/;dx—l/;dx—g/ L d:c—larctanzx+1+0
2x+32+3 0 2J @+52+2 9 R+ )P+ 3 3 '

Dosazenim dostaneme

20 +1
3

+C.

1 1
d/“2lg +f21:*_53d$ ::;Zln(212-+»2m *‘5)dﬂ]—— é-arctan

5. Urcete délku kiivky x3/3) 4+ y2/3) = ¢/3) kde z,y € [0;a].
Reseni: Provedeme parametrizaci

x=acos’t,y =asin’t,t € [0,7/2].

w/2
l= / V(@ ()2 + (y(t)2dt = / \/(—Ba cos?tsint)? + (3asin®t cost)2dt =
0
/2 /2
/ \/ 9a2 cos tsin? t + 9a2? sin t cos? tdt = / 3a costsinty/sin®t 4 cos? tdt =
0 0

W2 3 [ 3 —cos2t|”* 3
/ 3a-—-2costsintdt = —a/ sin 2tdt = —a cos = —q.
0 2 2 /o 2 2 0 2

6. Proud v elektrick,m obvodu je ddn relaci i(t) = 2te™3. Urcete celkovy naboj Q =

+00
[ i(t)d.
9
Reseni: . i
Q= / ote 3t dt = lim 2te dt = (¥).
0 T—00 0
1 2 2 2 2
/Qte_?’tdt =lu=tu =11 =3 v=—2e= ——te_?’t—l——/e_?’tdt = —Zte 3t _Ze73,
3 3 3 3 9

Dosazenim do (*) dostaneme

2 2 ) 2
lim {—gte?’t — —e3t1 =3 lim [—e "3z + 1)+ 1] = 9

T—00

7. Najdéte extrémy funkce z(z,y) = 22 + 2y + y* — 2z — .
Resenti:
Zy=20+y—2,2,—r+2y—1

2r+y—2=0z4+2y—1=0—-2=1,y=0.
Zyw = 2,2y, = 2,2, = L.
D—1:2>0,D2:‘§ ;’:3>0.

V bodeé [1;0] je lokalni mimimum.
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SEMESTRALNI PISEMNA ZKOUSKA Z MBA1, ze dne 6. 1. 2004
B

Kazdy priklad je hodnocen maximalné 10 body.

1. (a) Nacrtnéte lichou funkci s definicnim oborem (—e;e), kterd bude mit aspon
jedno lokalni minimum a aspon jedno lokalni maximum a aspon jeden inflexni
bod. Vyznaéné body popiste a zvyraznéte.

(b) Urcete defini¢ni obor funkce y = f(x) a urcete, pokud existuje, inverzni funkci.

T+ 3
=1 )
) = |25
Reseni: +3
x
D 0 A —3#0
(f): =37
x € (—o0; —3) U (3; +00)
3 3
fl:y=In T —x=1In y+ ,
r—3 y—3
. Y+3
_—y—3’
_ 3e"+3
er 4+ 1

2. (a) Stanovte ¢islo k tak, aby vektor @ = (2; k; —1) byl linearni kombinaci vektoru
u=(1;3;1),v = (1;22).
Reseni:
au + (v = a,
a(l;3;1) + 6(152;2) = (2 k; 1),
a+pB=23a+20=ka+23=-1,
a=508=-3k=09.

(b) Urcete feseni soustavy:

211—1’2—1‘3 = 4
3(131 + 41’2 - 24(133 = 11
3%1 — 2.772 -+ 41‘3 = 11
Reseni:
2 -1 —1| 4 -1 1 -5|-7 1 -1 5| 7
3 4 =24]11 | ~ 0 6 —-280 0 |~ 0O 3 —-14 0
3 =2 4111 3 =2 41 11 0 1 —11|-10

1 -1 5 7 10 —-6| -3 1 00 19
0 1 —11|-10 |~ 01 —11|-10 | ~| 0 1 0]—-104 120
0 0 19| 30 00 19| 30 00 1
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3. (a) Urcete derivaci funkce f(x) a vysledek upravte na co nejjednodussi tvar.

. 222
f(z) = arcsin T
Reseni: . ) 5
f(x) = 1 2.433(1—%?)—4223: Szt
R
1+t 4a + 4o — 8a° 4z(1 — %)
\/1+2x4+x8—2az2‘ (14 24)2 :m-(l+x4):
4z(1 — z*) 4

1T—a2 (14at) 1+at

2 (e® -
(b) Urcete lim ( (" +e )COS:L‘).

xTr— :L‘4
Reseni:

lim

z—0

2—(e"+e")cosx
4
pomoci ’'Hospitalova pravidla

lim —(e* —e®)cosx + (" + e *)sinx
43

x—0

I —(e*+e*)cosz+ (e —e ®)sinz + (e —e *)sinx + (e —e ) cosx
im
z—0 1222
lim 2(e” — e ") sinx — tim (e —e ) sinz _
2—0 1222 2—0 62
lim (e*+e ®)sinx + (¥ —e *)cosx _
z—0 122
Y (e —e ™) sinz + (e + e *)cosx + (e + e *)cosz — (¥ — e “sinx
im =
z—0 12
lim 2(e* + e ") cosx 1
z—0 12 3
223 + 3
4. Urcete [ —————du.
e i
Reseni:

223 + 3z 1 423 + 6z
—_— dr == | —————dz =
zt4+ 22 +1 2) 2t +a2+1

1/ 43 + 2 L 4x J
—_ r =
2 A4+ a2+1 A4+ 22+41

1 2 222 4+ 1
§ln|x4—|—x2—|—1|—|——arctan v

V3 V3

+C.
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5. Urcete délku kiivky zadané parametricky = = (¢t — sint),y = (1 — cost), kde t €
[0; 2m].
Resenti:

[ = /027T V(@ ()2 + (v (t))2dt = /:W \/(1 — cost)? + sin’ tdt =

27 21 2
/ \/1—2008t+0082t+sin2tdt:/ \/2—2(zostdt:\/§/ V1 — costdt =
0 0 0
2T t 27 t t
\/5/ V2sin —dt = 2/ sin —dt =4 | —cos—
0 2 0 2 0
+oo

Proud v elektrickém obvodu je ddn relaci i(t) = 3te~?. Urcete celkovy naboj Q =

™

—4(1+1) =8

[ i(t)dt.

0
ReSeni:

“+o00 x
Q= / te 2dt = lim Ste 2dt =
0
t /

r——+00 0
_ _ r_ =2, __1 —2t
lu=tu =10 = v=—e"
2
3 3 [ 3 3 3
liIP {—Etemlg%—i/ thdt} = lir}rq |:—§t62t|g——€2tdt’g =-
Tr— 100 0 T— 100
7.

Najdéte extrémy funkce z(z,y) = 23y*(6 —x — y), z > 0,y > 0.
Reseni:

z, =30y (6 —x —y) — 2°y?, 2, = 207y (6 — x — y) — 27y,

2%y?(18 — 4z — 3y) = 0,

y(12 — 22 — 3y) = 0,
stacionarni bod (3;2).

2, = 62y’ (6 — 2z — y), 2, = 2°y(36 — 8z — 9y)

"o 3
s 2y = 22°(6 — 2 — 3y).
D, < 0,Dy < 0 - Extrém nenestava.
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SEMESTRALNI PISEMNA ZKOUSKA Z MBA1, ze dne 2. 2. 2004
A

Kazdy piiklad je hodnocen maximalné 10 body.

1. (a) Uzitim rozkladu na parcidlni zlomky vypoctéte soucet fady

>
“—~n(n+1)
Reseni:
1 _A+ B
nn+1) n n+1
= A(n+1)+ Bn,
0 = A+ B,
1 = A,
-1 = B.
1
51:1—57
1 1 1
Sp=1—=+4>—=
: 5Ty Ty
- 1 = /1 1 1 1 1 1 1 1
S = _ - ottt L 1
I e b R

S = lim S, = lim <1— ! ):1.

(b) Uved'te nutnou podminku konvergence rady.

Resent:
lim a, = 0.
n—od
2. Urcete inverzni matici k matici A,
1 -1 0
A=|1 2 -1
0o -2 2
a vysledek ovérte.
Reseni: )
1 11 3
A= -1 1 3
2 3
-1 1 3
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3. (a) Upravou vypoététe
sin
im ——————.
z—0 322 + 2%
Reseni:
sinx . sinx . 1 1

im ——— = lim - lim = —.
t—03x2+2x -0 x 2-03x+2 2

(b) Vypoctéte
lim z (e% — 1> )

r—-+00
Reseni:
1 1
s —1 s (—gp2
lim x(e%—l):hmel = lim LSEQ):L
r——+00 r——+00 > r——+00 —XT
4. Zderivujte a upravte
1
y=1In
r+vVr?+1
Reseni:
1 1
Y =@+ Ve +1) - (=) + Va2 +1)72- (1 + 5(31:2 —1)722z) = T
2 —
5. Vypoctéte integraly
(a)
2
/ x sin(2x)dz,
0
Resent:
2 u=ux, u =1 B
/0 vsin(2z)d = V' =sin2z, v=—1cos2
1 : o1 (% 1 2
{x- (—5 cos?x)]o + 5/0 cos 2xdx = % + [ZsiHQxL = %
(b)
/ 2x J
—dx.
V1+ 22
Resent:
2x 1+22=t dt 1 5
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6. Vypoctéte nevlastni integral

1 /+°° dx
V2 o, 2?2 +2c+43
Reseni:

1 teo dx 1 . K dx
— S a2 = lim -5 = *
V2 /)1 2 +204+3 2kt ) 2?4+ 20+3

/d—x_/ da _l/ v _|H=t |
2+2c+3 ) (z+1)2+2 2 (x_ﬂ>2+1_ dr = /2dt
V2

\/_5/ e _ 1 (x+1>
> Jer1 ot \ e )

1 . . z+1\1* 1 . . k+1 0 17
* = — lim |arc T = — lim [ arc T —arc =—-— =
2k—>+oo g \/§ 0 2k—>+oo g \/§ g 2

7. Vypoctéte extrémy funkce

[\
NE

z =2+ 9> — 62 +09.
ReSent:
2 =20—6=x=3,
z, =2y =y=0.
"o "o "o
Zyw =2>0,2,, =22, =0.

2-2—-0>0= extrém nastavd, v bodé [3;0] je minimum.
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SEMESTRALNI PISEMNA ZKOUSKA Z MBA1, ze dne 6. 1. 2004

Kazdy priklad je hodnocen maximalné 10 body.

1. (a) Uzitim rozkladu na parcidlni zlomky vypoctéte soucet fady

> 1
;(nﬂ)(nm)'
Reseni:
1 A N B
(n+1)(n+2) n+l1 n+2
1 = An+2)+ B(n+1),
0 = A+ B,
1 = 24+ B,
1 A,
-1 = B.
1 1
S == ——
1 2 37
11 1 1
= ]-4+=-—=
2=al3 sy
- 1 > 1 1
Sn: = —_ —
> orors -2 ()
n=1 n=1
1 1+1 1+ 1 11 1
2 3 3 4 n+1 n N ’

1 1
S = lim §, = li — — =
(b) Uved'te nutnou podminku konvergence rady.
Reseni:
lim a, =0.
T—+00

2. Urcete inverzni matici k matici A,

1 2 -1
A= 0 -2 2
1 -1 0
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a vysledek ovérte.

Reseni: .
Y
1 % —1
3. (a) Upravou vypoététe
I sin
200 T2 —x
Resent: )
. sinx sinx . 1
lim = lim lim =-1

(b) Vypoctéte
lim (e” — 1) cotg x.

x—0

Reseni:

lim (e — 1 = li =
xli% (6 )COtg v xli% tg x z—0

4. Zderivujte a upravte

yzln(em—i-\/l—i-eh).

Reseni:

1 e2® e’
L e ) _ _
Y er + 1+ e ( V14 e V14 e
5. Vypoctéte integraly

(a)

Reseni:

0
/ x cos(2z)dx,

-

2

in2z1° 1 [°
_ {xSH; w} —5/ sin(2z)dz =
_g iy

/ 6x p
—dx
V1 + 322
Reseni:

2: dt 1
:'H?’m t‘— 93 — 21+ 322 + C.

6z
[t 5
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6. Vypoctéte nevlastni integral
1 /+°° dx
V2 .o 22+4r+6
Resenti:
/+°O dx 1 ’ /k dx
— —— = — lim —_— =
2J) 2 *+4x+6 2 k—too J_g 2%+ 4z 46
2 2
/ dx _/ dx B 1/ dx x\—/i—} =t
22 +4r+6 ) (x+2)24+2 2 (x_+2>2+1
\/_ / arct x_+2
241 & V2 )

= /2dt
1 2 1 k+2 1
* = 5 kl—{r—l{loo {arctg (%)] , =3 kl_l)l}_loo (arctg (%))—amtg 0= 5

7. Vypoctéte extrémy funkce

bo | 3
NE

z =% +y* + 10y + 25.
ReSent:
Z,=2r, 2z,=2y+10 =2=0y=-5

I/ " "
:=2>0,2, =2z, =0,

2-2—0> 0= nastava extrém, v bodé [0; —5] je minimum.
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SEMESTRALNI PISEMNA ZKOUSKA Z MBA1, ze dne 2. 2. 2004
C

Kazdy priklad je hodnocen maximalné 10 body.

1. (a) Rozhodnéte o konvergenci fady

= n3"
; (2n)!

Reseni: Pouzijeme podilové kritérium.

(n+1)3n+1

. QAp1 . (2n+2)! . n+1 3
lim —— = lim —5+— = lim =0.
T—00 (A, T—00 @n)! T—00 n (27?, + 1)(271 + 2)

fada konverguje.

(b) Uved'te piiklad fady, kterd spliuje nutnou podminku konvergence a diverguje.

Reseni:
+o00o
>
~.
n=1

2. Urcete inverzni matici k matici A,

1 -1 0
A= 0 -2 2
1 2 -1
a vysledek ovérte.
Resenti: )
1 151
A7l = 5 -1 3 1
3
-1 35 1
3. (a) Upravou vypoctéte
, tg (3 — 2)
i
-2 bxr—4
Reseni:
. tg(Bz—2) 1 sin(3z —2) . 1 1
lim ——~ = — lim - lim =—_.

(b) Vypoctéte
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. _zlnr—(r—1) . hr+tzt-1
lim —— ) =lim = lim T =
e—=1\z—1 Inz e—1 (r—1)Ilnz e—llnz+ (x —1)=

xT

. rlnz . lnx—l—x% 1
m-——=lim — % = .
e—»lzlne+x—1 m—>llnx+x;+1 2

| 1 —sinx
= n\/—.
y 1+sinx

4. Zderivujte a upravte

Reseni:

;o 1 1 /1—sinz) 2 —cosz(l+sinz) — (1 —sinz) cosx
v= [1—sinz 2
1+4sinx

5. Vypoctéte integraly

()

1+ sinx

w|y

/ x sin(3z)dz,
0

Resent: .
3 . u=ux, u=1 =
/O v sin(3z)dr = v' =sin3r, v=—1cos3z
oS Bx} 501 /§ 7 [sin3z]® 7
—z +5 [ cos(Bx)dr = - + [ ] )
{ 3 ], "3/ 9 9 1, 9
(b)
/ 322
—dx.
V1+a?
Reseni:

322 1+23=t dt -

6. Vypoctéte nevlastni integral
1 / too dx
V2 ., 2?+4x46
Reseni:

1 /+°° dx . /k dx
— ———— = — lim —_— =
V2 /) s 224446  \/2kotoo ) 5 a2 +4x+6

(1 + sinx)? cosT
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/ dx _/ dx _1/ dx B m—j;:t
w2 4+4r+6 ) (x+2)2+2 2 2\ | do=+/2dt
Vz +1

f/t? e g(m—;;)

1 BT R (k2 o]
= — 11m arc T — 11m arc T —arc = —-
2o | \TVR )], T 2k \MTE T2 5073

7. Vypoctéte extrémy funkce a te¢nou rovinu v bodé extrému

b 3
NE

z=a 49?22+ 4y + 5.
Resent:
2 =20—-2=0=ux=1,
z’ =2y+4=0=y= -2,
// " "
wx = 2> 0,2, =22, =0,

2-2—-0>0

Nastava extrém, v bodé [1; —2] je minimum. Te¢nd rovina z = 5.
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SEMESTRALNI PISEMNA ZKOUSKA Z MBA1, ze dne 6. 1. 2004
D

Kazdy priklad je hodnocen maximalné 10 body.

1. (a) Rozhodnéte o konvergenci fady

i n100"
“ (2n)l
Reseni: Pouzijeme podilové kritérium.

(n+1)1007+1!

. Qp4 . (2n+2)! . on+1 100
lim =1 —nioom . — lim =0

Rada konverguje.

(b) Uved'te piiklad fady, kterd spliiuje nutnou podminku konvergence a diverguje.

Reseni:
+o00o
>
~.
n=1

2. Urcete inverzni matici k matici A,

0 -2 2
A= 1 -1 0
1 2 —1
vysledek ovérte.
ReSeni: .
5 11
1[ 2
A== 1 -1 1
2\ —11
-
3. (a) Upravou vypoctéte
I tg (4r — 3)
i
a3 81 —0
Reseni:
tg (4 — 3 1 in(4xr — 3 1 1
lim M = — lim sin(dz — 3) lim = —.
2—3  8r—6 2,23 4x—3 g-3cos(dr—3) 2

(b) Vypoctéte
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Reseni:
. 1
lim 1 1 — lim In(l+2z) —x ~ lim Ttz -
z—0\z In(l+x) =0 xln(l+ ) w=0In(1 + ) + oy
1—(1+2) . -1 1
= lim T = —=
e=0In(l+z)+ (1 +2); +1 2

’
Ey (1+z)In(l+2z)+=x

4. Zderivujte a upravte
1 —cosx
y=Iny/——.
1+ cosz

Reseni:

;o 1 1( MT=cosz) sinw(l+cosw) + (1 —cosx)sinz 1

Y e 2 1+ cosz (1 + cosx)? ~ sina’
1+cosx

5. Vypoctéte integraly

N

w3

(a)
/$COS(3$)CZ$7
0
Reseni: .
- u=1z, =1 _
/0 x cos(3x)dr = V' =cos3x, v=1isindx |
sin3z]% 1 (5 cos3z]? 2
— = [ sin(32)dz = 0 =gl-l-=-5
0 e 2] 0

/ 972
—dx.
V14 323

Reseni:
3 — dt
L+ 3 t’: = = oVt=2V1+ 343+ C.

9x2
/ VIt T ‘ 9z*dx = dt Vi

6. Vypoctéte nevlastni integral

1 /+°° dx
\/§ 1 $2+23§'+3

V2

Reseni:
1 /+°° dz 1 . /k dzx
S = = lim o = X

4 22422 +3 2kt S ;2242243
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/d_x_/d_fv_l/d_x_ =t
2420 +3 ) (z+1)2+2 2 e\, | do=+/2dt
z +1

f/t? e g(m—jil)

1 Lo(rEINE oL (kL o ]
= — 11m arc T — 11m arc — —arc = —- =
2iee [TEATVR )], T 2t \TE T2 SR

7. Vypoctéte extrémy funkce a tecnou rovinu v bodé extrému

bo |
N

z=a?+y* +2x — 4y + 5.
ReSent:
2 =204+2=0=2=—1,
2, =2y—4=0=>y=2,
" 7
2>O,zyy—2,zzy—0,

2-2-2>0.

Nastava extrém, v bodé [—1;2] je minimum. Tecnd rovina z = 5.
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Kapitola 17
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Absolutni konvergence, 155
Alternujici tady, 154

baze, 67
ortogonalni, 75
ortonormalni, 75

determinant, 44

dimenze, 69

doplnék
algebraicky, 46
ortogondlni, 77

elementarni upravy
matice, 47
elimina¢ni metoda, 48

Funkce
Infimum, 110
Supremum, 110
funkce
racionalni lomenna, 34
racionalni ryze lomenna, 34
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Geometricka tada, 149

hodnost
matice, 47

Infimum, 110
inverze, 44

koten

polynomu, 32
kuzelosecka, 87
kvadrika, 89

linearni
kombinace, 65
obal, 65

linearné
nezavislé, 66
zavislé, 66

Maclaurinova fada
Exponencidlni funkce, 159
Trigonometricka funkce, 160

Maclaurinovy fady
Nékteré uzitecné tady, 160

matice, 41
adjungovana, 51
inverzni, 50
koeficientu, 54
prechodu, 70
regularni, 51
rozsitend, b4
singularni, 51
diagonalni, 41
jednotkova, 42
nulova, 42
radkova, 41
sloupcova, 41
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symetricka, 42 nehomogenni, 54
transponovana, 42 pridruzena homogenni, 54
minor soustavy
matice, 47 ekvivalentni, 58
mnozina Supremum, 110

generujici, 66
Mocninné tady, 155
Maclaurinova rada, 159
Taylorova tada, 158
Vlastnosti, 156

Taylorova tada, 158, 159

véta
Frobeniova, 56
Laplaceova, 46
O transformaci souradnic, 70

naso}lﬁgii) “ zdkladn{ algebry, 32
nerovnost zlomek

trojuhelnikova, 74 parcidlni, 34
norma, 74

permutace, 44
podprostor, 65
polynom, 30
prumét

ortogondlni, 77
pravidlo

Cramerovo, 55
prostor

vektorovy, 64

Eukleidovsky, 74
prvky

ortogonalni, 75

rovnost
matic, 42

Sarrusovo
pravidlo, 45
soucet
matic, 42
soucin
matic, 49
skalarni, 74
smiseny, 81
vektorovy, 79
standardni skalarni, 74
soustava
homogenni, 54
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