Linearni zobrazeni — cvi¢eni

1. Rozhodnéte, zda ¢: 7™ — V*™ je linearni zobrazeni, jestlize plati:
a) ¢: VO - VO dxi; x25 x3) = (0152 Xax25 x3),
b) ¢: VP o VD; d(xi; x2) = (x1; x1),
) §: VO - VO 0(xi; x5 x3) = (x3),
d) ¢: VO - VO d(x1; x5 x3) = (Inxs),
e) O: VD S VO d(rr; x25 x3) = (x15 2 x1 + 5 X35 X2 - 3x3),
) ¢: VO 5 VOr d(xr; x25 x3) = (21 + X35 X2 + 2x3,8in x2).

Vysledky: a), d), f) —ne, b), ¢), ) — ano.

2. Urcete matici A reprezentujici linearni zobrazeni ¢: V™ — V*™ yzhledem ke kanonickym

bazim v obou prostorech. Dale uréete Im ¢ a Ker ¢ jejich bazemi pro linearni zobrazeni ¢,
pro které plati:

)00 y;2) =+ y-zx-2), b) 0(x; ¥) = (-x; 3y; x + ).
1 1 -1
Vysledky:a) A=|1 0 —1]|, Imd=<(1;1;0),(0;1;1)> Kerd =<(1;0; 1)>,
01 0
-1 0
by A= 0 3|, Im¢=<(-1;0;1),(0; 3; 1)>, Ker ¢ = {o}.
1 1

3. Urcete matici linearni transformace ¢: V® - V@ vzhledem ke kanonické bazi, jestlize znate
obrazy tfi linedrné nezavislych vektort:

d(-1;2;3)=(2;1;0), (0; 1;0)=(-1; 1; 1), O(-1; 1; 1) = (15 0; -2).
-1 -1 1

Visledek: A=| 1 1 0
7 L
2 2

4. Ur¢ete baze vektorovych prostort Im ¢4 a Ker ¢4 pro linearni transformaci ¢: V' - V'@
sbazemi v,i=1,2,...,n,w;,j=1,2,...,m, vzhledem ke kterym

Vysledek: Im ¢ =<(1;-3; 1), (2; 0; -1)>, Ker ¢ = <(3; -1; -1)>.



5. Urcete charakteristické kofeny a charakteristické vektory matic:

2 1 3 5 9 1 15 —4 3 1 1 2
D s —2) ) (1 —1)’ ©) (9 1)’ 9 (—3 4 ) 2 (—1 1)’ b (—1 —1)‘
Vysledky:
a) A =3, 0 <(1; 1)>, A = -3, 1,0 <(1; -5)>, b) A = 4, D <(5; 1)>, A = -2, 0 <(1; -1)>,
A =10,x;0<(1; 1)> A =0, x00<(1;-9)>,d) A, = 16, x,[0 <(4; -1)>, A\, =3, x,00 <(1; 3)>,
e) Ai2=2,x1,0<(1; -1)>, f) charakteristicka rovnice nema realné kofeny.

6. Urcete charakteristické kotfeny a charakteristické vektory matic:

2 (0 0),b) 0 0

7 0 0 0
Vysledky a) )\1,2 = 0, X1,.2 O <(0; 1)>, b) )\1,2 = 0, X12 O <(1; 0), (0, 1)>

7. Urcete charakteristicky polynom, charakteristické koteny a charakteristické vektory matic:

4 -1 =2 2 1 1 0 1 0 2 -1 2
a) |2 1 =2|,b |1 2 1|,¢) |-4 4 0]|,d |5 -3 3|,
1 -1 1 1 1 2 0 0 2 -1 0 =2
-3 -7 —6 2 0 0 -5 3 2 1 2 2
e) |1 5 6|,D (5 1 1|, |-16 9 3 |,h (1 2 -1
-1 -1 =2 -1 3 3 -8 4 =2 -1 1 4
Vysledky:

a) N - 6N+ 11N -6, A = 1, ;0 <(1;1;1)>, A, =2, x,00 <(1;0;1)>, As = 3, x;:0 <(1;1;0)>,
b) A’ - 6N+ 9N -4, A =4, ;0 <(1;1;1)>, Aoz = 1, x230 <(1;0;-1), (0; 1; -1)>,
)N - 6N+ 12N - 8, Ains =2, x12300 <(0;0;1), (1; 2; 0)>,
AN 3NN+ 1 Ay =-1, x12:0 <(1;15-1)>,
e) A’ - 12N -16, A1 o= -2, x1,0 <(1;-1;1)>, As = 4, x;0 <(1;-1;0)>,
DA -6+ 8N A =0, x:0<(0;1;-1)>, Ay =2, 200 <(-2;-3;7)>, As = 4, x:00 <(0;1;3)>,
N -2N - A+ 2, A =-1, ;0 <(11;20;-8)>, A, = 1, x:00 <(1;2;0)>, A3 = 2, x300 <(5;11;1)>,
h) A° - 7A2 + 15\ -9, A1 o= 3, x1.0 <(1;1;0), (1; 0; 1)>, A3 = 1, x300 <(2;-1;1)>.
8. Pokud je to mozné, urcete k maticim z tloh 5, 6 a 7 podobnou diagonalni matici D a regularni
matici S tak, aby platilo D = S'AS, kde A je dana matice.

Vysledky: D neexistuje pro matice z uloh 5e), ), 6 a) a 7 ¢), d),e). O existenci podobné diago-
nalni matice D rozhodneme pomoci V3.9, matice D a S (pokud existuji) ur¢ime uzitim V3.10.
Pottebné charakteristické koteny a k nim ptisluSné charakteristické vektory viz vysledky tlloh
5, 6 a 7. Napf. pro matici z tlohy 7g) je

-1 0 O 11 1 5 1 -2 I -1
D=0 1 0| S=[20 2 11}, Silzg 108 —51 21
0 0 2 -8 0 1 -16 8 -2



9. Linearni transformace ¢: — V™ je v kanonické bazi reprezentovana matici A. Rozhodné-
te, zda ve V" existuje baze uy, uy, . . . ,u,, vzhledem ke které je ¢ reprezentovana diagonalni
matici D. V kladném pi¥ipadé uréete nékterou z takovych bazi a ji odpovidajici matici D. Ulo-
hu feste pro matice z tloh 5,6 a 7.
Vysledky: Takova baze neexistuje pro matice z uloh 5e), f), 6 a) a 7 ¢), d),e). Pro feSeni uzije-
me V3.8. Potfebné charakteristické koteny a k nim ptisluSné charakteristické vektory viz vy-
sledky uloh 5, 6 a 7. Napf. pro matici z ulohy 5a) je w;=(1; 1), u,=(1;-5) a

3 0

D=
(0 -3

10. Zjistéte, zda linearni zobrazeni ¢: V™ - V'™ je ortogonalni transformaci vektorového prosto-
ru V'™, jestlize je vzhledem k dané ortonormalni bazi reprezentovano matici:

3412

! I
@) |3 _43) o L oSl 3 -4
4 12 3

Vysledky: a) ano, b) ne, c) ano.

11. Urete parametry p, g, r tak, aby ¢: V® — V'@ bylo ortogonalni transformaci /'®, jestlize je
vzhledem k dané ortonormalni bazi reprezentovano matici:

1 1 2 2 1 2 3 6
- -21, b) = - .
a) 312 1 -2 ) g3 -6 2
p q r p q r
Vysledky: ayp=2,q=-2,r= 1,nebop=-2,q=2,r= -1, b) tloha nema feSeni.

12. Jsou dany matice:
_|[cosa  sina

_|cosa —sina
sina —cosa)’ '

“\sina  cosa
a) Dokazte, ze A, a B, jsou ortonormalni matice pro kazdé a [J R.
b) Urcete charakteristické koteny danych matic v zavislosti na a [J R.

a a

. a a
=|—Sm-—_, CoOS—

cosZ - sin2
S 27772

; X
2 2

c¢) Dokazte, ze x,=

jsou charakteristické vektory

matice Ay poradé prislusné ke kofenim A; =1 a A, =-1.

d) Pokud existuji, ur¢ete charakteristické vektory matice By.

e) Pokud existuji, urcete k maticim A4 a By podobné diagonalni matice D a regularni matici
S tak, aby platilo D = S'A,S a D = S'B,S.

f) Dokazte, Ze matice B, a B-, jsou podobné.

Vysledky teSeni ulohy €. 12 budou vyuZity v kapitole Shodna zobrazeni. Proto bude feSeni
této ulohy déano k dispozici v pisemné formé.

Poznamka: VétSina uloh je z publikace Kadlecek, J., Trojak, J. Geometrie IIl. Geomet-
ricka zobrazeni. (Ptehled latky s feSenymi ptiklady) Praha: SPN 1984.



