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1.Uvod
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2.Fyzikalni veliCiny a jejich jednotky

2.1. Systematika fyzikalnich velic¢in [1], [4], [6]

V technické praxi, v fad¢ oblasti védy 1 v bézném zivoté se vyskytuje potieba
charakterisovat objektivni vlastnosti a stav pfedméti a okolniho prosttedi, popsat
prabéh rtiznych procesti a pod. K tomu zavadime systém veli€in, které uvedené
vlastnosti a stav charakterisuji.

Pottebnou informaci ziskdme stanovenim kvantitativnich, poptipadé kvalitativnich
parametrl ptisluSné veli¢iny (métfeni, pozorovani).

Fyzikalni velic¢ina (Leonard Euler, Algebra 1766):

1. veli¢inou rozumime vSe to, co se muze zvétSovat nebo zmensSovat, nebo to, k
¢emu miizeme néco piidat nebo ubrat (hmotnost, ¢as, délka, teplota, tlak, teplo,
uhel,...).

2. existuji veli¢iny riizného druhu, jejichz studiem se zabyvaji riizné oblasti védy
(fyziky). Kazda oblast védy ma své charakteristické veliCiny. Fyzika je naukou o
veli¢inach.

3. meéfeni je srovnavani dané veliCiny s vybranou veli¢inou téhoz druhu (jednotkou).

Moderni definice: Veli¢inou popisujeme objektivni vlastnost (stav) piredmétu, nebo
fyzikélniho jevu, kterou lze kvalitativné odlisit a kvantitativné
popsat.

Klasifikace velicin:

a) extensivni (mnoZstvi, kvantity) - aditivni (hmotnost, ndboj, teplo,..)
b) intensivni (kvality) - veliiny stavové (teplota, napéti, tlak,...)

¢) protensivni (stale plynouci) - (Cas)

Veliciny:
a)  zakladni - v daném systému nezavislé
b)  odvozené - na zaklad¢ vztahti mezi veli¢inami zakladnimi

Pojmy souvisejici:

Pozorovani - studium déji a procesi, které probihaji bez naSeho zasahu
(astronomické pozorovani)

Pokus (experiment) -  studium dé&jhi a procest, které iniciujeme, fidime, volime
podminky jejich priabé&hu a pod.

Pokus -kvalitativni, kvantitativni

Meéreni:  srovnavani studované veli¢iny s jeji jednotkou. Vysledky méfeni
zapisujeme ve tvaru:

A=(ate)d,



(napt.: 1=(3.86+0.02) m),
kde a - Ciselna hodnota, € , - chyba méteni, J - oznaeni jednotky,
nebo:

A=(a+¢g)[A]l,(v=4.3%0.5) msec"),
kde [A] — rozmér.

2.2.Jednotky fyzikélnich veliéin [1], [4], [6]

Jednotky méreni:
Jednotky byly postupné zavadény pro veli¢iny uzivané v obchodné technické praxi s
kritériem prakti¢nosti a dostupnosti (snadné realisovatelné)
Priklad: Jakob Koebel, Geometrie (16 stol., Frankfurt a/M)
stiedni stopa - jednotka délky, vystiedovana délka chodidla 16 ndhodné&
vybranych osob naproti tomu napt. jednotka délky - loket

Rozmér:
Vyjadreni jednotky pro danou veli¢inu pomoci jednotek zékladnich (base systému
jednotek)

2.3.Metrologické rovnice [6]

Veli¢inové rovnice:
popisuji pfirodni zédkony,
definuji veliCiny

Ptiklad:
F =dp/dt, F=q(E + (vx B))
dm=pdV, v=dr/dt

Jednotkové rovnice:
Udavaji vztah mezi jednotkami.
Uzivaji se veli¢inové rovnice ve zjednodusené formé (bez diferencidlnich,

vvvvvv

Priklad:
Je =1/ ) Jp =1 Je, Iy =1 1]

Rozmérové rovnice:
jednotkové rovnice, ve kterych jsou jednotky vyjadieny pouze jednotkami zakladnimi
(v daném systému, basi)



Ptiklady:
[F] = [p)/[t] = kgms™ = kgms™' /s = kgms™
[F]1=[C].[v].[B]= kgms™ = As.ms" kgs”A"' = kgms™

Rozmérova analyza:

testovani veli¢inovych rovnic pomoci rovnic rozmérovych

kontrola formuli:

Priklad: Moment setrvac¢nosti homogenniho valce o poloméru R a vysce h vici
ose byl vypodten uzitim defini¢niho vztahu: J= [r’p dV.

Provéite vysledek ve tvaru: J = 1/2 MR uzitim rozmérové analyzy.

ReSeni: Rozmér J(SI) : kgm®

Rozmér vysledku (SI):  kgm®

stanoveni stupné¢ mocninych zavislosti:

Ptiklad: Hleddme vztah pro dobu kmitu matematického kyvadla. Pfedpokladame:

T=g*1IPm'
Resent:
Rozmér levée strany: T
Rozmér pravé strany: LoT2 LP MY - 1=-2a
O=a+f
y 0=y
ReSeni soustavy rovnic: a=-1/2,=1/2,y=0
Potom: T= (/g)"”
Ptiklad: V mezetfe magnetu s uzavienym jadrem je homogenni magneticka

indukce B, plocha polovych nastavci je S. Ocekavame, Ze sila, kterou na
sebe plisobi nastavce magnetu je umérna permeabilité, indukci a ploSe
nastavcil.

Ocekavame: F = p,.BP.SY

Resent:

Leva strana: MLT?

Prava strana: MOLYT2A MPT?PA®P LY . 1=a+p
I=a+2y
2=-20 -2
0=-2a-p

Resenim soustavy je: o = -1, B=2,y=1
Potom: F=B*S/H



Semindrni uloha 1:
T¢leso hmotnosti m se pohybuje rovnomérné zrychlené, ptimocaie. Pocatecni
rychlost je nulova. Zrychleni télesa je a. Jakou ma téleso rychlost po urazeni drahy x?

Predpokladame v =a® x® .

Seminarni uloha 2:

Odvod’te vztah pro rychlost zvuku v plyném prostiedi o hustoté p.
Predpokladame: v = p, p, T; plati stavova rovnice, » v =p° .pB

Semindrni uloha 3.:

Odvod’te vztah pro odpor prostredi, piisobici na automobil, pohybujici se
rovnomérné. Maximalni plocha pficného prafezu automobilu je S, aerodynamické
efekty zanedbejte.

Ptedpoklad: odporova sila F ~ p° Vs

Semindrni uloha 4.:

Stanovte vztah pro odporovou silu pasobici na kuli¢ku poloméru r pohybujici se
rychlosti v ve viskosni kapaliné popsané dynamickou viskozitou n.
Predpokladame: F=r"nPv’

Semindrni uloha 5.:
Stanovte vzorec pro dobu ob¢hu planety v gravitaénim poli slunce.
Pfedpoklad: T = K* RP m,".

Seminarni viloha 6.:

Stanovte vztah pro stiedni kvadratickou vychylku linedrniho harmonického
oscilatoru.

Predpokladame: <x*>=h" m" '

2.4.Soustavy jednotek [1], [4], [6]

Soustava koherentni defini¢ni vztahy odvozenych veli€in vystupuji bez ¢iselnych
koeficienti
Soustava racionalisovana v defini¢nich vztazich, které vyhovuji kulové symetrii se

zavadéji faktory 471t s cilem odstranit nasobky Ttz prakticky
uzivanych formuli.

Ptiklad:
* Definujeme-li jednotku naboje Coulombovym zédkonem ve vakuu ve tvaru:
F =k q*/r*, dostaneme pro kapacitu deskového kondensatoru (ve vakuu)
vzorec: C = S/41kd.



Volba base:

A) Mechanika

1) tfijednotkova base mechanickych veli¢in

veli¢ina
cas
délka
hmotnost
rychlost
zrychleni
sila
energie
Jiné zakony:
N.G.Z.

Planckuv z.

Einst.vztah

def.vztah konstanta rozmér jednotka rozmér  SI

T T sec

L L m

M M kg
v=k, s/t k, =1 1 LT msec”
a=k, v/t k, =1 1 LT? msec™
F=kyma ky=1 1 MLT? N
A=k, Fs k,=1 1 ML*T? J

F =k m’ /t* k6=EK=K,[K], Ko#1, [K]=M'L’T?

Konstanta K, zavisi na volbé zakladnich jednotek a musi byt stanovena

méfenim. Naptiklad v SI: K=K, [K]=6.67.10"" kg''m’ sec™

E=kpv kp=h=h,[h], h#l, [h] = ML*T"

Konstanta h, zavisi na volb¢ zakladnich jednotek a musi byt stanovena

mé&Fenim. Naptiklad v SI: h=h,[h]= 6.6.10°* kgm’sec”

E=kgm kg=Kkg, [Kg], Keo#1, [ke] = L°T7

Konstanta kg, zavisi na volbé zakladnich jednotek a musi byt stanovena
méfenim. Naptiklad v SI: ke = kgo [ke] 09. 10" m*sec™ Oc, [c]’, ¢

je rychlost svétla ve vakuu.

2) ctyfjednotkova base mechanickych veli¢in

Velicina
Cas
Délka
Hmotnost
Sila
Rychlost
Zrychleni
Energie

Jiné zakony:

2.N.Z.

def.vztah konstanta rozmeér jednotka
T
L
M
()
v=k, s/t k, =1 1 -
a=k, v/t k, =1 1 -
A:kA Fs kA =1 1 -

F=kyma  ky=kyo[kn], kno#1, [kn] = @PM'L'T?,

rozmeér
T

L

M

o)

LT
LT?
dL



Konstanta ky, zavisi na volbé zakladnich jednotek a musi byt stanovena
méienim. Napfiklad v ,,roz8ifené soustaveé SI, plati-li @ = G .[N], je kno
=1/G

N.G.Z. F=kem’ /1’ ko= Kao [Kal, ko 21,  [kg] = PM?L?
Konstanta kg, zavisi na volbé zdkladnich jednotek a musi byt stanovena
méfenim. Napftiklad ve vySe zavedené ,,rozsifené soustavé SI* je:
kGo = Ko-kNo

Planckiv z. E = kp Vv kp = kpo [kp], kPo * 1, [kp] =OQLT
Konstanta kp, zavisi na volb¢ zakladnich jednotek a musi byt stanovena

méfenim. Napfiiklad ve vySe zavedené ,,rozsifené soustavé SI* je:
kPo = ho-kNo

Einstvztah E=kgm kp=kgo[ke], keoZ 1,  [ke] = PLM
Konstanta kg, zavisi na volbé zdkladnich jednotek a musi byt stanovena
méienim. Napftiklad ve vySe zavedené ,,rozsifené soustavé SI* je:
kEo = Coz-kNo

"Disledkem zvétSeni poctu zakladnich jednotek je zvétSeni poctu univerzalnich
konstant!!

!'Velikost a rozmér novych univerzalnich konstant zavisi na volbé dalSich
zakladnich jednotek!!

3)dvoujednotkova base mechanickych velicin

veli¢ina def.vztah konstanta rozmér jednotka rozmér

cas T T

délka L L
rychlost v=k, s/t k, =1 1 - LT!
zrychleni  a=k, v/t k, =1 1 - LT
hmotnost m=kar* k,=1 1 - L’T?
sila F=kyma ky=1 1 - LT
energie A=k, Fs ky=1 1 - LT

Jiné zakony:

N.G.Z. F=kem’/r*,  kg=kao[kg], keo=1, [ke]=1,
bez ohledu na velikost zdkladnich jednotek ¢asu a délky

Planckiivz. E=kpVv  kp=kp, [kp], kpo 71,  [kp]=L°T7



Einst.vztah

Konstanta kp, zavisi na volbé zakladnich jednotek a musi byt stanovena
méfenim. Napftiklad ve vySe zminéné ,,zjednodusené soustavé SI (m,
sec)* je kp, = hy.K,

E=kgm ke=kpolkel,  keo#1,  [ke] =L°T”

Konstanta kg, zavisi na volbé zdkladnich jednotek a musi byt stanovena
méienim. Napftiklad ve vySe zminéné ,,zjednodusené soustavé SI (m,
sec)* je ko = Co

!!'Disledkem sniZeni poctu zakladnich jednotek je sniZeni poc¢tu univerzalnich

konstant.!!!

Zaroven se vSak ztraci prakti¢nost velikosti odvozenych jednotek:

n

apk. je-li: L,T=m,sec — J, =1/kKJ,J.” =1/6.67 10" kg

a zhorsuji se podminky pro rozmérovou analyzu , fada jednotek ma stejny

rozmér, snizuje se pocet velicin ve veli¢inovych rovnicich.

4) jednojednotkova base zékladnich veli¢in

velic¢ina
cas

délka
rychlost
zrychleni
hmotnost
sila
energie

Jiné zakony:

N.G.Z

Planckuv z.

Einst.vztah

def.vztah Konstant rozmér jednotka rozmér

a

T T
s=ct c=1 1 - T
v=k, s/t k, =1 1 - 1
a=k, vt k=1 1 - T
m=k,ar* k,=1 1 - T
F:kN ma kN =] 1 - 1
A:kA Fs kA =1 1 - T

F:kG m2 /r2 ’ kG:kGO [kG]a kGOZ 17 [kG]: 19
opét bez ohledu na velikost zékladni jednotky ¢asu

E=kv  ke=kenlkl  keo#l,  [ke]=T

Konstanta kp, zavisi na volb¢ zakladni jednotky ¢asu a musi byt
stanovena méfenim. Napiiklad ve vyse zminéné ,,dvakrat zjednoduSené
soustaveé SI (sec)“ je kp, = ho.K,/ Co’

E=kem  kg= kg, [kg], kgo =1, [ke] =1

Konstanta kg, nezavisi na volbé zakladni jednotky Casu a je v takto
konstruované jednotkové soustavé vzdy rovna jedné a bezrozmérna
(polozili jsme c=1, podobn¢ jako vySe u dvoujednotkové soustavy K,=1).



B) veliciny elektrické a magnetické

Systém CGSE - tfijednotkova base jednotek mechanickych veli¢in

veliina def.vztah konstanta rozmér jednotka rozmér

cas sec T

délka cm L

hmotnost g M

rychlost v=k, s/t k, =1 1 - LT

zrychleni a=k, v/t k, =1 1 - LT

sila F=ky ma kn =1 1 - MLT?

energie A=k, Fs ks =1 1 - ML? T
elektrické velic¢iny

naboj F=keq /" ke=1 1 sC M LT

proud 1=k q/t k=1 1 sA M1

int.el.pole E=kgF/q kg=1 1 - M LT
magnetické veli¢iny

int.mag.pole H=ky2Il/a ky=1 - ML"?T?

magn.mnoz. H=k,F/m k,=1 1 - M2

magn.moment p = k,.m.l k,=1 1 - ML
(Coulombiiv)

dalsi zakony:
interakce magn. mnozstvi:
F=km’/r k=k,[k], k,#]I, [k]=L°T"
Konstanta k, zavisi na volb¢ zakladnich jednotek a musi byt stanovena
méfenim. Bylo
nalezeno k, = ¢,
magn. moment. proudové smycky (Ampéruv):
u=kIS k=ko[k], ko#1, [k]=L"T°
Konstanta k, zavisi na volb¢ zakladnich jednotek a musi byt stanovena
méfenim. Bylo nalezeno k, = Co

Sila mezi vodici protékanymi proudem:
F=k2P.l/a k=k[k], ko#l1, [k]=L"T
Konstanta k, zavisi na volbé zdkladnich jednotek a lze ji snadno stanovit
méfenim. Bylo nalezeno k, = Co

Systém CGSM - tiijednotkova base jednotek mechanickych veli€in



veliina def.vztah konstanta rozmér jednotka rozmér

cas sec T
délka cm L
hmotnost g M
rychlost v=k, s/t k, =1 1 - LT!
zrychleni a=k, v/t k,=1 1 - LT
sila F=ky ma kn =1 1 - MLT?
energie A=k, Fs ks =1 1 - ML? T
magnetické veliciny:
Mag. mnoz F=k,m’ /1’ k,=1 1 - ML ¥
Int.mag.pole H=kyF/m ky=1 1 Oe 1Y Sl g
Magn.momen p=k,.m.l k,=1 1 - MPLT!
t
(Coulombiiv)
elektrické veliCiny:
Proud H=k2I/a k=1 1 aA ML T
Néboj I =keq/t ke=1 1 aC ML
Int.cl.pole E=kgF/q kg=1 1 - M LT

dalSi zakony:

Coulombuv zakon:
F=kcq’/r*  ke=keolke,  keo#1,  [ke]=LT?
Konstanta k¢, zavisi na volb¢ zdkladnich jednotek a musi byt stanovena
mefenim. Bylo nalezeno k¢, = o

Sila mezi rovnobéznymi vodici protékanymi proudem:
F=k2P.l/a k=kk], k=1, [k]=1
Protéka-1i vodici proud 1 aA, plisobi na sebe silou 2 jednotek sily.
Vv sogstavé CGS je jednotkou sily dyn = g cm sec”= 10" kg m sec” =
=10" N

Srovnejme :

Coulombtv zdkon v CGSE:
F=q" /1 = (sC)’/em’ =1 dyn
Coulombiiv zékon v CGSM:
F=c’q*/r= ¢’ (aC)’/em’ = ¢’ dyn
Co do velikosti je tedy aC = ¢ sC (abychom dostali silu 1 dyn musime vzit ndboj o
velikosti aC/c)

Stejny pomér plati i1 pro jednotky proudu aA = ¢ sA



Soustava GAUSSOVA - tiijednotkova base jednotek mechanickych velic¢in

Velicina def.vztah konstanta rozmér

Cas

Délka

Hmotnost

Rychlost v=k, s/t k, =1 1

Zrychleni a=k, v/t k, =1 1

Sila F=ky ma ky =1 1

Energie A=k, Fs ks =1 1

elektrické veliCiny:

Naboj F=kcq’ /1 k=1

Proud I =k q/t k=1

Int.el.pole E=kgF/q kg=1

magnetické veliciny:
Mag.mnoz. F =k, m?/r* k,=1 1
Int.mag.pole H=kyF/m ky=1 1
Magn.mom. p =k, m.l ky=1 1

dalSi zakony:

B.-S. zakon: H=kg21/a, kg = kg, [kg],

jednotka
sec
cm

Oe

kg, # 1,

rozmeér

[kg] =L'T

Konstanta kg, zavisi na volb¢ zdkladnich jednotek a musi byt stanovena

W W 14 _1
méfenim. Bylo nalezeno kg, = ¢,

Soustava SI - ¢tyfjednotkova, racionalizovana (nedusledné¢ NGZ)

Velicina def.vztah
Cas

Délka

Hmotnost

Proud

Rychlost v=k, s/t
Zrychleni a=k, v/t
Sila F=ky ma
Energie A=ky Fs

elektrické veliciny:
Néboj I =kqq/t
Int.el.pole E=kgF/q

magnetické veli¢iny

konstanta rozmér jednotka

[
I
—_ —

<

~
L

S N = G Y

SE€C
m
kg
A

rozmeér
T
L



Int.mag.pole H=ky2l/a ky=1 1 - AL
Magn.indukce F=kgqvB kg=1 1 T MT?A™

Praktickd jednotka proudu 1A = 0.1 aA
Sila mezi dvéma rovnob. vodici délky 1 ve vzdal. a protékanymi proudem I:
F=k.2.’1/a

Pouzijeme-li diive (historicky) definovanou jednotku proudu 1A = 0.1 aA plsobi na
sebe vodiée silou (viz soustavu CGSM):  2.10%dyn=2.10" N
Konstanta k musi mit tedy hodnotu: k=107 N A”

Pozadujeme-li déle v duch racionalizace, aby vzorec pro silu mél v disledku vélcové
symetrie problému tvar:
F=k'/2m I’ .Va

Méme pro konstanty imérnosti: 2k=2.10"=k'/2m

A kone¢né: k'=Ho=4T1107 MLT?A™

Dalsi univerzalni konstanta (| ) je diisledkem dalsi (¢tvrté) zakladni jednotky (A).
Dalsi zakony:

Coulombtiv zékon:
F=kcq*/ 41" ke=keo[kel, ko2 1,  [ke]=MLT*A™
Konstanta k¢, zavisi na volb¢ zakladnich jednotek a musi byt stanovena
méfenim. Bylo nalezeno k¢, =4 11. 9 10°
Oznatme: kc=1/¢

Potom plati:
Uo. E=4 1107 [MLT?A?]/4 119 10° [ML’T*A?]=(9 10" L*T?)’

Ho. &= 1 /C2

Semindrni uloha 7.:

Napiste zakon alektromagnetické indukce (U = - d®/dt) v soustavach jednotek
CGSE, CGSM, Gaussov¢ a SI.

Reseni: vyuZijte vysledki rozmérové analyzy (viz [1], tab. 2, str.510).

CGSE [U]=L">M "1
[dP/dt] =L"" M T' = U=-dd/dt



CGSM [U]=L"*M "1
[dP/dt] =L*M " T? = U=-dd/dt

Gaussova [U]=L""M "1
[d/dt] =L M " T? =[U] [v] = U=- l/c dd/dt
SI [Ul=L*M'T?A"

do/dt]=L*M'T° A" = U=-dd/dt

Semindrni uloha 8.:

Napiste vzorec pro Lorentzovu silu F = q (E + (v x B)) v soustavach jednotek CGSE,
CGSM, Gaussove a Sl.

Navod: Vyuzijte vysledkli rozmérové analyzy.

Semindrni uloha 9.:

Napiste vztah pro magneticky moment proudové smycky (U =1 S) v soustavach
jednotek CGSE, CGSM, Gaussov¢ a SI.

Navod: Vyzijte vysledkii rozmérové analyzy.

Seminarni uloha 10.:

Urcete pomér mezi jednotkou magnetické indukce v soustavach Gaussové (CGSM) a
SI.

Navod: Vyuzijte vysledkii rozmérové analyzy napi. v Lorentzoveé vztahu a znamych
vztaht mezi velikostmi jednotek proudu.

Definice vybranych jednotek SI — zakladnich (viz [6])

veli¢ina jednotka Definice

cas sec Jednotka Casu je definovana frekvenci kvantového piechodu
mezi hladinami hyperjemného $tépeni ve spektru zédkladniho
stavu S, atomu 133Cs, F=4, m=0 - F=3, mz=0. Tato
frekvence je 9,192631770 GHz

délka m Jeden metr je draha, kterou urazi svétlo ve vakuu za
dobu:(1/299 792 458) sec

hmotnost kg Etalon z platinoiridiové slitiny v mez. Gstavu pro miry a
véahy (reprodukovatelnost fadu 2.10°)

el. proud A Proud, ktery vyvolava mezi dvéma paralelnimi nekonecné
dlouhymi vodi¢i vzdalenymi 1m silu 2.10” N na jeden metr
délky

tepl. stupein K 237,16 - ta ¢ast termodynamické teploty trojného bodu vody

mol. mnoz mol je latkové mnozstvi, které obsahuje tolik strukturnich
elementii, kolik je atomi v 0.012 kg uhliku "*Cg

svitivost cd Svitivost 1/600 000 m” plochy absolutné derného télesa ve

sméru normaly pfi teploté tuhnuti platiny pfi normalnim
tlaku (101 325 Pa)



3. Metody méreni

V prubéhu experimentu (pozorovani) Ize obvykle rozlisit tri faze
- priprava
- meéfeni
- zpracovani

Ptiprava studium teorie, vybér metody méfeni, odhad vysledku, vybér ptistroji
(odhad citlivosti a ptesnosti, cejchovani, rozbor vnéjsich vlivi),
ptiprava vzorki, organizacni opatieni (vybér spolupracovnikd,
materidlni zabezpecfeni — astronomické expedice, experimenty jaderné
fyziky).

Méteni Objektivni registrace vysledkli pomoci ¢idel a

detektort

subjektivni-vyuziti smyslli- ¢teni na stupnicich
odhad maxim rezonancnich kiivek
odhad maximalniho zaostfeni a pod

Zpracovani vysledkli Pfedzpracovani v pribéhu experimentu

Vyuziti vypocetni techniky

Klasifikace méficich metod - rozliSeni podle riznych hledisek

X/

< metody
» primé - méfeni pfimym srovnavanim s jednotkou méfené veliCiny
» napriklad: mereni délky, vazeni
» nepiimé - vyuziti defini¢nich vztaht, fyzikalnich zakont
» napriklad: méreni rychlosti strely ze zakona zachovani energie a hybnosti (
[1] kap. 2.2.1.2.), méreni specifického ndaboje elektronu z charakteristiky
pohybu v mg. poli ([1] kap. 8.2.7.3.) a pod.
sporné !! - napf. méreni hustoty, méieni proudu, méieni odporu (méreni
odporu metodou primou)
» statické -méfend hodnota se urcuje z experimentu s casoveé nepromeénnymi
charakteristikami
» napriklad: statické mereni modulu pruznosti ve smyku z torze tyci ( [1] kap.
2.3.2.1.
» dynamické -méfend veli¢ina se uruje z experimentu s ¢asoveé proménnymi
charakteristikami
» napriklad: dynamicka metoda meéreni modulu pruznosti ve smyku torznim
kyvadlem ( [1] kap. 2.3.2.2.)
» absolutni - stanoveni hodnoty vici jednotce
» relativni - stanoveni hodnoty vii¢i normalu, standartu, etalonu, maximalni
hodnoté



» substitucni
" napriklad: mereni odporu ( [1] kap. 4.3.5.2.)

» kompenzacni -nulové metody, nezavislé na absolutni kalibraci indika¢niho
piistroje, snadnd automatizace
" napriklad: vazeni ([1] kap. 2.2.1.2.), miistkové metody ( [1] kap. 4.3.5.4.)

3.2. MozZnosti potlacovani subjektivnich faktord

+¢ interpolace (uvnitt déleni stupnice)

» - ruckové pristroje (metoda zrcatkovych stupnic), délkova métidla (nonia)
¢ individuélni vjem

» - vjem ostrosti (optika, uvazeni intervalu ostrosti)
% vyuZziti registracnich ptistrojt —

» meéteni doby kyvu kyvadla

= (subjektivné, objektivné - napt. opticke ¢idlo)

% _vyuziti elektronickych zatizeni

» A/D prevodnik

» meéfeni napéti osciloskopem
% vyuziti vypocetni techniky

» napt. fitace maxim rezonanc¢ni kiivky

vvs s

3.3. Metody zvysovani citlivosti méricich zarizeni

citlivost zafizeni (metody) na zménu sledované veli€iny p:

¢, = da/dp,

kde: da - zména veliCiny registrované (thel, délka, a pod.)
dp - zména veli¢iny studované.

a) mechanické
» metoda zrcatka a Skaly (¢=s/R, 2¢ = S/L - S (2L/R).s)
»  vyuziti mikrometrickych posuvi, pakovych prevodi (S
= (L/R).s)

Seminadrni uloha 11:

Galvanomeér se zrcatkem je zapojen v obvodu podle obrazku. Pii zapnuti klice se
svételny index na stupnici vzdalené 1m vychyli o 10 cm. Jaka je proudové a
napét'ova citlivost galvanometru.



R, I

e~ ) N D
~ |

Obr.: schema zapojeni

R=1Q,R,=10°Q,R;=600 Q,R~120Q,U=6V
c;=dS/dl,dS =0.01 m (pfi vzdalenosti stupnice 1 m a uziti metody zrcatka a
skaly)
dl= 6.R,/((Ri+R;) R,+ RjR;)=8.3.10° A
=12 .10 m/m/A = 1.2 10° mm/m/A
cy=dS/dU=dS/R,dl=c¢;/R,=1.10° mm/m/V

Semindrni uloha 12
Stanovte proudovou citlivost Wheatsonova muistku v rovnovaze
( X() = R3(R1/R2), Ci— (dIg/ dX)XO)

b) elektrické
» vyuziti zesilovact, stiidavé zesilovace (prerusovani
optickych signall)
b)  vyuziti proudovych a napétovych svorek pro méreni malych odport
b)  zvySeni rozliSeni optickych soustav
» geometrie (omezeni ohybovych jevi, interference
vice svazki, hranolovy kontra miizkovy
spektrometr)
» zOzeni Sitky ¢ary - vlastni §itka ¢ary, Doplerovské
rozS§ifeni (sniZeni teploty)

3.4. Metody zlepSovani poméru signal/Sum

a) omezeni zdroji Sumu (fluktuaci)
» mechanické vibrace (mechanicka pevnost) Sum
elektrickych zafizeni - u,”= 4 kT R Av
(ptizplisobeni stupnil v zesilovacich, vyuziti
vhodnych soucastek (s menSim Sumovym ¢islem),
snizeni teploty, snizeni odporu)




b)

omezeni Sitky pasma

» preruSovany signdl, synchronni detektor
vyuziti ¢islicové techniky
» metoda koherentni sumace




4. Chyby méieni

4.1. Zakladni pojmy

Systematika chyb: Chyby hrubé - vznikaji hrubym zasahem do
procesu méteni, jejich velikost
vyznamng¢ pievysuje rozptyl
chyby statistické

Systematické - vznikaji v disledku chybnych
kalibraci, interpretaci a pod.,
zatézuji stejnym zplisobem
vysledek kazdého méteni

Statistické - jsou disledkem nahodnych
fluktuaci, které se popisuji
metodami matematické
statistiky

Formalni zapis vvsledku méreni:

A=(4+e;)[4]
meéfend veliina A
vysledek méteni A
absolutni chyba £

A
relativni chyba 1
oznaceni jednotky (rozmér [A]
Symboly: A , € 4 jsou Cisla
Format ¢isel: A , € A
Platn4 dislice: Platnymi ¢islicemi se nazyvaji vSechny ¢islice zaokrouhleného

Cisla s vyjimkou nul na zacatku pfiblizné hodnoty.

Ptiklad: a=0.001234 - 4 platné Cislice
a=0.607012 - 6 platnych Cislic

Zasady pro formu zapisu vvsledku méfeni.

a) chybu métfeni uvadime na nejvyse dvé platné Cislice




b) ve vysledku zaokrouhlujeme v ¥4du posledni platné &islice chyby

Ptiklady: v=(3.86+0.03) msec”
[=(23+0.1)10° A
P =(8.706 + 0.054) mW
B=4.56(5)T

Pozndmka: Pokud se chyba métfeni ve vysledku neudava, predpoklada se
implicitné, Ze je mensi, neZ polovina fadu za posledni platnou
Cislici vysledku:
v=3.5msec’ =(3.45< v <3.55) msec”
Pozor na zaokrouhlovaci chybu ! ¢ =(2.9979150 + 0.0000001).10° kmsec™
¢ =2.99792.10° kmsec™ - spravné

¢ =300 000 kmsec™ - $patné, protoze chyba
zaokrouhleni: £(c) =210 kmsec” > 5.10"" kmsec™

4.2. Zakladni pravidla pro praci s neuplnymi Cisly

metoda mezi, maximalni odhad: necht”: a=azx¢g, b=bzxg

Soufet: S=a+b=(a+b)+(g+8),
&= (&, T &),
Ns=(e.T&)/(at+b)

Rozdil: R=a-b=(a-b)=*(g,+¢&),
Er= (& + &),
NkR=(&.t&)/(a-b),

Pozor: na moznost enormniho zvyseni relativni chyby pii rozdilu témét stejnych
hodnot!

SouCin: N=ab= ab x(b.g, +a.g),
en=(b.g, + a.§,),

Podil: P=ab=a/b +(g,/b+at/b),
e =¢,/ b’ +ag/ b’
r]P = r]a + r]ba



Semindrni uloha 13:
Dokazte vySe uvedené vztahy pro maximalni absolutni a relativni chybu souctu,
rozdilu, soucinu, podilu a mocniny.

4.3. Chyby méridel

Ttida presnosti:  ttida pfesnosti ruc¢kovych méticich ptistroja p(%) se udava v

procentech a stanovuje absolutni chybu métfeni na daném rozsahu R podle vztahu:
e=p.R

Priklad: rozsah ampérmetru je R =3 A | tfida pfesnosti je 1.5%.

Absolutni chyba méteni proudu na tomto rozsahu
g(1)=1.5.102.3=0.045 A

Poznamka: je zfejmé, Ze z divodli minimalisace relativni chyby méteni je nutno
méfit v horni poloving stupnice ruckového méticiho pfistroje

Ttida piesnosti je idajem vyrobce, ktery je ziskan statistickym Setfenim na seriich
hotovych vyrobka (méficich pfistroj). Chybu méteni stanovenou z ttidy pfesnosti je
nutno srovnat s chybou stanovenou statistickym zpracovanim. V tomto ptipad¢ se s ni
zachézi jako s chybou stanovenou odhadem a skldda se s chybou statistickou (viz

dale).

Pojem ttidy pfesnosti je mozno zobecnit 1 na jiné méfici pristroje. Nékdy je mozno

odhadnout absolutni chybu méteni z déleni stupnice.

Seminarni uloha 14:

Me¢fteni odporu metodou pfimou (viz schema) bylo proveden s pfistroji tfidy presnosti
1. Byly naméteny nésledujici hodnoty: [=210mA (rozsah 0.3 A), U=185V

rozsah 30 V). Vnitini odpor voltmetru je 10° Q a vnitini odpor ampérmetru je 7 Q.
Stanovte velikost méfeného odporu a chybu méfeni. Diskutujte mozné alternativy
zapojeni a nutné korekce s ohledem na chybu méteni.

Znaceni piistrojit: Znaceni nékterych typu elektrickych méricich pristroji

(viz [1])



5. Vybrané zakladni pojmy matematické statistiky

5.1. Nahodny jev, pravdépodobnost

Experiment (E) - je definovan ptedpisem, ktery specifikuje mnoZinu
moznych vysledk {V(E)}.

Vysledek experimentu v {V}

Priklad: kostka {V(E)}={.,:, ., , 50, )
vazeni {V(E)}= {(hmotnosti) }

Pozn.: definice pouze pozaduje, aby v [1{V(E)}, nikoliv, aby kazdy
prvek {V} nastal

Nahodny jev A na experimentu E ( A(E)): je zadan pravidlem, kter¢ urcuje,
zda jev nastal, ¢i nenastal

A(E) - je uréen mnozinou pozitivnich vysledka

Ptiklad: E = hazeni kostkou
AE)={.,:,:}, B(E)= {::, 0,001}

Nahodna proménna x na experimentu E ( x(E) ): je ur€ena pravidlem, které
vysledku experimentu ptitazuje ¢islo jako hodnotu nahodné
proménné

Priklad: 1)  E =hazeni kostkou
x =n =pocet bodl, diskretni nahodna proménna,
x U{1,2,...,6}
2)  E=vazeni
X =m = hmotnost (SI), spojita nahodna proménna
x U{0, o }

Specielné: nahodny vybér (N) - experiment, jehoZ mnozina vysledk je
konec¢na a realisace Zadného z nich neni upfednostnéna

Priklad: hazeni kostkou E =N
x (N) ={1,2,...,6}

Definice: Necht' A; (E) jsou jevy na experimentu E potom:



1) jevnon A (E) = jev A nenastane

2) jev U A4,(E) = nastane alespoti jeden z jevii A
i=1

3) jev ﬂ A4,(E) = nastane kazdy z jevi1 A,
i=1

Specieln¢: ﬂAi(E ) = O (prazdna mnozina vysledkd) = jevy disjunktni

i=1

Definice pravdépodobnosti (teorie miry):
Necht’ je experiment E zaddn mnozinou {V(E)}. Na experimentu E
necht’ jsou déale zadany jevy A(E) a B(E) svymi mnozinami vysledkt
{V(A)} a {V(B)}, {V(A)},{V(B)} U{V(E);.

Definujeme: pravdépodobnost jevii A, B jako miru podmnozin {V(A)},{V(B)}
nasledujicimi pravidly:

1) p(A)= 0

2) p(V) =1

3) p(ALB) =p(A) + p(B) —p(AnB)

Ptiklad: experiment (E) = hazeni kostkou = ndhodny vybér

{x(N)} = {1,2,..,6},
necht’ jevy A; = {i}, 1= 1,...,6 , disjunktni a zarove:
A EI:lAi = {1796}E{V(N)}

6
p(A)=1= D, p(4), zaroveii p(A; ) = p(A) = p; (i.k=1,..,6)
1

6 6
Potom 1= ), p(4) =) p =6p = p=1/6;
1 1

Pro nahodny vybér plati: p(A)=n;/n ,
kde n; je pocet prvkli mnoziny {V(A;)} a n je pocet prvkli mnoziny {V(N)} —
p(A) - redukovana velikost podmnozZiny.

Ptiklad: experiment (E) = hazeni kostkou
Necht: A(N) je definovan {V(A)} ={1,2,34}
a B(N) mnoZinou vysledki  {V(B)} = {4,5,6}
V(A)} T {V(B)} = {V(N)}
p(AO0B)=4/6 +3/6-1/6 =1
Jev opaény: Necht”: A ={V(A)}, nonA = {V(nonA)}



Plati: {V(A)}0 {V(nonA)} = {V(E)},
a dale: {V(A)}n {V(nonA)} =00, jevy disjunktni

Potom: p(A 0 nonA) =p(A) + p(nonA) =1
tedy: p(monA) =1 - p(A)

Podminéna pravdépodobnost (ndhodny vybér):

Necht: {V(N)} ma n prvka,
{V(A)} ma n, prvka,
{V(B)} ma ng prvki,

{(V(A); n {V(B)} ma  nsp prvku,
potom:
p(A n B) =nsp/n=(nap/np ).(np / n) = p(A/B).p(B)

P(A/B)= p(A n B)/p(B)

Poznadmka: D4 se ukdzat, Ze odvozeny vztah plati obecné, nejen pro experimenty
typu ndhodny vybér

Priklad: N ={1,2,...6}, {V(A)} = {1,2,3,4}, {V(B)} = {4,5,6}
p(A/B)=(1/6)/(3/6)=1/3  Nastal-li jev B, potom s
pravdépodobnosti p(A/B) =1/3 nastane i jev B

Definice: Experiment E, ktery je spojenim experimenti E;, (i = 1,..,n) m4 za
mnozinu vysledka kartézsky soucin mnozin {V(E; )}, kde {V(E;)} jsou
mnoziny vysledkil experiment E; .

E =E,.E;.E;...E, ,
{V(E)} = {V(E)Ix{V(E)}x{V(E3)}xX... X{V(E, )}

Poznamka: Kartézsky sou¢in = usporadand n -tice

Priklad: Soucasné hazeni dvéma kostkami
N, ={1,2,...,6}, N, ={1,2,....6}
E =N;.N,,
{V(B)} ={(1,1), (1,2),..,(1,6), (2,1), (2,2) ,.., (6,6)},
ng = 36

Definice: Experimenty jsou nezavislé, pokud provedeni (vysledek) jednoho
nezavisi na provedeni (vysledku) druhého. Pravdépodobnosti jevii na
nezavislych experimentech jsou pak také nezavislé

Definice: nahodny jev na spojeni experimentii je definovan mnozinou vysledki:



{V(A)} = {V(A)}x {V(A)}x {V(A3)}x ..x {V(An)}
Definice: jevy jsou nezavislé, jsou-li definovany na nezavislych experimentech

Pro nahodny jev na spojeni nezavislych experimenti plati:

p(4) = [ p(4)

Ptiklad: pro nezavislé nahodné vybéry plati:

p(A)=ma /N, kdeny= [ | 74, n=[] 7
i=1 i=1

potom: p(A) = |:1|n/1i/|i_:|1 n;, = Ij1 p(4,;)

Priklad: hazeni dvéma kostkami -1 =2
jev ArnaNy: {V(A)} ={1,2}, p(A))=2/6
jev A2 na NZ: {V(Az)} = {3, 4, 6}, p(Az) =3/6
A=A A, (VA = (V(A)} x {V(A)}
{V(N|.Ny)} ma 36 prvki, {V(A)} ma 6 prvkl
p(A)=6/36=p(A)).p(A) = jevy nezavislé

Priklad: tazeni z balicku karet (bez Jokera) -
E;=N;, {VIN)} ={234,...E} =>n,; =13
E,=N,, {V(Ny)} ={S,K,T,P} = n,=4
A ={10}, A,={S}, A= A. A,
{V(A)} ={(10,S)} > npy=1,N=4.13=52 = p(A) = 1/52,
zkusime: p(A) =p(A)) . p(Ay)=(1/13).(1/4)=1/52,=>
A,  A;experimenty nezavislé

Priklad: tazeni z balicku karet (s pfidanim Jokera)
E, - {Vi} ={2,34,..,A,J} - 14 prvk
E, - {V,} ={S,K,T,PJ}-5 prvka
E;, E; nejsou experimenty typu ndhodny vybér (napft. realizace
symbolil 2, 3, .... A je upiednostnéna proti symbolu J)

p(J)=1/53,p(10) =4/ 53, p(S) =12/ 53 , P(J) = 1/53
p(10,S)=1/53 x p(10).p(S) = (4/53).(12/53) = 48/ 532
= experimenty nejsou nezavislé

Definice: Ozna¢me: E, =(E.E...E),, n-krat opakovany experiment E



a dale: {V(E)} mnozinu vysledkli experimentu E
Potom: E, ={{VE)} x {V(E) X ..x {V(E)}}.

Definice: Je-li definovan jev A(E) svoji mnozinou vysledkt {V(A)}, potom:
jev na opakovani experimentu A,(E, ) je definovan mnozinou
vysledkit: {V(An)} = {{V(A)} x {V(A)} x..x {V(A)}}n,

Alternativni definice pravdépodobnosti: Vyuzitim pojmu relativni ¢etnosti pii
nezavislém opakovani experimentu. Neni omezena na experimenty typu
nahodny vybér.

Definice: Ozna¢me ny pocet realisaci jevu A na experimentu E pfi n-ndsobném
nezavislém opakovani experimentu E. Jako pravdépodobnost jevu A
potom oznacime:

. n
Py = hm(—A)
n-wo g

Ptiklad uziti: integrace metodou Monte-Carlo

5.2. Rozdéleni pravdépodobnosti

Definice: Rozdélenim pravdépodobnosti nazyvame funkci, ktera hodnotam
nahodné proménné ptitazuje jejich pravdépodobnost

a) diskrétni nahodna proménna

Rovnomérné rozdéleni:

Definice: Mg¢jme na experimentu E jevy A; , i=(1, ...., n) . Je-li rozdélenim
pravdépodobnosti kazdému z téchto jevi piifazena stejna

pravdépodobnost hovoiime o rovnomérném rozdéleni
pravdépodobnosti:

p(A)=p, proi=(L,..n).

Jsou-li jevy A; disjunktni:

Uzitim normovaci podminky: 1= ZP (4) = Zp = n.p
i=1 i=1

dostaneme:
p(A)=1/nm;



Priklad: experiment hazeni kostkoun=6,p=1/6;
Binomické rozdéleni:

Definice: M¢jme jev s pravdépodobnosti p. Pravdépodobnost, Ze pii
N-nasobném nezavislém opakovani nastane jev s pravdépodobnosti p
prave k-krat, k = (0,1,2,...,N) je dana Binomickym rozdélenim ve tvaru:

pao =) prap™

k - diskrétni ndhodna proménna, p a N jsou parametry.
Plati: Pravdépodobnost jevu na nezavislém opakovani experimentu:

P(k) = Ci p*(1-p)™
Normovaci podminka: 1=2 C, p* (I-p)" * = Ci= (]Zj

Poissonovo rozdéleni:

Uvazujme nahodny jev, ktery se realizuje v ur¢itém intervalu (pocet emisi y-kvant v
c¢asovém intervalu (0,t), pocCet ptekleptli na strance textu).
Za ptedpokladu, ze:
1) realisace nahodného jevu jsou navzajem nezavislé,
i1)  pravdépodobnost realisace jevu v malé ¢asti uvazovaného intervalu je
umeérna velikosti tohoto intervalu: P(t,t+dt) = 4 .dt
i11)  pravdépodobnost soucasné realisace (t€z mistn¢) dvou jevi je nulova.

Necht’ P (t) je pravdépodobnost, ze urcity jev (emise y-kvanta) nastane v Casovém
intervalu (0,t) k-krat.

k=0, ?Py(t+dt)
Po(t+dt):P0(t)(1 - Hdt)
Z toho:
dPy(t)/dt = - L Py = Py(t) = C exp(- HL.t)
Z okrajové podminky: t - 0 = Py(t) - 1 > C=1
Tedy: Py(t) = exp(-H.t)

2)k=1,  ?Py(t+dt)
P, (t+dt)=Py(t).udt + Py (t).(1- p dt) -
dPy(t)/dt = - P Py(t) + pexp(-Hit) (*)



a dale: Py (t)= ut. exp(-Ut)
3) pro obecné k (srovnej vztah (*)):
dP(t)/dt = - 1 Py(t) + PP ()
a dale: Pi(t)= (Ut)"/k! exp(-pt)

Provéfme podminku normovani:
> P i (t)= exp(-Ht). Z(ut) ©/ k! = exp(-pt). exp(ut) = 1

Obecné je interval (0,t) jednotkovy, potom:

Definice: Poissonovym rozdélenim nazyvame rozdéleni pravdépodobnosti ve
tvaru:

Pi= (W)'/k! exp(-)
b) spojita nahodna proménna
MnoZina moznych vysledkil experimentu je spojita - interval, plocha, objem

Definice: Pravdépodobnost realizace ndhodné proménné v intervalu (x, x+dx) je
umeérna velikosti intervalu dx :

P(x,x+dx) = p(x)dx

Funkeci p(x) nazyvame hustotou pravdépodobnosti.

[podx =1

Normovani:

Rovnomérné rozdéleni:

Definice: Je-li ndhodna proménna definovana x na intervalu <a,b> a plati-li pro
vSechna x [] <a,b>:

p(x) = konst ,
hovotfime o rovnomérném rozdéleni pravdépohobnosti.

Uzitim normovaci podminky:

b b
J.p(.X)dX = kOl’lStJ. dx = kOf’lSl‘(b _a) =1



Dostaneme:

1
p(x) = (b—a)

Cauchyho rozdéleni:

M¢jme rovnomérné rozdéleni pro ndhodnou proménnou (uhel ¢) v intervalu
¢ O <1072, 102 >.

Priklad: rovnomeérné se otacejici, ndhodné stiilejici délo (viz obr.).

Jaké je rozdéleni zasaht v cilové rovin€ v jednotkové vzdalenosti?

Hledame rozd¢leni pravdépodobnosti q(X).

Pravdépodobnost vystielu v intervalu <¢,¢-+dd> je dana funkci p(¢) = konst.

(SHR-|

Z normovaci podminky: 1= | p(d)dd = konst.m

Y R}

plyne: p() 7%

Transformace proménnych (viz obr.):

tg(d)=x, ¢ =arctg(x), do = . dx

(1+x7)
1 1
Tedy: p(d) dp = 7 ) dx = p(x) dx
: -1 1
a: p(x) T e (%)

Definice: Rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veliCiny x v intervalu x [(-c0, o)



ve tvaru (**) nazyvame Cauchy(ho) rozdélenim

Semindrni uloha 15:

Naleznéte funkci popisujici rozdéleni pravdépodobnosti vyskytu matematického
kyvadla v intervalu <-A,+A> v aproximaci malého rozkmitu.

Navod: uvazte souvislost mezi pohybem koncového bodu matematického kyvadla a
rovnomérnym pohybem po kruZnici o poloméru A.

Normalni (Gaussovo rozdéleni):

Definice: Necht’ je dana spojitd nahodna proménna x v intervalu x [J (-0, +00 ).
Norméalnim rozd€lenim nazyvame funkci ve tvaru:

1 _(x—p)°
e 20°

p(x) = T |

kde: u znaci stfedni hodnotu
0> se nazyva disperse (variance, rozptyl) ndhodné proménné
o se nazyva standartni odchylkou.

Funkce p(x) je schematicky zndzornéna na obr.3.2 ([ 1] str.38).

1 > 1
o217
Hodnotu hustoty pravdépodobnosti nelze sméSovat s pravdépodobnosti.
Jak je uvedeno vySe, vyznam pravdépodobnosti vyskytu veli€iny

Poznamka: Je-li

= p(W>1 22292

v intervalu dx ma hodnota:  p(x)dx
H+a
_— + -
Uvazujme: P(H=a,p+a) Ip(x)dx
U—a
P (ll -a,p+ a) a
0.5 20/3
0.683 o
0.955 20
0.997 30




Seminarni uloha 16.
Dokazte, ze Normalni rozdéleni méa v bodech x = 4 + 0 inflexni body.

5.3. Stfedni hodnota, momenty nahodné velic¢iny

Definice: mé&jme spojitou ndhodnou proménnou x na intervalu <a,b> s
rozdélenim
pravdépodobnosti p(x). Potom stfedni hodnota E; = <x > je
definovéana vztahem:
b

E_ = pr(x)dx

a

Obdobné¢ pro diskrétni nahodnou proménnou k plati:
E, = Z kp
k

Priklad:  jaka je stfedni hodnota bodi pii hazeni kostkou?

Intuitivng - secteme vSech N pokust a vydélime je Cislem N :

E, =—) n, = — in. = L
IR DRI WE
.ony _
fimoy=r = Ee= 2 k)

Dale plati: pro funkeci h(x) ndhodné proménné x na intervalu <a,b> je:

Eyy = jh(x)p(x)dx

v ptipad¢ diskrétni ndhodné proménné:
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Eyy = Zh(k)pk
Specidlné je-li: '

h(x) =) a,8,(x)
potom: l

E,y= Zaz-<g1 (x)>

Definice: m¢&jme spojitou ndhodnou veli€¢inu x na intervalu V. Potom:
n-tym momentem nahodné veli¢iny X nazyvame vyrazy:

E' = J-x” p(x)dx = <x”>

7

Pro diskrétni nahodnou veli¢inu analogicky:
n n _— n
E} =% k'p, = (k")
k
I — —
Priklad: n=1, Ex - <x> = U

Definice: mé&jme spojitou ndhodnou veli€inu x na intervalu V. Potom:

n-tym centralnim momentem nahodné veli¢iny nazyvame vyrazy:

cE! = [(x= )" p)dr =((x ~p)")
V
Pro diskrétni nahodnou veli¢inu analogicky:

cE; =Y (k=) p, =((k —p)")



Priklad: n=2,
— 2 —_ 2\ — —_
= J(e=1’ e =((—°) =D, =
V
Dale plati: D, = <x’>- |.12

Definice: asymetrii rozdéleni nazyvame velicinu:

3
_cE? 1 3
y= =L [ -’ px)ds =—{(-w7)
0] O' v
Priklad: Asymetrie rozdéleni symetrického kolem stfedni hodnoty je nula

(plyne ptimo z definice tfetiho centralniho momentu).

Priklad: stfedni hodnota Binomického rozdélent:
N N
po= ( ]kp"(l—p)N‘k=
k=0 k

_N N Eoq_ ANk =
—kzk,(N_k),p(l p)"t =

= N! I+l 1 _ \N-I-1 _
-2 iy oy e =

Z (M +1)' 1+1(1_p)M—1 —

- )

= p(M + Zl,(M_l), p'(1-p)" ' =
M
Z(;l'(M—l)' -p)" ~pN

Ptiklad: Momenty ndhodné veli€iny pro n€ktera rozdéleni

Rozdéleni Stiedni hodnota Disperse Asymetrie
diskrétni:
Rovnomérné N/2 N(N+2)/12
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Binomicke N.p N.p.(1-p) N._Il)/.2(1 -p)(1-2p)

Poissonovo L v v
spojita:

Rovnomérné b+a)/2 (b-a)*/12
Cauchyho 0 0

Normalni K o’ 0

Semindrni uloha 17:
Dokazte, Ze pro Binomickeé rozdéleni plati: Dy = N.p.(1-p) a y= N.p.(1-p).(1-2p)
Poznamka: pro p = 1/2 je y= 0 a rozd¢€leni je symetrické kolem stfedni hodnoty.

Semindrni uloha 18:
Dokazte, Ze pro Poissonovo rozdé€leni plati:

a) Ek =M, b) Dk =K C) Y= U_m

Seminarni ulohal9:
Dokazte, Ze pro Normalni rozdé€leni plati:
2) E, =, b) Dy = 0% ¢) y=0

+00 . +00 _ i
Navod: uzijte vztahy: Ie tdi = \/TT’ .[tze st :\/ﬁ
Seminarni uloha 20:
Dokazte, ze pti ,,nahodné prochazce* (random walk) plati pro stiedni hodnotu
Stverce vzdalenosti urazené po N krocich: <x*>=N.L*, kde L je velikost
jediného kroku.
(random walk - pohyb po krocich * L se stejnou pravdépodobnosti p=1/2)
Navod: uzijte Binomického rozdé€leni a definice sttedni hodnoty.

Seminindrni uloha 21:
Vypocitejte sttedni hodnotu a dispersi rovnomérného, spojitého rozdéleni v
intervalu <a,b>.

Seminarni uloha 22:
Vypocitejte sttedni hodnotu a dispersi rovnomérného diskretniho rozdéleni v
intervalu0 <k <n

Konvergence Binomického a Poissonova rozdéleni:

1) s konstantni hodnotou p a s rostouci stfedni hodnotou (rostoucim N)
konverguje B(k) k N(k)

35



2) Poissonovo rozdéleni konverguje s rostouci stfedni hodnotou U téz k
rozdéleni Normalnimu

3) s rostoucim N, ale konstantni stfedni hodnotou (nepftili§ vysokou)
konverguje
B(k) k P(k)

5.4 Rozdéleni pravdépodobnosti vice nahodnych veli¢in

Definice: M¢jme dvé spojit€¢ ndhodné proménné x, y definované na

intervalech Vi, Vy, s rozdéleni pravdépodobnosti p(x) a q(y). Pravdépodobnost,

ze x [ (x,x+dx) a zaroven y [ (y,y+dy) je dadna rozdélenim p(x,y) ve tvaru:
P(x,x+dx; y,y+dy) = p(X,y).dx.dy

V piipad¢ nezavislych veli¢in je funkce p(x,y) zifejmé ve tvaru:

P(x,y) = p(x) q(y)

Definice: mé&jme spojité ndhodné veliCiny x, y, na intervalech V,, Vy se
stfednimi hodnotami |y, Yy . Potom kovariance Cy je dana

vztahem:
C,,, = [[x =) —w,)pGx.y)dvdy =((x ~p )y —1,)
X,y
Dale vypocitame: Cyy= <X.y> - Uy - Hy
Pfiklad: Dy = <(X-My ). (X-Hy)> = Cxx

Definice: korelaénim koeficientem dvou ndhodnych veli¢in 1y, nazyvame
hodnotu:

Posouzeni stupné korelace linearné zavislych veli¢in:
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a) absolutni korelace (y = ax+b)
Cyy= <(X-Px )(y-Hy) > =<xy> - U Yy = <a.x’ +h.x>-py =
—a<x>+b. Uy - Iy = 2.0+ a. 1+ by - a - b= a.0
D, =0,” = <(y-i,)° > = <(a.x +b-a.l,-b)’ > = 2’ <(x-l, )’ >=a’.0,”
_C,  aco

= = =1
0'x0'y 0.a.0,

I"x Y

b) x,y nezavislé
Cay= <(x-Px ) (Y-Hy) > = <X.y> - I Uy = Px Hy - BxHy = 0
<1

If'xﬁy

Stiedni hodnota souc¢tu nahodnych veli¢in:
M¢jme ndhodné veliCiny x; , i=1,2,....., potom:

(T 5)=% )

i i

([ >xp0n.xddudy,..= > [[x 0,5, )dvdx, ..

X15X9 yeee i:1727" i:1527"' X15X9 oee
Ptiklad: sttedni hodnota aritmetického priméru —
— 1 n
x =~ X, (x-nihodni velicina)
i=1

()= (B )= g )

Jde-li o stejne veliciny: <x;>= { (pro vSechna i).
Potom: <x>=H

Stiedni hodnot soucinu nezavislych velicin:

M¢jme nezavislé ndhodné veli¢iny x; , 1=1,2,..... . Potom:

M)=ne
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] ¢ [x)20x,%, ... )by d, .. = [x.p(x)dx,

Xy =12, i=1,2,. 1.

Disperse sou¢tu nahodnych velicin:

M¢éjme ndhodné veli¢iny x; , i=1,2,... ur€ené jejich dispersemi a stfednimi
hodnotami: 0;, |; . Ozna¢me:

5=,
i

Potom:
= Z Dxi + Z Cxi,xj
i i,j(i%))
Plati: Di=<(s-H,)>=<s">-U2,

R R ORI E LS

i

e () 7((Z50" ) =( s+ | <)+ Sfow)

i i,j(i#]) i L,j(i#))

a také: D, =<(xi ~H;) > =<xi> _lui2
C, X =<(x' —/,l.)(x. —,LI)> =<xixj> “H:H;

i

Dale: /J Z/J + Z,U,U

Lju#j)

Celkem:

_ 2

Dy = 2Dy 4 2+ 2 Co + LMy =2 H; = DM
i i i,j i,j(i%j)) i,j(i%J))
=2 D+ 2 Cuy
i i,J

Poznamka: V ptipadé, Ze veliCiny x; jsou nezavislé (pro vSechna 1), tedy

Ciixj = 0 pro vSechna (i,j= 1,2,..), potom:

:ZDxi
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Disperse linearni kombinace nezavislych veli¢in:

M¢&jme nezavislé ndhodné veli¢iny x; , i=1,2,... urCené jejich dispersemi a
sttednimi hodnotami: 0;, [; . Oznacme s jejich linearni kombinaci :

$=).ax;
i

Potom disperse D, nédhodné veli¢iny s je rovna:
— 2 _ 2 2
Ds_zali,. _Zaici
i i

Ptiklad: Stanovte dispersi aritmetického priméru n nezavislych opakovani téze
veliiny o stfedni hodnoté M a dispersi Dy .

— 1 n
X = ;Z'xi D <Xi> = IJ- s Dxi = D = 02 N (i=1,2,...,n)
i=1

1 & 1 o’
<;>:H,D; =—Z D =—D = —

5.5. Centralni limitni véta

Je-li ndhodna veli¢ina x popsana rozdélenim p(x) se stiedni hodnotou [ a
konecnou dispersi Dy :

X = py, o (%),

potom se rozdéleni pravdépodobnosti aritmetického priiméru n nezavislych
opakovani

qu’, o’ (x, ) s rostoucim n bliZi k Normalnimu rozdéleni N(x,) se stfedni

: , D
hodnotou [ a dispersi —— :
n

n—-oo

limg, ,(x,)=N , (xn)
s,
Poznémka: na typu rozdéleni p(x) nezalezi !!
Priklad: ukézka moznosti sestrojeni generatoru nahodnych ¢isel s normalnim

rozdélenim s nulovou stfedni hodnotou a jednotkovou dispersi
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N(0,1), je-li k disposici generator nahodnych ¢isel s

rovnomérnym rozdélenim v intervalu <a,b>.

1) posuneme interval symetricky kolem nuly, odectenim cisla
(atb)/2. Novy interval hodnot je potom:
<(a-b)/2,(b-a)/2> = <-A,+A>

2) disperse takového rovnomérného rozdéleni je:Dy = (A -(-A)) /12
= (2A)Y/12

3) disperse aritmetického priiméru z N-hodnot je:
D,=(2A)/12.N

Zvolime-li tedy N=12 a A=6, dostaneme: Dy =1
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6. Princip maximalni pravdépodobnosti

Ze vSech moZznych hodnot nahodné veliCiny se realizuje hodnota
nejpravdépodobnési

6.1. Odhad parametru rozdéleni

a) Binomické rozdéleni - odhad parametru p:

N
B = |p'(1-p)

Pravdépodobnost p chapeme nyni jako proménnou a hledame maximum
pravdépodobnosti jako funkce p. Nutnou podminkou pro maximum je:

(dBkNj 0
dp 5

N-k

(45 (M- o] pa-pr =
) PP R
KI-p)=(N-Rp = =~

pii N nezavislych opakovanich experimentu se urcity jev realizuje k-krat. Na
zaklad¢ principu maximalni pravdépodobnosti potom odhadneme
pravdépodobnost tohoto jevu jako:

ok
P N

b) Poissonovo rozdéleni - odhad parametru :

k

_H -
P(k) = Py e

Podminkou maxima pravdépodobnosti je:
je-li naptiklad na jedné tiskové stran¢ nalezeno k chyb, odhadneme parametr |1
touto hodnotou k.
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¢) Normalni rozdéleni - odhad parametru [ :
1 _G-p)’

N, ,(x)=——c¢ 20°
no(¥) =

Podminkou maxima pravdépodobnosti je opét:

dN _(x=f)
0= —”0) =-2(x —ﬁ)%e 2w =T=x
du ) ON21T

Namétime-li pii jediném experimentu se spojitou nahodnou proménnou, ktera
popsana Normalnim rozdélenim, hodnotu x, odhadneme parametr [ touto
hodnotou x. Odhad na hodnoté 0 nezavisi.

odhad parametru o:

dN 2 -’ _(2m)°
0:( ﬂ,U(x)j :2()6 ITJ) 1 200 _ 1 250 52:()(?—21)2

—_— e

e
do 200 G2 g2

RO

Vzhledem k tomu, Ze nezname hodnotu U nelze parametr O z jediného méteni

odhadnout. Je nutno nejméné z jednoho dalsiho méfeni odhadnout H a potom.
Metoda odhadu parametra rozdé€leni z jediného méfeni je ziejme velice nejista
(parametry jsou stanoveny na ,,nizké hladin¢ pravdépodobnosti®, jsou malo
reprodukovatelné). ZlepSeni Ize o¢ekavat vyuZzitim opakovanych nezavislych
experimentl.

Odhad parametrti rozd€leni na zéklad¢ vysledk opakovanych nezéavislych experimenti -
aritmeticky primeér, disperse ndhodné veliCiny.

a) Normalni rozdéleni - odhad parametru

M¢&jme vysledky opakovanych nezavislych experimentii x;, i=1,.., n. Hustota
pravdépodobnosti realisace takovéto n-tice vysledki je:

(x;—1)° no (-’

s Ly 1 3

P,ua(xla)Cz""xn) - |_|—€ 20° = — e i=1 20°
, =1 0- 2” 2

Pro odhad opét pozadujeme, aby:
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dP, (x,,%,,... O Wl -
O:[ #,a(xldxz xn)j :(N 1 j e (22 (x, = H) VR I
/'l O 27_[ i=l1 20

o
n 1 n
= D -W=0 = A=-x
i=1 Nz
Aritmeticky prumér je tedy odhadem stiredni hodnoty podle principu
maximalni pravdépodobnosti. Podminka extrému na hodnoté & nezalezi.

b) Normalni rozdéleni - odhad disperse:

obdobnym postupem jako vySe s vyuzitim principu maximalni
pravdépodobnosti dostaneme:

dP, (X,,%,,...x, N L _
( aaliic x)j 20 = =Y -B
n =

do .
oo
Odhadem disperse je tedy stiedni hodnota ¢tverce odchylek od odhadu stfedni
hodnoty i . Pro konkrétni vypocet musime vzdy nejprve odhadnout stiedni

hodnotu /7 .

Seminarni uloha 23.
Odvod’te vyse uvedeny vztah pro odhad disperse normalniho rozdéleni.

Seminarni uloha 24.

Dokazte, ze v ptipad€ Binomického rozdéleni je pi1 n-nadsobném nezavislém

opakovani experimentu odhadem parametru p (pravdépodobnost) veli€ina:
. _ 1 &k

P n=—, N~

kde k; je pocet pozitivnich vysledkt pti kazdém z n opakovani.

i

Seminarni uloha 25.

Dokazte, ze pfi n-nasobném nezavislém opakovani experimentu je podle
principu maximalni pravdépodobnosti v piipad¢é Poissonova rozdéleni odhadem
parametru % veliCina:

n
ki
i=1

e

IS |-~
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Pozndmka: Alternativné k principu maximalni pravdépodobnosti 1ze odhad
sttedni hodnoty provést pomoci t.zv. principu nejmensich ¢tvercl. Zde hledame
odhad stfedni hodnoty na zéklad¢€ poZadavku minima sumy ¢tvercii odchylek:

Ptiklad: Pf1 n-ndsobném nezavislém opakovani experimentu byly nalezeny
hodnoty proménné x; , (i=1,....,n). Odhadnéte sttedni hodnotu podle
principu nejmensich ¢tverci.

Oznacme : S (W)= Z(xi —y

Potom minimu funkce $°(x) odpovida hodnota i, pro kterou plati:

“Wﬂ d ~ O
0= ———2 =2 .- =— :
(w ) ;@AO:ﬂn;%
H=H

6.3. Vychyleny odhad.

Definice: Je-li d odhadem parametru a danného rozdéleni a je-li <5 > -a,

potom hovoifime o nevychyleném odhadu. V opacném ptipad¢ je odhad
vychyleny.

a) aritmeticky primér:
1 n
p=—2 %
n -

H je nahodna veli¢ina, proto ma smysl pocitat jeji stiedni hodnotu:

~ 1 1 ¢ 1
@)= (230 ) =13 ) =15 ) =
i=1 i=1 i=1
protoze <H; > = L pro vSechna méfeni (nezavisla opakovani).

Aritmeticky prumér je tedy nevychylenym odhadem stfedni hodnoty.

b) disperse: odhad disperse:

~ ] < 2
o :;Z('xz’ —H)

je opét ndhodnou veli¢inou a pro jeji stiedni hodnotu plati (Sem. lloha 27):
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@)=(2 0w o

n
Odhad disperse je tedy odhadem vychylenym.

Seminarni uloha 26.
Ukazte, ze vySe uvedené odhady parametri p a fi pro binomické, a Poissonovo

rozdé€leni jsou odhady nevychylené.

Seminarni uloha 27.
Ukazte vysSe uvedeny vysledek pro stiedni hodnotu odhadu disperse &°.

Nevychylenym odhadem disperse je veliina:

(52)D: N _ lli(xi_ﬁ)z

protozZe ziejme plati:

)= )= 2 =

n—1
6.4. Zpracovani vysledku méreni jediné veliciny:
a) Je-li k dispozici statisticky soubor dat (vysledky n opakovanych

nezavislych
méteni), vyhodnotime veliiny

0~ 1< O 1 1
B =p="27%. (8°) =——> (x -7
= n—1%3 .
Z namétenych hodnot x; vyfadime vSechny, pro které je:
|x, — fi|z35°
a zopakujeme vypocet odhadl stiedni hodnoty I a standartni
odchylky .
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b)  Je-li k dispozici idaj o pfesnosti méfidla (napf. ttida piesnosti) na
jehoz zaklad¢ je mozno vyhodnotit chybu jediného métenti,
povazujeme tuto chybu za odhad rozptylu Oggp -

Stanovime-li chybu méteni odhadem, povazujeme tento odhad za
chybu na hladiné 30,4, .
c)  Spojime oba vysledky:
~~\U
T, = (02) + 0,

cel

Vysledek méteni zapiSeme ve tvaru:

X:(ﬁiacel)[)d

X :(z‘zi%acdj[)(]

kde chyba ma nyni vyznam chyby aritmetického priméru.

popr.:

Pozor na rozdilny fyzikalni vyznam obou zapisi: Disperse jediného méreni
odhaduje $itku rozdéleni pravdépodobnosti, kterou bychom testovali
opakovanym métfenim veliCiny x.

Disperse aritmetického pruméru odhaduje Sitku rozdéleni ndhodné veli¢iny,
kterou bychom testovali opakovanym méfenim aritmetickych priméra

(z opakovanych nezavislych méteni).

6.5. Pfenos chyb.

M¢jme nahodnou veli¢inu Yy , kterd je funkci nahodnych proménnych x;
(1=1,2,...,n):

VE (XX 00X,

Nahodné veli€iny x; necht’ jsou popsany rozdélenimi pi(x;) se sttednimi
hodnotami ; a dispersemi 07 .

V malém okoli bodu W = f(Uy, Hageeeeessln ) J€ MOZno rozveést funkci
f(X1,X2400000X,) Vv Tadu:
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y:f(/'llal'lza """" nun)+i(%) (xi_/’li)+ ......

Potom je ziejmé:

H, E<y> =S (U s )

a dale:

2
n
2 Z ﬁf 2
Y X
i=1 é’xi :

protoZe disperse konstanty je nula.

6.6. Zpracovani vysledku neprimych méreni

Mame-1i k dispozici odhady stFednich hodnot a disperzi jednotlivych veli¢in

~ —~ ]
X; , tedy hodnoty U ; a (U i,- ) stanovené métrenim jednotlivych veli¢in, je

mozno pouzit vySe uvedeny vztahy k odhadu stfedni hodnoty a disperze veli¢iny

y:

H, = s )

" 2
(~ 2 )* _ of ~2 Y\
g,) = Z x
i=1 é,x i o
(HY 5o ay)

Ptiklad: M¢étime hustotu latky méfenim objemu a hmotnosti daného

mnozstvi. Hustotu stanovime ze vztahu: p=m/V .

Vysledky méfeni: m = (7.8594 £ 0.0003) kg

V =(1.0012 + 0.0002) 10° m’

Vypodet hustoty: D =7.849980024 .10° kgm™

Chyba méteni:

N o\’ - o\ -
oi=(2) (3] o

i,V iV
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1 i’
_ ~2 ~2
=52 9w T Oy
2 ~ 2 ~ 2
~2 — 0-,0 — O-m +0-V :NZ +N2
P Ibz nf\/-l/Z fV\J2 ,7m ,7V

Vypodet chyby: 5; = 2546889874 kg’m™*
o,=1595897827 kg m™

Zaokrouhlime: O , = 1.6 kg m™>
0=78500.10° kgm™
Vysledek: D =(7.8500+0.0016).10° kgm™

Ptiklad: Métime modul pruznosti ve smyku metodou torsniho kyvadla
realizovaného masivni ty¢kou zavéSenou na méfeném vlakné. Méteni
provadime v uspotfadani podle obrazku. Pro modul pruznosti ve smyku G
materidlu zavésného vldkna plati (viz napft. J.Broz: Zéklady fyz. méfeni):
8tJ!

G 4 2
r-T
kde 1 je délka vlakna, J je moment setrvacnosti ty¢ky podle osy otaceni (kolmé k

ose tycky), r je polomér vlakna a T je doba kmitu kyvadla.
Nezavislymi méfenimi stanovime hodnoty velicin 1, J, r, T:

a) délku zavésu mefime kovovym métitkem a namétime 1= 500mm.
Uvazenim okolnosti méfeni (nejasny bod upnuti, napnuti vlakna, pfesnost
méftitka, odhadneme presnost méfeni na hladin€ 30 na hodnotu 3 mm.
Vysledek: 1=(500+1). 10° m

b) moment setrvacnosti ty¢ky J stanovime podle vztahu:
1

12.mL’
kde m je jeji hmotnost a L jeji délka. Hmotnost je stanovena: m = (122.9
+ 0.1) 10™ kg.
Délku métime posuvnym méfitkem a naméfené hodnoty:

Cislo 1 2 3 4 5
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meéreni

L (mm) 200.1 200.1 200.0 200.0 200.0

~ 1 , ~
Podle vztahu: I'=—>'L stanovime: L =200.04 mm

i=1

Podle vztahu: (5°) = %i(/:, ~200.04)" =0.003675 mm’
i=1

~

Potom: & =0.060621 mm , zaokrouhlime!!! & = 0.06 mm

Odhadneme ptesnost métidla na trovni 30 = + 0.05 mm.
Spojime oba vysledky:

(82) =(&°). +02, =00039527mni - (5,), =0062871mm

po zaokrouhleni !!!! (&,)" = 0.06mm

Celkova chyba méteni neni tedy chybou métidla ovlivnéna:
Vysledek: L = (200.04 + 0.06).10° m
Dosazenim do vyrazu pro moment setrvacnosti dostaneme:

J=4.0983.10" kgm” .
Podle vztahu pro pfenos chyby secteme Ctverce relativnich chyb:

0y - @)L @)

Dostaneme:
(772) =10219107 - (7,) =10108107
Odtud: (@,) =41425107

~ % — _7 2
zaokrouhlime: O, =4.10 " kgm
Vysledek: J=(4.098 +0.004).107 kgm®

c) dobu kmitu métime stopkami s odhadnutou relativni pfesnosti 3.Nr1oan =
1.107.
Namétime nasledujici hodnoty pro 10 kmitt:

c.mér | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T 61.2| 61.0| 622 | 613 | 62.6| 62.1| 61.0| 61.8| 61.8| 62.4
(sec)
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Najdeme:
T'=6174sec,(&3) =00033133sec’ - &, =0.06sec

stat T ,stat

~ — _3 .
Z vyse provedeného odhadu: O 4 = 2107 sec. Je tedy ziejmé, ze

~2 ' _ (2 ~r
(UT,ceZ) = (J ) — O ., =0.06sec

T ,stat

Vysledek: T=(6.17%0.06) sec

d) polomér vldkna je zadan vyrobcem ve tvaru:
r=(0.207 +0.003) mm = r = (2.07 + 0.03).10° m

e) nyni mizeme dosadit do vztahu pro hledany modul: Najdeme:

G = 7.3676.10°kgm™" sec™

f) pro relativni chybu méfeni plati:

@) =[@) +(7) +4(73) +16472)

dale:

(;;) = 410°,(72) =1107,(72) =1107,(72) =22510"
Potom:

(77,) =(4+1+400+3600)10° =400510" —
N.=610" - d, =4420510" kgm™" sec™

Po zaokrouhlent:

0. =410"kgm " sec™

Vysledek: G = (7.4 +0.4).10° kgm'sec™

Poznamka: Z vySe uveden€ho je ziejmé, ze slabym mistem experimentu  je
nizka presnost stanoveni poloméru vldkna. Chceme-li proto uzit této metody pro
stanoveni modulu pruznosti s vyssi pfesnosti, je tfeba uvazovat naptiklad o uziti
vlédkna o vétSim poloméru, a soucasné zajistit dostateCnou piesnost meieni doby
kmitu, ktera se bude s rostoucim polomérem vldkna zkracovat.
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7. Metoda nejmensich ¢tverci

Je-1i zndm explicitné tvar mérené zavislosti, pouziva se obvykle pro
interpolaci namétené zavislosti metody nejmensich ¢tvercu.

Teoreticka zavislost necht’ ma tvar:

V=Jupe. ()

kde a,b,c,.. jsou parametry.

M¢jme k disposici n dvojic namérenych hodnot (x; ,y; ), i=1,2,..,n.
Predpokladame, Ze pfesnost nastaveni hodnot nezavisle proménné x; je fadové
vEtsi, nez presnost méfeni zavisle proménné y;, kterd ma obecné pro kazdy bod
jinou dispersi (7).

Vytvotfime veli¢inu:

S*(a,b,c,...) = i
i=1

Funkce, ktera optimaln€ interpoluje métenou zavislost, je takova, pro kterou je
hodnot Sz(a,b,c,..) minimalni.
Uloha teda spo¢iva v nalezeni minima funkce proménnych a,b,c, ... . Pro vétsi

vvvvvv

(fa,b,c,.... (xi) — Vi )2
o

1

7.1. Polynom k-tého stupné:

Pro polynom:
—_ 2 k

y=a,tax ta,x +...+tqx
je S? funkef k+1 parametrit a; ,1=1,2,....k.
Podminkou minima je soucasné splnéni podminek:

2
oS (a,,a,,....,a,) ~ 0
da :

l a;=da,

kde i=0,1,2,...,k, coZ znamena soustavu k+1 rovnic o k+1 neznamych a;.

Necht pro jednoduchost je 0> = 0° pro viechna i = 0,1,2,....k, coZ je dosti Casty
prakticky ptipad. Potom z podminek nulovych derivaci plyne:



.......

i=1

=1
Jednotlivé koeficienty ziskdme feSenim soustavy rovnic.

Je zndmo, Ze plati:

- _ Det,
a, = ——
Det,

kde Det je determinant soustavy a Det; je determinant soustavy s i-tym
sloupcem nahrazenym sloupcem pravych stran.

a) specialni pripad linearni funkce (y = ax)
n 2
2 _ (ax; = y,)
S*(a) =),
i=1 o i

Potom:
n 2 n
i X — Z YViX;
2 2
I1=1 0'1. i=1 0'1.
Odtud:
Z’i yl'xi
2
Cflw _ i=1 O-i
- 2
X .

Oznaéme dale:
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Su=r Sn=r So=x Soow 3w
=l i=l i=1 i=l

l_

potom:
~ XY
a = ———
XX
Odhad @ je nevychyleny, protoZe plati:
~\ — : xi —_ C xi —_
@) =2 ) = 2 rax =a
= XX = XX

Toto je obecnd vlastnost odhadi metodou nejmensich ¢tverci.

Disperse odhadu @ :

Odhad a je ndhodna veliCina, kterou lze za predpokladii uvedenych vyse
vyjadrit ve tvaru:

a=), Vi
~ XX
X .
tedy ve tvaru linearni kombinace nahodnych veli¢in y; s koeficienty ﬁ .
Podle véty o dispersi linedrni kombinace nezéavislych veli¢in plati:
n X 2
2 2
Oz = Z l g,
= L\ XX
Jsou-li veli¢iny: ¥ y, zndmé a stejné pro vSechna 1, y, T , pro
i=1,...,n (vSechny body jsou méfeny se stejnou piesnosti), potom:
~2
O.=——
XX

~

2
Neni-li hodnota O znam4, lze ji odhadnout ze souboru naméfenych hodnot

(x; ,yi).- V analogii s pfipadem jedné proménné odhadneme:
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_ Ry

= n n

i=1
kde R12 je zbytkova suma ¢tvercii odchylek. Opét 1ze ukazat (viz semindrni
ulohy), Ze odhad je vychyleny:
Pro nevychyleny odhad volime hodnotu:

(~z)* _Z":(yi -ax,) _ R

g,) =

= n-—1 n—1

Oznaime-li pocet parametrii ulohy jako pocet stupiii volnosti, je vySe
diskutovany ptipad ptipadem s jedinym stupném volnosti. V obecném piipad¢ s
p-stupni volnosti plati:

o =g iman) R

=1 n=p n—p

b) obecna primkay =a,+ a; x :

Determinant soustavy rovnic m tvar:

n X 5
Det, = =n.XX -X
X

Ostatni determinanty potiebné pro vypocet koeficientii a, a a; jsou potom:

Det, =Y. XX - X. XY, Det, =n. XY -X.Y
Potom:

_ Y. XX-X.XY _ nXY-XY

dy — 2 > 4y~ 2

nXX-X nXX-X

Veli¢iny X a XX lze chapat jako konstanty (nahodnymi proménnymi jsou
pouze hodnoty y; ).

V tomto piipadé lze opét vyrazy pro d, a d, piepsat jako linearni kombinace
nahodnych proménnych y; a pro jejich dispersi pouzit vétu o dispersi linedrni
kombinace ndhodnych proménnych:

d 1 " XX - X.x,

50:2 ()(Xyl.—X.xl.yl.)=Z

~pn XX - X° ~n XX - X° Vi
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2
L XX - X )Cl- 2
O-N = Z > 9
“oo =\ XX - X
pokud je opét: 0;° = 0° pro viechna i = 1.......n (viechna méfeni jsou stejné
presnd), je mozno snadno ukdzat:

XX ,
0'~ = 20'
“on XX - X

odhad veli¢iny o provedeme opét pomoci vyse uvedeného vztahu pro p=2:

(@) =%

S trochou trpélivosti je mozno 1 v tomto ptipadé ukazat, Ze plati (viz. seminarni
ulohu 28):

o)) (£ T -

p— n— 2 n-— 2 (***)

Seminarni tloha 28: Dokazte vySe uvedeny vztah (***):Celkov¢ je tedy:

(5% ) _ XX R;

Pro odhad chyby koeficientu a; dostaneme obdobn¢:
> nx, —X

- 1
al:;n.H_Xz(n.Xiyi_X.yi) len)Q( X2 yl

1 nx,; — ?
ol =) | 2|5l
11 n.XX -X?

pro Gi =0’ pro vSechai=1, .... , n potom dostaneme:
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2 n 2
o, = —0
oon . XX - X

Odhadneme-1i opét veli¢inu 0° jako vyse:

@) =

Timto zplisobem Ize v piipad¢ platnosti vySe uvedenych predpokladi (coz je
Casty piipad) odhadnout regresni koeficienty ay a a; a stanovit chybu téchto
odhadd.

Pro ptipad vétsiho poctu parametrl nelze pouzit vysSe uvedené linearizacni
postupy. Problém stanoveni chyby parametrt interpolacni funkce je nutno fesit
obecngjSimi metodami matematické statistiky, které pfesahuji ramec tivodniho
kursu.

V ptipadé€ obecnéjsich funkci se dvéma parametry se ¢asto pouziva pievedeni na
line4rni problém pomoci transformace souradnic. V tomto piipadé vsak jiz
nemusi byt splnéna podminka o stejné pfesnosti meéfenych bodii a je nutno
pouzit obecnych, vyse uvedenych formuli.

Ptiklad: Funkci y = a.exp(bx) Ize logaritmovanim pievést linedrni
zavislost typu:
Y =lIn(y)=In(a) + bx = A + bx.
Jsou-li ve v§ech métenych bodech hodnoty Oy2 =0 stejné, tedy
nezavislé na y , jsou hodnoty Oy ‘= Oin y2 nay zavislé, tedy
pro riznd y; rizné.

wewr

7.2. Obecnéjsi postup pro funkce vice parametri
a) primka prochazejici po¢atkem
- 2
definujme funkci: Sz(a) = Z ()’f B a'xi) =YY -2aXY +a’ XX

i=1

n

Potom: SN(a) =R = (v, —ax)” =YY —2axy +a’xx
i=1
q - _ XY
1 . a = ——
Dosadime za: YY
a vysledek:
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= I YY—X_YZ
XX.(n-1) XX

2
Rf:YY—& )
XX

YN

Vypocitame dale:

Sz(a+ R2

R 2

) e

n-—1
Zavedeme redukovanou sumu ¢tverct odchylek:

S? ( a)
red (Cl ) -

Tato funkce ma minimum v bodé & s amplitudou S,.q’(7) =1 av bodd
ato. g ma amplitudu:

Sred( 5-5):1+ 1

n—1
Chybu odhadu parametru a je tedy mozné¢ stanovit také tak, Ze na zavislosti
Sredz(a) najdeme body:

ato,

1
n—1"
Tento postup se uziva i pro funkce vice parametrii (vice stupnii volnosti).

ve kterych ma funkce S,eq*(a) amplitudu: 1+

b) Zobecnéni:

Pii p parametrech a; (i=1, ..., p) vypo¢itame postupné zavislosti S,.s*(a; ).
Na kazdé¢ takové zavislosti najdeme intervaly:
a,*0;
1
1+

nalezenim bodil s amplitudou: n—p
Intuitivni nazor na opravnénost takového postupu vyplyva z analogie
predvedené vyse pro jediny parametr.
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