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Uvod

Tato skripta jsou napsana jako doplnujici text predmétu MPSO pro prvni a druhy roc¢nik
magisterského studia FEKT. Dany pfedmét se sklada ze dvou odlisnych oblasti mate-
matiky — statistiky a opera¢niho vyzkumu. Jaddrem prvni ¢asti je zejména ucebnice [1],
jadrem druhé ¢asti jsou nékteré kapitoly ucebnice [4].

V oblasti statistiky se studenti seznami s mnoha dalSimi statistickymi testy a snad
dosdhnou cile, kterym je vytvorit jisty cit o vhodnosti pouziti toho ¢i onoho statistického
testu. V oblasti opera¢niho vyzkumu budou studenti jen lehce uvedeni do mnohavrstevné
otazky optimalizacnich metod a hledani optimélniho feseni. Obor optimalizace nebude
ovsem ,navstiven“ do té miry, kterou by technické aplikace vyzadovaly — mnohé tiidy
feSenych tloh praxe nebudou v zorném poli predmétu.

Text zacal vznikat v roce 2005 a &ast ,operacni vyzkum“ je hotova. Cést ,statis-
tické metody“ bude dopliovana v pribéhu nékolika pristich let, nepfepsany rukopis je k
dispozici na adrese

http://www.umat.feec.vutbr.cz/ "fajmon/mpso/mpso.zip

(oproti elektronickému textu je v rukopisu nékolik zmén oznafeni — lze je zjistit
porovnanim piislusnych stranek).

autori, Brno 2005
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Cast 1
Statistické metody

Predmét MPSO je po BMA3 uz druhym predmétem, jehoz ¢ast se zabyva pravdépodob-

Vv

Vv

statistiky byly uz probrany v predmétu BMA3, doporucujeme ptislusné oddily projit
jesté jednou — jednd se o oddily 11.3 (zdkladni principy statistického testu), 11.4
(piiklad diskrétniho jednostranného testu), 13.5 (ptiklad spojitého testu jednostranného
i oboustranného), 14.3 (spojity test praméru méfenych hodnot) v elektronickém textu
BMA3. Uvedené opakovani se bude urcité hodit. Také tabulku hodnot distribu¢ni funkce

7 o+ NIV

Protoze ¢tenar uz snad zné aspon nékteré principy statistického uvazovani, ,,vkroc¢ime
primo do dé€je dalsi ¢asti“. Omluvte prosim témata nekterych prikladt — i kdyz uz mame
k dispozici ucebnici [2] Sitou na miru inzenyrského studia, ptiklady z ucebnice [1] jsou
vzaty z oboru sociologie a v nékterych pripadech se jich budeme drzet. Snad to nebude
na ujmu statistické ¢asti textu, kterd se zabyva popisem veli¢in a zpracovanim dat bez
ohledu na to, v jakém oboru byla data ziskana.

1 Odhad parametru, t-test, intervaly spolehlivosti

1.1 Nestranny a konzistentni odhad parametru rozdéleni

Ve statistickych testech v kapitolach 13, 14 textu BMA3 jsme tise predpokladali, Ze rozptyl
0? je znamy. To ale ve skutecnosti vétSinou neni pravda a my jej musime odhadnout (=
ptiblizné uréit). Proto se nyni pustime do trochy teorie a praxe v odhadovéani parametri.

Priklad 1.1 Pét sad soucdstek o dvaceti kusech bylo podrobeno zkouskdam extrémnich
teplot. U kaZdé sady je v tabulce uveden pocet soucdstek z danych dvaceti, které v teplotni
zkousce obstaly:

2 20 obstdlo x; x;—T (x;—T)

13 0 0
11 -2 J
12 -1 1
15 2 J
14 1 1

V tabulce uZ byla vyuZita hodnota primeru %Z% = 13. Ve tretim sloupci tabulky jsou
uvedeny ctverce odchylek od pruméru, odkud spocteme empiricky rozptyl (= pramér
Ctverct odchylek od priméru ... :-)):
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Jedna se o méreni hodnot nahodné veliciny, kterou je mozZné popsat stredni hodnotou i a
rozptylem o2. Ovsem tyto hodnoty nezndme - pokusime se je odhadnout. Otdzka zni: Jak
dobrym odhadem pro p je primér T? Jak dobriym odhadem pro o je empiricky rozptyl
522

Jak uZ bylo fec¢eno v oddilech 14.1, 14.2 textu BMA3, hodnoty 7, s? jsou rfizné pro
rizné soubory méfeni, pti jejich popisu uzivaime nadhodné veliciny Xy, X, ..., Xn oznaco-
vané jako nahodny vybér. Zde v teorii odhadi je potieba tento i nasledujici pojmy uvést
presné.

Definice 1.1 Rikdme, Ze veliciny X1, Xs, ..., Xy tvori nAhodny vybér rozsahu N 2z
rozdéleni pravdépodobnosti o distribucni funkci F(z), pokud

a) jsou navzdjem nezdvislé;
b) maji stejné rozdéleni pravdépodobnosti zadané distribucni funkci F(z).

Rozlisujeme tedy stejné jako ve 14.2 (BMA3) mald a velkd pismena. Tteba v ptikladu
1.1 je ;1 = 13, ale stejné dobfe jsme mohli naméfit x; = 10 nebo x; = 17 — tuto ndhodnost
prvniho méreni reprezentuje nahodna veli¢ina X, které neprifazujeme zadnou konkrétni
hodnotu, pouze jsme si védomi, ze pod (velkym pismenem) X; se mohou skryvat rizné
hodnoty. Podobné se mohou skryvat rtizné hodnoty pod veli¢inami X5, ..., Xx.

Definice 1.2 Libovolnou funkci Ty := T(X1, Xs, ..., Xn) nad nahodnym vybérem X,
Xs, ..., Xy nazveme statistikou. Specielné

a) Statistiku
X2 dox (1.1)
N i=1 Z .
nazveme vybérovym prumeérem;

b) Statistiku

. 1 —
S2=_——— ) (X; - X)? 1.2
DT 12
nazveme vybérovym rozptylem.
Ddle pokud do statistiky Ty dosadime konkrétni namerené hodnoty x1, x2, ..., Ty,
dostaneme hodnotu ty = t(xy,za,...,xyN), kterd se nazjvd realizaci statistiky Ty .

Napiiklad pokud dosadime do vzorcii 1.1, 1.2 konkrétni hodnoty méfeni z;, dostaneme
realizaci T vybérového pruméru X a realizaci s vybérového rozptylu S2.

No a nyni néas bude zajimat, jak dobrym odhadem nezndmé stiedni hodnoty pu veli¢iny
X je realizace T vybérového praméru X Qespektive jak dobrym odhadem neznamého
rozptylu o jsou realizace s?, s2 veli¢in 52, S2).
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Definice 1.3 Statistiku Tn mnazveme nestrannym odhadem parametru v, pokud
ETy =~ (stfedni hodnota veliciny Ty je rovna hodnoté parametru 7).

Vysvétleni pojmu nestrannosti pomoci konkrétnich hodnot méfeni: pokud bu-
deme opakované méfit hodnoty z1,, x24, ..., Ty, a opakované pocitat realizace
tni = t(214, 224, . .., xN;) nestranného odhadu Ty parametru v proi = 1,2,....n,...,
bude platit vztah

nh_)rgoP ((%itm> €(y—egy —i—s)) =1 (1.3)

plati pro kazdé malé pevné zvolené realné kladné e.

Laicky feceno, pokud Ty je nestrannym odhadem parametru v rozdéleni veli¢iny X,
tak pro rostouci n (= rostouci pocet realizaci tx;) je pramér realizaci %Z?:l tni
skoro jisté (= s pravdépodobnosti rovnou jedné) stile blize hodnoté ~.

Jinymi slovy, nestrannost zarucuje takovou konstrukci vzorce pro Ty, kterd bere v
tvahu vSechny mozné dostupné realizace {y,; a nestrani zadné z nich — pro rostouci
pocet realizaci se aritmeticky primér téchto realizaci skoro jisté blizi neznamé hledané
hodnoté ~.

Definice 1.4 Statistiku T nazveme konzistentnim odhadem parametru v, pokud po-
sloupnost nahodnych velicin (Tx)_, konverguje k hodnoté parametru v podle pravdépo-
dobnosti, tj.

lim P(Ty € (v —eg;7+¢)) =1 (1.4)

N—oo

plati pro kaZdé malé pevné zvolené redlné kladné ¢.

Laicky feceno, pokud T je konzistentnim odhadem parametru 7 rozdéleni veliciny
X, tak pro rostouci N (= rostouci pocet méfeni pro vypocet jedné realizace) je
hodnota ¢y skoro jisté (= s pravdépodobnosti rovnou jedné) stale blize hodnoté
v.

Jinymi slovy, konzistence zarucuje takovou konstrukci vzorce pro Ty, kterd je
konzistentni (= cEesky: duslednd) v tom ohledu, Ze pro rostouci pocet méfeni pii
vypoctu jedné realizace se tato realizace skoro jisté blizi neznamé hledané hodnoté ~.

Uvedené definice nyni osvétlime konkrétné pri hledani odhadu stfedni hodnoty p a
rozptylu o2 veli¢iny X s normalnim rozdélenim pravdépodobnosti.

Véta 1.1 Pokud ndhodna velicina X md konecnou stiedni hodnotu p, tak vjbérovy pri-
mer X je nestrannym a konzistentnim odhadem .
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Skutecné, v odstavci 14.2 textu BMA3 bylo spocteno, ze

a) ux=EX=F % 3" X; = p, tj. stiedni hodnota nahodné veli¢iny X je rovna para-
metru j; tedy odhad X je nestrannym odhadem stiedni hodnoty .

b) o%=DX =DLY X;=% aplati

— 0'2
lim DX = lim — =0
Nl—I>noo Nl—I}go N ’
tj. limita rozptylu odhadu X pro rostouci po¢et méfeni je rovna nule — jinymi slovy,
realizace odhadu X se pro rostouci pocet méfeni skoro jisté blizi hodnoté p, ¢ili X
je konzistentnim odhadem hodnoty pu.

Cili vzorec pro priimér hodnot Z funguje pfesné tak, jak potiebujeme — ,nestrani®
konkrétnimu meéreni a ,skoro jisté“ smétuje primo k urceni stfedni hodnoty u, a dale je
konzistentni (= dusledny) v tom smyslu, Ze pramér tisice hodnot je ,skoro jisté* lepsi
odhadem g nez primeér stovky hodnot.

Otézkou nyni je najit nejvhodngjsi odhad pro nezndmy rozptyl o2 veliciny X. Mame
k dispozici hodnotu S? jako miru vychyleni od priiméru — je ona tim nejvhodnéjsim
odhadem hodnoty o2?

Véta 1.2 Pokud ndhodnd velicina X md konecnou stredni hodnotu p1 a konecny rozptyl
o2, tak nestrannym a konzistentnim odhadem rozptylu o? veliciny X je vybérovy rozptyl

N
_ 1 — N -1
2 . E X2 T g2
S2 N 1< (X; — X) N S=.

Pfi vysvétleni obsahu piedchozi véty za¢néme nejprve u odhadu S? zopakovdnim
vzorce — v textu BMA3 (kap. 10) bylo fedeno, ze empiricky rozptyl s? lze vyjadtit bud z
definice jako

R .
=5 Z(% —-7)*, (1.5)

i=1

nebo po tpravich ve tvaru prakti¢téjsim pro vypocet (= pramér ¢tverc minus ¢tverec
praméru)

2 1 o 2 2
s = (N2m1> — T (1.6)

Pti matematickém popisu nyni musime konkrétni méfrené hodnoty ve vzorcich nahradit
nahodnymi veli¢inami s velkymi pismeny a dostavame

o 1
§=5 Z (1.7)
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respektive

s [ 1 al 9 —2
S _<N;Xi>—X. (1.8)

a) Uzijeme zde zndmych fakt z oddilu 14.2 textu BMA3, Ze totiz 0 = EX? — 2, a
dale plati UQY —EX - (2. Vypocétéme stiedni hodnotu veliciny S?:

ES® = E(%ZXE—?) = % (3" Bx?) - BX" =
= (X0 ) ~ (o2 ) =

2
o N -1
= 024—/12—0%—@2:02—02—:(72——: o

Cili stiedni hodnota statistiky S? neni rovna odhadovanému parametru o2, to zna-
mend, ze S? neni nestrannym odhadem rozptylu o2. Zkratka a dobie vzorecek 1.7
neni dobfe zkonstruovan, protoze jeho realizace s? jsou vzdy trochu mensi nez ne-

znamé hledand hodnota 0'2
N -1
2 - 2 2
. <
<s N o o ) ,

2

aZ na patologické ptipady 02 = 0 a 02 = oo, které nas nezajimaji (matematicky
jsou takové nahodné veli¢iny zkonstruovatelné, ale v praxi méfené veli¢iny maji
vzdy koneény kladny rozptyl). Ale k nalezeni nestranného odhadu uz méame jen
krok — muzeme se totiz poucit z vypoctu ES?. Pokud vynasobime S? konstantou

2 (ozna¢me novou veli¢inu S2):
— N
§?i= - 1.9
N—1"" (1.9)
tak dostaneme
Yol N N N -1
ES2= . ES?— . o2 = o2
5 N -1 S N —1 N o o,

¢li S? uz je nestrannym odhadem hodnoty o2.

b) D4 se ukazat, ze S2 je i konzistentnim odhadem rozptylu o2, coZ plyne z faktu, ze

. 2
i, 755 =0

ale to zde uz podrobné provadét nebudeme.
Déle budeme jako nestranny a konzistentni odhad rozptylu o? veli¢iny X uzivat tedy

statistiku S2. M4 tedy jesté néjaky smysl ,stard a pfekonana“ hodnota S 2? Vratime-li se
k pifkladu 1.1, kde s? = 2, lze vypod&ist s2 = 2 -2 =205.
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1. Hodnota s? = 2 ma svou vahu — vyjadiuje rozptyl souboru uvedenych péti méfeni.
Jedna se o empiricky rozptyl — rozptyl namétrenych hodnot.

2. Skutecny rozptyl o? veli¢iny prezivsich souc¢astek je vétsi neZ rozptyl méfeni u péti
sad — proto je s? = 2,5 jeho vhodnéj$im odhadem.

V prikladu 1.1 miizeme uzaviit, ze pocet prezivsich soucastek ze sady dvaceti pfi
extrémni teplotni zatézi lze popsat normalnim rozdélenim s parametry p = = = 13,
0% =52 =25

Jednoduse feceno, rozptyl s? vypodteny z nékolika naméfenych hodnot je vzdy o néco
mensi neZ skuteény rozptyl o2 méfené veli¢iny. Proto pii odhadu ¢? musime vypoctené

s? _trochu zvétsit* vyndsobenim ¢lenem %

Dalsi mozny tvar vzorce pro S? lze ziskat po tGpravach s vyuzitim 1.8 a vztahu X =

% R N N 1 1 2
Ty ey (2w (EX))
a tedy po vykraceni konstantou N a roznasobeni zavorky dostaneme
§:<; N)(?)#.(iv:x)? (1.10)
N-1 &= ! N(N —1) — Y '

Definice 1.5 Vyraz ss := > (x; — T)* budeme nazgvat soudet ctvercu méreni veliciny
X.

P1i tomto oznaceni plati

1
2= 1.11
§? = 558 (1.11)
a zejména
w1 g5 (1.12)
N -1

S pojmem souctu ¢tvercii budeme jesté pracovat zejména v kapitolach 2 a 4. Podle
okolnosti budeme pfi vypoc¢tu S? uzivat vzorec 1.2, 1.9, 1.10 nebo 1.12.

Zbyva jesté vyjadieni k takzvanému poctu stupni volnosti odhadu.
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Priklad 1.2 Kdybych vam rekl, abyste mi nadiktovali pét redlnijch c¢isel, a nedal Zadnou
dalst podminku nebo omezeni, mohli byste rict cisla, jaka chcete, napriklad

0,70, 314, 32, 100.

Mate svobodu volby, kterd cisla vybrat. Jinymai slovy, mate pét stupni volnosti, protoZe si
zcela svobodné a volné vybirdte pét cisel.

Kdyby ale ukol znél: Nadiktujte mi pét cisel, jejichZ prameér je 25, trochu bych vasi
volnost omezil — pruni ctyri cisla byste mohli volit libovolné, napriklad

0,70, 314, 32,

ale pdté cislo je mym poZadavkem jednoznacné urceno. Aby prumeér péti cisel byl 25,
jegich soucet musi byt roven 5 - 25 = 125, tj. pate cislo musi byt rovno 125 — 416 = —291.
Tuto druhou ulohu lze charakterizovat tim, Ze stupen jeji volnosti je 4.

Cili obecné pro N hodnot, u kterijch je piedem ddn jejich primeér, zbjvd N — 1 stupri
volnosti.

Podobna situace se objevuje i pfi odhadovani rozptylu populace: Uvazujeme-li soubor
meéreni N hodnot jisté veliciny X, z nich lze urcit primér z. Chceme-li dale odhadnout
rozptyl pro tuto konkrétni (uz uréenou) hodnotu z, mame uz jen N — 1 stupiii volnosti
(ve vzorci pro 52 hodnotu Z potiebujeme znét, protoze pii uréeni s2 poéitame totiz miru
vychyleni méteni pravé od hodnoty 7).

Tedy tfeba v piikladu 1.1 ma odhad rozptylu s2 = 2,5 éty¥i stupné volnosti.

Tento pristup urceni poctu stupni volnosti lze uzit i na nékteré dalsi situace v tomto
textu. Obecné plati:

Pocet stupnt volnosti odhadu = pocet méreni minus
pocet parametri odhadnutych jiz drive.
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1.2 t-test typu ,,u =konstanta®

Piiklad 1.3 Je znama ndsledugici grafickd iluze (viz obr. 1.1), Ze totiZ usecka a se zdd
delsi nez usecka b (pocita se délka bez koncoviyjch Sipek), i kdyZ ve skutecnosti jsou obé
usecky stejné dlouhé.

N
AN

Obr. 1.1: K pf. 1.3: Graficka iluze: délky tsecek a, b jsou stejné.

Chceme nyni experimentem overit, Ze usecka typu a se zdd pozorovateli delsi sama
o sobé, bez porovndni s useckou b. Ndhodné vybranym péti lidem jsme na deset sekund
ukazali isecku a dlouhou 6 cm. Poté jsme je poZadali, aby usecku dané délky nakreslili, a
zmerili jsme jeji délku. Byla ziskdna data 1 =8, 19 =11, 23 =9, 24 =5, x5 = 7.

Primeér téchto dat je T = 8 cm. Chceme testovat hypotézu, ze stfedni hodnota p celé
lidské populace pii ohodnoceni délky tsecky je vyznamné vétsi nez jeji skutecnd délka 6
cm. V této situaci nezndme rozptyl o? méfené veli¢iny a musime jej odhadnout pomoci

s2. Pak testovacim kritériem nebude I
x —

g

VN
(jako tomu bylo v kap. 14 textu BMA3), ale tzv. rozdéleni ¢ s hodnotou vypoctenou podle

vztahu _
t::x; , kde S = v/ S2.

VN
Toto t-rozdéleni odvodil jisty pan William Sealy Gosset — ovSem prislusny c¢lanek
uverejnil nikoli pod svym vlastnim jménem, ale pod jménem Student, a rozdéleni je tedy
znamo pod nazvem Studentovo t-rozdéleni.
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__ Hustota t-rozdéleni zavisi na poctu v stupnti volnosti, se kterymi se urci odhad rozptylu
S2, a ma tvar

fulz) = T — 2

VeGR4 2) T T (14 2)

podle toho, zda se ¢tenafi vice libi funkce

1 NG
1

ﬁ@ﬂ)=[ﬁ¢ﬂ-ﬂ—UVﬂu

(tzv. B-funkce), nebo funkce

D)= [ ety
0

(tzv. I-funkce). Pfechod mezi jednotlivymi verzemi vzorce hustoty plyne ze vztahu
mezi [G-funkei a I'-funkci

L(p)-T(q)
L(p+q)

a z jedné dal3f drobnosti, ze totiz I'(3) = /7 (tato drobnost je vypoctena napiiklad

v uCebnici [3], kterd je vice zaméFena na odvozovani matematickych vztaht v porovnani
tfeba s ucebnici [2]).

B(p,q) =

Funkce f,(z) je opét jedna z funkci, kterou by ¢lovék nerad potkal pozdé v noci v
lese, ale ukazuje se, ze i takové funkce jsou uzitecné.

Uvedme zde nékteré vlastnosti t-rozdéleni, které budeme vyuzivat:
a) Hustota f, je symetrickou funkci vzhledem k ose y, tj. je suda: plati f,(z) = f.(—x).

b) Kritickd t-hodnota je déle od pocatku nez kritickd U-hodnota, protoze t-rozdéleni je
odvozeno pri neznamém rozptylu, tj. zahrnuje vétsi miru nahodnosti a nejistoty nez
U-rozdéleni (veli¢ina ¢t ma vétsi rozptyl nez veli¢ina U). Hustota rozdéleni ¢ je ,nizsi
a Sirsi“ nez hustota rozdéleni U.

c) Cim lepsi je na$ odhad neznamého rozptylu o méfené veliciny, tim vice se t-rozdéleni
bude podobat U-rozdéleni. A odhad rozptylu bude tim lepsi, ¢im vyssi je pocet
méfeni N (tj. ¢im vyssi je pocet stupiii volnosti v).

Vlastnosti b), ¢) lze znazornit graficky porovnanim U-rozdéleni s t-rozdélenim o
rizném poc¢tu v stupni volnosti — (hustota U-rozdéleni je v obrazcich znazornéna
plnou ¢arou, hustota t-rozdéleni ¢arkovanou ¢arou):
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d)

v =2
y=4
v =10
k - - p T 2 3 v =60

Z obrazkt je vidét, ze pro rostouci pocet stupni volnosti se hustota t-rozdéleni
(v obrazku jeji graf vyznacen slabé) svym tvarem stéle vice blizi ke tvaru funkce
hustoty U-rozdéleni, a pro v = 60 je hustota t-rozdéleni prakticky totoznd s hustotou
U-rozdéleni (omlouvam se za malou tloustku car, ale pii silnéjsi tloustce nebyl na
obrazku patrny rozdil mezi ¢arkovanou a plnou ¢arou).

Pro urceni kritickych hodnot ¢, budeme potirebovat hodnoty integrali

P,(t<xz)=F,(x)= /ﬂﬁ fo(w)du, P,(—x<t<uz)= /x fo(uw)du.
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Tyto integraly se nepocitaji vzdy znovu a znovu, ponévadz jejich vypocet je
slozity, ale jednou provzdy byly spocteny a sestaveny do tabulky. Protoze pro
jednu hodnotu v lze sestavit tabulku tak velkou jako je tabulka funkce ® (BMA3),
meéli bychom pro 35 rtznych hodnot v také 35 rtznych tabulek. Toto mnoz-
stvi dat je zredukovano jen na nékolik hodnot v zavislosti na hladiné vyznamnosti «.

N 24

tabulka kritickych hodnot pro rizné o a v — jedna se o tabulku 1.1. S touto tabul-
kou budeme pracovat tak, ze vybereme rfadek s danym poctem stupnii volnosti v,
sloupec s danou hodnotou @ = ¢ u pravostranného (o« = 2¢ u oboustranného)
testu. Na priseciku fadku se sloupcem se pak nachazi pozadovana kritickd hodnota
testu.Tabulku lze volit takto isporné, protoze mezi jednostrannym a oboustrannym
testem je nasledujici vztah:

— t; u levostranného testu se lisi od pravostranného pouze znaménkem.

— 1) u pravostraného testu pro a = ¢ je stejné jako | £ ¢x| u oboustranného testu
pro a = 2q. Je to vidét i na srovnani nésledujicich dvou obrazk:

4 3 2 1 kg@
-0,1
t=2,132

Pravostranny t¢-test pro a = ¢ = 0,05, v =4 ... t;, = 2,132. Srafovand &ast
tvori 5% obsahu celého podgrafu.

tm:-2,132'°é t =2,132

Oboustranny t-test proa =2¢=0,1,v =4 ... t,, = —2,132, t, = 2,132.
Srafovana ¢ast tvori celkem 10% obsahu celého podgrafu (na kazdé strané je
vysrafovano 5% obsahu podgrafu).
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Tabulka 1.1: Kritické hodnoty t-testu.

q=04] 025] 0,1] 005 0,025] 0,01] 0,005 0,001
vil2g=08] 05| 02| 01| 005 002 0,01| 0002
1] 0,325] 1,000 [ 3,078 | 6,314 | 12,704 | 31,821 | 63,657 | 318,31
21 0,280 0,816 | 1,886 | 2,920 | 4,303 | 6,965 | 9,925 | 22,326
31 0,27710,765 | 1,638 | 2,353 | 3,182 | 4,541 | 5,841 | 10,213
4| 02710741 | 1,533 | 2,132 | 2,776 | 3,747 | 4,604 | 7,173
50 0,267 0,727 | 1,476 | 2,015 | 2,571 | 3,365 | 4,032 | 5,893
6| 0265(0,718 | 1,440 | 1,943 | 2,447 | 3,143 | 3,707 | 5,208
71 0,263]0,711 | 1,415 | 1,805 | 2,365 | 2,998 | 3,499 | 4,785
8| 0262]0,706| 1,397 | 1,860 | 2,306 | 2,806 | 3,355| 4,501
9| 0,2610,703 | 1,383 1,833 | 2,262 | 2,821 | 3,250 | 4,297
10| 0,260 0,700 | 1,372 | 1,812 | 2,228 | 2,764 | 3,160 | 4,144
11| 0,260|0,607 | 1,363 | 1,796 | 2,201 | 2,718 | 3,106 | 4,025
12| 0,259 0,695 | 1,356 | 1,782 | 2,179 | 2,681 | 3,055 | 3,930
131 0,259 0,604 | 1,350 | 1,771 | 2,160 | 2,650 | 3,012 | 3,852
14| 0,258|0,692 | 1,345 | 1,761 | 2,145 | 2,624 | 2,977 | 3,787
15| 0,258|0,601 | 1,341 | 1,753 | 2,131 | 2,602 | 2,947 | 3,733
16| 0,258 0,690 | 1,337 | 1,746 | 2,120 | 2,583 | 2,921 | 3,686
17| 0,257 0,689 | 1,333 | 1,740 | 2,110| 2,567 | 2,898 | 3,646
18| 0,257]0,688 1,330 | 1,734 | 2,101 | 2,552 | 2,878 | 3,610
19| 0,257]0,688 | 1,328 | 1,729 | 2,093 | 2,539 | 2,861 | 3,579
20| 0,257 10,687 | 1,325 | 1,725 | 2,086 | 2,528 | 2,845 | 3,552
21| 0,257 0,686 | 1,323 | 1,721 | 2,080 | 2,518 | 2,831 | 3,527
22| 0,256 |0,686 | 1,321 | 1,717 | 2,074 | 2,508 | 2,819 | 3,505
23| 0,256 |0,685 | 1,319 | 1,714 | 2,069 | 2,500 | 2,807 | 3,485
24| 0,256 |0,685 | 1,318 | 1,711 | 2,064 | 2,492 | 2,797 | 3,467
25| 0,256 |0,684 | 1,316 | 1,708 | 2,060 | 2,485 | 2,787 | 3,450
26| 0,256 | 0,684 | 1,315 | 1,706 | 2,056 | 2,479 | 2,779 | 3,435
27| 0,256 |0,684 | 1,314 | 1,703 | 2,052 | 2,473 | 2,771 | 3,421
28| 0,256 10,683 | 1,313 | 1,701 | 2,048 | 2,467 | 2,763 | 3,408
29 | 0,256 |0,683 | 1,311 | 1,699 | 2,045 | 2,462 | 2,756 | 3,396
30| 0,256 0,683 | 1,310 | 1,697 | 2,042 | 2,457 | 2,750 | 3,385
40 || 0,255 0,681 | 1,303 | 1,684 | 2,021 | 2,423 | 2,704 | 3,307
60 || 0,254 ]0,679 (1,296 | 1,671 | 2,000 | 2,390 | 2,660 | 3,232
120 0,254 0,677 | 1,280 | 1,658 | 1,98 | 2,358 | 2,617 | 3,160
oo |l 0,253]0,674(1,282|1,645| 1,960 | 2,326 | 2,576 | 3,090
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— Ze symetrie hustoty t-rozdéleni je patrné, ze pokud budeme provadét levostranny
t-test, staci najit kritickou hodnotu pravostranného testu a zménit jeji zna-
ménko na zaporné.

Vratme se nyni zpét k prikladu 1.3 a provedme statisticky t-test:

(K1) Hy: =6 (stredni hodnota délky usecky neni ovlivnéna iluzi prodlouZent).

(K2) Testovym kritériem bude vijbérovy primeér X, jeho? realizaci T = 8 pievedeme na
t-hodnotu
8§—6
estos

(,est oznacuje odhad, z anglického ,estimate® /estimit/_ — protoze v dalsim textu
budeme odhadovat odchylku i pomoct yinych funkci nez X, bude vyhodné si timto
oznacenim pripomenout, u které veliciny vlastné odchylku nebo rozptyl odhadujeme).

(K3) s2=5, a tedy
s2 5
estox = E ,
pricemz pocet stupni volnosti odhadu je N —1 = 5 —1 = 4, tj. za predpokladu
platnosti Hy md velicina % Studentovo t-rozdéleni pro v = 4.

(K4) Prislusnd kritickd hodnota ty, je na priseciku tadku v =4 a sloupce pro o = 0,05
(u pravostranného testu), tj. t, = 2,132.

(K5) % = 2 < ty = 2,132 = Hy nezamitame, nenasli jsme dostatek dikazi pro

poturzent iluze vétsi delky.
1.3 Neékolik poznamek ke statistickému testu
1.3.1 Logika formulace ,nezamitame Hy*
V pravé dokonceném piikladu bylo odpovédi ,hypotézu H, nezamitame“. Logiku této
formulace snad osvétli nasledujici priklad.

Priklad 1.4 Kdyz néco nékde nenajdu, neznamend to, Ze to tam nend.

S nastupem lyZarské sezony jsem zacal oprasovat svou vystroj a zjistil, Ze nemohu najit
sv€ lyzZarske bryle, i kdyZ jsem prohledal cely byt. Usoudil jsem, Ze se asi ztratily v pri-
behu posledniho lyZovdni nebo pres léto, a se zoufalstvim v ocich oznamil manZelce, Ze
budu muset utratit 800 K¢ za nové. ManZelka byla vydésena touto pozndmkou a poZddala

vvvvv

nakonec jsem bryle nasel v zadnim rohu své skriné.
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Tento priklad je ilustraci jednoho celkem logického principu: pokud naleznu hledany
predmét, urcité vim, Ze tam je. Ale pokud jej nenaleznu, miize to znamenat bud Ze tam
neni, nebo Ze tam je, ale mé hledani nebylo dost dikladné (nemélo dostatec¢nou silu).

Testovani hypotéz je také takovym hledanim — hledame vliv jedné veli¢iny na
druhou veli¢inu. Pokud nalezneme tento vliv (zamitdme H,), vime s jistotou“ (na
hladiné vyznamnosti «), Ze existuje. Pokud vliv nenalezneme, mtze to znamenat bud
ze tento vliv neexistuje, nebo Ze existuje, ale sila testu nebyla dostatecna pro jeho nalezeni.

Vysledek ,zamitame Hy“ mé docela pevny logicky zdklad (pro o = 0,05 plati s
pravdépodobnosti 95%). Ale Fict v ptipadé, kdy nebyla pfekrocena kritickd hodnota, Ze
»,Ho prijimame” nebo ,,Hj plati“, je prilis ukvapené, protoze pri dikladnéjsim hledani by
se mohlo ukazat, ze urcity vliv existuje, tj. Hy neplati. Ustélilo se tedy réeni ,nezamitdme
Hy“, které odpovida jisté opatrnosti v uc¢inéni konec¢ného zavéru.

Fraze ,nezamitame Hy“ je tedy opatrnym vyjadienim, které je zcela na misté.
Znamena to, ze fikame: ,Vysledky testu nam neposkytuji dostatecné dikazy k zavéru,
ze Hy neplati.”

K prikladu 1.4: Co by to znamenalo, kdybych provedl tak dukladné hledani, Ze bych
obratil cely byt naruby, ale presto bryle nenasel? Stdle by existovala jista mald Sance, Ze
j1sem je prehlédl v néjaké zapadlé skvire, ale protoZe jsem je nenaSel, bylo by rozumné
koupit nove.

Podobné i experiment provedeny v tzasné sile a rozsahu, pokud neprokaze vliv ne-

zavislé proménné na zavislou proménnou, nas vede k zavéru, ze ,je rozumné piijmout
HO“

Priklad 1.5 Chceme otestovat kvalitu jisté techniky pamatovani. Vybereme ndhodné dvé
skupiny lidi. Obéma skupindm je predloZen jisty pocet navzdjem nesouvisejicich slov k
zapamatovani (naptiklad 20 slov). Poté€ jsou lidé z pruni skupiny okamzité vyzkouSeni,
kolik slov si zapamatovali. Lidé ze druhé skupiny jsou vyzkouseni aZ o tijden pozdéji. Cili
nezavislou promennou je doba pamatovani, zavislou promennou je pocet zapamatovanych
slov z dangch dvaceti. Stanovime hypotézy testu:

Ho: pocet zapamatovanych slov nezdvisi na dobé pamatovdani (technika zapamatovdni
byla tak dobrd, Ze po tydnu st pamatuji stejné dobre jako po bezprostrednim nauceni
slov).

Hi: pocet zapamatovanich slov zdvisi na dobé pamatovani (= dobé drZeni slov v paméti).

Pokud v testovanych skupindch bude napriklad jen v kazZdé pét lidi a vliv se neprokaZe,
muzeme uzavrit, Ze Hy plati, tj. Ze technika ucent je vynikagici? Asi ne, protoZe prdaveé zde
bychom se mohli dopustit té chyby, Ze jsme vliv nenasli, © kdyZ je mozné, Ze existuje. Na
druhé strané pokud by v kaZdé z testovanych skupin bylo 10000 lidi a stdle by se neprokazala
existence zdvislosti, zaver ,Hy plati“ by asi byl docela rozumny.
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1.3.2 Snizeni rozptylu zvysuje silu testu

V prikladu 1.5 1ze vidét jednu celkem prirozenou skutecnost, ze totiz vypovédni sila statis-
tického testu se zvysuje se zvySenim poctu méfeni. Pro pfipomenuti sila testu je pozitivni
pojem — je to pravdépodobnost, se kterou spravné zamitneme H,, pokud plati H;. Je to
tedy jakasi sila nalezeni vlivu mezi proménnymi testu. Na tuto silu ma predevsim vliv
rozptyl O'QY neboli (viz BMA3, kapitola 14)

o2 =2 (1.13)

Cokoli, co snizuje rozptyl a%, zvySuje soucasné i silu testu. Jednim cinitelem je pocet
méfeni N — je vidét ze vzorce, Ze pokud zvysujeme N, zvysSuje se hodnota jmenovatele ve
zlomku, a tim klesa hodnota rozptylu. Dalsi moznosti, jak snizit rozptyl, je snizit pfimo
hodnotu rozptylu o2 celé populace v ¢itateli zlomku. Pokud si fikate, ze 02 je dano a nelze
je pfece ménit, mate pravdu. Ale stejné nékteré vlivy na rozptyl o2 celé populace miizeme
vylouc¢it vhodnym naplanovanim experimentu.

Priklad 1.6 Experimentem se md zjistit, zda alkohol v krvi md vliv na reakéni dobu
ridice. Nahodné byly vybrany dvé skupiny lidi. Proni skupinée je nabidnut alkohol ve
formeé ginu s tonikem, druhé skupiné pouze tonik. Pak jsou wvsichni podrobeni mérent
reakcni doby. Testovany clovek sedi u stolu a pred sebou ma lampu s cervenou Zarovkou a
tlacitko. Lampa se rozsvecuje v ruznych nepravidelnych intervalech — jakmile se rozsvitt,
je tkolem testovaného co mejrychleji stisknout tlacitko. Je zmérena jeho reakcni doba
(v milisekunddch). U kazdého clovéka se méreni nekolikrat opakuje, a pak je vypocten
priumeér jeho reakcéni doby.

Samozrejme uvnitt kazdé ze skupin se projevi urcitd variabilita v prumérné dobé re-
akce. Ta je dana riznyma faktory, z nichZ nékteré nemizZeme ovlivnit, ale jin€ ano. Mezi
neovlivnitelné faktory patri:

1. Nalada cloveka béhem méreni ($patnd ndlada = delsi doba reakce).
2. Osobni predpoklady — nékdo ma prosté schopnost rychlejsi reakce neZ ostatni.
3. Postoj clovéka vici experimentu (znudény postoj = delsi doba reakce).
Mezi ovlivnitelné faktory lze zahrnout
1. Teplotu v mistnosti, kde se provadi méreni (extrémni teploty = delsi doba reakce).
2. Vihkost v mistnosti, kde se provadi méreni (vyssi vihkost = delsi doba reakce).
3. Pohlavi (u Zen ... krat$i doba reakce).
4. Vek (vyssi vék ... kratsi doba reakce).

5. Cas dne (méreni pozdé odpoledne ... delsi doba reakce).
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Nekteré faktory rozptylu hodnot mizeme vyznamné ovlivnit — jak vybérem sledované
populace (omezeni se na stejné pohlavi a vék eliminuje rozdily zptisobené témito faktory),
tak zajisténim stejnych podminek méteni (stala vlhkost a teplota mistnosti, méfeni u
vSech ve stejnou denni dobu). Timto zpiisobem planovéani a provedeni experimentu pak
nasledny statisticky test ziska vétsi vypovédni silu v téch parametrech, které jsou pro nas
dilezité, a neni zkreslen rozdily v téch ovlivnitelnych faktorech, které nas nezajimaji.

1.4 Interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu u

Vv

spolehlivosti. V této fazi vykladu se sezndmime s intervalem spolehlivosti pro stfedni
hodnotu £X = p primeéru z normalniho rozdéleni.

1.4.1 Interval spolehlivosti pro p pfi znamém rozptylu

Stiedni hodnotu g méfené veli¢iny obycejné nezndme. Kdybychom ji znali, nemusime
provadét ani méfeni, ani statisticky test Urcit p je v podstaté nasim cilem.

Jakymsi odhadem stfedni hodnoty je vybérovy primér X. OvSem tento prémér
(zejména pii nizsim poc¢tu méfeni N) neni presné roven sttedni hodnoté p — vlastné vime,
ze plati P(X = p) = 0. Potfebovali bychom spise najit néjaky interval (X — a; X + a)
pro néjaké vhodné a ,ne prilis velké“ a > 0. A to bude vlastné interval spolehlivosti
pro stfedni hodnotu pu. Presndji feceno, r%-ni interval spolehlivosti pro stfedni
hodnotu p priiméru X je takovy interval, ktery obsahuje 1 s pravdépodobnosti
166
Piiklad 1.7 Zivotnost T5-wattové Zirovky md normdini rozdéleni se smérodatnou odchyl-
kou o = 25 hodin. U nahodné vybraného vzorku dvaceti Zarovek byla namérena primeérnd
Zivotnost T = 1024 hodin. Utvorte 95%-ni interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu p
prumeérné Zivotnosti.

Reseni tohoto piikladu je instruktivni, proto si dovolim vypnout kurzivu (:-)). Kazdy
interval spolehlivosti je velmi tzce svazan se statistickym testem. Budeme se zabyvat
zejména oboustrannymi intervaly spolehlivosti, proto v nasem ptikladu je zde vazba na
oboustranny U-test s hypotézami

Hy:  p= po (skuteénou stfedni hodnotu gy nezname).

Hy: p# po.

Pokud hleddme 95%-ni interval spolehlivosti, je pfislusna hladina vyznamnosti o = 0,05.
Kritériem testu je vybérovy primér X. Dale vezmeme v tivahu pocet méreni pro vypocet
prumeéru:
o 25
O~ = — — —— =
TOVUN V20

Jak je dobfe znamo ze BMA3, prislusné kritické hodnoty v tomto pfipadé jsou

9,99.



22 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

us = —1,96, wuj_a = 1,96.
2 2

Obé tyto hodnoty lze pievést na kritické hodnoty vzhledem k veli¢ing X:

Em - —
—1,96 = ?9“0 — T = o — 1,96 - 5,59 = o — 10,96;
1,96 = m”5;9“° T, = o+ 1,96 - 5,59 = 10 + 10,96.

Interval pro ,nezamitnuti Hy“ je pak

X € (110 — 10,96; 110 + 10,96) . (1.14)

Ovsem hodnotu iy nezname. Ale pokud ze vzorce 1.14 vyjadfime misto X hodnotu
o, dostaneme vztah pro interval spolehlivosti:

fto € (X —10,96; X +10,96) . (1.15)

Odtud pro jednu realizaci T = 1024 dostaneme

po € (1024 — 10,96; 1024 + 10,96) = (1013,04; 1034,96),

se spolehlivosti 0,95, coz je odpovéd piikladu 1.7. Obecné s vyuzZitim symetrie

ug = —tig

l1ze (1—«)-100%-ni interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu p p¥i znamém
rozptylu psat ve tvaru

NS (X —Ui-g cog X + (o ~0y) . (1.16)

V nékteré literature se objevuje kromé pojmu ,interval spolehlivosti“ jesté pojem
wkonfiden¢ni interval® — to je jen nespravny (nebo jiny) pteklad anglického terminu
wconfidence interval“, ale jedn4 se o totéz (prekladatelé se zase jednou nedomluvili ... :-)).

Pojem intervalu spolehlivosti izce souvisi se silou prislusného statistického testu — jak
uz to vyplyva ze vzorce 1.16, ¢im vétsi je sila prislusného statistického testu, tim mensi
je rozptyl UQY, a tim uzsi je interval spolehlivosti.

1.4.2 Interval spolehlivosti pro p pfi neznamém rozptylu

Priklad 1.8 UvaZujme stejnou situaci jako v prikladu 1.7 (N = 20, T = 1024), pouze
odchylka o neni znamd a musime ji odhadnout — tedy z méreni Zivotnosti u dvaceti Zdarovek
byl vypocten rozptyl s> = 625. Odtud

2
9 S 625
2 =—=—=31,25.
estos; N 20 31,25
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Tedy estox = /31,25 = 5,59 — toto éislo je stejné jako v piikladu 1.7, ovsem
nyni se nejednd o presnou hodnotu, ale odhad, c¢ili zde bude v = N — 1 = 19 stupnd
volnosti odhadu. Naleznéte 95 %-ni interval spolehlivosti pro stredni hodnotu p vijbérového
priméru X .

V prislusném statistickém testu pouzijeme nyni t-rozdé€leni — nalezneme kritické
hodnoty pro oboustanny test (v = 2¢ = 0,05) a pro v = 19 stupit volnosti (tabulka 1.1):
t, = 2,093, odtud t,, = —2,093.

Hypotézy Ho, H; a kritérium oboustranného testu zde zistavaji stejné jako v 1.7:
Ho : pp = po, Hy @ p # po, kritériem je vybérovy priimér X. Prepoc¢teme nyni kritické
hodnoty vzhledem k veli¢iné X:

jm_,LLO

0,093 =Tm O i — 2,093 5,59 = po — 11,7;
) 5.59 x 2 Ko
2,093 = x”5;:° Ty = f1o + 2,093 - 5,59 = 1 + 11,7.

Nyni interval pro ,nezamitnuti Hy“ je

X € (po — 11,7; puo + 11,7) (1.17)

nas ovéem zajima spiSe tvar (rychle jej naii prevedem)

o € (X —11,7; X +11,7) . (1.18)

Odtud pro ptiklad 1.8 se spolehlivosti 0,95 a realizaci (= konkrétni méfeni) priaméru
T = 1024 dostaneme

po € (1024 — 11,7;1024 4+ 11,7) = (1012,3; 1035,7),
Vidime, ze pii vétsi mife nejasnosti, kdy rozptyl nezndme a musime jej odhadnout, je

interval spolehlivosti $irsi (ostatni hodnoty v piikladech 1.7 a 1.8 jsou stejné, takze lze
opravdu provést porovnani).

Obecné s vyuzitim symetrie

tg = ~hi-g

1ze (1—«)-100%-ni interval spolehlivosti pro stFfedni hodnotu x p¥i neznamém
rozptylu psat ve tvaru

pe (X - ti—a - estog; X + ti—a - estox) . (1.19)



24 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

1.4.3 Neékolik dulezitych poznamek k intervaliim spolehlivosti

vvvvvv

ostatni ... :-)

a) Vztah mezi intervalem spolehlivosti a pravdépodobnosti. Je potifeba Fici
néco velmi dtlezitého k formulaci ,,95%-ni interval spolehlivosti pro stfedni
hodnotu g obsahuje tuto hodnotu s pravdépodobnosti 0,95¢. Véta je vyslovena
spravné ale miize byt zavadéjici — a problém pochopeni souvisi s pojmem statistika
a realizace statistiky (viz definice 1.2). Interval spolehlivosti je totiz vlastné
intervalem, jehoz mezemi jsou ndhodné veliciny. A pak pro konkrétni méfeni
dosadime do vzorci 1.16, 1.19 konkrétni realizaci . Tteba v prikladu 1.7 interval
(1013,04; 1034, 96) nezndmou stiedni hodnotu p bud obsahuje (stoprocentné), nebo
neobsahuje (stoprocentné).

Souvislost s pravdépodobnosti se projevi pouze pti opakovaném meéfeni a opakované
konstrukci realizace intervalu spolehlivosti: pokud bychom napiiklad tisickrat
zopakovali experiment zméfeni zivotnosti u dvaceti zarovek, spocetli tisic rtiznych
realizaci Ty, @y ..., Tip00 & sestrojili tisic riznych realizaci intervalu spolehlivosti
podle vzorce 1.16, tak priblizné 95% téchto intervalid (tj. asi 950 z nich) bude
neznamou hodnotu p obsahovat, zbylych pét procent ji obsahovat nebude.

V dalsich vypoctech realizaci interval spolehlivosti pro  budu slovo ,realizace*
vynechavat, takze pojem interval spolehlivosti se stiedem v X (stfedem inter-
valu je nikoli konkrétni hodnota, ale ndhodna veli¢ina) bude splyvat s pojmem
realizace intervalu spolehlivosti se stiedem v T (stfedem intervalu je konkrétni
¢islo). Matematicky je mezi témito dvéma pojmy rozdil, ale v praxi pod intervalem
spolehlivosti mame na mysli vzdy konkrétni interval vypocteny na zakladé méteni.

b) Jednostranné intervaly spolehlivosti. Pozorny c¢tendf by moznd mohl
polozit otazku: no dobra, oboustranny interval spolehlivosti odpovida jistému
oboustrannému statistickému testu (pfiklad 1.7) — pokud se ale tyka jedno-
strannych testt (napiiklad test grafické iluze 1.3), existuje také u nich né&jaky
analogicky jednostranny interval spolehlivosti? Odpovéd zni ,ano, existuje“.
Jeho odvozeni je analogické, provedme jej napriklad pro data testu grafické iluze 1.3:

Hy : = po, Hy : o > po, kritériem je X, kritickou hodnotu pouZijeme piesné
tu stejnou jako v daném pravostranném testu: ¢, = 2,132. Pfevodem normovaného
tvaru kritické hodnoty do tvaru aktualniho vzhledem k veli¢iné X dostaneme

Ty — o

2,132 = =T = o+ 2,132 1 = o + 2, 132;
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tedy interval pro ,nezamitnuti Hy“ je

X € (—o0; pg + 2,132), (1.20)

ale protoze nas zajima spise interval pro g, tak z tohoto vztahu vyjadiime ohrani-
¢eni pro o a index 0 vypustime:

1€ (X —2,132;00) = (5,868; 00) (1.21)

a to je hledany interval se spolehlivosti 0,95. Vidime, ze oboru 1.20 pravostran-
ného testu odpovida levostranny interval spolehlivosti 1.21.

I kdyz jsou tedy jednostranné intervaly spolehlivosti zcela pfirozené a mozné, v
dalsim textu se na né nebudeme piilis zamérovat — spise nas bude zajimat vymezeni
pro u na intervalu konecné délky. Tedy i kdyz budeme provadét jednostranné
statistické testy, intervaly spolehlivosti budeme hledat na zakladé prislusného
oboustranného testu se stejnou hladinou vyznamnosti.

Tak tedy i v pfikladu 1.3 lze sestrojit oboustranny interval spolehlivosti: Pro v = 4
je kriticka hodnota rovna

ty_oss (4) = 2,776;

Pak (vzorec 1.19):

€ (8—2,776-1;8+ 2,776 - 1) = (5,224;10,776).

c) Vztah mezi intervalem spolehlivosti a statistickym testem. Mezi vysledkem
statistického testu a intervalem spolehlivosti existuje jednoznac¢ny vztah:

Statisticky test zamitne hypotézu Hy : i = py pravé tehdy, kdyz
1o nenalezi do prislusného intervalu spolehlivosti

Tteba pokud bychom v situaci prikladu 1.7 testovali hypotézu H, : p = 1000,
misto abychom provadéli test, staci se podivat na prislusny interval spolehlivosti
oboustranného testu: 1000 ¢ (1013,04;1034,96), tj. to znamend, Ze piislusny
statisticky test zamitne hypotézu H,.

Nebo podivame-li se na priklad pravostranného testu 1.3, kde Hy : i = 6, vidime, zZe
6 € (5,868;00) (levostranny interval spolehlivosti vypoéten v piedchozi poznamce
b)), tj. to znamena, ze hypotéza H, prislusného jednostranného testu nebude za-
mitnuta.
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d) Interval spolehlivosti uvadi vice informaci nez statisticky test. Omlouvam
se za dalsi ¢lenéni, ale budu prezentovat tuto poznamku ve ¢tyrech myslenkach:

1. Vysledek statistického testu neni piesné to, co bychom chtéli znat. Ve skutec-
nosti chceme znat miru platnosti hypotézy Hy, je-li dan vysledek experimentu
— ovSem misto toho se ze statistického testu dovidame pravdépodobnost vy-
sledku experimentu za predpokladu platnosti hypotézy H, (a stdle nezname
miru platnosti H;, a to ani v ptipadé, kdy je Hy zamitnuto).

2. Statisticky test nam ve svém vysledku nedava informaci o rozsahu studovaného
vlivu, kdezto interval spolehlivosti ano. Informace o umisténi stfedni hodnoty
1 je ve statistickych testech, které jsme dosud provadéli, skryta, ale interval
spolehlivosti ¢ini tuto informaci zjevnou a preklada ji do srozumitelného
méritka.

Napriklad test 1.3 pouze prohlasi, ze se nenaslo dostatek dikazt pro vliv gra-
fické iluze na pu. Ale interval spolehlivosti (nyni uz spiSe ten oboustranny, tj.
pro o = 0,05 byl odvozen v poznamce b)) (5,224; 10,776) navic naznacuje, Ze se
spolehlivosti 0,95 by stfedni hodnota misto Sesti mohla byt stejné dobie rovna
i osmi nebo deseti, ale uz ne jedenacti nebo dvanacti.

3. Statisticky test zdiraznuje chybu prvniho druhu, ale ¥ik& velmi malo o chybé
druhého druhu. Na druhé strané interval spolehlivosti naznacuje i chybu dru-
hého druhu — pokud « nechame pevné a zmensujeme (3, tak interval spolehli-
vosti zmensuje svou délku.

4. Zavér: Z uvedenych divodi je lepsi pouzivat intervaly spolehlivosti spise nez
jen pouhé testovani hypotéz. Neékdy statistické zpracovani v literature prilis
zdliraznuje testy a zapominad dodat uzitecné informace navic, které lze snadno
vycist z intervalt spolehlivosti.

1.5 t-test typu ,,u; = ps*
1.5.1 Parovy test

V tomto oddilu se budeme zabyvat statistickymi testy pii experimentech, kde ziskdvame
dva soubory méfeni. Zde je potfeba si dat pozor na vztah mezi témito dvéma soubory
(= skupinami) méfeni, na zékladé tohoto vztahu rozliSujeme totiz dva typy statistického
testu — parovy a neparovy test. Parovym testem se budeme zabyvat nejdiive — spociva
v tom, Ze sice ziskdme dvé skupiny (= dva soubory) méfeni, ale tyto soubory jsou
navzajem tésné svazany v tom smyslu, ze ke kazdé hodnoté v prvnim souboru méteni
lze jednoznacné priradit tzv. parovou hodnotu méreni ze druhého souboru. Zejména to
taky znamena, ze pocCet méfeni v obou souborech je stejny — a v podstaté bychom mohli
fict, Zze misto dvou soubori méreni mame jediny soubor, ve kterém jedna polozka je
reprezentovana uspotradanou dvojici hodnot.
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Parovy test tedy uzijeme v situaci, kdy sice mame k dispozici dva soubory méfeni, ale
tyto dva soubory méfeni jsou spolu tésné svazany — obycejné tak, ze v obou skupinach jsou
hodnoceni stejni jedinci; nejprve provedeme méfeni vybrané skupiny jedincti za systému
podminek A, a pak provedeme méreni téze skupiny jedincu za systému podminek B. Proto
se tomuto typu experimentt také fika experiment opakovaného méreni. Dalsi vhodny
nazev je zde experiment typu ,jedna skupina dvakrat*, protoze jedna skupina jedinci
je podrobena méfeni pri dvou riznych situacich.

Priklad 1.9 Chceme experimentem zjistit, jak se zmeéni pocet uderu srdce cloveka za
minutu po vypiti Sdalku kdvy (studujeme vliv kofeinu na cinnost srdce). Kdybychom k
tomuto experimentu pristupovali ,nepdrovym® pristupem a vybrali ndhodné dvé skupiny
lidi, z nichZ jedna by vypila kavu s kofeinem a druhd kdvu bez kofeinu, do mereni by byl
zanesen jJisty rozptyl zpusobeny tim, Ze tempo srdecnich uderi se lisi u ruznych lidi.

Mnohem vhodnéjsi je zde experiment opakovaneého méreni, kdy jedna a taz skupina
vybranych lidi je vystavena meéreni po kavée bez kofeinu, a pak po kdvé s kofeinem. Potom
se vypocte rozdil obou hodnot vidy u téhoZ cloveka a testuje se, zda je tento rozdil
vyznamny. Byla ziskana nasledujici data poctu srdecnich tudert za minutu u deviti lidi
(na kazZdém radku jsou hodnoty mérent jednoho clovéka):

x;1 bez kofeinu  x;9 s kofeinem  rozdil x;9 — x4

70 76 6
60 61 1
49 52 3
72 71 -1
70 81 11
66 70 J
55 55 0
5/ 61 7
80 89 9

Prvni dva sloupecky tabulky predstavuji dva soubory méfeni parového testu. My
ovsem budeme dale pracovat jen s jednorozmérnym souborem, a sice s vektorem
rozdili méfeni ve tfetim sloupci. To znamena, ze parovy test vlastné odpovidé situaci
jednorozmérného souboru méfeni (= oddilu 1.2).

Spocteme prumér T = 4,44 a odhadneme rozptyl pomoci 3_2_ Aby ¢tenafr nemél pocit,
ze v oddilu 1.5 nebude vzhledem k 1.2 nic nového, vypoc¢teme s?> pomoci patého mozného
vzorce, ktery jsme si jesté neuvadeéli:

_ss

v

S? (1.22)

(ono se vlastné jednéa o vzorec 1.12, ovSem ve jmenovateli vzorce je v misto N — 1).
Déle do citatele za SS dosadime ze vzorce 1.11, ktery zkombinujeme s nejpohodlnéjsim
zpusobem vypoctu 1.8:
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2
SS=N-.S5%= (f;)@) —%

c¢ili pak pro realizaci ss plati

N ) sz\il Li 2
58 = (lzlxz> — %, (1.23)

4 2
ss =314 — % = 136,22.

a po dosazeni

Pocet stupnti volnosti pro odhad rozptylu je v = N — 1 =8, a tedy

=2 _ 1703
14

a) Sestrojme nyni 95%-ni interval spolehlivosti pro u: ¢, najdeme jako prisecik
fadku v = 8 a sloupce 2g = o = 0,05 (oboustranny interval spolehlivosti vychazi z
oboustranného testu): ¢, = 2,306. Pak interval pro u se spolehlivosti 0,95 je

2 1
P[5ty =8) = a4 [T 2306 = (1,97, 761)

Z tohoto intervalu spolehlivosti se dovidame, Ze kofein zvysuje ¢innost srdce, a sice
o0 1,27 az o 7,61 tidert za minutu.

b) Provedeme i statisticky ¢-test:

(K1) Hp: =0 (rozdil hodnot je nulovy, tj. pocet tidert srdce za minutu je stejny
s kofeinem i bez kofeinu — srdeéni tep nezéavisi na kofeinu);
Hy:p#0.

(K2) Testovym kritériem bude vybérovy primér X, respektive jeho normované

hodnota ==
est o

(K3) s2=17,03 =

2 17,03

est 0%: N 9 = 1,89 = est o = /1,89 = 1,37.
Tj. za predpokladu platnosti Hy ma velic¢ina % Studentovo t-rozdéleni s v = 8

stupni volnosti.

(K4) t; = £2,306 je u oboustranného testu stejné jako u intervalu spolehlivosti

a).
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(K5) Piislusné t-hodnota je

4,44 — 0

= 3,24 > 2,306
1737 ) ) )

a tedy zamitame H, o nezavislosti, je potvrzen vliv kofeinu na zvyseni srde¢niho
tepu.

Hypotézy Hy nejsou pravdivé témér nikdy (pokud uvazujeme vétsi pocet desetinngch
mist), tj. zamitnuti Hy ndm nic podstatného nefika. Spise nés zajimalo, jak velky je vliv
kofeinu, a to jsme se dozvédéli z intervalu spolehlivosti.

1.5.2 Neparovy test

Nyni se pojdme vénovat neparovému testu neboli zpracovani dat pfi experimentu typu
,dvé skupiny jednou*.

Priklad 1.10 Chceme zjistit kvalitu jisté techniky pamatovdni. Nahodné jsme vybrali de-
set lidi a rozdélili do dvou skupin po péti lidech. Skupina 1 (tzv. experimentdlni skupina)
se naucila 100 zadangch slov novou technikou, skupina 2 (kontrolni skupina ... zaZity ne-
spravny preklad anglického ,control group®, spravny vyznam prekladu je ,vizend skupina®,
protoZe ,control“= fidit, vést, nikoli kontrolovat) pouZila obycejnou klasickou techniku za-
pamatovdni. Po tydnu se vyzkoust, kolik si kdo pamatuje z dangch 100 slov — jsou ziskdna
data

experimentdlni skupina kontrolni skupina

13 16
37 22
51 2/
27 30
32 18

Nyni data na jednom vdadku spolu nijak nesouvisi, jednd se o méreni u dvou ruznych lidi.
Zda se, Ze experimentdlni skupina ma lepsi vysledky, ale musime statisticky prokazat, Ze
to nent zpisobeno pouze nahodnymi vlivy.

V kazdé ze skupin vypocteme primér a odhadneme rozptyl.
skupina 1: 7; = 38, podle vzorce 1.23 ss; = 352, v; = 4, a tedy podle 1.22

— 352
est102:s%:T:

88.

skupina 2: 7, = 22, podle vzorce 1.23 ss; = 120, 15, = 4, a tedy podle 1.22

— 120
est202:s§:T:

30.
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No a ted pfichazime k Gvaham, které jsou pro dalsi vyvoj (i dalsi kapitolu) dilezité.
V situaci experimentu typu ,,dvé skupiny jednou® je potieba se vyporadat se dvéma typy
rozptylu, kterymi jsou — vnit¥ni rozptyl a vnéjsi rozptyl.

vnitini rozptyl: Jedna se o rozptyl predstavujici vzajemnou rozdilnost jedinct v celé
populaci (napf. rozdilnost lidi, rozdilnost rtiznych soucastek stejného typu, apod.).
V tomto textu se budeme prevazné zabyvat situacemi, kdy je splnén tzv. princip
homogenniho vnitfniho rozptylu: jakykoliv experiment nema vliv na
rozptyl rozdéleni celé populace, z niz byla ndhodné vybrana skupina
jedincu pro méreni.

Slovy naseho ptikladu, rozdilnost vysledki est; zptisobena ruznosti lidi ve skupiné 1
je priblizné stejnéa jako rozdilnost vysledki esty zplisobend rtiznosti lidi ve skupiné 2.
Jinak feceno, at uz métite dany soubor méfeni za jakékoli podminky, ,rozmanitost
téchto méfeni je v dané skupiné priblizné stejna.

7 Tohoto principu homogenniho rozptylu tedy plyne, Ze odhady est;, ests jsou
odhady jednoho a stejného vnitiniho rozptylu o (diky tomu jsem u pismenka o o
par fadkia vyse uz nepsal zadny index), ktery vypocteme jako aritmeticky pramér

obou odhadu:
L o2 est; o + esty 02 88+ 30
es g g g g
2 2

Tedy nejlepsi mozny odhad vnitiniho rozptylu o2 je roven 59 a v dal$im budeme
pracovat s nim. Pocet stupni volnosti je v = 4 + 4 = &, protoze jsme tento odhad
ziskali pomoci dvou jinych odhadt o poc¢tu stupni volnosti 4 — stupné volnosti ve
vysledném odhadu sec¢itame.

99.

vnéjsi rozptyl: Jedna se o rozptyl vyjadrujici rozdilnost mezi danymi podmin-
kami méreni. Tento rozptyl v pripadé dvou soubort méfeni lze odhadnout na
zakladé primért x, = 38, 7o = 22. Zptlsob je nasledujici: Vypocteme rozptyl téchto
dvou primeéri podle vzorcu 1.23 a 1.22: Protoze v =2 — 1 = 1, mame
ss 3824222 — 60

b= 25 2 _ 198.
eSt TN 1 1

Ale to jesté neni vSsechno — tento odhad je odhadem rozptylu primeéru péti hodnot
(N = 5). Abychom ziskali odhad rozptylu jediné hodnoty méteni, musime v souladu

se vzorcem est ry = <= (analogie vzorce 1.13) pocitat

estr =N -estry =5-128 = 640.

celkovy rozptyl: Aby byla plejadda ptrehledu rozptyli tplné, je mozné si poloZit néasle-
dujici otazku — co se vlastné spocita, kdyz budeme povazovat vSech deset hodnot za
méfeni jediné veli¢iny a vypocteme s ze vech deseti méfeni? Podle logiky vipoétu
by to mél byt jakysi celkovy rozptyl — a skutec¢né je tomu tak.
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Pramér vsech deseti hodnot je T = 30, coz je mimochodem aritmeticky primér
hodnot 7y, Zz. Bude tedy podobné hodnota s? priimérem hodnot s?, s27?

Podle vzorce 1.23 ss = 1112, a tedy podle 1.22

_ 1112
Z=0_ 2 19356
v 9

coz neni hodnota rovna souctu S_% + % = 88 + 30 = 118. JesSté méne se zda, ze
by odhad celkového rozptylu 123,56 byl souctem odhadu vnitiniho rozptylu 59 a
odhadu vnéjsiho rozptylu 640 — ale pfesto zde plati jisté souctové vzorce:

a) Celkovy pocet stupriii volnosti 9 u odhadu celkového rozptylu je sou¢tem vol-
nosti 8 u odhadu vnitiniho rozptylu a volnosti 1 u odhadu vnéjsiho rozptylu.

b) Celkovy soucet ¢tvercti 1112 je souctem souctu ¢tvercit 472 vnitiniho rozptylu
(ktery vznikl souctem ss; = 352 a ssy = 120) a 640 u vnéjsiho rozptylu.

Tolik prehled a jemné intro do problematiky rozptylu — vice na to téma bude feceno
v dalsi kapitole. Nyni se vratme k FeSeni naseho prikladu.

Odhad vnitiniho rozptylu je est 0 = 59, odtud odhad rozptylu priméru
2
estoy = = =11.8.

Nyni lze uzitim 1.19 urcit napt. 95 %-ni interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu priméru
v kazdé ze skupin méreni: Pro ty(v = 8;a = 2q = 0,05) = 2,306

w1 € 38+ 4/11,8 - 2,306 = (30,08; 45,92),

fia € 22 + /11,8 - 2,306 = (14,08; 29,92).

V' souvislosti se statistickym testem tohoto prikladu nds ovsem spise zajima interval
spolehlivosti pro stredni hodnotu veliciny X1 — Xs5. Stred intervalt spolehlivosti bude v
tomto pripadée T1 — T3 = 38 — 22 = 16, odhad rozptylu je

59 59

2 _ 2 2 _ _
est 0% 5, = esl 05+ est 05 = 5 + T 23,6.

Tedy pro ti(v = 8;a = 2qg = 0,05) = 2,306
p1 — po € 16 £4/23,6-2,306 = 16 £ 11,2 = (4,8;27,2).

ProtoZe vysledny interval spolehlivosti pro rozdil strednich hodnot neobsahuje nulu, vime
také, Ze prislusny statisticky test zamitne hypotézu Hy : puy = ps. A skutecné, pojdte se
presvedcit:
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(K1) Hy:py = pa (stfedm/ hodnoty obou skupz'n ohodnocenijsou stejné, tj. novd technika

vvvvvv

//////

techmka).
(K2) Testovym kritériem bude rozdil X; — Xo.
(K3) Pri platnosti Hy ma veli¢ina

Xi-X%-0 Xi-X,
/236

est 07 %

Studentovo t-rozdéleni pro v = 8.

(K4) Pro a = 0,05 prislusnd kritickd hodnota ty, je na priseciku radku v = 8 a sloupce
pro a = 2q = 0,05, . t;, = 2,306.

(K5) 348§5282 = 3,29 ¢ (—tg;ty). Ho tedy zamitdme — novd technika vyznamné zvysuje
urovern zapamatovdni.

Priklad 1.11 Psychologové fyziologie chtéji experimentem ovérit, Ze podvések mozkovy
je hlavnim ridicim centrem sexudlniho chovdni. Rozhodli se ziskat dvacet dobrovolniku z
rad studentu FEKT, kteri by se chtéli podrobit operaci mozku. ProtoZe Zadni dobrovolnici
se neprihlasili (zejména do experimentdlni skupiny), byly ndhodné vybrany dvé skupiny po
deseti krysdch.

Krysam z experimentalni skupiny byl operaci odebrdn podvések mozkovy. Krysdm z
kontolni skupiny byla pouze oteviena lebka, ale nic nebylo odebrdno (aby byl sniZen rozptyl
zpusobeny otevienim lebky).

ProtoZe operaci provddél nezkuseny student, nékteré z krys zahynuly primo na ope-
racnim stole. V experimentdlni skupiné preZilo pét krys, v kontrolni skupiné sedm. Psy-
cholové byli rozmrzeli nad nezkusenym studentem, ale pokracovali ddle v experimentu.
Byla ziskana data o poctu pohlavnich spojeni v prubéhu jistého casoveho intervalu. V ex-
perimentdlni skupiné (Ny = 5): 0,1,4,4,1. Odtud Ty = 2, ss; = > x? — (Z“”’ = 14,

=N, —1=4, pak s} =22 =1 =35

vi

V kontrolni skupiné (Ny = 7)' 5 7,4,3,4,6,6. OdtudTs = 5, S = fo—% =12,

=Ny —1=6, pak52 V2— =2.

Odhad vnitrniho rozptylu: Podobne jako u predchoziho prikladu (vyjdeme z platnosti
principu homogenniho rozptylu), i nyni vypocteme jakysi jeden odhad rozptylu jako priamér
odhadi E, % - nebude se jednat ovsem o aritmeticky primér, ale o tzv. vaZeny prumeér.
Protoze odhad s_g byl sestaven na zdkladé vétsiho poctu stuprii volnosti (vétsiho poctu
mérent), budeme mu priklddat vétsi vihu:

11 — Vo
. 82 +

1
V1 + Vo v+ Vs

est 02 = .52 (1.24)
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V nasem prikladu est 0* = 1i0 -3,5+ % -2 = 2,6. Pak intervaly spolehlivosti pro jednotlivé
stredni hodnoty a ty(v = 10,0 = 2q = 0,05) = 2,228 jsou

2,6 .
£2,228 =2+ 1,61 = (0,39; 3,61);

2,6
pp € 5% /752,228 = 2 1.36 = (3,64;6,30).

Intervaly nemayi spolecny prinik, coZ znamend, Ze testovand hypotéza o rovnosti strednich
hodnot bude zamitnuta. Dadle je mozZné si vsimnout, Ze interval spolehlivosti pro ps md
mensi délku nez interval pro py — to je dano vétsim poctem meéreni ve druhé skupiné, pak
totiz ve druhé skupiné pri odhadu rozptylu primeru délime sedmi, nikoli peti.

V testu, ktery bude ndsledovat, budeme pouZivat rozdéleni X; — Xo. Pokud bychom
chteli najit 95%-ni interval spolehlivosti pro rozdil iy — po, pouZijeme stied Ty — Ty =
2 — 5= —3 a odhad rozptylu

est U%—XT = est 0;—1 + est O'i(—z = ? + ? = 0,891.
Pak
p1 — pe € =3 £4/0,891-2228 = -3+ 2,1 = (—5,1;-0,9).

Prislusny statisticky test:

(K1) Hy: g = pe (odstranéni podvésku mozkového nemd vliv na sexudlni chovdni);
Hi: py < po (odstranéni podvésku mozkového povede ke sniZeni sexudlni aktivity).

(K2) Testovym kritériem bude velicina X; — Xo.
(K3) Pri platnosti Hy ma veli¢ina
X-%-0 Xi-X,
est o2 /0,891

X1—Xo

Studentovo t-rozdeéleni pro v = 10.

(K4) Pro a = 0,05 prislusnd kritickd hodnota ty, je na priseciku fidku v = 10 a sloupce
pro a = q = 0,05, tj. t, = 1,812. Pozor, intervaly spolehlivosti budeme vzdy
konstruovat pro a = 2¢, ovSem u jednostranného statistického testu mu-
sime vzit hodnotu ¢, pro a = ¢!!

(K5) Odpovidagici t-hodnota kritéria je \/Oi—gﬁ = —3,178 ¢ (—tx;tr). Hy tedy zamitame.
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1.6 Predpoklady pouzitelnosti parametrickych testt

Pfi odvozovani test (zejména t-testu — odvozeni je mimo ramec tohoto kursu) muselo
byt ucinéno nékoli predpokladii:

1. Naméfené hodnoty x; jsou navzajem nezéavislé (= predpoklad nezavislosti) — na-
priklad ptredpoklad nezavislosti v prikladu 1.10 je porusen, pokud ¢lenové skupiny
podvadeéji a opisuji jeden od druhého.

2. Méfend veli¢ina ma norméalni rozdéleni (= pfedpoklad normality).

3. Rozptyl uvnitf experimentalni skupiny je stejny jako rozptyl uvniti kontrolni sku-
piny, tj. oba rozptyly jsou odhadem stejného (vnitiniho) rozptylu o2 celé populace
(= princip homogenniho rozptylu).

Testy, které splnuji uvedené tfi predpoklady, se nazyvaji parametrické testy. Pokud
néktery z predpokladit neni splnén, kritérium pouzité v testu nemd rozdéleni ¢ (nebo U,
pokud zname rozptyl o?), a tudiz nelze uréit kritické hodnoty — pro srovnani stfednich
hodnot se v tom pripadé uzivaji tzv. neparametrické testy, o nichz bude blize fe¢ v
kapitole 6.

Upln4 diskuse pouZitelnosti parametrickych testt U, ¢ (a v néasledujici kapitole testu
F') je mimo ramec tohoto kursu. OvSem nésledujici pozndmky mohou byt dilezitym vo-
ditkem, ktery pro bézného ,uzivatele* statistiky dostacuje:

a) Maéjte se na pozoru pouze tehdy, kdyz t-hodnota kritéria je blizka hodnoté t;. Pfepo-
klady by musely byt poruseny velmi hrubé, aby naptiklad pfi jednostanném testu
pro a = 0,05 kritickd hodnota t; ,usekla“ ve skute¢nosti vyznamné vice nez 5%
obsahu podgrafu hustoty ¢ — i pfi porusenych predpokladech tato kritickd hodnota
vétsinou usekne 6 nebo 7 procent, a nikoli tieba 15 procent obsahu. Proto pokud
t-hodnota kritéria presahne hodnotu ¢, vyrazné, je rozhodnuti zamitnout
H, celkem bezpecné.

b) Zkontrolujte své rozdéleni. Nakres histogramu rozdéleni je uziteény jak pro ovéfeni
predpokladu normality, tak ovéfeni principu homogenniho rozptylu.

c) Porovnejte s_f a s_g pokud se hodnoty obou odhadi lisi vyrazné, znamena to poruseni
predpokladu homogenniho rozptylu. Ale pokud podil téchto odhad je mensi nez 4
pri piiblizné stejné délce obou soubori méreni, neni tieba délat paniku.

d) Poruseni predpokladi nemé takovy dopad, pokud N; > 20 a N; = Nj.

e) Pozor na poruseni méritka. Nékteré proménné jsou bezproblémové, napt. X = pri-
mérné rychlost (v km za hodinu), protoze rozsah stupnice 10 az 20 km mé stejnou
vahu jako rozsah 70km az 80km.

Ale existuji pochybné proménné v tom smyslu, ze méfitko porusuji — napiiklad Y =
ohodnoceni otazky v dotazniku poctem bodu ze stupnice 1 az 7. Zde totiz rozsah 3
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az 4 body nemusi byt ekvivalentni rozsahu stupnice 6 az 7 bodt. Takova stupnice
je hodné subjektivni, nemé pevné vymezeny absolutni pfiristek, a proto mutze vést
ke zkreslenému tvaru rozdéleni.

f) Pokud néktery z predpokladi je porusen do té miry, ze U-test nebo t-test nelze pouzit,
je mozné zkusit neparametrické testy (viz 6).

1.7 Shrnuti

Tato kapitola je klicovou kapitolou c¢asti I tohoto skripta, protoze obsahuje nejcastéji
provadény test porovnani dvou souborii meéfeni — ¢-test — a také odvozuje a ilustruje
vyznam intervalti spolehlivosti.

Uvodem v oddilu 1.1 jsou zopakovany nékteré vzorce ze skripta Matematika 3, zejména
vzorce pro X, S% — a dale je vysvétlen a odvozen vzorec pro S? jako nejlepsi nestranny
odhad nezndmého rozptylu o2 norméalniho rozdéleni.

t-test pouzivame v situacich analogickych U- testu (= u veliiny s normalnim rozdé-
lenim) s tim jedinym rozdilem, Ze totiz neni zndm rozptyl O'QY a musime jej odhadnout

pomoci SWZ Pro odhad rozptylu priméru je dilezity zejména vzorec 1.13, na ktery je
potfeba nezapomenout.

Cela kapitola predpoklada, ze ¢tenal uz vi, co je to statisticky test, a zvladl kapitoly
13,14 textu Matematika 3 — presto ty dulezité informace ohledné statistickych testi
opakuje (poznamky 1.3 objasiiuji terminologii a otdzku pfistupu ke statistickému testu).
Nékteré pojmy (hladina vyznamnosti testu, sila testu) nebyly zopakovany, ale jsou
procvicovany v otazkach a prikladech nasledujicich za timto shrnutim.

Protoze témér vSechno se v§im souvisi, zamitne statisticky test, ktery je dostatecné
silny, hypotézu H, prakticky vzdy — z toho divodu je nékdy lepsi hledat informace nikoli
ve statistickém testu, ale v intervalu spolehlivosti (blize viz posledni poznamku v 1.4.3).

Vyvrcholenim kapitoly jsou testy typu p; = pe, které opét nemohou pozorného stu-
denta prekvapit, protoze test podobného typu byl probran v kapitole 14 pfedmétu BMAS3.
Ovsem véci novou je predstaveni rozdilu mezi parovym a neparovym testem (tato otazka
je klicova pro zapamatovani z celé kapitoly, byla polozena u doktorandskych zkousek a je
to otézka, kterou bych se i ja zeptal, kdybych nékoho zkousel ze znalosti této kapitoly).

1.8 Otazky k opakovani
U nasledujicich vyrok rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

Otazka 1.1 Vybérovy prumér X je nestrannym a konzistentnim odhadem parametru p
meérent veliciny s normdlnim rozdélenim.
2

Otazka 1.2 Statistika S? je nestrannym a konzistentnim odhadem parametru o> mévend

veliciny s normdlnim rozdélenim.
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Otazka 1.3 Kritickd t- hodnota je blize pocatku nez odpovidagici (= pro stejnou hladinu
vyznamnosti sestrojend) kriticka U-hodnota.

Otazka 1.4 Pro rostouct pocet stuprit volnosti graf hustoty t-rozdéleni stdle vice spljvd
s grafem hustoty normovaného normdalniho rozdélent.

Otazka 1.5 Je moiné, Ze interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu pu priméru X sestro-
jeny na zdakladé konkrétni realizace T tuto stredni hodnotu vibec neobsahuje.

Otazka 1.6 Pokud hodnota 1o nepadne do oboustranného intervalu spolehlivosti pro
stredni hodnotu p primeéru X, znamend to, Ze oboustranny test pro Hy : pu = po tuto
hypotézu Hy nezamitne.

Otazka 1.7 Pdrovym testem je kaZdy test typu py = ue, ktery porovndvd stredni hodnoty
dvou nahodnych velicin.

Otazka 1.8 Vnitrni rozptyl popisuje rozmanitost konkrétnich jedinci v populaci — tato
rozmanitost pritom nezdvisi na podminkdch, pri kterjch je méreni provddéno (je stejnd u
kontrolni skupiny i experimentdlni skupiny).

Otazka 1.9 Celkovy rozptyl je souctem vnitiniho rozptylu a vnéjsiho rozptylu.

Otazka 1.10 Pri nestejnych délkdch obou soubori mereni lze vnitrni rozptyl odhadnout
jako aritmeticky primér rozptyli s3, s3 jednotlivijch soubori mérend.

Otazka 1.11 FEuistuji situace, kdy neplati princip homogenniho rozptylu (rozptyl mérent
v kontrolni skupiné je nesrovnatelné vétsi nez rozptyl méreni v experimentdlni skupiné).

Odpovédi na otazky viz 13.1.

1.9 Priklady ke cviceni

Priklad 1.1 Honza Kovdr je testérem motocykli FONDA. S jistym prototypem provede
Sest jizd na 400m, ziskdvd casy (v sekunddch): 10,11, 10,9, 10, 12.

a) Jaky je rozptyl téchto Sesti hodnot?

b) Jaky je odhad rozptylu méreni u daného prototypu?

Priklad 1.2 Honza nyni dostal pét riuzngch stroji FONDA a s kaZdym jede jizdu dlouhow
400 metri. Ziskal data: 9,12,15, 8, 10.

a) Jaky je nyni nejohodnéjsi odhad rozptylu casu na 400 metri u stroji FONDA?
b) Jaky je odhad rozptylu primérného casu vSech péti stroji?

Priklad 1.3 Ndhodné byly vybrdny tri hodnoty z jisté populace: x1 = 2, 1o = 4, x5 = 4.
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a) Vypoctéte rozptyl tohoto vzorku hodnot.
b) Odhadnéte rozptyl celé populace.

c) Odhadnéte rozptyl teoretického rozdélent priméru X.

Priklad 1.4 Pri prizkumu zajmu o novy vyrobek odpovédélo ze 400 dotdazanych zdkazniki
supermarketu 80 zdkazniki kladné na otdzku, zda o viyrobek maji zdjem. Vychdzejte z to-
hoto prizkumu a urcete intervalovy odhad procenta zajemci se spolehlivosti 0,95. (Ndvod:
urcete nejprve intervalovy odhad poctu zdakazniki ze 400, kteri si vyrobek skutecné koupi
- binomické rozdeleni aproximujte normdlnim se stejnou stredni hodnotou a rozptylem;
pak vydélte obé meze v intervalu spolehlivosti cislem 400 (dostanete pravdépodobnosti) a
vyndsobte ¢islem 100 (dostanete procenta))

Piiklad 1.5 Aneta Sedd c¢te v novindch, Ze primérny cech vidi za tyden v televizi deset
mrtvych. Zepta se ctyr svych spoluzacek, kolik mrtvych vidéla kaZda z nich minuly tyden
v televizi. Jejich odpovédi jsou: 9, 8,10, 9.

a) Jaky je primér a 95%-ni interval splehlivosti pro tyto hodnoty?
b) Provedte t-test pro tato data (odpovidd méreni étyi hodnot novinové zpravé?).

Priklad 1.6 Hokejové tymy Kometa Brno a Draci Brno maji v poslednich péti letech
vysledky vzdajemny zdapasi (Kometa: Draci) 3:2,3:3,3:5,4:5,6:4,6:2,4:1,1:0,
1:2,3:1.2:0,3:5,2:1,3:0,2:1. Md trenér Komety prdvo 7ikat, Ze jeho tym je
vyznamné lepsi? Odpovézte

a) znaménkovym testem (viz BMAS3), ktery bere v dvahu pouze vjhru nebo prohru;

b) t-testem, ktery bere v dvahu skore v jednotlivych zapasech

Priklad 1.7 Sociologové chtéji provést experiment, ktery md zjistit, zda pocet schizek
chlapce s devcetem zavisi na tom, zda je chlapec prvorozeny mebo ne. Ziskd nahodné
vybranych sest nactiletych chlapci prvorozenych a Sest yingych druhorozenych a zjisti, kolik
schuzek mél kazZdy z mich béhem jednoho mésice. Prvorozeni: 6,4,5,7,3,5; druhorozeni:
2,5,4,2,1.4.

a) Vypoctéte prislusné intervaly spolehlivosti (pro stiedni hodnotu priméru méreni) se
spolehlivosti 95% u kazdé z obou skupin chlapcii.

b) Provedte t-test.

Priklad 1.8 Chceme testem ovérit, zda kvalita reakci cloveka je stejnd za denniho
1 za umeélého svétla. U ndhodné vybrané skupiny deseti lidi byly ziskany vysledky
zkousky ,,denni svétlo“: 9,2,7,12,14,10,6,7,12,10 a hodnoty zkousky ,umélé osvétleni“:
7,2,4,13,13,7,4,6,8,9 (oba soubory jsou uspordadané, tj. data od i-tého respondenta
jsou v obou pripadech na i-té pozici). Za pouZiti t-testu rozhodnéte, zda soubor ,denni
svetlo” nabyva vyznamné vyssich hodnot nez soubor ,umélée osvétleni®.
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Piiklad 1.9 Ve skupiné A (292 studenti) je pramér hodnoceni semestralni pisemky roven
Z1 = 35,5 bodi, ve skupiné B (260 studenti) Tz = 41,6 bodi. Byly spocteny také rozptyly
ohodnoceni v kaZde skupiné pisemek 5_% = 100, 5_3 = 90. Studenti si neoficidlné mezi sebou
stezuji, Ze zkousejict ve skupiné A je vyrazné prisnéjsi. Overte testem, zda je rozdil mezi
prumeéry ohodnoceni statisticky vyznamny.

Vysledky prikladi viz 13.1.
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2 Analyza rozptylu

Téma této kapitoly je velmi mélo pristupné v c¢estiné. Proto se omlouvam za terminologii
a oznaceni, které asi je$té v Cestiné nebylo pouzito. Ucebnice ([5] se zabyvéa analyzou
rozptylu ve stejném stylu, ale ne do té hloubky, Ze by bylo mozné prevzit oznaceni veli¢in
— nékterych termint se drzim, nékteré pozmeénuji véetné oznaceni, abych s nimi mohl dale
pracovat). JeSté je mi znama kniha [6], kterd pfistupuje k analyze rozptylu v odlisném
stylu (jiné veli¢iny s jinym ozna¢enim, které nemohlo byt prevzato).

2.1 Jednofaktorova analyza rozptylu

2.1.1 Priklad a vzorce

Zatim jsme se zabyvali statistickymi testy v situaci jednoho nebo dvou souborti méfeni.
skupinami méteni.

Uvazujme napiiklad experiment, ve kterém jsou za trech rtiznych podminek ziskany
tfi soubory meétreni a chceme testovat, zda se odpovidajici stfedni hodnoty populace v
téchto tfech ptripadech statisticky vyznamné lisi. Jednim ze zptisobii, jak toho dosahnout,
je provést tii t-testy: prvni pro skupiny 1 a 2, druhy pro skupiny 1 a 3, tfeti pro skupiny 2
a 3. Z duvodt, které budou uvedeny v kapitole 4, je tento postup ponékud problematicky
— proto nyni popiSeme test, ktery porovnani vSech t¥i soubortt méreni provede najednou.

Jak uz bylo predeslano v predchozi kapitole, budeme analyzovat dva typy rozptylu —
vnitini rozptyl neboli rozptyl uvnit¥ t¥id (... RUT) a vnéjsi rozptyl neboli rozptyl
mezi t¥idami (... RMT).

Testovym kritériem pii analyze rozptylu bude podil odhadi rozptylt obou typi

est RM'T
est RUT

Toto kritérium vlastné neni ni¢im novym, protoze i u t-testu lze na kritérium

Xi-X

est 071_72

pohliZet jako na podil rozptyli dvojiho typu: RMT = k- (X; — X;) (vné&jsi rozptyl je jen
k-nasobkem rozdilu primért pro jisté k), zatimco est RUT = est 0x,_%, (odhad vnitini
rozmanitosti je ddn odmocninou z odhadu vnitiniho rozptylu).

Priklad 2.1 Zameéstnanci UMAT hledaji nejlepsi metodu vyuky matematiky v pronim
semestru ze t7i moznosti — cviceni, konzultace, predndska. Aby zjistily, zda se metody od
sebe nejak vyznamné lisi, vybrali nahodneé 27 studenti a rozdélili je do tri skupin po deviti
N1 = Ny = N3 =9, 2z nichZ kaZda je vyucovana jinou metodou. Poté jsou zdskana data
ohodnoceni zkousky BMA1:
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skupina 1 skupina 2 skupina 3
(cvicend) (konzultace) (prednaska)
94 83 80
90 86 85
95 89 81
89 87 81
88 85 79
92 86 83
92 85 78
97 81 80
91 83 82
=021, =828 To=> a9 =765 Ty=>;xs =729
T =4 =92 Ty =2 =285 T3 =2 =81

O vyznamnosti rozdilu stredniho hodnot v ruznych skupindch méreni rozhodnéte statistic-
kym testem.

Jedna se o ilustrac¢ni priklad, proto si dovoluji pro feSeni vypnout kurzivu. Oznaceni
Ty, Ty, T3 z anglického ,total“=soucet.

a) Z tif skupin méfeni odhadneme nejprve vnitini rozptyl o = RUT: Stupné volnosti
vy = vy = v3 = 8. Soucet Ctvercl ze vztahu 1.23 s vyuzitim oznaceni pro soucet
T = > z; budeme psat ve tvaru

88 = (Z xf) — TN, (2.1)

ktery budeme dale vyuzivat, protoze je numericky jednodussi. Uzitim 2.1 a 1.12
tedy mame pro kazdou ze tfi skupin méreni

_ 68

s = esty RUT = 2L = 22 — 8 5;
%1 8

_ 46

52 = esty RUT = 222 = =2 = 5.75;
Vo 8

_ 36

2 = esty RUT = 222 = =2 — 45,
Vs 8

Vidime, Ze rozptyly meéteni se lisi maximalné o dvojnasobek, takze je rozumné brat
v tvahu princip homogenniho rozptylu a odhadnout RUT' jako aritmeticky primeér
vypoctenych t¥i hodnot:

est RUT = 85+ 5’;5 45 _ 6,25.

Tento odhad mé vy + v5 + v3 = 24 stupii volnosti. U prikladu 1.10 jsme u ¢-testu
odhadovali vnitini rozptyl — tento odhad jsme mohli docela dobie urcit ze vzorce
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est 0? = 1552 (gygite, Ze vysledek je stejny). Podobné i n4s aritmeticky priimér
v

v1+

6,25 ti1 odhadt lze pocitat timto zpisobem — vzorec

J
2 21 55

est 0% = (2.2)

> i]’/j

plati nikoli jen pro tii skupiny, méreni, ale obecné pro J skupin. Pokud bychom jej
pouzili v nasem prikladu,

est RUT = 2010 g5
8+8+8

b) S pouzitim ¢-rozdéleni nyni miZeme sestavit intervaly spolehlivosti pro stfedni hod-

noty fi1, fia, pi3: kdy% tp(a = 2¢ = 0,05;v = 24) = 2,064, pak p; € 7; £ 1/ 22 - ;..

Protoze N; = 9 pro vSechna j, budou vSechny tfi intervaly spolehlivosti stejné
dlouhé:
1 € 921,72 puo €8 £1,72; 3z € 814172

Priméry a intervaly spolehlivosti lze znazornit graficky:

H

H

@
S
H

o2}
o

IN
<

207

skupina 1 skupina 2 skupina 3

Tyto tTi intervaly spolehlivosti se viibec nepiekryvaji — to ndm mimo jiné rika, ze
vSechny tfi stfedni hodnoty jsou navzajem rtzné, ¢ili nulova hypotéza Hy : 1
{to = p3 bude nasledujicicm testem zamitnuta.

c) Provedeme nyni statisticky test:

(K1) Hop: pg = po = ps (vyucovaci metoda neméd vliv na vysledek zkousky);
Hy: neplati py = po = us.
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Vsimnéme si, ze hypotéza H, je docela nejasna. Pokud H; plati, mize to zna-
menat hodné véci: puy > po = ps, nebo py > ps > p3, nebo py < po < g,
nebo p; = pe > p3, nebo py = o < ps, atd. Tato nejasnost hypotézy H; je
hlavni nevyhodou analyzy rozptylu — i kdyz v dalsich kapitolach uvidime, ze i
s analyzou rozptylu se da néco délat.

(K2) Jak uz bylo fe¢eno tivodem, testovym kritériem bude podil

est RM'T
est RUT

Cim vétsi je hodnota est RMT (odhad rozptylu mezi t¥fdami), tim vétsf déivod
bude si myslet, Ze mezi jednotlivymi stfednimi hodnotami priméra existuje
skuteény rozdil. Cim vétsi bude est RUT (odhad rozptylu uvniti tifd), tim vice
mame diivod se domnivat, ze rozdily mezi skupinami méfeni jsou zptsobeny
pouze ndhodnymi vlivy.

est RUT = 6,25; nyni vypocteme jesté est RMT — budeme postupovat ob-
dobné jako pri urceni vnejSiho rozptylu v prikladu 1.10. Mame zméieny tfi
prameéry z; = 92, 7o = 85, T3 = 81 — vypoctéme rozptyl téchto primeéri podle
1.23 a 1.22: Protoze v = 3 — 1 = 2, mame

s ., OCm)? 2582
estry = —, Ss= T2 — = — 929950 — = 62.
Vg ™ J 3
J=1
Tedy est ry = % = 31. To ale jesté neni vSechno — protoze est ry je odhadem
rozptylu priméru deviti hodnot a ry = %, mame

est RMT = N -ry =9-31 =279.

Na tomto misté je snad vhodné graficky test ,rozebrat“: Pokud plati Hy, tak
prameéry T; = 92, 73 = 85, T3 = 81 pochazeji z téhoz rozdéleni, které ma
rozptyl %:

81 85 92
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2

To znamena, ze est RMT i est RUT jsou odhady téhoz rozptylu ¢* a rozdil

mezi hodnotami 6,25 a 279 je pouze nadhodny.
Pokud ovsem plati Hy, praméry 77 = 92, T3 = 85, T3 = 81 pochézeji z riznych

rozdéleni a rozptyl ZXL je vétsi nez rozptyl % z predchoziho obrazku:

N

81 85 92

Kazdy ze tii primeéri na obrazku je primeérem jiné ndhodné veliciny, cili
est RMV je odhadem jiného, vétsiho rozptylu nez RUP (rozptylenost prii-
mért neni popsana jednou veli¢inou, ale tfemi ruznymi veli¢inami). Obecné lze
fici, ze ¢im vétsi je rozdil mezi est RMT a est RUT, tim vétsi je pravdépo-
dobnost, ze plati H;.

(K3) Jaké je rozdéleni veli¢iny <LV za predpokladu platnosti hypotézy Ho?

Pokud plati Hy, tak est RMT, est RUT jsou odhady téhoz rozptylu o?. Sir
Ronald Fisher odvodil, ze pokud mame dva odhady téhoz rozptylu, est; R s
poctem stupnii volnosti v; a esty R s poc¢tem stupnti volnosti ve, tak podil
téchto odhadft 48 mj tzv. F-rozdéleni (podle svého objevitele nazy-

esta R
vané Fisherovo rozdéleni) pravdépodobnosti s hustotou

0 x < 0;
L91) -3
for () = 2%1-F(3}) . va—vy vi—va)  T(%2)
. g a2 gy e
QUTQF(Z}>

Stfedni hodnota veli¢iny popsané F-rozdélenim je rovna i3, Je tedy blizka
jedné, coz i odpovida platnosti hypotézy Hy — pokud v podilu jsou odhady
stejného rozptylu, tak ten podil by se mél priblizné rovnat jedné. Pro riizné
hodnoty stupnii volnosti ma graf hustoty jiny prubéh, tj. jinou kritickou hod-

notu (pro o = 0,05). Napiiklad
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0,8

0,6

0,4

0,2

O

pro v; = 2, v5 = 9 mé hustota fo¢(z) tvar a Fy = 4,26.

o
[
Ll

o
L

Pro v; = 3, vy = 10 ma hustota f310(z) tvar a Fj, = 3,71.

Pro v; = 10, v, = 15 se graf fio15(x) jesté vice lisi od nepiimé tmeérnosti
pripadu f2p,
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1,93

graf fop30 uzZ jednoznacné dava Ctenaii predstavu, jaky tvar je pro vétsinu
dvojic stupni volnosti pro graf hustoty charakteristicky. Ve vSech c¢tyfech
pripadech byla vysrafovana oblast na pravé strané mezi grafem a osou x, jejiz
obsah je roven a = 0,05.

Kritické hodnoty F'-rozdéleni byly také jednou provzdy vypocteny a sestaveny
parametr navic — oproti t-rozdéleni jsou u F-rozdéleni dva stupné volnosti, ¢ili
pro kazdou hladinu vyznamnosti « potiebuje F-rozdéleni jednu celou tabulku!!!
Tato prostorova naroc¢nost vyzaduje, abychom se omezili pouze na jedinou
hladinu vyznamnosti, maximalné na dvé. V tabulce 2.2 jsou uvedeny kritické
hodnoty F'-rozdéleni pro a = 0,05, v tabulce 2.3 pro a = 0,01.

Vsechny uvedené kritické hodnoty se tykaji pravostranného testu — v piipadé
potfeby levostranného F-testu je mozné pro nalezeni kritické hodnoty uzit
vzorec

1

)T

V1,Va
F,272(1 - 2

(2.3)
(vSimnéte si, Ze ve vzorci je na pravé strané prehozeno poradi stupit volnosti
— pozor na to, tabulka kritickych hodnot neni symetrickd). Dale si prosim
vSimnéte, Ze volnosti jsou oznaceny pismenem V a nikoli ¥ — oznaceni volnosti
pomoci pismene V' mi pfipadne jednak vice ¢eské (V' jako ,volnost“), jednak
vhodnéjsi v této a dalsich kapitolach (budeme totiz pocitat volnosti odhadi
riznych typu).

(K4) Pro a = 0,05 pfislusnou kritickou hodnotu ur¢ime z tabulky 2.2, kde volnost
odhadu est RMT je Vi = 2, volnost odhadu est RUT je Vo, = 24 — ¢ili

na pruseciku sloupce V; = 2 a fadku V5, = 24 nachazime kritickou hodnotu
F,=3,4.
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Tabulka 2.2:

Kritické hodnoty F-testu pro o = 0,05.
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161
18,5
10,1
7,71
6,61
5,99
5,59
5,32
5,12
4,96
4,84
4,75
4,67
4,60
4,54
4,49
4,45
4,41
4,38
4,35
4,32
4,30
4,28
4,26
4,24
4,23
4,21
4,20
4,18
4,17
4,08
4,00
3,92
3,84

199
19,0
9,55
6,94
5,79
5,14
4,74
4,46
4,26
4,10
3,98
3,90
3,81
3,74
3,68
3,63
3,59
3,55
3,52
3,49
3,47
3,44
3,42
3,40
3,39
3,37
3,35
3,34
3,33
3,32
3,23
3,15
3,07
3,00

216
19,2
9,28
6,59
5,41
4,76
4,35
4,07
3,36
3,71
3,59
3,49
3,41
3,34
3,29
3,24
3,20
3,16
3,13
3,10
3,07
3,05
3,03
3,01
2,99
2,98
2,96
2,95
2,93
2,92
2,84
2,76
2,68
2,60

225
19,2
9,12
6,39
5,19
4,53
4,12
3,84
3,63
3,48
3,36
3,26
3,18
3,11
3,06
3,01
2,96
2,93
2,90
2,87
2,84
2,82
2,80
2,78
2,76
2,74
2,73
2,71
2,70
2,69
2,61
2,53
2,45
2,37

230
19,3
9,01
6,26
5,05
4,39
3,07
3,69
3,48
3,33
3,20
3,11
3,03
2,96
2,90
2,85
2,81
2,77
2,74
2,71
2,68
2,66
2,64
2,62
2,60
2,59
2,57
2,56
2,55
2,53
2,45
2,37
2,29
2,21

234
19,3
8,94
6,16
4,95
4,28
3,87
3,58
3,37
3,22
3,09
3,00
2,02
2,85
2,79
2,74
2,70
2,66
2,63
2,60
2,57
2,55
2,53
2,51
2,49
2,47
2,46
2,45
2,43
2,42
2,34
2,25
2,17
2,10

237
19,3
8,89
6,09
4,88
4,21
3,79
3,50
3,29
3,14
3,01
2,91
2,33
2,76
2,71
2,66
2,61
2,58
2,54
2,51
2,49
2,46
2,44
2,42
2,40
2,39
2,37
2,36
2,35
2,33
2,25
2,17
2,09
2,01

239
19,4
8,85
6,04
4,82
4,15
3,73
3,44
3,23
3,07
2,95
2,85
2,77
2,70
2,64
2,59
2,55
2,51
2,48
2,45
2,42
2,40
2,37
2,36
2,34
2,32
2,31
2,29
2,28
2,27
2,18
2,10
2,02
1,94

240
19,4
8,31
6,00
4,77
4,10
3,68
3,39
3,18
3,02
2,90
2,80
2,71
2,65
2,59
2,54
2,49
2,46
2,42
2,39
2,37
2,34
2,32
2,30
2,28
2,27
2,25
2,24
2,22
2,21
2,12
2,04
1,96
1,88

242
19,4
8,79
5,96
4,74
4,06
3,64
3,35
3,14
2,98
2,85
2,75
2,67
2,60
2,54
2,49
2,45
2,41
2,38
2,35
2,32
2,30
2,27
2,25
2,24
2,22
2,20
2,19
2,18
2,16
2,08
1,99
1,91
1,83

244
19,4
8,74
5,91
4,68
4,00
3,57
3,28
3,07
2,01
2,79
2,69
2,60
2,53
2,48
2,42
2,38
2,34
2,31
2,28
2,25
2,23
2,20
2,18
2,16
2,15
2,13
2,12
2,10
2,09
2,00
1,92
1,83
1,75

246
19,4
8,70
5,86
4,62
3,94
3,51
3,22
3,01
2,85
2,72
2,62
2,53
2,46
2,40
2,35
2,31
2,27
2,23
2,20
2,18
2,15
2,13
2,11
2,09
2,07
2,06
2,04
2,03
2,01
1,92
1,84
1,75
1,67

248
19,4
8,66
5,80
4,56
3,87
3,44
3,15
2,94
2,77
2,65
2,54
2,46
2,39
2,33
2,28
2,23
2,19
2,16
2,12
2,10
2,07
2,05
2,03
2,01
1,99
1,97
1,96
1,94
1,93
1,84
1,75
1,66
1,57

249
19,4
8,64
5,77
4,53
3,84
3,41
3,12
2,90
2,74
2,61
2,51
2,42
2,35
2,29
2,24
2,19
2,15
2,11
2,08
2,05
2,03
2,01
1,98
1,96
1,95
1,93
1,91
1,90
1,89
1,79
1,70
1,61
1,52

250
19,5
8,62
5,75
4,50
3,81
3,38
3,08
2,86
2,70
2,57
2,47
2,38
2,31
2,25
2,19
2,15
2,11
2,07
2,01
2,01
1,98
1,96
1,94
1,92
1,90
1,88
1,87
1,85
1,84
1,74
1,65
1,55
1,46

251
19,5
8,59
5,72
4,46
3,77
3,34
3,04
2,83
2,66
2,53
2,43
2,34
2,27
2,20
2,15
2,10
2,06
2,03
1,99
1,96
1,94
1,91
1,89
1,87
1,85
1,84
1,82
1,81
1,79
1,69
1,59
1,50
1,39

252
19,5
8,57
5,69
4,43
3,74
3,30
3,01
2,79
2,62
2,49
2,38
2,30
2,22
2,16
2,11
2,06
2,02
1,98
1,95
1,92
1,89
1,86
1,84
1,82
1,80
1,79
1,77
1,75
1,74
1,64
1,53
1,43
1,32

253
19,5
8,55
5,66
4,40
3,70
3,27
2,97
2,75
2,58
2,45
2,34
2,25
2,18
211
2,06
2,01
1,97
1,93
1,90
1,87
1,84
1,81
1,79
1,77
1,75
1,73
1,71
1,70
1,68
1,58
1,47
1,35
1,22

254
19,5
8,53
5,63
4,36
3,67
3,23
2,93
2,71
2,54
2,40
2,30
2,21
2,13
2,07
2,01
1,96
1,92
1,88
1,84
1,81
1,78
1,76
1,73
1,71
1,69
1,67
1,65
1,64
1,62
1,51
1,39
1,25
1,00
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Tabulka 2.3:

Kritické hodnoty F-testu pro @ = 0,01.
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4052

98,5
34,1
21,2
16,3
13,8
12,2
11,3
10,6
10,0
9,65
9,33
9,07
8,36
8,68
8,53
8,40
8,29
8,18
8,10
8,02
7,95
7,88
7,82
7,77
7.72
7,68
7,64
7,60
7,56
7,31
7,08
6,35
6,63

4999

99,0
30,8
18,0
13,3
10,9
9,55
8,65
8,02
7,56
721
6,93
6,70
6,51
6,36
6,23
6,11
6,01
5,93
5,85
5,78
5,72
5,66
5,61
5,57
5,53
5,49
5,45
5,42
5,39
5,18
4,98
4,79
4,61

5403

99,2
29,5
16,7
12,0
9,78
8,45
7,59
6,99
6,55
6,22
5,95
5,74
5,56
5,42
5,29
5,18
5,09
5,01
4,94
4,87
4,82
4,76
4,72
4,68
4,64
4,60
4,57
4,54
4,51
4,31
4,13
3,95
3,78

5625

99,2
28,7
16,0
11,4
9,15
7,85
7,01
6,42
5,99
5,67
5,41
5,21
5,04
4,89
4,77
4,67
4,58
4,50
4,43
4,37
4,31
4,26
4,22
4,18
4,14
4,11
4,07
4,04
4,02
3,83
3,65
3,48
3,32

5764

99,3
28,2
15,5
11,0
8,75
7,46
6,63
6,06
5,64
5,32
5,06
4,86
4,69
4,56
4,44
4,34
4,25
4,17
4,10
4,04
3,99
3,94
3,90
3,85
3,82
3,78
3,75
3,73
3,70
3,51
3,34
3,17
3,02

5859

99,3
27,9
15,2
10,7
8,47
7,19
6,37
5,30
5,39
5,07
4,82
4,62
4,46
4,32
4,20
4,10
4,01
3,94
3,87
3,81
3,76
3,71
3,67
3,63
3,59
3,56
3,53
3,50
3,47
3,29
3,12
2,96
2,30

5928

99,4
27,7
15,0
10,5
8,26
6,99
6,18
5,61
5,20
4,89
4,64
4,44
4,28
4,14
4,03
3,03
3,34
3,77
3,70
3,64
3,59
3,54
3,50
3,46
3,42
3,39
3,36
3,33
3,30
3,12
2,95
2,79
2,64

5982

99,4
27,5
14,8
10,3
8,10
6,34
6,03
5,47
5,06
4,74
4,50
4,30
4,14
4,00
3,89
3,79
3,71
3,63
3,56
3,51
3,45
3,41
3,36
3,32
3,29
3,26
3,23
3,20
3,17
2,99
2,82
2,66
2,51

6022

99,4
27,3
14,7
10,2
7,98
6,72
5,91
5,35
4,04
4,63
4,39
4,19
4,03
3,89
3,78
3,68
3,60
3,52
3,46
3,40
3,35
3,30
3,26
3,22
3,18
3,15
3,12
3,09
3,07
2,89
2,72
2,56
2,41

6056

99,4
27,2
14,6
10,0
7,87
6,62
5,81
5,26
4,85
4,54
4,30
4,10
3,94
3,30
3,69
3,59
3,51
3,43
3,37
3,31
3,26
3,21
3,17
3,13
3,09
3,06
3,03
3,00
2,98
2,80
2,63
2,47
2,32

6106

99,4
27,0
14,4
9,89
7,72
6,47
5,67
5,11
4,71
4,40
4,16
3,96
3,30
3,67
3,55
3,46
3,37
3,30
3,23
3,17
3,12
3,07
3,03
2,99
2,96
2,93
2,90
2,87
2,84
2,66
2,50
2,34
2,18

6157

99,4
26,9
14,2
9,72
7,56
6,31
5,52
4,96
4,56
4,25
4,01
3,82
3,66
3,52
3,41
3,31
3,23
3,15
3,09
3,03
2,98
2,93
2,89
2,85
2,81
2,78
2,75
2,73
2,70
2,52
2,35
2,19
2,04

6209

99,4
26,7
14,0
9,55
7,40
6,16
5,36
4,81
4,41
4,10
3,86
3,66
3,51
3,37
3,26
3,16
3,08
3,00
2,94
2,88
2,83
2,78
2,74
2,70
2,66
2,63
2,60
2,57
2,55
2,37
2,20
2,03
1,88

6235

99,5
26,6
13,9
9,47
7.31
6,07
5,28
4,73
4,33
4,02
3,78
3,59
3,43
3,29
3,18
3,08
3,00
2,02
2,36
2,80
2,75
2,70
2,66
2,62
2,58
2,55
2,52
2,49
2,47
2,29
2,12
1,95
1,79

6261

99,5
26,5
13,8
9,38
7,23
5,99
5,20
4,65
4,25
3,94
3,70
3,51
3,35
3,21
3,10
3,00
2,02
2,84
2,78
2,72
2,67
2,62
2,58
2,54
2,50
2,47
2,44
241
2,39
2,20
2,03
1,86
1,70

6287

99,5
26,4
13,7
9,29
7,14
5,91
5,12
4,57
4,17
3,36
3,62
3,43
3,27
3,13
3,02
2,92
2,84
2,76
2,69
2,64
2,58
2,54
2,49
2,45
2,42
2,38
2,35
2,33
2,30
211
1,94
1,76
1,59

6313

99,5
26,3
13,6
9,20
7,06
5,82
5,03
4,48
4,08
3,78
3,54
3,34
3,18
3,05
2,93
2,83
2,75
2,67
2,61
2,55
2,50
2,45
2,40
2,36
2,33
2,29
2,26
2,23
2,21
2,02
1,84
1,66
1,47

6339

99,5
26,2
13,6
9,11
6,97
5,74
4,95
4,40
4,00
3,69
3,45
3,25
3,09
2,96
2,84
2,75
2,66
2,58
2,52
2,46
2,40
2,35
2,31
2,27
2,23
2,20
2,17
2,14
2,11
1,92
1,73
1,53
1,32

6366

99,5
26,1
13,5
9,02
6,38
5,65
4,86
4,31
3,91
3,60
3,36
3,17
3,00
2,87
2,75
2,65
2,57
2,49
2,42
2,36
2,31
2,26
2,21
2,17
2,13
2,10
2,06
2,03
2,01
1,80
1,60
1,38
1,00
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(K5) Odpovidajici F-hodnota kritéria je

est RMT B 279
est RUT 6,25

= 44,64,

coz je vice nez Fp = 3,4, a tedy zamitame hypotézu H, o tom, ze stfedni
hodnoty primeért jsou ve vsech tfech skupinach métreni shodné. Zde budiz také
feeno, Ze se jednd o pravostranny test, protoze rozptyl RMT (vyjadiujic
rozdilnost mezi vSemi méfenimi) je vzdy velky minimalné tolik jako rozptyl
RUT (vyjadiujici rozdilnost pouze uvnit¥ kazdé ze skupin méfeni), ¢ili podil
est RMT hyyide vizdy vétsi nez jedna, jedinou otazkou je, kolikanasobné je RMT

est RUT
vétsi nez RUT.

Drilezita poznamka: V pripadé t¢-testu v prikladu 1.10 jsme pfedpokladali, Ze

est; 0% a esty 0? jsou odhady téhoz rozptylu — tuto skute¢nost je mozné nyni overit
2

také F-testem: Jako kritérium bychom pouzili podilu zzg %5, ktery ma (pfi predpokladu

Hy, ze se jedna o odhady téhoz roptylu) rozdéleni Fy, 1 n,—1 — dalsi moznost je pouzit

esto o2

kritéria £27%, ktery mé (pii predpokladu Hy, Ze se jednd o odhady téhoZz roptylu)
rozdéleni Fy,_1 n,—1. Problémem zde je, Ze nemame zajisténo, Ze by jeden z téchto
dvou rozptyli musel byt naptiklad vétsi nez ten druhy, ¢ili podil téchto dvou odhadt
miize byt vétsi i mensi nez jedna, tedy vychylen od hodnoty 1 na obé strany — v tomto
pripadé se tedy jednd o oboustranny test, pii kterém musime pii urceni kritickych
hodnot na obou strandch podgrafu ,useknout obsah 5. Protoze mame k dispozici jen
tabulky 2.3, 2.2 usekavajici v pracé casti podgrafu jedno nebo pét procent obsahu,
muzeme v tomto testu volit pouze @ = 0,02 nebo o = 0,1, hodnotu F, najit v jedné z
téchto tabulek, a pro urceni levé kritické hodnoty F;, uzit tabulek spolecné se vzorcem 2.3.

Konkrétné v prikladu 1.10 pro est; = 88 a ests = 30 (s volnostmi Vi = Vo = 4),
kritérium <2 q o = 0,02 dostaneme z tabulky 2.3 F** = 16,0 a ze vzorce 2.3

esto
1 1
Fyt = — = — =0,0625;
I TR
hodnota kritéria % = 2,93 lezi v intervalu (0,0625;16); cili nezamitime hypotézu Hy, Ze

est1, esty jsou odhady téhoZ rozptylu o.

Shriime nyni oznaceni a vzorce pouzité v prikladu 2.1: Vzorec 2.2 lze s vyuzitim
oznaceni SSUT := Zl‘] SS;, VUT = ZIJ v; prepsat ve tvaru

SSUT
t RUT = ———— 24
es T (2.4)
kde pro VUT plati pro stejny pocet méfeni Ny = Ny = --- = N; = N v kazdé ze skupin

1,2,...,J

J
VUT =Y v=J-(N-1)=JN—J=n-1 (2.5)
1
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kde n je celkovy pocet méfeni ve vSech skupinach (JN = n). Dale pokud oznacime
T, = Z;VZI x;; soucet méfeni v i-té skupiné (tfide€), lze upravit vzorec pro SSUT do tvaru

J N

J J N T-2 J T~2
SSUT =) S8 =>" (Z ok — WZ) = <Z foj) = - (2.6)
i=1 1 \j=1 i=1

i= j= i=1 j=1

Odhad est RUT je nejlepsim odhadem rozptylu o2, tj. budeme jej pouzivat pro sestaveni
intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu priméru méreni v dané tridé populace

tRUT
mEEiMWﬁyﬂgﬁff (2.7)

Podivejme se nyni na tvar vzorci pro RMT": pro prumér T pruméri z; plati (ozna¢ime-li

T; = &, 3T, = T = soucet viech méfeni v experimentu):

s Sy ST
= Jlx:Z%:ZNJ:?

déle (podle postupu v prikladu)

J (= =2
{ RMT = N -est o = N - =T =T

es est o5 71

(pokud oznacime SSMT = N - 21‘](1:_2 —7)2 a VMT = J — 1). Upravme nyni jests

vzorec pro SSMT (pro stejné délky méfeni v kazdé ze skupin N; = N lze vyuzit oznaceni

YT, =T afaktu JN = n):

SSMT = N—i(gj—i—ff:]\f. ix—g_ﬁ _

VSechny uvedené vzorce nyni sestavme do prehledné tabulky. Udélame v ni ale jesté jeden
krok navic — predpoklad N; = N stejného poc¢tu meétfeni v kazdé ze skupin lze vypustit,
hodnoty N; mohou byt navzajem rtizné. Pfislusné odvozeni vzorci pro rtiznd N; ovSem
uz nebudeme provadét (snad ¢tenaf ziskal urcitou ptichuf tohoto typu odvozovéani aspon
pro stejné hodnoty N;) — kupodivu se ukazuje, Ze do vSech vzorci pravé odvozenych lze
dosadit misto N obecny pocet méfeni V;, a jinak vzorce zistanou beze zmény (neplati
jesté n = N.J, ale obecné pro rizné délky soubori méfeni plati n = > N;)!I!

7 tabulky 2.4 je vidét vyhoda pristupu pomoci vzorcti pro SS — v pripadé MT i UT
se rozptyl odhadne jako podil souctu ¢tvercti a poctu stupni volnosti.
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Tabulka 2.4: Vzorce pro typy rozpylu u jednofaktorové ANOVA

typ rozptylu ‘ V' (= volnost) ‘ SS (= soucet ¢tverct) ‘ est R
MT VMT =J—1|8$SMT = (L, %) - & est RMT = SSMI
UT VUT =n—J | SSUT = (YL, X a2) = (SL %) | est RUT = $557

Priklad 2.2 Provadime test ucinnosti ctyr znacek zubni pasty v prevenci zubniho kazu:
WHITE, RUBBY, NIGGARD, NOHOLES. U kaZdé znacky bylo poZiddno Sest lidi, aby
pastu po dobu jednoho roku pouzivali a zaznamendvali pritom pocet zubnich kazi. Z kazZdé
sesticlenné skupiny behem roku nékdo odesel, takZe byla ziskana ndsledujict data:

skupina 1 skupina 2 skupina 3 skupina 4
(WHITE) (RUBBY) (NIGGARD) (NOHOLES)
Ty =2 91 =4 31 =06 T4 =3
T2 =1 Top =1 Tz = 2 Ty =1
T3 =3 Tz =3 T33 =4
Tog =3 T34 =4
Tor = 4
T, =6 T, =15 T3 =16 Ty, =4
T =2 Ty =23 T3 =14 Ty =2

Vypoctéme nejprve intervaly spolehlivosti pro sttedni hodnotu v kaZdé ze ctyr (J =4)
skupin merent (uZitim 2.7 a vzorci z tabulky 2.4):

T?
SSUT _ szvechno ZL’% - Zskupinyﬁi B 147 — 129 B

est RUT = VUT — 11_1 = 1,8;

Ddle VUT = 10 (secita se volnost 2 ve skupiné WHITE, volnost 4 ve skupiné RUBBY,
volnost 3 ve skupiné NIGGARD a volnost 1 ve skupiné NOHOLES). Z tabulky 1.1 pro
a = 2q = 0,05 a volnost 10 je t,(10) = 2,228. Intervaly spolehlivosti maji ted riznou délku
diky ruznym poctum mereni v kaZde ze skupin — podle 2.7

— 1.8
LEX; 4 /222228
i € VA

mame py € 2+ 1,73, s € 3+ 1,34, u3 € 4+1,49 a py € 2+ 211 (grafické zndzornéni
téchto intervali viz obrdzek):
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(62}

IN

w

N

=

o

WHITE RUBBY NIGGARD NOHOLES

Z obrazku je mozné vycist nasledujici informace:
— antervaly spolehlivosti maji neprdzdny prinik, coZ neddvd moc duvodu si myslet, Ze

stredni hodnoty velicin v jednotlivych situacich méreni se lisi vyznamne;

— experiment nemd velkou silu: mezi jednotlivymi znackami pasty mohou byt znacné
rozdily (napt. uy =1, us = 5), ale statisticky je nejsme schopni prokdzat; pomohlo
by zopakovdni experimentu s vétsim poctem méreni v kaZdé ze skupin (tedy s vétsi
silou,).

Provedme nyni test hypotézy:

(Kl) Ho.' M1 = U2 = U3 = U4y
Hy: Neplati Hy.

(K2) Testovym kritériem bude velicina <2V L. Odhad est RUT = 1,8 uZ byl nalezen

pro = 10), odhadnéme jestée pro =J—-1=4-1=3):
VUT =10), odhadnéme jeste RMT VMT=J—-1=4—-1=3
oty SSMT Xl — T 12047
- vMT o J-1 4-1
(K3) Pri platnosti Hy ma veli¢ina ‘Zi?gg rozdeleni F' pro stupne volnosti Vi = 3,
V5, = 10.

(K4) Pro a = 0,05 prislusna kriticka hodnota F(3,10) je na priseciku tretiho sloupce
a desdtého Tadku tabulky 2.2 tj. Fy(3,10) = 3,71.
(K5) Odpovidagici F-hodnota kritéria je
est RMT 3
est RUT 18 b7 < Fi=371;

Hy tedy nezamitame, rozdily mezi pastami nebyly testem odhaleny.
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Poznamka: Nékdy se situace analyzy rozptylu popisuje tzv. linearnim modelem
(tento pfistup je podrobné rozpracovan ve skriptu [6]): pro j-tou hodnotu i-té skupiny
(tFidy) plati

Tij = B+ + Ej,
kde p je stfedni hodnota celé populace, a; je vliv (relativni zména) p zptisobeny podmin-
kami méfeni ve skupiné (= tiid€) ¢, €;; je ndhodné chyba, ktera ma rozdélwni s rozptylem
0%, coz je stejny rozptyl jako rozptyl celé populace. Zde plati 2;1:1 a; =0, Zjvzl gij = 0,
a Hy, Hy lze formulovat Hy : a3 = ap = -+ = oy = 0, Hy: neplati Hy. V tomto textu se
analyze rozptylu ovSem nebudeme vénovat z pohledu linedrniho modelu, ale z hlediska jiz
predstaveného souctu ¢tvercu.

2.1.2 DulezZité drobnosti k zapamatovani

Vratime-li se k situaci J skupin (t¥id) méfeni, i-ta délky N;, lze z méteni ve vSech skupinach
dohromady spocitat jeden ,velky“ soucet ¢tverct

. )2 2
SS = E (25 —T)* = E x| = (X vsechno *i) = g x| - T—>
n n
vSechno vSechno vSechno
(2.8)

kterému odpovidd V'.SS = n—1 stupnt volnosti (n hodnot zavislych na jednom parametru
7). Z tabulky 2.4 je patrno, Ze

SS = SSMT + SSUT; (2.9)
VSS = VMT+VUT (2.10)

(podobné vztahy platily mezi celkovym rozptylem, vnitinim rozptylem a vnejsim
rozptylem v piikladu 1.10).

Pokud by se nékomu zdaly vzorec 2.8 a tabulka 2.4 prili§ narocné, rad bych uvedl
nekolik skutecnosti, které ¢tenafi pomohou si tyto vzorce zamilovat a ocenit krasu analyzy
rozptylu :-)

Vztah mezi souctem c¢tverca a stupni volnosti: Ve vzorcich je pfitomna néasledujici
symetrie — vzorec pro vypocet poc¢tu stpupnt volnosti je klicem pro urceni poctu
¢lenti v sumach odpovidajiciho souc¢tu c¢tverci:

e Celkovy soucet ¢tverct (2.8): V.SS =n — 1, a pak pfi vypocétu SS od sumy n
¢lenti (sumy CGtvercl véech méfeni experimentu) odecteme jeden ¢len %2
e SSUT: Protoze VUT = n — J, pak pii vypoctu SSUT odecitame od

e (x S~ Y . T
sumy n Cleni (Ctvercii vSech méfeni experimentu) sumu J ¢clent (3= pro
7
j=12,...,J).

e SSMT: Protoze VMT = J — 1, tak pti vypoctu SSMT odec¢itdme od sumy

e T2 . . 2
J Clenti 3= jeden clen =
i n
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Pravidlo ,,umocni a podél*“: Kdykoli v probiranych vzorcich umocnujeme urcity sou-
cet, délime jej poctem clenti tohoto souctu. Konkrétne:

x?j: Umocnujeme jediny ¢len, ¢ili délime jej jednickou :-)
IZ: Umociinj det Ty = SN x5, cili délime jej éislem N
~+ Umociiujeme soucet T; = » ) @y, Cili délime jej ¢islem NN;.
T

7
2 v . v v Vel ha e . . v/
e ——: Umoctiujeme soucet 7' vSech n hodnot, ¢ili délime jej ¢islem n.

No nejsou ty vzorce krasné?

2.2 Dvoufaktorova analyza rozptylu
2.2.1 Priklady a vzorce

A7 dosud jsme se zabyvali situacemi, kdy se hledal vliv jedné nezavislé proménné na
jednu zavislou proménnou. Nyni budeme sledovat vliv dvou nezavislych proménnych na
treti zavislou proménnou.

Priklad 2.3 Chceme zkoumat vliv dvou proménnych na vijkon paméti. Pruoni proménnou
bude financéni motivace (zlepsi se vgkon paméti, kdyz clovek dostane vice zaplaceno?),
druhou proménnou bude délka pamatovdani (pamatuje si clovék po delsi dobé méne?).
Vigkon paméti budeme mérit poctem zapamatovanych slov (ze dvaceti uvedengch slov).

Pti feseni prikladu bychom mohli provést dva oddélené experimenty jednorozmérné
analyzy rozptylu: V jednom experimentu zkoumat vliv prvniho faktoru (= finanéni moti-
vace) v riznych podminkach (podminka 1: ¢lovék dostane 1 k¢ za kazdé spravné zapama-
tované slovo; podminka 2: ¢lovék dostane 100 ké za kazdé spravné zapamatované slovo),
ve druhém experimentu vliv druhého faktoru (= doba pamatovani) za riznych podminek
(podminka 1: zkouska paméti ihned po nauceni slov; podminka 2: zkouska paméti hodinu
po nauceni slov; podminka 3: zkouska paméti pét hodin po nauceni slov).

Ale lepsi je oba vlivy zkoumat najednou ve dvourozmeérné analyza rozptylu, protoze
se z ni dovime vice informacinez ze dvou jednorozmérnych experimentt (mtizeme stu-
dovat tzv. interakci obou nezavislych proménnych - jakysi jejich vzajemny vliv na treti
proménnou; za chvili bude feceno vice).

Skloubenim dvou podminek faktoru 1 a t¥i podminek faktoru 2 ziskdme 2 -3 = 6
podminek dvourozmérné (= dvoufaktorové) analyzy rozptylu. pro takto navrZzeny
experiment bylo ndhodné vybrano Sest skupin po tfech lidech a ziskana data uvedena v
tabulce na nasledujici strané.

Vysvétleni oznaceni v této tabulce faktorové analyzy typu J x K:
J ... pocet podminek faktoru 1.
K ... pocet podminek faktoru 2.

Tijy Tjj... soucet a primér piislusny k podmince ij.
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Tk, Ng, ...

TS]-, NSj '

soucet a pocet hodnot pfislusny i-té podmince faktoru 1 (= v i-tém Fadku
faktorové tabulky).

. souCet a pocet hodnot pfislusny j-té podmince faktoru 2 (= v j-tém sloupci
faktorové tabulky).

. celkovy soucet a pocet hodnot v tabulce.

H 0 hodin ‘ 1 hodina ‘ 5 hodin H

T =06| T =4 | 2131 =5
Ti2 =4 Tioo =4 | T3 =4
1 ké T113 — 5 T123 — 4 T133 — 3 TR1 =39
Tih=15| T =12 | Ti3 =12
T11 =9 Tip=4| Ti3=4
To1p = 11 Too1 =6 | 231 =06
To1o = 8 | Togo = 10 | @wozp =4
100 ké T213 — 8 T9223 — 8 T933 — 5 T’R2 = 66
Tor =27 | Tog =24 | T53 =15
To1 =9 Tog =8| T3 =29
Ts, =42 | Tg, =36 | Ty, =27 T =105
n =18

Zpracovani namérenych dat shrneme do t¥i bodii:

a) Intervaly spolehlivosti: Potfebujeme vypocitat nejprve est RUT — méame k dospo-

zici Sest odhadu tohoto ,vnitiniho rozptylu“ (ze tii méfeni v kazdé ze Sesti skupin
lze ur¢it jeden odhad), lze tedy spocitat jejich aritmeticky primér. OvSem jedno-
dussi je pouzit zde analogii vzorce pro soucet ¢tvercl rozptylu UT z tabulky 2.4:

T2
SSUT  2vsechno Tk — Zskupiny N
T = = 2 2.11
est RUT = yor n—J K ’ (2.11)
dosazenim dostaneme
1 —681
est RUT — 7018—668 - 1,667,

Tedy podle vzorce 2.7 mame

/1,667
Mij € Tij + ’T . tk(12> = Tyj + 1,62.

na ose y je vynasena zavisla proménna mérena poctem zapamatovanych slov, na ose
x jedna z nezavislych proménnych, napriklad doba pamatovani. Druhou nezavislou
proménnou — finanéni motivaci — do obrazku graficky znazornime tim, ze pro kazdou

vvvvvv
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z jejich hodnot (1 k¢ , 100 ké) se nakresli jeden graf zavislosti po¢tu zapamatovanych
slov na dobé pamatovani. V jednom obrazku je tedy vice kfivek odpovidajicich
riznym podminkam faktoru 1:

10 i
9 \
8_
L 100 k zaslovo
7_
6 I
5_
4_
4 1k zaslovo :I:
“0hod 1hod 5 hod

Z intervalt spolehlivosti lze vycist, ze oba faktory maji vliv na pocet zapamatova-
nych slov: pro delsi dobu pamatovani pocet zapamatovanych slov klesé (obé kiivky),
pro vyssi finanéni motivaci je pocet zapamatovanych slov vétsi (kiivka ,,100 ké“ je
vyse nez kiivka ,1 ké“).

b) Jednorozmérna ANOVA pro Sest podminek: Na chvili zapomenme, ze Sest
,okének* v tabulce vzniklo kombinaci dvou nezavislych proménnych, a provedme
jednorozmérnou analyzu rozptylu, abychom zjistili, zda mezi uvedenymi Sesti
skupinami (= t¥idami) existuji vyznamné statistické rozdily:

Hy @ pn = pig = iz = o1 = oz = [123;

(Hy: neplati Hp). Uz mame spoéteno est RUT = 1,667 (pro VUT = 12); déle
pouzijeme analogii vzorce pro soucet ¢tvercu rozptylu MT z tabulky 2.4:

SSMT % T
podminky ¥;; = n
t RMT = = ; 2.12
est R VT T-1 ; ( )
po dosazeni je (pro VMT = 5)
1—-612
est RMT = 51— 6125 685 440

) 5

Sestavme vypocty provadéné v nasem statistickém testu do tabulky:
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typ rozptylu | V. SS est R F-hodnota  Fj
celkovy | 17 88,5 - - -

MT | 5 685 13,7 8,2 3,11
uri|i12 20 1,667 - -

Protoze 12 = 8,2 > 3,11 (F)"*(a = 0,05) = 3,11), uzavirame, e rozdily mezi

skupinami jsou statisticky vyznamné — H, zamitame.
ProtoZe nés zajima i vliv kazdé z obou nezavislych proménnych zvlast a vliv inter-
akce obou proménnych (oboji lze zjistit ze dvourozmérné ANOVA), v praxi v této
situaci test b) neprovadime. Je zde uveden pouze z pedagogickych diivodu (aby se
vidélo, Ze i tento test je mozny, a aby bylo pfipomenuto rozdéleni celkového ,kolace
rozptylu“, respektive celkového kolace souctu ctverc:

SS =885=8SUT+SSMT, VSS=17T=VUT +VMT).

c) Dvourozmérnid ANOVA: C1: Testujme nejprve vliv faktoru 1 (= finanéni moti-
vace) na pocet zapamatovanych slov; tento faktor mé dvé podminky vzniklé
vzdy souc¢tem v prislusném radku faktorové tabulky:

6 4 5
1ké¢| 4 4 4| Tk =39
5 4 3| Ng, =9

11 6 6
100k¢ | 8 10 4 | Tg, =66
8 8 5| Nr,=9
T =105
n =18

Rozhodujeme mezi Hy : g, = ptr, & Hy : neplati Hy. Kritériem testu bude opét
podil ,vnéjsiho“ a ,vnitiniho“ rozptylu, ale roli vnéjsiho rozptylu bude nyni
hréat rozptyl mezi fadky tabulky, proto oznaceni RM R (analogicky SSMR je
prislusny soucet ¢tverci, V M R piislusné volnost) — pii jeho vypoétu pouzijeme
analogii vzorce pro soucet ¢tvercd rozptylu MT z tabulky 2.4:

SSMR fadky Na, —
t RMR = = : ; 2.13
eSs VMR J—1 3 ( )
po dosazeni
est RMR = w = 40,5;

jevidét, ze VMR =J —1=2—1=1. Pak po dosazeni do kritéria

est RMR 40,5
est RUT 1,667

= 24,25 > F}'"(a = 0,05) = 4,75.

Proto Hy zamitame, vliv faktoru 1 na pocet zapamatovanych slov se prokazal
— je statisticky vyznamny.
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C2: Dale testujme vliv faktoru 2 (= doby pamatovani) na pocet zapamatovanych

C3:

0 hod 1 hod 5 hod
6 4 5
4 4 4
5 4 3
11 6 6
8 10 4
8 8 5
Ts, =42 | Tg, =36 | T, =27 | T'=105
Ng,=6| Ng,=6| Ngy=6| n=18
Mezi hypotézami ,Hy : pus, = ps, = pss" a ,Hy

est RMS
est RUT’

kritérium

est RMS =

SSMS Zsloupce Ns;

slov (zase nés zajima porovnani mezi jednotlivymi sloupci faktorové tabulky):

: Neplati Hy“ rozhodne nyni

kde est RM S urcéime ze vztahu

2
T3 o

n

VMS

K-1

dosazenim (pro VMS =K —1=3—1=2) mame

est RMS =

a tedy
est RMS 9

5)

est RUT 1,667

631,5 — 612,5

3—1

9,5,

(2.14)

=5,69 > F2"%(a = 0,05) = 3,8,

proto Hy opét zamitame, vliv faktoru 2 na pocet zapamatovanych slov je sta-

tisticky vyznamny.

Sestavme dosud vypoctené hodnoty do tabulky:

typ rozptylu

Fy

celkovy
MT

Vv SS
17 88,5
5 68,5
1 40,5
2 19
2 9
12 20

est R F-hodnota
40,5 24,25 4,75
9,5 5,69
4,5 2,69
1,667 -

3,8
3,8

Nyni je potfeba vysvétlit, kde se vzal v tabulce cerveny fadek. Tento radek
odpovida vlivu interakce mezi faktorem 1 a faktorem 2 na pocet zapama-
tovanych slov. Tato interakce je soucasti rozdilnosti mezi riznymi skupinami
méfeni, a tedy je soucasti vnéjsiho rozptylu, proto budou platit vzorce

SSMT
VMT

SSMR + SSMS + SSI;
VMR+VMS + VI,

(2.15)
(2.16)
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kde SST je soucet ¢tverct (rozptylu) interakce a VI je volnost (rozptylu) in-
terakce. Pomoci téchto vztaht je mozné SST a VI snadno urcit:

VIi=5-1-2=2 5SS =685—-40,5—-19=09.
Pak est RI = % = % = 4,5, a tedy (testové kritérium eﬁftR}gT porovname s
kritickou hodnotou F,"""7))

est RI. 4,5
est RUT 1,667
To znamena, ze vliv interakce faktort 1 a 2 na pocet zapamatovanych slov neni

statisticky vyznamny, hodnota kritéria tohoto pravostranného testu nepresahla
kritickou hodnotu.

Dvourozmérna ANOVA tedy spociva v testech C1, C2, C3, ve kterych hledame vliv

= 2,69 < 2" (a = 0,05) = 3,8.

— faktoru 1
— faktoru 2

— interakce faktori 1 a 2

na zavislou proménnou.
No dobfte, ale co to ta interakce vlastné je? Podivejme se na ptiklad:

Piiklad 2.4 Modifikujme nyni priklad 2.3 a predpoklddejme dvé podminky faktoru 1 (1
k¢, 100 k¢) a pouze dvé podminky faktoru 2 (0 hod, 1 hod), ¢ili dvourozmérnou ANOVA
typu 2 X 2. UvaZme tii rizné vysledky ziskanych dat z hlediska interakce (na vodorovnou
osu vyndasime dobu zapamatovdni, na svislou osu pocet zapamatovanych slov):

a) Zadna interakce: (i) Pri motivaci 100 K¢ si lidé pamatuji primérné o ti slova
vice neZ pri motivaci 1 K¢ (bez ohledu na délku pamatovdni)

(ii) Za jednu hodinu lidé zapomenou primeérné pét slov (bez ohledu na financni
motivaci)

(iii) Shrnuti: vliv jednoho faktoru nezdvisi na velikosti druhého faktoru; abychom
urcili hodnotu vlivu jednoho faktoru, nemusime se zajimat o druhy faktor —
gingmi slovy, mezi faktory neezistuje interakce (geometricky: prislusné zdvislosti
na obrdzku jsou navzdjem rovnobéziné).

00 k zaslovo

k za slovo

"othod 1 hod
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b) Slaba

interakce: (i) O kolik vic si lidé primeérné pamatuji pii motivaci 100 K¢ neZ
prt motivact 1 Ké? To zdleZi na délce pamatovdani — bezprostredné po naucent
slov je to primerné o tri vice, hodinu po nauceni slov prumerné o jedno slovo
vice (viz obr.).

Kolik slov lidé zapomenou primeérné za jednu hodinu? To zdlezi na motivaci
—pri 1 K¢ pramérné tri slova, pri 100 K¢ primérné pét slov (viz obr.).

Shrnuti: vliv jednoho faktoru zdvisi na velikostt druhého faktoru; abychom ur-
cili vliv jednoho faktoru, musime uwvaZovat © hodnotu druhéeho faktoru — jingmsi
slovy, mezi faktory existuje interakce (geometricky: prislusné zdvislosti na ob-
rdzku jsou Tiznobézné).

00 k zaslovo

7 1 k zaslo 4
34 3
54
14

"ohod 1 hod

c) Silna interakce: [ kdyZ tento vysledek je v tomto prikladu nepravdépodobny, po-
pisme, co by znamenala silnd interakce:

(1)

100 k za slovo

1 k zaslovo

"othod 1 hod

O kolik vic si lidé primeérné pamatuji pri motivaci 100 K¢ neZ pri motivaci
1 K¢? To zdlezi na délce pamatovani — bezprostredné po nauceni slov je to
pramérné o pét vice, ale hodinu po nauceni slov pramérné (svéte div se) o
Ctyri slova méné (viz obr.)!!

Kolik slov lidé zapomenou prumeérné za jednu hodinu? To zcela zdvisi na mo-
tivaci — pri 100 K¢ zapomenou primeérné pét slov, pri 1 K¢ si prumérné vzpo-
menou jesté na ctyri dalsi slova !!.
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(iii) Shrnuti: Hodnota jednoho faktoru zcela (a klicové) zdvisi na hodnoté druhého
faktoru. Tomuto typu interakce Fikdme uplnd (= silnd). prislusné grafy maji
opacny sklon — za jedné€ podminky je graf rostouct, za jiné klesagict.

Pojem interakce méa také sva uskali: V oddilku 1.6 (pozndmka e)) jsme mluvili
o poruseni méritka, které s otazkou interakce souvisi — nékdy volba hodnoty
zavislé proménné neni jednoznac¢na. V nasem piikladu jsme zévislou proménnou
(= silu paméti) méFili poétem zapamatovanych slov. Mohlo by se stat, Zze bychom
tuto ,psychologickou proménnou méfili jinou matematickou veli¢inou (napf.
logaritmem poc¢tu zapamatovanych slov nebo druhou mocninou poc¢tu zapamato-
vanych slov) a pfislusné kiivky na obrézcich by pak mély jiny sklon, coz by vedlo
k jiné interakci. Protoze tato volba veli¢iny neni jednoznac¢na (vice matematickych
veli¢in muze byt k tomuto celu stejné dobrych), neni jednozna¢na ani hodnota interakce.

Zpredchoziho odstavecku plyne, Zevhodnou transformaci zavislé proménné lze
nékdy interakci odstranit — zejména pfipad slabé interakce (,,mirné riiznobézné grafy*)
lze prevést na pripad bez interakce (rovnobézné grafy), ¢ili nema smysl tvrdit, Ze interakce
existuje nebo neexistuje. To ovSem neznamenad, ze nema cenu interakce studovat — naopalk,
v neékterych ptipadech lze interakci jednoznac¢né prokazat:

e napi. kdyz méritko zavislé proménné je ekvivalentni méritku nezavislé proménné
(prikladem takové zavislé proménné je napi. doba ¢ekani na vyskyt jisté udélosti
— napt. v nasem piikladu by to znamenalo spiSe naplanovat experiment tak, ze by
¢as byl zavislou proménnou a vynasel by se na svislé ose, méfili bychom naptiklad
dobu, po kterou si lidé jsou schopni udrzet v paméti aspon pét ze zapamatovanych
slov; nezavislymi proménnymi by mohly byt napf. motivace a vék);

e silnou interakci nelze transformaci zachovavajici monotonnost (= rostouci funkce se
transformuje na rostouci funkci) nijak odstranit.

Podivejme se jesté na jeden piiklad dvourozmeérné analyzy rozptylu:

Priklad 2.5 V roce 1966 ve firmé Bell telephone predstavil Saul Sternberg zpusob, jak
testovat rychlost pristupu clovéka do kratkodobé paméti: Testovany md za ukol si zapa-
matovat urcitou mnoZinu pismen, napt. {A,Q, M, T, G}. Potom se podrobi ndsledujici
zkousce: jsou mu prezentovdana ruznd pismena a on md stisknout jisté tlacitko, pokud
dané€ pismeno pochdzi ze zapamatované mnoziny pismen (a jin€ tlacitko, pokud se o pis-
meno z dané mnoZiny nejednd). MéEri se doba reakce mezi prezentaci pismene a stiskem
tlacitka.

Zdkladni nezdvislou proménnou tohoto experimentu je s = pocet pismen v ,,pamétové
mnozin€“. Bylo zjisténo, Ze zdvislost poctu pismen na reakcni dobé je linedrni (s vétsim
poctem pismen predloZenych k zapamatovdni se linedrné prodluzuje reakéni doba):
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400+

300

Popis obrdzku: na vodorovnou osu vyndsime pocet s slov v ,,pamétové mnoziné“, na
suislou osu reakéni dobu t v milisekundach, priddnim jednoho slova do zapamatované
mnoziny se zvysi reakcni doba priblizné o ¢ = 33,3 milisekund.

Provedme nyni experiment zjistugict, jak se pFistup do krdtkodobé paméti lisi vzhledem
k typu zapamatované jednotky - vytvorime dvourozmeérnou ANOVA typu 2 x 3, faktor 1
(= typ pamatované jednotky) md dvé podminky (pismena a slova); faktor 2 (= pocet
jednotek v zapamatované mnoziné) md tri podminky neboli hodnoty (1, 3, 5).

Ziskala se ndsledujici data, provedte pro né dvourozmérnou ANOVA:

L 3 | 5 |
350 394 456
346 392 471
361 410 464
330 405 460
pismena 342 400 450 || Tr, = 6031
T, = 1729 T2 = 2001 Ti3 = 2301
fll = 346 512 - 400 Tlg - 460
esty; 02 =128 | est1o 02 =56 | esti3 02 =63
384 466 585
371 484 580
365 475 560
392 470 562
slova 375 465 570 || TR, = 7104
15 = 1887 Thy = 2360 To3 = 2857
521 = 377 fgz = 472 f23 = 571
esty; 02 =114 | estyy 02 = 61 | esteg 02 = 120
Ts, = 3616 Ts, = 4361 Ts, = 5158 || T'= 13135
n =30
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7 namérenych dat spocitame k dalsimu vyuziti:

2

T
SSUT = > al— Y %:2169; VUT = 24;
vse

podminky
T2 T2
SSMT = > ?ﬂ — — =165231; VMT =5;
n
podminky
T2 T2
SSMS = Y —L - =118933; VMS =2;
sloupce 10 30
T2 T2
SSMR = ), —2— 55 =387 VMR=1;
radky

SSI = SSMT —SSMS —SSMR ="T7921; VI =2.
a) intervaly spolehlivosti: ,Vnitini“ rozptyl lze vyjadfit jako aritmeticky prumér
Sesti odhadi (protoze v kazdé tiidé (= podmince) se vyskytuje stejny pocet

méfeni), nebo jako podil

SSUT 2169
VUT ~ 24

/90,4
Hij c fij + ?’ . tk(24) = Eij + 8,8,

600+

est RUT =

= 90,4,

tj.

5004 slov.

400 smena

3004

Intervaly spolehlivosti (vyznaceny na obrazku) jsou malé vzhledem k rozdilim mezi
prameéry, tj. experiment mé dostate¢nou silu (praméry jsou dobrymi odhady stted-
nich hodnot). Zavislosti jsou linedrni, je tedy potvrzena platnost ptivodni Sternber-
govy teorie. Sklon je vétsi u slov nez u pismen, coz znamena, ze doba kontroly u
slov je obecné delsi nez doba kontroly u pismen.

b) testy hypotéz: Ozna¢me stfedni hodnoty pfislusejici jednotlivym podminkam:
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| t] 3] 5]
pismena || fi11 | p12 | fas || PR,
slova || pio1 | fo2 | f23 || MR

| psy [ wsy | sy ||

Nyni nés zajimaji vysledky nasledujicich tii testii:

Test 1: Vliv faktoru 1:
Hy: g, = g, (typ polozky nemé vliv na reakéni dobu);
H;: neni pravda, ze pur, = g,

Test 2: Vliv faktoru 2:
Hy: ps, = ps, = ps, (velikost mnoziny nema vliv na reakéni dobu);
Hy: neplati H,.

Test 3: Vliv interakce faktorta 1 a 2:
Ho:  pa1 — por = fag — fog = 13 — g (rozdil mezi typy polozek nezavisi na
velikosti mnoziny)
nebo ekvivalentné
Hy : 3 — o = piog — floo & soucasné fis — 11 = floz — po1 (v1iv velikosti
mnoziny nezavisi na typu polozky).
H;: neplati Hy.

Vysledky téchto testil lze vycist z tabulky pro dvourozmérnou ANOVA:

zdroj rozptylu | V' SS est R F-hodnota Fj
celkovy 29 167398 - - -
MT 5 165231 -

-R| 1 38377 38377 425 4,26

-S| 2 118933 59466,5 658,54 3,4

-1 2 7921  3960,5 43,86 3,4

ur 24 2167 90,3 - -

Ve vsech trech testech zamitame H, protoze prislusna F'-hodnota je vzdy podstatné
vétsi nez Iy,

Zavery testi nam netekly tolik, jako intervaly spolehlivosti. V kapitole 4 si fekneme
néco o konkrétnéjsich alternativnich hypotézach H;.

7 udaju z tabulky lze potvrdit vztah mezi jednotlivymi vonostmi a soucty c¢tverci:
celkova volnost 29 je souctem ,vnitini“ volnosti 24 a ,vnéjsi“ volnosti 5, tu lze
dale rozlozit na soucet volnosti 1 mezi fadky, volnosti 2 mezi sloupci a volnosti 2
interakce (mimo jiné pro volnost interakce vzdy plati vzorec VI = VMR-V MS).
Podobné celkovy soucet ¢vercii 167398 je souctem ,,vnitiniho“ souctu ¢tverct 2167 a
,vnéjsiho“ souctu c¢tvercit 165231. Tento vnéjsi soucet ¢tverci lze dale rozlozit jako

soucet SSR = 38377, SSS = 118933 a SSIT = 7921.
Obecné lze Tici, Ze ¢im vétsi podil ma diléi soucet ¢tvercu v celkovém kolaci
souctu ¢étvercu, tim ma prislusny zdroj vétsi vliv na celkovy rozptyl. To
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znamend pro nas priklad, ze nejvetsi podil na rozptylu méa rozdilnost ve sloupcich
(5SS = 118933 tvoii asi 71% celkového S'S).

Zde jsme se zatim seznamili s dvourozmérnou ANOVA pouze pro pripad stejného
po¢tu méfeni v kazdé ze t¥id (N;; = konstanta). Ptfipad nestejného po¢tu méfeni lze
vytesit bud vypusténim ,pfesahujicich hodnot®, nebo tzv. nevazenou analyzou rozptylu,

kterou se zde nebudeme zabyvat.

2.2.2 Dvé poznamky jako bonus

Poznamka 1: Graficka reprezentace. Z grafu popisujiciho ziskand data lze vycist
nejen vliv interakce, ale také vliv faktoru 1 a faktoru 2 na zéavislou proménnou.
Uvazujme situaci slabé interakce popsané néasledujicim grafem:

nez.
prom.

fakt.2,hodn.1

fakt.2,hodn.2

hodn.1 hodn.2 fakt. 1

U faktoru 1 neni dilezité c¢islo 1, ale to, ze hodnoty faktoru jsou vynaseny na osu
x (tj. faktorem 1 se rozumi faktor vynaseny na osu z). Méru vlivu faktoru 1 na
zéavislou proménnou udava rozdil p;:

nez.
prom.

fakt.2,hodn.1

-~
~
- - I‘)l
-
a A a
fakt.2,hodn.2
hodn.1 hodn.2 fakt. 1

a ... prumeérny vliv faktoru 1 v podmince 1; b ... pramérny vliv faktoru 1 v podmince
2; ¢arkovana tusecka je grafem primérného vlivu faktoru 1.
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Miru vlivu faktoru 2 (= faktor, ktery neni vynaSen na osu x) udava rozdil ps:

nez. )
prom. fakt.2,hodn.1
a4
b 4
fakt.2,hodn.2
- hodn.1 hodn.2 fakt. 1
a ... primérny vliv faktoru 2 v podmince 1; b ... primérny vliv faktoru 2 v

podmince 2.

Abychom ziskali urcity cit na zavéry plynouci z grafické reprezentace, projdeme
néekolik prikladi:

Priklad 2.6 Priklady analyzy typu 2 X 2:

nez.
prom. fakt.2,hodn.1

fakt.2,hodn.2

B hodn.1 hodn.2 fakt. 1
a)

Vliv interakce: ano. Vv faktoru 1: ano. Vi faktoru 2: ne.

nez.
prom.

fakt.2,hodn.1

fakt.2,hodn.2

- hodn.1 hodn.2 f'akt. 1

b)

Vliv interakce: ne. Vi faktoru 1: ne. Vliv faktoru 2: ano.
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nez.
prom.

fakt.2,hodn.1

fakt.2,hodn.2

- hodn.1 hodn.2 f'a\kt_ 1
c)

Vliv interakce: ano. Vi faktoru 1: ne. Vv faktoru 2: ano.

nez.
prom.

fakt.2,hodn.1
fakt.2,hodn.2

B hodn.1 hodn.2 fakt. 1

d)
Vliv interakce: ano. Vi faktoru 1: ano. Vi faktoru 2: ano.

Priklad 2.7 Priklady analjzy typu 3 X 3:

nezAe.
prom.

fakyj\

fakt.2, hodn.2

w, hodn.3

4 Thodn.i hodn.2  hodn.3 fakt. 1

a)

Vliv interakce: ano. Vv faktoru 1: ne. Viiv faktoru 2: ano.
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nez.
prom. fakt.2, hodn.1

fakt.2, hodn.2

N

fakt.2, hodn.3

4 Thodn.i hodn.2  hodn.3 fakt. 1

b)

Vliv interakce: ano. Vi faktoru 1: ano. Vv faktoru 2: ano.

fakt.2, hodn.1

nez.
prom.
fakt.2, hodn.2

akt.2, hodn.3

b

7 Thodn.1 hodn.z hodn.3 fakt. 1
c)

Vliv interakce: ne. Vi faktoru 1: ano. Vv faktoru 2: ano.

Poznamka 2: Tti a vice rozméru u ANOVA. Uvazujme experiment méfeni sily pa-
meéti z prikladu 2.3. Kdybychom chtéli prokazat, zda se vysledky experimentu lisi
mezi muzi a Zenami, pfidanim tfeti nezavislé proménné (pohlavi) jako t¥etiho fak-
toru bychom dospéli k trojrozmeérné (= tiifaktorové) analyze rozptylu typu 2 x 3 x 2,
tj. kombinaci faktorovych trovni by vzniklo dvanact rtiznych podminek.

Pak bychom potfebovali zpracovat data ze dvanacti skupin méfeni (napt. N;j, = 3
je pocet méfeni v kazdé skupiné) a vyplnit faktorovou tabulku (respektive dvojici
tabulek)

fakt.3,podm.1: Zeny H fakt.2: 0 hodin ‘ fakt.2: 1 hodina ‘ fakt.2: 5 hodin ‘

fakt.1: 1 ké
fakt.2: 100 k¢

fakt.3,podm.2: muzi H fakt.2: 0 hodin ‘ fakt.2: 1 hodina ‘ fakt.2: 5 hodin ‘

fakt.1: 1 ké
fakt.2: 100 ké

Tabulka vysledki trojrozmérné ANOVA by pak méla nésledujici tvar (uvedu jen
prvni dva sloupce):
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zdroj rozptylu Vv
celkovy 35
MT 11

— faktor 1 1

— faktor 2 2

— faktor 3 1

— interakce Fi, Fy 2

— interakce I}, F3 1

— interakce I3, F3 2

— interakce Fy, Fy, F3 | 2
ur 24

(plati, Ze pocet stupni volnosti interakce je roven soucinu volnosti faktori do této
interakce zahrnutych)

V tabulce je vhledem k pfedchozimu jedina nova veli¢ina, a sice soucasna interakce
faktora Fy, F,, F3 — vyjadfuje miru, do jaké zavisi libovolna dvourozmérna
interakce na hodnoté tretiho faktoru, tj. interakce Fi, F5 na hodnoté faktoru Fj,
nebo ekvivalentné interakce Fj, F3 na hodnoté faktoru F5, nebo ekvivalentné
interakce F5, F3 na hodnoté faktoru Fj.

Vice nez tfi rozméry u ANOVA jsou mozné, ale cela situace je uz dost nepiehledna,
¢ili se moc neuziva :-)

2.3 Experiment opakovaného méreni
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3 Korelaéni pristup, regresni primka
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4 Po analyze rozptylu nebo misto ni
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5 Rozdéleni y?
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6 Neparametrické testy
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Cast 11
Operacni vyzkum

Co je to operacni vyzkum

Co je to operacni vyzkum a kdy vznikl? Jak uz nazev napovida, jedna se o vyzkum operaci.
Systematicky itok na tuto oblast védéni byl zahdjen v pribéhu druhé svétové valky. Ano,
a operace, o kterych se zde mluvi, byly ptvodné operace vojenského charakteru: taktické,
organizacni i zasobovaci.

Metody operacniho vyzkumu tedy spojuje zejména oblast praxe, ve které vznikaly
— spada sem optimalni rozdélovani surovin, vyrobkti a pracovnich sil, planovani projekt,
ulohy zasobovani, feseni problémt opotiebeni a obnovy zafizeni, otazky spojené s ¢ekanim
na obsluhu, vybér nejlepsi strategie, stanoveni harmonogramu ¢innosti, atd. Po valce se vy-
zkum téchto otazek nezastavil, protoze dané poznatky nachazely své uplatnéni zejména
v ekonomice, kde se setkavame prakticky se stejnymi situacemi (konec konct, ekonomika
je také trochu valka).

7 teoretického hlediska jsou vsak problémy vzniklé na jednom bitevnim poli feseny
v mnoha oblastech matematiky: problém optiméalniho rozdéleni zdroji a pracovnich sil
se prevedl na hleddni maxima nebo minima linearni funkce (disciplina: linearni programo-
véani) nebo nelinearni funkce (discipliny: matematické programovani nebo nelinearni pro-
gramovani). Planovani projektu naslo své feseni v tlohach sifové analyzy (teorie grafi).
Volba optimalni strategie podnitila rozvoj celého védniho oboru — teorie strategickych
her. Teorie pravdépodobnosti pfinesla svou trochu do mlyna v otazkach front (nemysli se
fronty valecné, ale fronty v opravné, menze, bance, na maso nebo na mobil). Sekvenéni,
opakujici se procesy vedly k rozvoji dynamického programovani, fesicitho tlohy uzitim
jakychsi rekurzivnich optimalizacnich algoritmii.

Zkratka a dobfe, dnesnimu studentovi se pfedmét zvany operac¢ni vyzkum miize jevit
jako exkurze do mnoha ruznych oblasti matematiky. A skutecné, snad kazda z matema-
tickych disciplin méa k nékterému z uvedenych problémi co fict. A prece existuje néco, co
vSechny tyto metody spojuje: snaha nalézt optimum — podle danych kritérii ty nejlepsi
hodnoty uvazovanych proménnych, nejlepsi feseni studované situace.

Latinské ,optimus” znamenéa ,nejlepsi“. Jak odhalil muj pritel Libor St¥iz, ve svém vy-
jadfovani nepouzivame pouze slovo ,optimalni“ (= nejlepsi), ale i ,,optimalnéjsi“ (= vice
nejlepsi) a ,nejoptimalnéjsi“ (= nejvice nejlepsi). A tato humornd situace, kterou nam
pripravila naSe draha cCestina, dobfe vystihuje, jaci vlastné jsme: nestac¢i nam mit to nej-
lepsi, ale hledame jesté néco vice. Preji vam, abyste to nejlepsi z nejlepsich ve svém zivoté
objevili.
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7 Linearni programovani

Predmeétem linedrniho programovani je feseni tulohy, jejiz matematicky tvar zni:

n
naleznéte minimum (nebo maximum) funkce z = ) ¢;z; za omezujicich podminek
j=1
xz; > 0proj=1,2,...,n (tzv. triviAlni podminky),

> aj;z; < b; (nebo = b; nebo > b;) proi =1,2,...,m.
i=1

Jak fekl mij kolega Mirek Hlavicka, na tlohach linedarniho programovani neni
nejzajimavéjsi matematickd formulace nebo feSeni (i kdyZz algoritmus FeSeni ma krasny
geometricky vyznam), ale to, kolik riznych tloh praxe lze na tento matematicky model
prevést. Uvedme nyni nékolik typickych predstavitelt z oblasti ekonomické praxe.

Priklad 7.1 Spolecnost RED wvlastni zdvod ma vyrobu vnitinich a venkovnich ndtéri
domi. K vyrobée se pouzivd dvou zdkladnich surovin A, B. Maximdlni denni dostupnost
suroviny A je 6 tun, suroviny B 8 tun. Na vyrobu jedné tuny vnéjsiho ndtéru je potreba
1 tuna A a 2 tuny B, na vyrobu jedné tuny vnitiniho ndtéru 2 tuny A a 1 tuna B. Pruzkum
trhu ukdzal, Ze

a) denni vyroba vnitiniho ndtéru nesmi prekrocit denni vijrobu vnéjsiho ndatéru o vice
nez 1 tunu;

b) denni vyroba vnitiniho ndtéru nesmi prekrocit 2 tuny.

Prodejni cena 1 tuny vnéjsiho ndtéru je 3000 dolari, vnitrniho 2000 dolari. Jaké mnozZstvi
obou ndtéri musi spolecnost vyrabét, aby byl jeji obrat maximdlni?

Matematicka formulace ulohy:

1. oznac¢ime promeénné:

x ... denni vyroba vnéjsiho natéru (v tunach)
y ... denni vyroba vnitiniho natéru

2. budeme hledat maximum funkce z = 3z + 2y, ktera vyjadiuje denni obrat (v tisicich
dolart).

3. omezujici podminky:

— omezeni na spotfebu suroviny A:
na vyrobu vnéjsiho natéru se spotfebuje x tun suroviny A denné
na vyrobu vnitiniho natéru se spotfebuje 2y tun suroviny A denné
maximalni dostupnost suroviny A je 6 tun denné
celkem tedy dostavame omezeni: d) r+2y<6
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omezeni na spotiebu suroviny B: @ 20 +y <8
— ad prizkum trhu a): @ y—r <1
ad prizkum trhu b): @ y <2

trivialni omezeni, chceme vyrobit kladné mnozstvi obou natéri: 6 x>0
6y >o.

Priklad 7.2 Politika bankovnich pujéek. Banka premysli o riuzngch typech klienti.

vvvvvv

typ pujcky uroky | pst zadluzZent
osobnt 0,14 0,1
automobilovd | 0,13 0,07
domdct 0,12 0,03
zemedelskd 0,125 0,05
obchodni 0,1 0,02

ZadluzZeni nevykazuje Zadny urokovy zisk. Konkurence jinych penéznich instituci v regionu
vyZaduje, aby banka pridélila alespon 40% z vybranych 12 milioni na zemédélské a ob-
chodni pujcky. Ddle domaci pujcky must nabyt objemu aspon jako automobilové a osobni
pujcky dohromady. Celkovd pravdépodobnost zadluZeni nesmi presdhnout 0,04. Jake je
optimdalni rozdéleni danych 12 milioni?

Matematicka formulace ulohy:

1. oznac¢ime promeénné:

x1 ... osobni ptijéky (v miliénech)
2o ... automobilové pijcky

x3 ... pujcky domacnostem

x4 ... zemédélské pujcky

x5 ... obchodni ptijcky
2. budeme maximalizovat rozdil ,zisk z Grokd“ minus ,ztracené fondy*, tj.

2= (0,14-0,921 4 0,13-0,93 25 + 0,12 0,97 23 + 0,125 - 0,95 7,
+0,1-0,9825) — 0,12, — 0,072 —0,0325 — 0,05z, — 0,02 5.

Po tpravé dostaneme

z=0,026 21 + 0,0509 x5 40,0864 23 + 0,06875 x4 + 0,078 x5.

3. omezujici podminky:
— banka na pujcky vyhradila 12 miliont: z; + x5 + x5 + 24 + x5 < 12
— aspon 40% pujcek musi byt zemédélské nebo obchodni: x4 + x5 > 0,4 - 12

— omezeni na pujcky domacnostem: x3 > 1 + 2
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— omezeni celkového zadluZeni:

0,121 +0,0725+0,0323 4+ 0,054 + 0,02 x5

<0,04
T1+ o+ T3+ x4+ T5

(aby toto omezeni bylo linedrnim, musime je zbavit zlomku)
— trivialni omezeni: x; > 0 prot=1,...,5.

Matematicka formulace problému je opét tlohou nalezeni maxima z linearni funkce za li-
nearnich omezeni, tj. tlohou linearniho programovani.

Priklad 7.3 Pozemkové hospodareni. Spolecnost BIRD wvlastni 800 hektari pidy u je-
zera Ozark. V dané oblasti jsou vydana ndsledujici bezpecnostni opatrent, aby se zamezilo
znecistént vody:

1) Mohou zde byt stavény jen domy pro jednu aZ tri rodiny, pricemz domi pro jednu
rodinu must byt aspon 50%.

2) Aby byl omezen pocet odpadnich nddrzi, je vyZadovana minimdlni rozloha

2 hektary na dim pro 1 rodinu
3 hektary na dum pro 2 rodiny
4 hektary na dum pro 3 rodiny

3) Na 200 rodin musi byt vyhrazena rekreacni plocha 1 hektaru
4) Podzemni voda nesmi byt ziskdvdna za ucelem pouZiti v rodindch nebo na zahradé.

Odhaduge se, Ze 15% plochy z dangch 800 hektari bude vyuzito k budovdni ulic a pristu-
povych cest. Zisk u jednotlivych typtu domu je:

dim pro 1 rodinu ... 10 000 $
dim pro 2 rodiny ... 15 000 $
dam pro 8 rodiny ... 20 000 $

Cena privodu vody je primo umérnd poctu postavenych domai, ale minimdlné se jednd
o 100 000 $. Ddle spotieba vody privadéné movym privodem je omezena na 200 000
galonu denné. Ndsledugjici tabulka shrnuje udaje ceny a spotreby vody:

typ domu 1 rodina 2 rodiny 3 rodiny rekreacni plocha
cena privodu ($) | 1 000 1200 1400 800
spotreba  wvody 400 600 840 450
(galony/den)

Jak vyuzit pozemek, aby zisk byl mazimdlni?
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Matematicka formulace ulohy:

1. oznac¢ime proménné:

x1 ... pocet postavenych domi pro 1 rodinu
o ... pocet postavenych domu pro 2 rodiny
x3 ... pocet postavenych domu pro 3 rodiny
x4 ... pocet rekreacnich ploch

2. budeme hledat maximum funkce z = 10000 x{ + 15000 x5 + 20 000 5.

3. omezujici podminky:

omezeni poc¢tu domit: 2x1 + 3 x5 + 43 + x4 < 680

domt pro 1 rodinu je aspon 50%: x1 > x9 + 23

T1+2x0+3 73
200

pripojky by mély pokryt porizujici cenu privodu vody:
100027 + 1200 25 + 1400 z3 + 800 24 < 100 000

minimalni pocet rekreacnich zarizeni: x4, >

omezeni na spotiebu vody:

400 21 + 600 2 + 840 z3 + 450 4 < 200 000

trivialni omezeni: x; > 0 prot=1,...,4.

Priklad 7.4 Jizdni vdad autobusi. Progresivni dopravni podnik studuje autobusovou sit
ve méste. Bylo zjisténo, kolik autobusi béhem dne je treba (pocet autobusi je stejny vidy
ve ctyrhodinovém casovém useku):

pocet autobust

12

10

24 .
hodiny
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Vytvorte rozurh vyuZiti autobusu tak, aby kaZdy autobus pracoval 8 hodin po sobé, a pak
mél 16 hodin volno.

Matematicka formulace tulohy:
1. proménné z; ... pocet autobusii pracujicich béhem riznych smén

2. budeme hledat minimum funkce z = > z; vyjadiujici celkovy pocet autobusii v pro-
storu.

3. zadani je nejasné: nevime, kolik smén by mélo byt a kdy zacinaji.
P1i tfisménném provozu:

1. sména 8% — 16 ... ;> 10
2.sména 169 — 2490 | 25 > 12 ) = 2 =21 4+ 29 + 23 > 30.
3.sména 24%° — 8% . 24> 8

Lepsiho vysledku lze dosdhnout v Sestisménném provozu:

1. sména 0% — 8% . oy
2. sména 4% — 1200 g,
3. sména 80 — 1690 ... 23
4. sména 1200 — 209 . g,
5. sména 169 — 249 = a4
6. sména 20%° — 4% g

6

tj. minimalizujeme funkce z = > x; za omezeni
i=1

ZL’1—|—JIGZ 4
T1+wy > 8
To + w3 > 10
.1'3"‘1’42 7
Ty + x5 > 12
ZL’5—|—JIGZ 4
;> 0 ,1=1,...,6

Tato tloha ma feseni (0, 10,0, 12,0,4), tj. minimalni pocet autobusti je 26.

7.1 Grafické reseni ulohy linearniho programovani

Zabyvejme se nyni nejprve grafickym feSenim naSeho matematického modelu. 7
geometrického vyznamu feseni tlohy lze totiz odvodit obecny algebraicky postup feseni.
Vse bude vysvétleno na prvnim zformulovaném prikladu vyroby dvou natért.
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Ad Priklad 7.1. Naleznéte maximum funkce z = 3x + 2y za omezeni

6 r+2y <6
204y <8
—r+y <1
y <2
x>0
y=>0

EEE®)

Reseni. Jedna se o tlohu nalezeni globalniho extrému funkce z na mnoziné p¥ipustnych
hodnot (ozna¢me ji M) zadané Sesti omezenimi. Kazdé omezeni jednoznacné urcuje
jednu polorovinu. VSechna omezeni musi platit soucasné, tj. mnozina M je prtnikem
Sesti polorovin (viz obr.7.2):

8+

i, . smér rustu funkce z
klicova vrstevnid

vrstevnice z = 6
4+ -

ot

2+

Obr. 7.2: Grafické znazornéni feseni Prikladu 7.1.

Studujme nyni vrstevnice funkce z na mnoziné M:

Vrstevnicemi jsou kiivky tvaru 3x + 2y = d, kde d je hodnota vrstevnice; tj. rovnobézné
piimky y = —% + %. Pokud libovolnou z téchto vrstevnic posunujeme ve smeéru ristu
funkce z (= sméru rastu konstanty d) kolmém na vSechny vrstevnice, dojdeme k
optimalnimu feSeni, kterym je posledni neprazdny prianik vrstevnice s maximalni
hodnotou na M a mnoziny M.



80 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

V nasem pripadé je optimum v bodé A, ktery ziskame jako prisecik primek @ a @ .
Optimalni hodnota funkce z v bodé A je

10 4 33
A)=3.—492.--2
#(4) 3 79373

Poznamka 7.1 ProtoZe grafem funkce z je rovina, optimum musi leZet v nékterém
vrcholu mnoZiny pripustngch hodnot (nebo ve wvice vrcholech, pokud klicovd vrstevnice
prochadzi vice vrcholy).

Optimdlni 7eseni neexistuje, pokud

— mnozina M je prdzdnd

— mnozina M je neohranicend ve smeru rustu funkce z.
Netrividlni omezeni se nazyvaji

— klicova ... pokud prochdzi bodem optima

— neklicova ... pokud neprochdzi bodem optima.

7.2 Analyza citlivosti na zakladé grafického nahledu

Zabyvejme se nyni chvili analyzou citlivosti, tj. tim, jak se zméni feseni pii zméné né-
kterého ze vstupnich parametr tlohy. Podle toho, jaky parametr se méni, odpovézme
u Prikladu 7.1 na nésledujici otazky:

a) Jak moc ma smysl zvySovat pravou stranu klicovych omezeni, aby se zlepsovala
optimalni hodnota funkce 27

b) Jak moc mé smysl snizit pravou stranu nekli¢ovych omezeni, aby hodnota optima
zustala zachovana?

c) Pokud bychom chtéli zajistit zvySeni pravé strany nékterého z kli¢ovych omezeni,
které z nich mé nejvétsi prioritu?

d) Jak moc muZeme ménit koeficienty funkce z, aby bod optima ztstal zachovan?
(funkéni hodnota v bodé optima se samoziejmé zmeéni)

Ad Priklad 7.1.

ad a) Kli¢ova omezeni jsou @ a @ )
Omezeni @ rx+2y <6
Graficky je tato situace zndzornéna na obr.7.3. Pokud posunujeme piimku
ve sméru rustu funkce z, pfi posunu az do @ se toto omezeni stava
nadbyteénym, nebot mnozina pripustnych hodnot se neméni pridanim nebo
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Obr. 7.3: Grafické znazornéni posunuti ptimky klicového omezeni.

odebranim omezeni @ . Posunovat @ dale nez do @ tedy nemé smysl.
Nahradime-li tedy v nasem pfipadé omezeni omezenim , optimum bude
nyni v bodé B, coz je prisecik omezeni a

B=[3;2]=2(B)=3-3+2-2=13

BE@ :>® cx+2y <7

Omezent @ 2x+y<8§

Graficky je tato situace znazornéna na obr.7.4. P¥imku @ ma smysl posunovat az
do , kdy se omezeni @ stava nadbyteénym (jeho pfidanim nebo odebranim se
neméni mnozina piipustnych hodnot).

Nahradime-li v nasem pfipad€ omezeni @ omezenim @ , optimum nastane v bodé
C, coz je prusecik omezeni a :

C=1[6;0]=2(C)=3-6+2-0=18

Ce@ =@ :201y<12
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Y5
] @

2+

Obr. 7.4: Grafické znazornéni posunuti ptimky klicového omezeni.

ad b) Nekli¢ova netrividlni omezeni jsou @ a @ . Protoze neprochézi bodem optima A
puvodni tlohy, mtzeme jejich pravou stranu snizovat, aniz by se bod optima zménil.
Tato situace je zndzornéna na obr.7.5.
Omezeni @ lze ménit az na @ , tj.

AE@ :>@ ety < =2,

Omezeni @ lze ménit az na @ , tj.

AE@ :>@ :yﬁ%.

V obou pfipadech zmény zistavd optimum v bodé A = [13—0, %], tj. 2(A) = B je
optiméalni funkéni hodnota.
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4+

2+

Obr. 7.5: Grafické znazornéni posunuti pfimek neklicovych omezeni.

ad ¢) Shriime modifikace netrividlnich omezeni do tabulky:

ad d)

omezeni prava strana se zméni o . .. zména funkce z jednotkova
zména 2
® 7—6=1 (bod optima ...B) | z2(B) —z(A) =3 1—?:%
@ 12 — 8 =4 (bod optima ...C) | 2(C) — 2(4) = ¥ %/3:%
€) —2—1= -3 (bod optima ... A) | 2(4) —2(A) =0 | % =0
@ | 4—2=-2 (bod optima ... A) | 2(A) —2(4) =0 | -2 =0

Udaje uvedené v poslednim sloupci tabulky jsou tzv. stinové ceny, tj. stinova cena
prislusnd danému omezeni = zmeéna funkce z pii jednotkovém zvysSeni pravé strany

klicového omezeni a nebo jednotkovém snizeni pravé strany neklicového omezeni.

Stinové ceny neklicovych omezeni jsou vzdy nulové. Maximalni stinova cena urcuje
omezeni s nejvetsi prioritou zmény pravé strany, tj. omezeni @ ma nejvetsi prioritu
zmény pravé strany.

Odpovézme napr. na otazku, jaka zmeéna koeficientu a funkce z = ax + 2y jesté
zachova bod optima A?



84 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

Odpovéd lze opét odvodit z geometrického ndzoru: Aby bod A zistal bo-
dem optima, vrstevnice funkce z musi mit sklon mezi dvéma meznimi hodnotami
urc¢enymi sklony primek @ a @ :

primka @ oy = —%x+3

vrstevnice funkce z: y = —Jx + %

primka @ oy = —%x+8

a 1 4
—— —— == ) = 1;4).
2€< 5 2> ac (1;4)
Tj. bodem optima ztstane A, pokud cena venkovniho natéru se pohybuje v rozmezi
od 1 do 4 tisic dolarti.

porovnanim koefi-
cienti u r mame:

7 prikladu je vidét, ze analyza citlivosti je stejné dilezita jako feSeni ptivodni tlohy.

7.3 Algebraické reseni tlohy linearniho programovani — simple-
xova metoda

Kanon biblickych knih je soubor téch knih, na jejichz pravosti a historické pfesnosti se
shoduji vSechny k¥estanské cirkve. Potom existuji i tzv. nekanonické (apokrytni) knihy,
které sice mohou obsahovat zajimavé myslenky, ale nékteré detaily v nich nejsou historicky
presné.

Podobné je to i s tlohou linearniho programovani. Mezi vSemi formulacemi existuje
jakysi presny, tzv. kanonicky tvar, vhodny pro nastoleni algebraického feSeni. Pokud
uloha neni v kanonickém tvaru, musime ji na tento tvar prevést.

Tak tedy, kanonicky tvar je charakteristicky tim, ze
— vSechna omezeni jsou rovnicemi
— vSechna omezeni maji nezadpornou pravou stranu
— pro vSechny proménné z; plati: z; > 0
Priklad 7.5 Ndsledujici ilohu prevedte na kanonicky tvar:

naleznéte minimum funkce z = 2 x1 + 3 x5 za omezent

1+ x93 = 10
—2x14+ 329 <=5
Tx1—4z9 < 6
r1 € R

o > 0
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Reseni. Zapornou pravou stranu omezeni jednoduse odstranime vynasobenim nerovnosti
Cislem (—1).

Nerovnost pfevedeme na rovnici tak, ze v pripadé < k levé strané pricteme, v pripadé
> od levé strany odeCteme, novou nezapornou proménnou p.

Poslednim problémem je nahradit neohrani¢enou proménnou x; € R néjakymi neza-
pornymi proménnymi. Toho lze docilit napf. substituci z; = 2} — 2, kde 2} > 0, z{ > 0.
Libovolné realné ¢islo lze skute¢né vyjadrit jako rozdil dvou nezapornych ¢isel, napr.:

=2 = 27=2 2{=0

rn=-3 = 27=0, 27 =3
Kanonicky tvar tlohy tedy bude:

naleznéte minimum funkece z = 2 (2} — z}) + 3 x5 za omezeni

ry — 2 + 2 = 10
227 =220 —3x3—p1 =5
Tah—Tx) —4dxo+py= 6

) >0, 27 >0, 29 >0, p1 >0, po > 0.

Ptfevod na kanonicky tvar je sympaticky v tom, Ze zachovava feseni puvodni tlohy.
Tedy teSeni tlohy v kanonickém tvaru je stejné jako feSeni ptivodni tlohy (omezime-li se
na ptvodni proménné).

Pri algebraickém feSeni se vyuziva toho faktu, zZe optimum funkce z musi nastat v né-
kterém z vrchold mnoziny pripustnych hodnot. V algoritmu feseni tedy najdeme néjaky
libovolny vrchol mnoziny pripustnych hodnot. Potom vybereme ten z jeho sousednich
vrcholli, ve kterém nastane nejvétsi ,zlepSeni“ funkce z (,zlepSeni = zvySeni pii ma-
ximalizaci a sniZeni pfi minimalizaci) a pfesuneme se do néj. Proces vybéru sousedniho
vrcholu, ktery ,zlepsuje“ funkci z, opakujeme tak dlouho, dokud to jde. Kdyz vSechno
dobte dopadne, jsme na konci procesu v optimalnim vrcholu.

Jesté poznamka k nazvu metody: pokud mnozina ptipustnych hodnot je ohrani¢ena
a pocet jejich vrcholi je o 1 vétsi nez jeji dimenze, nazyvame ji simplex. Odtud i nazev
simplexova metoda, nebot se v daném kroku pohybujeme mezi vrcholy urcéitého simplexu.

Ad Priklad 7.1 Celou metodu vysvétlime na naSem piikladu vyroby néatéra,
jejiz kanonicky tvar je:

naleznéte maximum funkce z = 3z 4+ 2y za omezeni

T+ 2y +p =6
20+ y + P2 =38
-+ Yy + p3 =1

Y +py =2

z, Y, P1, P2, P3, P4 Z 0.
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Reseni. Kanonicky tvar tlohy prepiseme do tzv. simplezové tabulky:

T Yy p1 p2 Pp3 P4 | TeSeni
2 1-3 =2 0 0 0 0| =0

m|l 1 2 1 0 0 0| 6
m| 2 1 0 1 0 0| 8
psl—=1 1 0 0 1 0| 1
pal 0 1 0 0 0 1| 2

Vysvétleni k tabulce:

V prvnim radku tabulky jsou oznaceny sloupce pfislusné jednotlivym proménnym.
Ve druhém tadku jsou zapsany koeficienty rovnice z — 3z — 2y = 0, je tfeba si jen
uvédomit tvar funkce z se vSemi proménnymi

z:3x+2y+0p1+0p2+0p3+0p4.

V dalsich radcich jsou zapsany koeficienty jednotlivych omezujicich rovnic. V nasem pti-
padé omezeni tvori systém 4 rovnic o 6 neznamych. Najdeme jisté jeho feseni nasledovneé:
Vybereme 4 proménné, tzv. bdzické proménné ... v nasem pripadé pi, ps, p3, pa.
Ostatni, tzv. nebdzické proménné, polozime rovny 0, tj. z = 0, y = 0. Tim vznikne systém
4 rovnic o 4 neznamych p1, p2, ps, pa, ktery ma jediné feseni. Protoze pfislusnd matice
systému je jednotkovéa, vektor pravych stran je pfimo vektorem feSeni, tj.

p1=0, pp=38 p3=1 ps=2.
Timto zptisobem jsme nasli soufadnice vychoziho vrcholu simplexu
2° =(0,0,6,8,1,2).
Ptechod na sousedni vrchol simplexu lze algebraicky zaridit tak, ze jednu z nebézickych
proménnych zaménime za jednu z bazickych a pak postup opakujeme, nebazické proménné
polozime rovny 0, zbyly systém s bazickymi proménnymi vyfesime.
Poznamka k terminologii:

e piipustné resend . .. libovolny bod mnozZiny pfipustnych hodnot (nemusi byt vrchol),
jehoz vsechny soufadnice jsou nezaporné

o pripustné bdzické teseni ... takové pripustné reseni, které odpovida nékterému vr-
cholu mnoziny pripustnych hodnot.

Realizujme nyni prechod do sousedniho vrcholu, ktery nejvice ,zlepsi“ hodnotu funkce z:

a) Za vstupni proménnou vybereme x, protoze piislusny koeficient v fadku funkce z
je nejvice zaporny, tj. pfi prevodu na druhou stranu rovnice nejvice zvysi hodnotu
funkce z. Pokud uz zadné ¢islo v fadku z neni zaporné, dané piipustné feseni je uz
optimalni.
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b) Proménnad z urcuje sloupec, ve kterém vybereme kladné hodnoty. K témto
hodnotdm vypocteme tzv. kladné zmény neboli podily (pfislusnd prava
strana)/(hodnota): ¢ a 5. Minimalni z téchto kladnych zmén urcuje Fédek, jehoz
proménna je vystupni: v nasem piipadé miniméalni kladnd zména je g, tj. p2 je
vystupni proménna. Prvek na priseciku vstupniho sloupce a vystupniho fadku se
nazyva pivotovy prvek.

T Yy p1 D2 D3 Ppa|TeSeni

p1®

ps | —1
P4 0

3

[\V]
— = = N
o O O =
o O = O
o Rk O O
_ o O O
SENOIOIS

Dtivod vybéru radku s minimélni kladnou zménou:

|

o
N
o
-
.
w
sL
(6]
o
~
o]

Obr. 7.6: Grafické znazornéni prechodu mezi dvéma vrcholy.

N4 vichozi vrchol je £° = (0;0). Vstupni sloupec urcuje, Ze nejvétsi narist funkéni
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hodnoty funkce z nastane pro proménnou x, tj. budeme se pohybovat ve sméru rustu
proménné z (= v kladném sméru osy ). Nasledujici vrchol mnoziny pfipustnych hodnot
v tomto sméru ! = (4;0) je ddn prvnim nejblizsim omezenim, které protne osu x, coZ je
omezeni (2) s kladnou zménou 4, nikoli omezeni (1) s kladnou zménou 6 (bod (6;0) neni
vrchol M). Minimélni kladnd zména (= 4) vyjadfuje zménu soutadnice = pfi prechodu
z vrcholu z° do z?.

Nakonec jesté poznamenejme, ze kladnad zména nemusi obecné znamenat vzrist x-ové
soutadnice; kladny smér = smér rustu funkce z pfi maximalizaci, resp. smér klesani z pfi
minimalizaci.

Nyni elimina¢nimi dpravami zajistime, aby se na misté pivotového prvku objevila
hodnota 1 a zbylé hodnoty vstupniho sloupce byly 0 (véetné koeficientu v fadku z).
POZOR! K danému fadku lze pfi¢itat nasobek pouze pivotového (= vystupniho) Fadku,
zadného dalsiho! Timto dodateénym omezenim se totiz docili dulezité vlastnosti, ze
sloupce odpovidajici novym béazickym proménnym budou opét vytvaret jednotkovou
matici (i kdyZ jejich pofadi bude prehdzené) a navic bude splnéna dilezitd podminka
(kterda musi byt zarucena v kazdém kroku simplexové tabulky), Ze koeficienty v fadku z
prislusné bazickym proménnym jsou rovny 0:

T Yy p1 p2 p3 pa|TeSeni

2|10 -2 0 2 0 0| 12
<_p101—%00@
|1 3o L oo o @
pl0 &) o L1 0] ®
pa|0 ()0 0 0 1| @

V poslednim sloupci fadku pro funkci z je uvedena jeji novd hodnota (ve vr-
cholu z'). Ta se zvysila o nasobek piislusného koeficientu v fadku funkce z (= 3) a
kladné zmény proménné x (= 4), tj. 0 3-4 = 12.

Nebézické proménné polozime rovny 0, tj.

y=20
p2 =0
Dostavame nové bazické reseni:
p1 =2
r=41
p3s =95
py = 2.

Novy vrchol, do kterého jsme se dostali, méa tedy soufadnice

' =(4,0,2,0,5,2).
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Algoritmus pokracuje dalsim krokem: zaporna hodnota v fadku z urcuje vstupni promén-
nou ¥, vystupni proménna je ur¢ena miniméalni kladnou zménou

(2 4 5 2] 4
mnsg ——,—,—=, - ¢ = =
3/2'1/2°3/2°1) 3

kterd nastane v 1.¥adku (= p; fadek).
Po normalizaci pivotového prvku a vynulovani vstupniho sloupce pomoci pficteni
nasobku pivotového radku k nepivotovym radktim dostavame tabulku

T Y Pp1 P2 Pz Pa|TeSeni
|00 1+ 5 0 0] 122
01 2 -3 0 0 3
10 -1 2 ¢ o L
p3|0 0 -1 1 1 O 3
ps|0 0 -2 & 0 1| 2
Nova hodnota funkce z se zvysila o % . %, tj. o %

Nebazické proménné polozime rovny 0, tj.

p1 =20
p2 =10
Dostévame nové bazické feSeni:

_ 4

¥y=3

_ 10

3

p3 =3

2

Py = 3.

Novy vrchol, do kterého jsme se dostali, méa tedy soufadnice

10 4 2

2
=(—,=,0,0,3, o).
T (3a3777a3)

Protoze v fadku funkce z uz nejsou zaporné hodnoty, nalezené reseni je optimalni, t;j.

10 4
rT=—, Y=

3 3

je optimalni mnozstvi denni vyroby obou natért.
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Poznamka k vybéru vstupni proménné:

1) Vybér sloupce odpovidajiciho zaporné, ale ne nejvice zéporné hodnoté v fadku z by
také vedl ke zvyseni hodnoty funkce z, ale to zvySeni by nebylo nejvétsi mozné.

2) Pfi minimalizaci je v algoritmu jediny rozdil: vstupni sloupec je ten, ktery odpovida
maximélni kladné hodnoté v fadku z (ta pii pfevodu na druhou stranu rovnice
nejvice zmensi funkéni hodnotu).

7.4 Analyza citlivosti pomoci vystupni simplexové tabulky

Celou analyzu citlivosti 1ze provést pomoci simplexové tabulky, a to i v illohach pro vyssi
dimenzi, kde uz grafické feseni neni mozné.

Ad Priklad 7.1 Odpovédi na jednotlivé otazky analyzy citlivosti lze vycist ze
zavéreéné (vystupni) simplexové tabulky.
a) Jaky je vyznam optimélnich hodnot p; = p, =0, p3 =3, ps = %?

pr=p2=0 ... omezeni @ , @ jsou klicova, obé suroviny jsou maximalné
vyuzity (jedna se o omezeni dostupnosti zdroji)

p3 =3 ... pravou stranu omezeni @ lze snizit prfi zachovani optima
o hodnotu 3, tj.
@ . —x +y < —2 ... denni vyroba vnéjstho natéru mize
ptrekrocit denni vyrobu vnitiniho nétéru az o 2 tuny (jedna se
o omezeni poptéavky)

pravou stranu @ Ize snizit o %, tj.

3
Ny
|
[SYIN)

@ cy < % ... poptavka muze byt jesté o % snizena.
b) Rédek funkce z v optimélni tabulce udava stinové ceny piislusné jednotlivym
omezenim — kazdé omezeni je neoddélitelné spjato s jednou pridavnou proménnou

stinova cena omezeni @ je rovna % — snizeni pravé strany @ o 1 povede
ke snizeni obratu o % tisice dolart

4

3

€ 0

@ 0 — kdyby stinova cena @ byla misto 0

kladna, znamenalo by to, Ze ma smysl

zvySovat poptavku po vnitinim natéru,

¢ehoz lze docilit zvysenim podilu spolec-
nosti na trhu.

c¢) Informace o zméné pravych stran klicovych omezeni.
Jak moc méa smysl zvySovat pravou stranu omezeni @ ? Kdybychom toto omezeni
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uvazovali ve tvaru x + 2y < 6 + Ay, vysledna simplexova tabulka by byla tataz az
na sloupec pravych stran:

T Y p1 D2 P3 Da feseni
z 3 122+ 37, >0
y : RETNEY!
- 320
D3 -1 3—1A:>0
D4 -2 220, >0

Modifikace pravych stran (= koeficienty u A;) je urfena koeficienty ve
sloupci vystupni tabulky odpovidajicim pfidavné proménné p; v omezeni
Nerovnosti uvedené v pravém sloupci tabulky musi platit, aby feseni bylo pripustné.
Vyfesenim mame A; € (—2;1), tj. dostupnost suroviny A mé smysl zvysit o 1
tunu.

Analogicky lze rozebrat i dalsi klicové omezeni @ Pritom vysledek ziskany
pro dané klicové omezeni plati pro tu situaci, ze pravé strany ostatnich omezeni
neménime (vzdy sledujeme zménu pouze jednoho omezeni).

Informace o zméné koeficientu funkce z.
Sledujme vliv zmény koeficientu u proménné z: z = (34 d1) x + 2y.
Optimalni tabulka:

Ty P1 P2 p3 psa| TeSeni
2|0 0 (3-1&) (3+201) 0 0 ]122+ 300,
Y

10 -3 2 0 0 2
p3
P4

Koeficienty u 9; jsou dany hodnotami v fadku x v mimobéazickych sloup-
cich.
Aby se jednalo o maximum, musi platit
1 1 4 2
—— =620, -+=-0, >0 =0, € (—2;1),
3 3 =3 rans 1€ (=21
tj. koeficient u x ve funkci z musi byt v intervalu (3 —2;3 + 1) = (1;4).
Situace zmény nebézického koeficientu je jesté jednodussi: z = 3x+2y+ (04 J3) py
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zpusobi optimalni tabulku s fadkem z ve tvaru

T Yy pi D2 D3 Da|TeSeni

2[00 3—403 3 0 0] 122

U 03 je pfi maximalizaci vzdy koeficient (—1), pfi minimalizaci vzdy koeficient +1.

e) Pfi analyze citlivosti jsme se dosud nezabyvali otdzkou, co zptsobi zména
koeficientu na levé strané nékterého omezeni. K této otazce se vratime v kapitole 2
a zodpovime ji s vyuzitim teorie duality.

7.5 Obecny tvar simplexové metody s vyuZitim umélych pro-
ménnych

Pokud sloupce odpovidajici pocatecnim bazickym proménnym ve vstupni tabulce sim-

plexové metody nevytvari jednotkovou matici, nenulové souradnice prislusného bazického

feSeni nejsou piimo rovny pravym strandm simplexové tabulky — tato matice je ziskana

az vyfresenim piislusného systému rovnic. A zde se muze stat, ze néktera souradnice FeSeni

bude zaporna, tedy vychozi bazické feseni nebude ptipustné.

Priklad 7.6 Minimalizujte funkci z = 4 x1 + x5 za podminek
3x1+ x9=3
41 + 329 > 6
1+ 279 < 4
T1, 2 > 0.
Reseni. Kanonicky tvar tlohy bude:
najdéte minimum funkce z = 4x; + x5 za podminek
3ry + 1 =3
41 4+ 329 — 1
1+ 219 +p =4
T, T2, p1, p2 = 0.

Vstupni simplexova tabulka méa tvar

r1 Ty p1 po | FeSeni
z |-4 -1 0 0 0

x| 3 1 0 0
D1 4 3 —1 0
D2 1 2 0 1

_ Oy W
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Za vstupni bézické proménné jsme zvolili zo,p1,pe, tj. polozili jsme z; = 0.
Vyftesime prislusny systém rovnic

i) =3 Ty = 3
31— p1 =6,=> p=
21‘2 +p2:4 D2 =2

Dané feseni (0, 3, 3, —2) neni piipustné, protoze jeho ¢tvrta souradnice je zdporna. Nejedna
se tedy o vrchol mnoziny piipustnych hodnot.

Abychom zarucili, Ze nalezené vstupni bazické feseni bude pfipustné, pouzijeme jedné
ze dvou nasledujicich metod vyuzivajicich tzv. umélé proménné.

a) Dvoufdzovd metoda

1.faze: Pridame do levych stran systému nerovnosti dalsi proménné, diky nimz
zde vznikne jednotkova podmatice, a fesime tlohu linearniho programovani
s novou funkci r (ta se vzdy minimalizuje, i kdyby ptvodni tloha byla
maximalizace):

Najdéte minimum funkce r = u; 4+ uy za podminek

3r1 + 1o + Uy =3
41‘1—0—3x2—p1 + Usg =6
ZE1+21'2 —f-pg =4

T1, T2, P1, P2, U1, U2 2 0.

Vstupni simplexova tabulka mé pak tvar

T1 Ty P UL Us po | TeSeni
min | r 0O 0 0 -1 -1 0 0
wp| 3 1 0 1 0 0 3
u| 4 3 -1 0 1 0 6
p2| 1 2 0 0 0 1 4
Zvolili jsme béazické proménné wu,,us,ps a polozili ;1 = 23 = p; = 0.

Ovsem nemtzeme provést optimalizacni krok, protoze neni splnéna podminka,
o které uz byla tec¢: koeficienty v fadku funkce r v bazickych sloupcich musi
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byt rovny 0. Abychom vynulovali koeficienty —1 ve sloupcich uy, us, a pfitom
zachovali nuly ve sloupci po, pricteme k radku r radky wuq, us:

r1 Ty P1 Uy Uz po | Feseni

min | r 7T 4 -1

up [(4) 3 -1
pg@QO

S = OO
— o OO
® @)

S O = | O

Nyni miizeme provést optimalizaci:
z° = (0,0,0,3,6,4).

Vstupni sloupec uréime podle maximalniho kladného prvku v tadku r,

vystupni f4dek podle minimaln{ kladné zmény min {3,811 = 3.

T4 Ty P1 Uy Ug po | FeSeni

min | r 0 g —1 —% 0 0 2
nl1G) o Lo o @
—luw 051 -5 1 0 @
p| 03 0 -1 0 1] ®

Optimalizace:
z' = (1,0,0,0,2,3)

max r = g = vstupni souradnice je xs

: 1 2 3 _ 2
mm{u—z?%m}—%

r1 Ty p1 Uy ug po | FeSeni
r 0 0 0 -1 -1 0 0
nl1 0 1 21 o] ¢
n| 00121 10| ¢
pp| 0 0 1 1 -1 1 1
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Optimum ulohy je

3 6
2
=(-,-,0,0,0,1
z (5757777)7

protoze v fadku funkce r (mimo pravou stranu, kterd neslouzi k urcovani
vstupni proménné) uz neni kladny prvek.

Vsimnéme si také, Ze r(z?) = 0. Kdyby tomu tak nebylo a optimélni funkéni
hodnota by byla nenulova, znamenalo by to, ze ptuvodni uloha (s funkei z)
nema feseni, tj. 2.fazi metody bychom uz nepokracovali.

2.faze: Nyni se vratime k minimalizaci funkce z ptivodni tlohy, pfi¢emz omezeni opi-
seme z vystupni tabulky 1.faze. P¥itom sloupce u;, us vylouc¢ime, protoze nejsou
béazické. Kdyby nékterd z proménnych uq, us byla bazicka v optimalni tabulce
1.faze, museli bychom ji uvazovat i ve 2.fazi a zajistit, aby vypadla z baze
(Dautzig 1963).
Resime tedy tlohu:

najdéte minimum funkce z = 4 1 + x2 za podminek

Ty + im g
T2 — %pl =§
pr+p=1

r1, T2, p1, p2 = 0.
Systém podminek nyni obsahuje sloupce, ze kterych lze slozit jednotkovou
matici, ¢ili volbou béazickych proménnych xi,x5,ps a polozenim p; = 0
dostaneme uz pripustné bazické reseni:

r1 To pp po | Teseni
min |z | -4 -1 0 0 0
anl 10 G ol @
x| 0 1 —% 0 g
| p2 0 0 @ 1 @
| 0 0 + o0 £
T

Protoze v béazickych sloupcich fadku 2z nejsou nuly, musime tento fta-
dek upravit pred provadénim optimaliza¢niho kroku.
Nyni mtizeme provést optimalizaci:

36 18
:I:O = (g, 5,0, 1) ; z(:L‘O) = —.
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max z = % = p1 je vstupni proménna
min {%, % =1 = py je vystupni proménna.
r1 Ty p1 P9 | FeSeni
1 17
x| 0 1 0 2| 2
pr| 0 0 1 1 1
Optimalizace:

29 17
x (5,5, ,0), z(z) E

Dostavame tedy optimalni feseni ulohy:
2 9

T1==; Ty = —.

5’ 5

b) Penalizacni metoda
Tato metoda je ekvivalentni dvoufazové metodé — rozdil je vSak v tom, ze obé faze
jsou zabudovany najednou v jedné tuloze linearniho programovani.

Ad Piiklad 7.6 Najdéte minimum funkce z = 4x; + xo + M (u; + up),
kde M je libovolné velka kladné konstanta (v pfipadé maximalizace funkce z by u
M bylo znaménko —) za podminek

3$1+ T2 + up =3
4x1+3a:2—p1 + uo =6
1+ 279 +p =4

T1, Ta, P1, P2, U1, Uz > 0.

Protoze M miize nabyvat vysokych hodnot, pro optimum tulohy musi platit
u; = us = 0. Pokud to nenastane, ptivodni tiloha nemé fesSeni.

Systém omezeni je tedy stejny jako v 1.fazi dvoufazové metody, pouze doslo ke
zméné funkce z.
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1 T D1 Uy Uy P9 | TeSeni
min | z —4 -1 0O - M —-M 0 0
— | 1 0 1 0 0] (3
ug | (4) 3 -1 0 1 0| (6
p| @ 2 o 0 o0 1| @
2 | —4+TM —-1+4M —-M 0 0 0| IM

,

Pred pouzitim optimaliza¢niho kroku musime opét vynulovat bazické po-

zice v radku z.

Optimalizace:

x° =(0,0,0,3,6,4); 2(x°)=9M
max z = —4 + 7 M = z; je vstupni proménna
min {%, g, %} = % = wuy je vystupni proménna.

T1  To p1 uy  us po | TeSeni
min [z | 0 M M =M 0 0 4+2M
—lmlt @& o I 0 0o @O

w0 3] -1 53 10 @
pl0 &) 0o -t o0 1] ®

Optimalizace:

1+5M
3

max 2z =

z' =(1,0,0,0,2,3); 2(z')=4+2M

= Iy je vstupni proménna

. 1 2 3 _ 6 . , ’ v /
min { /3 5/3" 5/3} = ¢ = ug je vystupni proménna.

r1 Ty 1 Uy Us po | TeSeni

mn|z [0 0 3 E-M) (—1-M) o =2
a1l 0o & 2 -1 INE)
mlo 1 1 4t o]
—ipl0 0o (@) 1 ~1 1] D
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Optimalizace:
3 6 18
2 2
" =(-,-,0,0,0,1); z(z%) = —
max z = % = p1 je vstupni proménna
min {i’—?g, %} =1 = p, je vystupni proménna.
r1 Ty P1 Uy Us po | TeSeni
z |0 0 0 (% - M) —M —% %
2 1 2
1 3 9
pr] 0 0 1 1 -1 1 1
Optimalizace:
29 17
3 3
z°=(-,-,1,0,0,0); z(z") = —
(5. 5.1,0,0,0); =(z) = 5
je optimum, protoze v fadku funkce z (mimo pravou stranu) nejsou uz kladné hod-
noty.
Dostavame tedy optimalni feseni ulohy:
2 9
T1= =) Ty = —.
1 5 ) 2 5

V tloze jsme pii feseni mohli misto abstraktniho M pouzit dostatecné velkou hod-
notu, napt. M = 10000. Ale (zejména v pocita¢ovém zpracovani algoritmu) pii
pouziti konkrétniho M dochazi k zaokrouhlovaci chybé. Proto je vyhodnéjsi pouzi-
vat abstraktni M (i v programu, lze totiz dodefinovat algebraické operace s¢itani,
nasobeni a porovnavani hodnot obecné i pro abstraktni M s vyuzitim pomocné
proménné, do které je mozné ukladat koeficient u M).

Priklad 7.7 Je nutné v ndsledujicich ulohdch pouZit umélé proménné?
a) Najdéte maximum funkce z = x1 + xo za omezeni
2[E1 + 3$2 =35
7.1'1 -+ 2.1'2 S 6
L1, T2 Z 0.
b) Najdéte minimum funkce z = x1 + xo + o3 + x4 za omezeni
21’1 + X9 + 13 =7
4£B1 + 3$2 + X4 S 8

X1, T2, T3, T4 2 0.
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Reseni.
ad a) Ano, uloha preformulovand pro uziti simplexové metody zni:

maximalizujte funkci z = x1 + v — Mu za podminek

2x1 +3x2+u =5
Tx14+ 22, + p= 6
I’1,$27U7p20.

Prislusna simplexova tabulka:

T To u p | feseni
max | z —1 —1 M 0 0
u 2 3 1 0 )
D 7 2 0 1 6
z|—-1-2M —-1-3M 0 0| -5M

Nesmime zapomenout vynulovat bazické koeficienty v tadku z, aby byla
tabulka pripravena pro optimaliza¢ni krok!

ad b) Ne, samotna omezeni obsahuji uz jednotkovou podmatici

Ty X9 X3 x4 | TeSeni
minfiz [—-1 -1 -1 -1 0
r3| 2 1 1 0 7
xy| 4 3 0 1 8

Musime opét vynulovat bazické pozice v radku z.

7.6 Uskali simplexové metody
a) Degenerace

— matematicky: bazickd souradnice TeSeni je rovna 0, tj. mize se stat, ze jed-
nomu vrcholu mnoziny pripustnych hodnot odpovida vice krokt simplexové
tabulky; specialné je zde nebezpeci tzv. zacykleni, tj. prochazeni nékolika vr-
cholti mnoziny pripustnych hodnot stale dokola, aniz bychom §li k optimalnimu
vrcholu.
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— prakticky: ne€které omezeni je nadbytecné, ale vétsinou nepozname, které to je.

— FeSeni: zkusime v algoritmu pokracovat, zacykleni vétsinou nenastane, nebo
lze zacykleni vétSinou vyloucit tim, ze pro volbu vystupniho fadku na chvili
uvazujeme misto nul na pravé strané systému mald € > 0... tzv. e-modifikace.

Priklad 7.8 Maximalizujte funkci z = 311 + 9o za podminek

T +4x9 <8
1‘1—|-25L‘2§4

x1, 9 > 0.

Reseni. Grafické feseni je zndzornéno na obr.7.7.

Obr. 7.7: Grafické feSeni prikladu 7.8.

Prvni z obou netrividlnich omezeni je nadbyte¢né; optimum je v bodé A = [0; 2].
b) Vice optimdlnich tesent

— matematicky: nebazicky koeficient v radku z je roven 0 ve vystupni simple-
xové tabulce; pak pokud s proménnou prislusnou tomuto koeficientu vstoupime
do baze, prislusné feseni bude rovnéz optimalni.
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— prakticky: optimum neni pouze v obou vrcholech z!, 22, ale v kazdém bodé
hrany mezi nimi az! + (1 — a)z?, kde a € (0;1).
Pokud optimum nastane ve 3 vrcholech z!',z? x3, nastane rovnéz v kazdém
bodé trojihelnika témito vrcholy uréeného z = aix! + x? + asz®, kde
a; € (0;1) a plati oy + ag + a3 = 1 (tzv. konvezni kombinace vrchold).

Priklad 7.9 Mazimalizujte funkci z = 2x1 + 4 x5 za omezeni

$1+2I2§5
T + l’2§4

T1, T2 2> 0.

Reseni. Grafické feseni je zndzornéno na obr.7.8.

Obr. 7.8: Grafické feSeni prikladu 7.9.

Libovolny bod tsecky AB je feSenim, tj.
0 3
Bl +(1—a) ., a€(0;1).
i) 2, 5} 1

— matematicky: vSsechny hodnoty ve vstupnim sloupci v nékterém optimalizac-
nim kroku jsou < 0, tj. neexistuje zadna kladna zmeéna pro dany sloupec.

c) Neomezené teseni
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— prakticky: tloha neni dobfe formulovana (chybi ur¢ité omezeni, popiipadé
néktery parametr neni dobfe odhadnut).

— FeSeni: fekneme, Ze funkce z je ve sméru svého ,zlepSovani“ neomezend, po-
pripadé dodame dalsi omezeni nebo prehodnotime koeficienty tlohy.

Priklad 7.10 Maximalizugte funkci z = 211 + 4 x5 za omezeni

T+ 239 <5
r1+ a2 <4

x1, 9 > 0.

Reseni. Grafické feseni je zndzornéno na obr.7.9.

-5+

Obr. 7.9: Grafické feseni prikladu 7.10.

Mnozina pfipustnych hodnot je neohrani¢ena ve sméru ristu funkce z.
d) MnoZina pripustnijch hodnot je prizdna

— matematicky: v 1.fazi dvoufazové metody je optimalni hodnota kladna.
— prakticky: tloha neni dobfe formulovana, omezeni jsou v rozporu.

— FeSeni: nékterd omezeni odstranime.



Pravdépodobnost, statistika a operacni vyzkum 103

7.7 Shrnuti

V této kapitole jsme nejdiive na rtznych prikladech z praxe ukazali matematickou
formulaci tlohy linearniho programovani, jejiz tvar obecné zni:

n
naleznéte minimum (nebo maximum) funkce z = " ¢;z; za omezujicich podminek
J=1

xz; > 0proj=1,2,...,n (tzv. trividlni podminky),
> ai;r; < b (nebo =b; nebo > b;) proi =1,2,...,m.
j=1

Dale jsme se zabyvali grafickym fesenim této tlohy a naslednou analyzou citlivosti, tj. tim,
jak se zméni Feseni pii zméné nékterého ze vstupnich parametri tlohy. Sledovali jsme
predevsim zmeény netrivialnich omezeni, které mohou byt dvojiho druhu:

e klicova ... pokud prochazi bodem optima
e neklicova ... pokud neprochézi bodem optima.

Kromeé toho jsme se také vénovali algebraickému feseni — tzv. simplezové metodé. Pro jeji
nastoleni jsme definovali tzv. kanonicky tvar tlohy linedarniho programovani, ktery je
charakteristicky tim, ze

— vSechna omezeni jsou rovnicemi
— vSechna omezeni maji nezapornou pravou stranu
— pro vSechny proménné z; plati: z; > 0.

Ulohu linedrniho programovani lze fesit algebraicky pomoci simplezové tabulky nésledu-
jicim zplisobem:
1. prevedeme na kanonicky tvar (pfiddnim pomocnych proménnych, vyndsobenim

(—1), substituci z; = 2 — z/ pro neomezenou proménnou z;)

2. dodame umélé proménné u; do nékterych rovnic, abychom zarudili existenci jednot-
kové matice (eventuelné mtize mit prehazené sloupce)

3. vylou¢ime z funkce z proménné urcujici jednotkovou matici substituci za tyto pro-
ménné z nékteré z podminek omezeni

4. sestavime vstupni simplexovou tabulku, do prvniho fadku zapiSeme rovnici z —
> (kombinace nebazickych proménnych) = absolutni ¢len, do ostatnich fadka opi-
Seme omezeni.

V zavéru kapitoly se vénujeme nékterym tskalim simplexové metody, zejména degeneraci,
neexistenci nebo nejednoznacnosti reseni.
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7.8 Otazky k opakovani
U nasledujicich vyrokt rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

Otazka 7.1 Ulohou linedrniho programovani je nalezeni globdlniho extrému libovolné
funkce na mnozine M zadané soustavou linedrnich nerovnic.

Otazka 7.2 Kazda uloha, kterd md pripustné fesent, md i optimdlni resent.
Otazka 7.3 Kazda tuloha, ktera md optimdlni veSent, md i pripustné resend.
Otazka 7.4 Pokud ma uloha optimalni tesent, je urceno jednoznacné.

Otazka 7.5 Zména nekterého z neklicovyjch omezeni mize ovlivnit hodnotu optimdlniho
resent.

Otazka 7.6 Ezistuje uloha linedrniho programovdni, kterd nelze prevést do kanonického
tvaru?

Otazka 7.7 Pivotovy prvek v simplexové tabulce mizZe byt zaporné cislo.

Otazka 7.8 Pri simplerové metodé muze dojit k zacyklent, tj. prochdzeni nékolika vrcholi
mnoziny pripustnych hodnot stdle dokola, aniZ bychom sli k optimdlnimu vrcholu.

Odpovédi na otazky viz 13.2.

7.9 Priklady ke cvic¢eni

Priklad 7.1 Spolecnost chce investovat 1000 dolari mésicné na reklamu svého vijrobku.
Minuta vysilani v rozhlasovych poradech ji stoji 5 dolari, minuta v televizi 100 dolari.
Spolecnost by rada vyuZila rozhlasu casové aspon dvakrat vice nez TV. Minuld zkusenost
naznacugje, Ze minuta vysilani v TV zpisobi asi 25-krdt vétsi ohlas neZ minuta rozhlasového
vysildni. Formulujte problém nalezeni optimdlniho rozdeleni investic jako ulohu linedrniho
programovani (nefeste ji).

Priklad 7.2 Navrhnéte vyrobu krmné smési, mate-li k dispozici produkty A,B,C,D, které
stoji 200, 260, 180,340 K¢ a obsahuji komponenty a,b,c, jejichZ obsah je ddn ndsledujici
tabulkou:

A B C D |pozadavek *

a|10 8 12 6 92
b|6 10 4 14 38
cl4 6 2 12 72

* manimdlni mnoZstvi komponenty ve smési

Vytvorte matematicky model, ulohu nereste.
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Priklad 7.3 Firma md dva provozy. V pronim provozu vyrabi vijrobek A, ktery je édstecné
findlnim vyrobkem a cédstecné polotovarem pro druhy provoz. Ve druhém provozu vyrdbi
vyrobek B. Denni vyroba je omezena 3000 kg suroviny S. Na jednu jednotku A je treba
5 kg suroviny S, na jednotku vyrobku B je treba jedna jednotka A a 2 kg suroviny S.
Vyrobku A je nutno vyrobit aspon 250 jednotek (findlné, ne jako soucdst vyrobku B). Cena
vyroby jednotky A je 5 K¢, jednotky B 10 K¢. Vytvorte program vyroby, ktery zabezpecuje
mazximdlni odbyt. Nefeste, pouze uvedte matematickou formulaci problému. Nezapomerite,
Ze ty jednotky A, které se spotrebuji na vyrobu B, uZ do ceny odbytu nezapocitdvame
(ty jsou totiz uZ zakalkulovdny v cené jednotky B).

Priklad 7.4 Tyc¢ 12 m dlouhd se ma Tezat na 3 ruzné délky, A =5,65; B =3,25; C =
2,40 a to takto: A nejméné 26 kusu, B nejméné 48 kusi, C nejmeéné 124 kusi. Protoze
vyroba pokracuje v v dalsich dekaddch, je pripustné rezat do zasoby. Vytvorte rezné plany
a matematicky model programu, pro ktery odpad bude minimdlni.

P¥iklad 7.5 Reste graficky ndsledujici vlohu:

naleznéte minimum funkce z = x1 — xo za podminek 201+ 19 > 2
—3r1+215,<6

T+ a9 < 4

x1 >0, 29 > 0.

P¥iklad 7.6 Reste graficky ndsledujici vlohu:

naleznéte minimum funkce z = x1 — xo za podminek 2x1+ 19 > 2
-3 1+ 2!132 S 6
2120, 292> 0.

Priklad 7.7 Formulujte takovou tlohu linedrniho programovdni v dimenzi 2 (pro pro-
meénné x,y), aby body (1,3), (2,2) byly jejim optimdinim resenim a bod (3,1) uZ ne.
VyuZigte grafické ndazornosti ulohy.

Priklad 7.8 UvaZujte ndsledujici ilohu linedrniho programovani:

naleznéte mazrimum funkce z =5x 4+ 3y za omezeni r4+y<4
ox+2y <10
x>0, y>0.

Urcete
a) optimdlni teseni ulohy (graficky);

b) zvgseni pravé strany v pruni nerovnosti, které mazimdlné zlepsi hodnotu optima
(a soucasné ucini tuto nerovnost nadbytecnou) a urcete tuto zménu optima;
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c) stinové ceny prislusné optimdlnimu tesent a);

d) o kolik miZeme zvysit koeficient proménné y we funkci z, aby wvrchol optima
(= optimdlni hodnota proménnych) zistal zachovdn (hodnota optima se samoziejmé
zméni)?

Priklad 7.9 Simplezovou metodou vyreste ndsledujici ulohu linedrniho programovani:
najdéte maximum funkce z = 2x1 + x9 — b x3 2a podminek 1+ To+a3="7

2$1—5£L‘2+ZL’3 Z 10

T1,T2,T3 Z 0.

Priklad 7.10 Simplezovou metodou vyreste ndsledujici ilohu linedrniho programouvdni:
najdéte maximum funkce z = x1 + 2x9 + 3x3 — x4 za podminek
T +2$2 +3$3 =15
25(]1 + Zo +5ZE3 =20
1’1+2$2+l‘3+$4 =10

L1,T2,T3, Ty Z 0.

Vysledky prikladi viz 13.2.
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8 Dualita v tlohach linearniho programovani

Tato kapitola je uvedenim do teorie duality. Co to je dualita? Matematickd predstava
duality je skuteéné odvozena od filosofické. Ve filosofii (zejména vychodni, ale pry snad
i Hogel a Marx) mluvi teorie duality o existenci dvou sil, jedné dobré a druhé zlé, které
jsou spolu v neustalém boji a z nichz zadna neni nadrazena té druhé — obé jsou stejné
silné. Bih v predstavach této filosofie je dudlni (dobry i zly soucasné) — je sjednocenim
této dobré a zlé sily, jejichz nekonecné soupereni je zdrojem pokroku.

Pak existuje jiny zékladni pohled na svét (napf. kiestansky pohled), ktery rika, ze
Biih je jen dobry a ta zla sila, ktera tu na svété existuje, je sila, ktera se vzeptela dobrym
zakontim a jedna svéhlavé po svém. V tomto druhém pohledu na svét se svym zptisobem
nedd mluvit o dualité, protoze dobry Biih je nekonecné mocnéjsi a nadrazeny té zlé sile
a je jen otazkou casu, kdy s touto zlou silou, prekazkou pokroku, naprosto skoncuje. Toho
se néktetri boji, ale jini (mezi nimi i ji) tuto pordzku zla ocekavaji, protoze to bude také
mimo jiné znamenat, ze budou konecné naplno osvobozeni a ocisténi od vsi Spatnosti
svého charakteru.

Dualita v matematickém slova smyslu méa spiSe blize k nekiestanskému pohledu na
svét. Kromé ptvodni (primarni) tlohy nyni budeme definovat jesté tzv. dudlni Glohu.
P1i studiu vztahu mezi priméarni a dualni tlohou uvidime, Ze obé tlohy nékdy ,stoji proti
sobé“ (v nécem se lii), jindy ,,jsou v souladu® (v néfem jsou stejné nebo se dopliuji), ale
vzdy jsou navzajem rovnocenné, zadna neni nadfazena té druhé. Snad pii studiu tohoto
vztahu duality bude ucinén pokrok alespon v oblasti linearniho programovani.

8.1 Formulace dualni tlohy linearniho programovani

Pivodni dlohu linearniho programovani oznacujeme jako primdrni:

n

naleznéte minimum (nebo maximum) funkce z = ) ¢;z; za omezujicich podminek
i=1

n
Yoar;=bproi=12...,m,
i=1

z; >0proj=12,...,n.

K této tloze konstruujeme tzv. dudlni tlohu podle néasledujicich pravidel:

primarni uloha dudlni tloha

minimalizace | maximalizace, vSechna omezeni typu <, proménné neohranicené

maximalizace | minimalizace, vS§echna omezeni typu >, proménné neohranicené
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Vztah koeficientt primarni a dualni tlohy je mozné znazornit v tabulce:

primarni proménné

I ) e Z; Ce Tn
pravé strany dualnich
, — C1 Co c. Cj ce Cp,
omezeni
a1 12 ... Q15 ... Qin bl U1
921 Q22 ... Q25 ... Q2n bg Y2
koeficienty levych stran g .
1. . duélni proménné
duélnich omezeni
Ui Am2 - Gmj o G | Dy | Um

j-té dudlni omezeni  koeficienty dudlni funkce w

Priklad 8.1 Formulujte dudlni ulohu k tloze:
mazimalizujte funkci z = bxq + 1229 + 423 2a podminek
T1 + 2x9 + w3 <10
2x1 — a9+ 313 = 8
x1, Ta, 3 > 0.
Reseni. Nejprve formulujeme kanonicky tvar primarni tlohy:
maximalizujte funkci 2z = 521 + 1229 + 4 23 + 0p za podminek
1+ 229+ w3+ p=10
2x1 — x9 + 313 =8
x1, To, T3, p > 0.
Dualni tloha je tedy tvaru:

minimalizujte funkci w = 10y; + 8y, za podminek

Y1+ 2y > 5

291 — Y9 > 12
Y1+ 3y > 4
Y1 2> 0; y2 € R,

tj. na yo neni kladeno zadné omezeni.
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Priklad 8.2 Formulujte dudlni problém k nasledujicimu:
minimalizujte funkci z = 5x; — 219 za omezeni
—r1 + w93 > —3
221 + 319 < 5
r1, T9 > 0.
Reseni. Nejprve kanonicky tvar primarni tilohy:
minimalizujte funkci z = 5z — 225 + 0p; + 0 ps za podminek
Ty — To+ D1 =3
2x1 + 329 + p =5
T1, T2, p1, P2 2> 0.

Duélni dloha je tvaru:

maximalizujte funkci w = 3y; + 5y, za podminek
Y1 +2y2 < 5
—th + 3y < -2
Y1, Y2 < 0.

Priklad 8.3 Formulujte dudlni probléem k nasledujicimu:
maximalizugte funkci z = 5x1 + 6 x2 2za omezeni
r, + 21’2 =5
-1 + 533’2 > 3
4LC1 + 7%2 < 8
X € R, i) 2 0.

Reseni. Kanonicky tvar priméarni tlohy:

maximalizujte funkci z = 52} — 527 + 6 29 + 0 p; + 0 p2 za podminek

) — o] + 29 =5
i+ 2 +5xy—p =3
dxy — 4z + Tay + py =8

/ /i
xy, Ty, X2, p1, p2 = 0.

Duélni dloha je tvaru:
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minimalizujte funkci w = 5y; + 3y2 + 8 y3 za podminek

Y1 — Y2 t+4ys > 5
—y1+ Y2 —4ys > -9
21 + Sy2 + Tys >
—Y2 >
Ys =
1 € R.

Vsimnéme si, ze slou¢enim prvnich dvou podminek vznikne rovnost a Ze na proménnou
y1 neni vztazeno zadné omezeni.

8.2 Vztah mezi rfeSenim primarni a dualni alohy

Vyfesme nyni primérni tlohu a tdlohu k ni dualni a vSimnéme si souvislosti mezi
jednotlivymi simplexovymi tabulkami.

Ad Priiklad 8.1. VyfeSme nejprve priméarni tulohu. Kanonicky tvar doplnime
umeélou proménnou u s cilem vytvoreni jednotkové podmatice:

maximalizujte funkci z = 52, + 1229 + 423 + 0p — Mu za podminek
1+ 229+ w3+ p =10
2x1 — T9 + 3x3 +u=8
T1, T2, T3, P, U Z 0.

Nyni je vSe pripraveno pro provedeni simplexové metody pro primarni tlohu.

max z= 5 12 4 (0)

1 To T3 P u | TeSeni
krok 0: z -5 —12 —4 0 M| =
P 1 2 1 1 0| 10
T3 | u 2 -1 0 1| 8
z | =b—2M —-12+M —-4-3M 0 0| —8M

Nejprve jsme museli vynulovat béazické pozice v fadku z. Dudalni omezeni odpo-
vidajici pocatecni bazi ziskdme z tabulky ze sloupct p a u. Tj. jsou to omezeni

0
-M

n
Y2

AVARLY,



Pravdépodobnost, statistika a operacni vyzkum 111

(do pravych stran bereme ptvodni nevynulované koeficienty s nezménénym znaménkem
— zakrouzkované hodnoty v tabulce).

T To T3 P U reseni
krok 1: z —g —% 0 % + M 3—32
1 7 1 22
2 1 1 8
T3] 3 3 L 0 3 3
Tr1 Ty T3 P U feseni
krok 2: 2= 0 0 2 —2+M| =
1 3 _1 22
T2 7 7 7 7
5 1 2 26
1o | 73 0 . 7
ry Xy X3 P U feSeni
krok 3: 20 0 2 B 240\ 542
1 2 1 12
2 01 =5 5 -3 B
7 1 2 26
|l 0 5 3 5 5
Dostavame optimalni feseni:
26 12
TL= s T2 = x3 = 0.

7 tabulky miizeme také vycist optimalni koeficienty funkce z ptislusné primarni pocatecni
béazi — hodnoty oznacené c¢arkované.
Nyni vyfesme duélni tlohu pfevedenou na kanonicky tvar doplnény o umeélé promeénné:

minimalizujte funkci w = 10y; + 8 y5 — 8y + M (uy + u2 + u3) za podminek

y1 + 2y5 — 2y5 — py + uy =5
20 — Yy + Yo — P2 + up =12
Y1+ 3yp — 3ys — D3 + ug = 4

Y1, yé7 yg? b1, P2, P3, U1, Uz, U3 Z 0.
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krok 0:
min w = 10 8 -8 o 0 0 A M M
% Ys Yy P p2 ps un Uy ug | FeSeni

w ~10 -8 8 0 0 -M —-M —-M| =0
Uy 1 2 —2 -1 0 ©0 1 0 0| 5
us 2 ~1 1 0 -1 0 0 1 0] 12
us 1 3 -3 o 0 -1 0 0 1| 4
w | —10+4M —8+4M 8—4M -M —-M —-M 0 0 0| 21M

Primérni omezeni odpovidajici pocatecni dualni bazi jsou

$1§M
ZEQSM
1’3§M

(do pravych stran opét bereme puvodni nevynulované koeficienty s nezménénym
znaménkem — zakrouzkované hodnoty v tabulce).

krok 4:
Yio Ys Yo P1 j2) 2] Uy Uy us | feseni
26 12 126 As 127 a7y g 4
w0 0 0 -% -5 0:5-M F-M —M;| 55
7 1 7 1 3
ps| 00 0 —3 5 1 5 -5 1 5
2 1 2 1 2
w0 -1 1 5 -5 0 -z 5 5
1 2 1 2 29
ppt 10 -5 -5 0 5 5 B
Dostavame optimalni feseni:
29 S, 2 2

Z tabulky mizeme také vycist optimélni koeficienty funkce w odpovidajici pocatecni
duélni bazi — hodnoty oznacené c¢arkovaneé.

Vztah mezi feSenim primarni a duélni dlohy:

1) optimélni hodnota funkce z = optimalni hodnota funkce w
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2)
vektor optimalnich koeficientti vektor rozdilii levé minus pravé
funkce z pfislusnych pocateéni | = | strany duélnich omezeni ptislus-
primarni bazi nych pocatecni primarni bazi

Ad Priklad 8.1 Prislusna vektorova rovnice z bodu 2) vztahu mezi primarni a dudlni
tlohou zde ma tvar

29
2 y—0 ) 29 2 4
= = =7, Yo=—5, w=>54.
(—§+M) (yz— (=M) ° ° °

Cili pomoci feSeni primarni tilohy jsme z tohoto vztahu ziskali feseni dudlni ilohy. Naopak
uvazime-li, ze dualni tloha k dudlni tloze je ptvodni primarni tiloha, lze pomoci feseni
duélni tlohy urcit feseni primarni tlohy:

s M noM 26 12 4
12 _ _ = _ = - — 54—
E—M = J}Q—M :>LU1—5,$2—5,I‘3—0,Z—545.
-M r3 — M
7 porovnani primarni a dualni ulohy vidime, ze
libovolna funkéni hodnota pfi- libovolna funkéni hodnota pfi-
pustného bazického feseni maxi- < | pustného béazického feSeni mini-
malizace malizace

bez ohledu na to, ktera tloha je primarni a ktera dualni. Kdyz tedy zndme ,,dobré“ feseni
minimalizace a ,dobré“ feSeni maximalizace (dobré v tom smyslu, Ze funkéni hodnoty
v obou piipadech se od sebe moc nelisi), mizeme s jistotou védét, ze skuteéné optimum
obou tloh ma funkéni hodnotu v intervalu uréeném témito dvéma ,dobrymi“ funkénimi
hodnotami.

8.3 Pojem inverzni matice

V k-tém kroku simplexové tabulky lze vSechny hodnoty této tabulky urcit na zakladé
tzv. inverzni matice (a zadani priméarni a dualni alohy):
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tabulka k-tého kroku:
sloupce odpovidajici
primarni pocatecni bazi
——
koeficienty tcelové funkce — ’ ‘ ‘ = D

inverzni
matice

~ ~~ d ~~~
sloupce omezeni mimo sloupce primarni pocatecni baze

a) urceni sloupcti omezeni mimo sloupce pocéateéni baze:

sloupec inverzni ma- sloupec
v k-tém = tice v k-tém . v 0-tém
kroku kroku kroku

Ad Priklad 8.1. krok 1: uréeni sloupce proménné xi:
1
1
0 3 2
krok 2: urceni sloupce pravych stran:
22
26 |
T

b) urceni koeficientii ucelové funkee:
Nejprve ur¢ime hodnoty dualnich proménnych y; podle vztahu

WIN Wl

= W
N |

=
v

[
© o
N——

vektor vektor koefici-

" . . , inverzni
promeén- entli nad inverzni .
, ., , matice
nych y; | = | matici v k-tém | - , ,

. o, v k-tém
v k-tém kroku primarni

kroku

kroku tabulky

a pak lze vypocist primarni fadek tcelové funkce z vektorové rovnice

vektor rozdilti levé minus
pravé strany odpovida-

= | jictho duélniho omezeni
s hodnotami proménnych
y; z k-tého kroku

vektor  koefi-
cienti u
ucelové funkce
v k-tém kroku
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Ad Priklad 8.1. V nasem piikladu méme vzdy v daném kroku nad inverzni
matici nasledujici koeficienty primarni tcelové funkce:

krok | béaze | koeficienty tcelové funkce nad inverzni matici
0 | (pu) (0, —M)
1| (p,xs) (0,4)
2 | (22, 23) (12,4)
3 | (29, 11) (12,5)

(vimnéte si, ze v 0-tém kroku bereme ptvodni koeficienty s nezménénym
znaménkem).

Tj. napfiklad hodnoty v fadku funkce z ve 3.(= optimalnim) kroku simplexové
tabulky urcime nasledovné:

Nejprve najdeme hodnoty y; ve 3.kroku

(y1,72) = (12,5) - (i _25> _ (

a pak prislusné koeficienty funkce z ve 3.kroku:

[
|
SIS
~

koeficient u y1+2ys — 5 0
koeficient u x, 291 —yo — 12 0
koeficient uxzz | = | y1 +3y2 —4 | = %
koeficient u p y1 — 0 2
koeficient u u Y2 — (=M) —% + M

c¢) Urceni hodnoty ucelové funkce v k-tém kroku:

dosazenim sloupce feseni z k-tého kroku do ucelové funkce vypocteme jeji hodnotu
v k-tém kroku.

Pomoci sloupcti prislusnych inverzni matici 1ze tedy ziskat hodnoty ve vSech ostat-
nich sloupcich. Toto lze vyuzit pfi programovani algoritmu simplexové metody —
vice o tom v kapitole 3.
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8.4 Ekonomicka interpretace duality

Uvazujme nasledujici priméarni a dualni ulohu:

n
P: | maximalizujte funkci z = ) ¢;z; za omezujicich podminek
J=1

n
Qi T5 = bl pro 1= 1,2,...,777,,
J=1

r; >0proj=12,...,n.

m
D: | minimalizujte funkci w = Y b;z; za omezujicich podminek
. i=1
Y aijy; > c¢jproj=1,2,...n,
i=1
y; >0proi=12...,m.

Jednotlivé koeficienty a funkce maji nasledujici ekonomicky vyznam:

¢; ... zisk jednotkového vystupu ¢innosti j (obycejné je diktovan trhem)

b; ... dostupné mnozstvi zdroje i

a;j ... mnozstvi zdroje 7 potfebné pro jednotkovy vystup c¢innosti j

z ... zisk

y; ... cena jednotkového mnozstvi zdroje i (= tzv. stinova cena — udava, jak
moc jednotkové zvySeni dostupnosti zdroje i zvysi zisk z)

w ... vyuziti zdroju (od¢erpani zdroji)

Ad Priklad 8.1 Vyznam optimalnich hodnot y; = %, Yo = —%.
Abychom zvysili optimum funkce z, musime

— zvysit dostupnost zdroje 1
— snizit dostupnost zdroje 2.

Vzdy plati z < w.
Reseni neni optimalni, pokud zisk z < vyuziti zdroji w

max z ... maximalizujeme zisk

minw ... minimalizujeme vyuziti zdroji pro dany zisk

Podminka optimality v k-tém kroku maximalizace ... koeficient funkce z u pro-
m

ménné x; je roven »_ a;y; — ¢; > 0.
i=1

|

z;j ... tzv. pripsana cena

Pokud  z; —¢; >0, tj. 2; > ¢j, proménnd x; nemlze byt vstupni proménnou
Zj ... tzv. redukovana cena
optimaliza¢niho kroku (zvySovani proménné x; nepfinese vétsi zisk).
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ad primarni dloha: polozky b; 1ze nékdy zvysit (stinové ceny urcuji prioritu) novymi

investicemi
ad dualni aloha: aby se zvysila ziskovost ¢innosti j, snazime se snizit jeji pripsanou

m

cenu z; = » a;;y;, coz se obyCejné dosahuje snizenim koeficientu spotieby ay;
i=1

odpovidajiciho nejvétsi dualni soutadnici gy

Priklad 8.4 Uvazujme vyrobni halu, kde tri rizné typy vyrobki prochazi kazdy tremi
ruznymi linkamsi. Limity doby pristupu ke kaZde lince jsou po tadé 430, 460 a 420 minut
denné a jednotkovy zisk vgrobki je 3,2 a 5. Tabulka uddvd dobu (v minutdch) prichodu
vyrobku jednotlivyma linkamsi:

vyrobek 1 vyrobek 2 wvyrobek 3
linka 1 1 2 1
linka 2 3 0 2
linka 3 1 4 0

ReSeni. Primarni dloha bude tvaru:

maximalizujte denni zisk z = 3z + 2 x5 + 5 x3 za podminek

$1+2JI2+ LL’3§430
31’1 +2$3§460
$1+42§2 §420

Ty, To, w3 > 0.

Vystupni simplexova tabulka ma tvar:

Ty X2 T3 1 p2  ps | feSeni
z | 4 0 0 1 2 0/ 1350
-3 1 0 & —% 0| 100
x| 20 1 0 3 0 230
ps| 2 0 0 -2 1 1 20

Analyza: optimalni feSeni neobsahuje vyrobek 1 (z; = 0), tj. tento vyrobek neni ziskovy
(z1 > ¢; = 3), ale muzeme jej ziskovym uéinit snizenim z; (21 = y1 + 3y2 + y3).

Protoze z dudlni tlohy ziskdvame dudlni feseni y; =1
Y2 =2
Ys = 07
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mé smysl néco délat jen s prvni a druhou linkou, vétsi priorita je davana druhé
lince. Zkoumejme tedy druhou nerovnost primarni wlohy; jeji pravou stranu
zvysovat zatim nechceme, zabyvejme se tedy snizenim koeficientti na levé strané:

vyrobek 1 vyrobek 2 vyrobek 3
linka 1 1 2 1
linka 2 3—r 0 2
linka 3 1 4 0

Jak velké musi byt r, aby se stal vyrobek 1 ziskovym? Tak, aby 23 < ¢, tj.
I+ 3= 1r2<3=r>2

8.5 Dualni simplexova metoda

Jestlize v pripadé maximaliza¢ni tlohy neni feseni optimalni, aspon pro jeden koeficient
j prepocitavané funkce z plati:

m
Z A;i5Y; — C; < 07 tJ
i=1
m
(*) D aiy < ¢
i=1
Vsimneme-li si blize omezeni (x), toto omezeni se vyskytuje v dudlni tloze, ale s opac-

nou nerovnosti (>). Tedy primérni FeSeni neni optimalni < pfislusné duélni FeSeni je
nepripustné. Odtud plyne hlavni myslenka duélni simplexové metody:
Pokud primérni bazické feSeni je neptipustné (néktera jeho souradnice je < 0), ale
plati podminka optimality (z; —c¢; > 0 pro vSechna j), snazime se dualni simplexovou
metodou prejit do vrcholu, ktery stale spliuje podminku optimality, a navic uz je
ptfipustny (jeho soufadnice > 0). Prvni takovy vrchol, do kterého touto metodou
dorazime, je optimum primarni tlohy.
Postup: na rozdil od regularni simplexové metody probiha optimalizacni krok v opac-
ném poradi — nejprve vybereme vystupni fadek (a sice podle nejvice zaporné souradnice
ve sloupci pravych stran), a potom vstupni sloupec (podle miniméalni absolutni hodnoty

podilu ,koeficient v fadku funkce / koeficient ve vystupnim fadku“, pfi¢emz kladné a nu-
lové jmenovatele vypoustime; pokud takové jsou vSechny, tloha nemd piipustné feseni).

Priklad 8.5 Minimalizujte funkci z = 2 x1 + x5 za podminek

3l’1+ 1’223
4$1+3$226
$1+21’2§3

x1, w2 = 0.
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Reseni. Pokud prvni dvé nerovnosti vynasobime (—1), vyhneme se pouziti umélych
proménnych, ale za cenu toho, zZe nalezené bazické feSeni neni ptripustné:

! T2 p1 P2 ps3 | FeSeni
0O 0 O 0 podminka optimality
- @ @ je splnéna (koeficienty
p1|—3 —1 1 0 0] =3 isou < 0)
—Ip | 3 0 1 0] -6
ps| 1 2 0 0 1 3

Z hodnot v poslednim sloupci je vidét, Zze FeSeni je nepripustné; pokusime se na-

1ézt pripustny vrchol pomoci dualni simplexové metody:

Vystupni fadek ur¢ime pomoci maximalné zaporné souradnice feseni — to je v nasem

pripadé ps = —6. V tomto radku ps jsou dva zaporné koeficienty — k nim vytvorime
—2

podily |z — hodnota/py — hodnotal : ‘31 , |:—§‘ Miniméalni z nich je ten druhy, vstupni

sloupec tedy bude 5.
Zbytek algoritmu je stejny jako u pivodni simplexové metody. Na misto pivotového

prvku (—3) se snazime dostat v dalsim kroku hodnotu (+1), ostatni hodnoty v pivotovém
sloupci chceme vynulovat, a to skrze pricteni jistého nasobku pivotového radku k danému

radku. Dostaneme tabulku

H

Ty T p1 p2  ps | FeSeni
z | -2 0 0 - 0 2 | = podminka optimality
pr|—-2 0 1 —-% 0f-1 je stale splnéna
x| 3 1 0 —3 0| 2
5 2
< |ps 00 % 1|-1

Z hodnot v poslednim sloupci je vidét, ze TeSeni opét neni pripustné; zopaku-
jeme tedy optimaliza¢ni krok dudlni simplexové metody:

Vystupni fadek si mtzeme vybrat z fadkd p; a p3 diky minimélni hodnoté (—1).
Vyberme tedy naptiklad fadek p3. Jedind zaporna hodnota urcuje vstupni sloupec ;.
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Ty T2 P11 P2 ps | FeSeni
2o 0 0 - -—2| 1
pp|0 0 1 -1 -1 0
|0 1 0 + % S
pl1 00 2 3]

Z hodnot v poslednim sloupci je vidét, ze Teseni je piipustné, a tedy i optimalni.

8.6 Analyza citlivosti v celé své krase

a) Zména pravé strany nékterého omezeni: Muze vést jen k tomu, Ze feSeni nebude

piripustné (néktera souradnice bude < 0), podminka optimality zistane zachovana
= miizeme pokracovat pouzitim dudlni simplexové metody.

Ad Priklad 7.1. Zménime-li v zadani tlohy pravou stranu omezeni @ na 7 a

pravou stranu omezeni @ na 4, vystupni tabulka simplexové metody zménéné
ulohy se bude od vystupni tabulky ptivodni tlohy liSit pouze ve sloupci pravych
stran — FeSeni bude ale nepfipustné (nékterd jeho souradnice bude < 0). Po
jednom kroku dudlni simplexové metody dospé&jeme k optimu (jehoz hodnota
bude horsi). Podrobnéji viz samostatné cviceni.

b) Pfidani nového omezeni: Vysledek pozménéné tlohy se neméni, pokud bod optima

toto omezeni spliiuje. V opaéném piipadé musime doplnit omezeni na rovnost (po-
mocnou proménnou), vylou¢it z této rovnosti optimalni bazické proménné ptivodni
tlohy (do nové baze se navic pfida novd pomocnd proménnd, ¢ili ptvodni simple-
xova tabulka je doplnéna o fadek i sloupec) a pfipadné pouzit dudlni simplexovou
metodu, pokud je to potieba.

Ad Priklad 7.1. Chceme-li k omezenim puvodni tlohy pfidat podminku z < 3,

doplnénim na rovnost mame z + ps = 3, vystupni simplexova tabulka ptivodni
ulohy se doplni o fadek a sloupec. Protoze proménna x je bazicka, musime
pridany radek upravit tim, ze od néj odecteme radek @ . Tak se porusi neza-
pornost pravé strany tabulky a provedenim jednoho kroku dualni simplexové
dospéjeme k novému optimalnimu feseni (funkéni hodnota v ném bude nizsi —
to se ale dalo cekat, Ze pridanim dalsitho omezeni se nezlepsi funkéni hodnota
optima). Podrobnéji samostatné.

c) Zména koeficientu ucelové funkce: Jeden zptusob prepoctu byl popsan na str.91.

Uvedme zde jesté jeden zplisob pro prepocet zmény koeficient, které stoji u ba-
zickych proménnych vystupni tabulky ptvodni tlohy. Tento zptisob uziva dualnich
proménnych a duélnich omezeni. Vysvétlime jej na ptikladu.
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Ad Priklad 7.1. Pokud funkce v ptvodni tloze bude zménéna na z = 5x + 4y,

pofadi koeficienté vzhledem k bézi vistupni tabulky je (‘Z ng g ;‘ a tedy
2 1
5 —3 00
_1 2
(yh Y2, Vs, 94):(47 57 07 O) 3 3 00 :(17 27 07 O)
11 10
2 1
-3 3 01

Pomoci rozdild levych a pravych stran dualnich omezeni uré¢ime novy z-radek
ve vystupni tabulce:

novy koeficient u x: y; +2y; —ys—5=0
y: 2ty tystys—4=0

pr: y1=1
P2 Y2 =2
p3: ys =0
Pa: Ys=0

Vlastné stacilo pfepocitat jen nebazické koeficienty, protoze bazické jsou rovny
nule. VSechny nové z-koeficienty jsou > 0, tj. bod optima se nezméni (i kdyz
funkéni hodnota v ném ano). Pokud by néktery koeficient byl zaporny, museli
bychom najit simplexovou metodou zlepseni.

Kdyby funkce v ptivodni tloze byla zménéna na z = 4x + y, po prepocteni
z-koeficient® by bylo nutné provést jeden krok simplexové metody, abychom
nasli novy bod optima.

d) Zmeéna levych stran omezeni: Ma smysl analyzovat jen zménu nebazického
sloupce levé strany (pfi bazické zméné je lepsi vyfesit celou ulohu znovu); z
prislusné dualni nerovnosti lze hned zjistit, zda se neporusila podminka optimality.

Ad Priklad 7.1. Pro z = 42 + y a zménu druhého sloupce levych stran a;; =
4, ase = 3 ma prislusné dualni omezeni tvar 4 y; +3 y2+ys+y4 > 1. Po vypoctu
duélnich proménnych vidime, Ze podminka plati.
Poruseni podminky optimality fesi klasicka simplexova metoda.
e) Pridani nové ¢innosti (nového sloupce): - tj. zména funkce z i matice (a;;) sou-

¢asné (pokud se na situaci divame tak, Ze sloupec tam uz diive byl, ale vSechny jeho
koeficienty byly nulové).

Pridani nové ¢innosti méa smysl jen tehdy, pokud zlepsi hodnotu optima. Vysvétlime
prepocet na prikladu.

Ad Pryiklad 7.1. Pfiddnim nového vyrobku do nasich tvah vznikne tloha
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maximalizujte funkci z =3z + 2y + % n za podminek

x+2y+%n§6
20+ y+3n<

oo

—x+ y— n<l
y <2
x’y7n>0

Protoze proménnou n povazujeme za nebazickou, dualni feseni zistava stejné:
_ 1 _ 4 _ _ 4 AndTng £ 3 3 3

Y1 = 3, % = 3,493 = 0, y4 = 0. Nové dudlni omezeni §y; + 542 —y3 = 5
. o S T . . 3 3 3. _ 1

nenf splnéno, piislusny z-koeficient je roven §y1 + 542 —ys — 5 = —7. Zbytek

sloupce proménné n vypoc¢teme pomoci inverzni matice:

2 1 3 1
5 —3 00 i i
1 2 3 1
-3 3 00 o I
-1 1 10| |-1 ~1
2 1 1
-3 3 01 0 ~i

Nyni protoze z-koeficient v novém sloupci je zaporny, pridame jej k optimalni
tabulce ptivodni tlohy a provedeme jeden krok klasické simplexové metody.
Dostaneme nové feseni, které zlepsi hodnotu optima ptivodni tlohy.

f) Pfi zméné pravych a levych stran omezeni sou¢asné: Dochazi zde ke slozitéj-
Sim zménam a je vyhodnéjsi celou tlohu vyftesit znovu, analyza citlivosti uz neni
tak pomocna.

Dualni simplexova metoda nachézi své vyuziti nejen pii analyze citlivosti, ale i v
nékterych dalsich algoritmech, napt. v metodé fezii celociselného linearniho programovani.

8.7 Shrnuti

V této kapitole byl podan stru¢ny ivod do teorie duality. Nejprve jsme piivodni tlohu
linedrniho programovéni (jeji kanonicky tvar) oznadili jako primdrni. K této tloze kon-
struujeme tzv. dudlni Glohu podle nasledujicich pravidel:

primarni tloha dualni uloha

minimalizace | maximalizace, vSechna omezeni typu <, proménné neohranicené

maximalizace | minimalizace, vS§echna omezeni typu >, proménné neohranicené

Na ptikladu jsme pak pomoci simplexové metody zkoumali vztah mezi feSenim primarni
a dualni tlohy. Ten se da struc¢né charakterizovat takto:
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1) optimélni hodnota funkce 2z = optimalni hodnota funkce w

vektor optimalnich koeficientt vektor rozdili levé minus pravé
2) funkce z prislusnych pocatecni | = | strany dudlnich omezeni prislus-
primarni bazi nych pocatecni primarni bazi

Dale jsme zjistili, ze vSechny hodnoty simplexové tabulky lze urc¢it pomoci tzv. inverzni
matice. Toto lze vyuzit zejména pii programovani algoritmu simplexové metody a také
pii analyze citlivosti.
Zajimava je také ekonomicka interpretace duality, ktera se da velice stru¢né charakterizo-
vat jako maximalizace zisku 2z pii sou¢asné minimalizaci vyuziti zdroji w pro dany zisk.
V souvislosti s dualitou jsme se zabyvali dudlni simplexovou metodou, jejiz hlavni mys-
lenka zni:
Pokud primérni bazické feseni je neptipustné (néktera jeho souradnice je < 0), ale
plati podminka optimality (z;—c¢; > 0 pro vSechna j), snazime se dualni simplexovou
metodou prejit do vrcholu, ktery stale splinuje podminku optimality, a navic uz je
ptipustny (jeho soufadnice > 0). Prvni takovy vrchol, do kterého touto metodou
dorazime, je optimum priméarni tlohy.

Na zavér kapitoly jsme se vénovali vyuziti poznatkti z teorie duality k ziskani
efektivnéjsich postupt v analyze citlivosti.

8.8 Otazky k opakovani
U nasledujicich vyrokia rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

Otazka 8.1 Abychom mohli formulovat dudlni ilohu, primdrni uloha musi byt v kano-
nickém tvaru.

Otazka 8.2 Dudlni uloha existuje jen tehdy, pokud primdrni uloha je ulohou minimali-
zace.

Otazka 8.3 Koeficienty dudlni funkce w zapsané v simplexove tabulce jsou totéz co prave
strany primdrnich omezend.

Otazka 8.4 Optimdlni hodnota funkce z je mensi nez optimdlni hodnota funkce w.
Otazka 8.5 [ kdyz primdrni reseni neni optimdlni, prislusné dudlni resent je pripustné.
Otazka 8.6 Pokud primdrni teseni je pripustné, prislusné dudlni reseni je optimdlny.
Otazka 8.7 Pokud prislusné dudlni fesent je pripustné, primdrni fesent je optimalni.

Otazka 8.8 Pokud je alesporni jedna hodnota v poslednim sloupci simplexové tabulky
kladna, Teseni primdrni ulohy je pripustné.

Otazka 8.9 Pridanim nového omezeni se optimdlni hodnota funkce z muze zlepsit.

Odpovédi na otazky viz 13.3.
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8.9 Priklady ke cviceni

Priklad 8.1 Uvazujte ndsledujici ilohu linedrniho programovdni:

najdéete maximum funkce z = 2x1 + 4 w9 + 423 — 3 x4 2a podminek 11+ x5+ 13 =14
T1+4wy+14=28

x1, T2, T3, Tq > 0.
a) Formulujte k této uloze ulohu dudind.
b) Najdéte Teseni dudlni ulohy pomoci optimdlni tabulky primdrnd dlohy.
Priklad 8.2 Uvazujte ndsledujici ilohu linedrniho programovdni:

najdéte maximum funkce z = 5x1 4+ 219 + 323 2a podminek x1 + 5xy + 223 = 30
Ty —5372 —61'3 S 40

T1,T9,x3 > 0.
a) Formulujte k této iloze ulohu dudlnd.
b) Najdéte Teseni dudlni ulohy pomoci optimdlni tabulky primdrnd dlohy.
Priklad 8.3 Vyreste dudlni simplezovou metodou ulohu:

najdéte minimum funkce z = 2x1 + 3 x9 za podminek 2z + 3xy < 30
xr, + 2 i) Z 10

Ty, T2 Z 0.

Priklad 8.4 UvaZujte zaddni z prikladu 8.2. Provedte ndsledujici analyjzu citlivosti:
. e ) 35
a) jak se zméni teseni pri zméné pravé strany na 7

b) jak se zméni Tesent pri pridani nového omezeni x1 + x3 <5 ¢

c) jak se zméni TeSeni pii zméné funkce z na z = x1 + w9 — 213 ¢
, o ) 4
d) jak se zméni teseni pri zmené 2.sloupce omezeni na ?
1

Vysledky prikladi viz 13.3.
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9 Dopravni uloha

Klasicka verze dopravni tlohy méa nasledujici zadani: rozhodnéte o zpiisobu rozvozu jed-
noho typu vyrobku (nebo suroviny) z m zavodu do n spotfebitelskych skladii tak, aby se
minimalizovala celkova cena dopravy, je-li dano

cij - .. jednotkova cena dopravy ze zdroje ¢ na misto urceni j,
a; ... mnozstvi zasob se zdroji i, i =1,2,...,m,
b; ... pozadavek spotiebitele j, j =1,2,...,n.
Vystupem tlohy jsou optimélni hodnoty proménnych z;; (= mnozstvi jednotek
m n
dopravovanych ze zdroje i ke spotiebiteli j) a celkova cena dopravy > > ¢z

i=1j=1
Tuto konkrétni tlohu praxe lze matematicky reprezentovat uzitim teorie grafi:

zdroje

a; —

az = (2)

spotiebitelé

2 Lmm pozadavky spotiebitelt

am—>@
f

mnozstvi zasob

Ale uzitim grafovych algoritmi ji fesit nebudeme. Dopravni tlohu lze také formulovat
jako tlohu linedrniho programovani:

m n
minimalizujte z = > Y ¢;;2,; za podminek
i=1j=1
n
Yoz <aproi=12...,m
i=1

)

m
iy >bjproj=12,...,n
=1
Ale protoze dopravni tloha ma jakysi specialni tvar, nebudeme ji fesit pfimo simplexovou

metodou; pouzijeme algoritmus, ve kterém je simplexova metoda skryta, ale ktery je
rychlejsi a prehledné;jsi.
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Pravé popsany model dopravni tlohy budeme vzdy fesit az po eventualnim pfevedeni

m n

na tzv. vyvazeny tvar (vyvazeny dopravni model), kdy > a; = ) b;, tj. nabidka = po-
i=1 j=1

ptavka. Tento vyvazeny tvar je analogii kanonického tvaru tulohy linearniho programovani.

Priklad 9.1 Automobilovd spolecnost MG md zavody v Los Angeles, Detroitu a New Or-
leans a distribucni strediska v Denveru a Miami. Kapacity vyrobnich zavodi pro planované
obdobi jsou po Tadé 1000, 1500 a 1200 ks aut, poptdvka stredisek je 2300 a 1400 ks. Cena
dopravy 1 auta na jednu mili je 8 centd (cent je setina dolaru). Urcete optimdlni roz-
déleni dopravy od vyrobci ke spotrebitelskym mistim. Vzdalenosti mezi misty (v milich)
jsou uvedeny v tabulce:

Denver Miami
Los Angeles 1000 2690

Detroit 1250 1350
New Orleans | 1275 850

ResSeni.

a) Cenu dopravy c¢;; jednoho auta z mista vyroby do spotiebitelského stfediska lze
urcit vynasobenim vzdalenosti mist ¢islem 0,08, coz je cena za 1 kus. Nyni vSechny
informace sestavime do ptrehledné tabulky, ze které budeme pfi Feseni vychéazet (ceny
¢;; jsou uvadény v pravém hornim rohu jednotlivych poli):

Denver Miami

80 215
Los Angeles 1000
100 108
Detroit 1500
102 68
New Orleans 1200
2300 1400

1000+150041200 = 230041400 = jedna se uz o vyvazenou ulohu, protoze kapacity
vyrobct jsou stejné jako pozadavky odbératelti. U této tilohy miizeme tedy spustit
fesici algoritmus.

b) Pokud by kapacita vyroby v Detroitu nebyla 1500, ale 1300, museli bychom do-
pravni tlohu nejprve vyvazit; protoze kapacita vyroby by nebyla dostacujici, zavedli
bychom fiktivniho vyrobce:
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Denver Miami
80 215

Los Angeles 1000
100 108

Detroit 1500
102 68

New Orleans 1200
0 0

Fiction 200
2300 1400

Ceny dopravy od fiktivniho vyrobce zvolime rovny 0, protoze fiktivni vyrobce je
nenaro¢ny. Nyni uz ,celkova kapacita vyroby = celkova poptavka“, ¢ili tloha je
vyvazena a pripravena k tomu, aby na ni byl vypustén resici algoritmus.

c) Naopak, pokud by kapacita vyroby byla vétsi nez poptavka, tlohu bychom vyva-
zili zavedenim fiktivniho spotfebitele. Napiiklad pfi poptavce Denveru 1900 misto
2300 ks bychom zavedli fiktivniho spotiebitele s poptavkou 400 ks:

Denver Miami Al Capone
80 215 0

Los Angeles
100 108 0

Detroit

102 68 0

New Orleans

1900 1400 400

1000

1500

1200

Kdybychom chtéli, aby napt. Detroit navzdory mensi poptavce vyvezl vSechna vyro-
bené auta, misto 0 bychom cenu cy3 dopravy z Detroitu fiktivnimu odbérateli zvolili
kladnou a dostatec¢né velkou, a tim by se zarucilo, ze v optimalnim feSeni x93 = 0.

Reseni tloh a), b), ¢) zde nebudeme uvadét. Misto toho si fekneme dalsi dva ptiklady
formulace dopravniho modelu, a az poté uvedeme algoritmus feseni dopravnich tloh.

Priklad 9.2 Model dopravy vétsiho poctu typi vyrobki: Spolecnost MG vyrdbi ctyri rizné
typy aut (My, My, M3, My). Kapacity jednotlivijch zavodi a poZadavky distribucnich center

jsou uvedeny v tabulkdch:
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zavod vyrabi | My My My M, | celkem
Los Angeles - - 700 300\ 1000
Detroit 500 600 - 400 1500
New Orleans | 800 400  — - 1200

pozadavek  distri-
bucniho strediska

M, My, Ms; M, | celkem

Denver

Miamsi

700 500 500 600 | 2300
600 500 200 100 | 1400

Vzdalenosti mezi mésty jsou uvedeny v pr.9.1, jednotkové ceny dopravy jsou stejné pro
vsechny typy aut. Urcete optimdlni rozdeleni dopravy.

Matematicka formulace ulohy:

Kazdy ze zavodu rozdélime na tolik podzavodu, kolik typu auta dany zavod vyrabi. A
podobné kazdé distribu¢ni centrum rozdélime na ¢tyii podcentra. Odpovidajici grafova

reprezentace ulohy:

Los Angeles

Detroit 600 — @

New Orleans

(My) — 700
(M) — 500
(Ms) — 500
(My) = 600
(M) — 600
(M) — 500
(Ms) — 200
(My) — 100

Denver

Miami
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Piipravou pro feseni je tabulka dopravni tulohy. Ceny c;; téch tras, které nemé smysl
realizovat, polozime rovny velkému c¢islu M. Dopravni tabulka ma pak tvar

Denver Miami

My M, My My My M, M; M,

M M 80 M M M| 215 M
M; 700

Ve

Los Angeles

M M M 80 M M M 215

M, 300
\
( 100 M M M| 108] M M M
M, 500
. M| 100] M M| M| 108] M M
Detroit M, 600
M| M M| 100 M| M| M| 108
M, 400
\
( 102 M| M| M| 68| M| M| M
M, 800
New Orleans
M| 102] M M| M| 68| M M
M, 400

700 500 500 600 600 500 200 100

vvvvvvv

Piiklad 9.3 Planovdni vyroby: Spolecnost potiebuje vyrobit (= md poptdvku)

béhem 1.mésice 100 ks vyrobku
2.mésice 200
3.mesice 180
4.mesice 300

Poptdavka v aktudlnim mésici muZe byt pokryta
a) nadbytkem vyroby v predchozim mésici
b) vyrobou v aktudlnim mésici
c¢) predem objednanou vyrobou v ndsledujicim mésici.

Vyrobni cena je 4 dolary za kus, cena skladovdni 0,5 dolaru za kus a mésic, penalizacni
poplatek za vyrobek objednany predem je 2 dolary za kus a mésic. Vyrobni kapacita je
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omezena jinymi vyrabénymi vyrobky a je 50 ks v 1.mésici
180 ks ve 2.meésici
280 ks ve 3.mésici
270 ks ve 4.mésici.

Vytvorte plan vyroby na ndsledujici 4 meésice, ktery minimalizuje celkovou cenu nakladi.

Matematicka formulace ulohy:
Matematické formulace tlohy je stejna jako u dopravniho problému. Analogie mezi obéma
ulohami jsou:

dopravni problém plan vyroby
i ...zdroj ¢ ... vyrobni obdobi
J ... spotfebitel 7 ... poptavkové obdobi
a; ... kapacita zdroje 7 a; ... vyrobni kapacita obdobi ¢
b; ... poptavka spotiebitele j | b; ... poptavka v obdobi j
vyrobni cena v obdobi 1, prii =7
¢ij = § vyrobni cena v ¢ + cena skladovani od ¢ do 5, piit <

vyrobni cena v ¢ + penalizacni cena od j do i, pfii > j

Pti téchto analogiich 1ze problém sestavit do dopravni tabulky:

obdobi
1 2 3 4
4] 45 5] 55

6| 4| 45| 5
2 180

obdobi

3 280

10 8 6 4
4 270

100 200 180 300

Tedy i tuto a podobné tlohy, které piimo nesouvisi s dopravni tematikou, lze fesit do-
pravnim algoritmem.

9.1 Reseni dopravniho problému

A. Pocatecni krok

V pocatecnim kroku nalezneme néjaké pripustné rozdéleni dopravy, které nemusi byt
nutné optimalnim (v optimaliza¢nim kroku je pak pfipadné vylepsime). Existuje vice
metod pro nalezeni pocatecniho rozdéleni, ukazeme si tfi z nich.
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a) Metoda severozapadniho rohu (SZR)

1)

Proménné xq; (ktera se nachazi v severozapadnim rohu tabulky) pfifadime ma-
ximalni moznou hodnotu dopravovanych jednotek. Protoze tedy z1; je maxi-
malni mozné, vycerpa se tim kapacita vyroby prvniho vyrobce (nebo poptéavka
prvniho spotiebitele), takze ve zbylych polich prvniho fadku (resp. prvniho
sloupce) umistime pomlcky naznacujici, Ze se zde zadné jednotky dopravovat
nebudou.

Pokracujeme pritazenim maximéalni mozné hodnoty do pole z9; pii vycerpani
fadku 1 v kroku 1 (resp. do pole x5 pii vyCerpani prvniho sloupce v kroku
1). Zkratka a dobfe — dalsi vypliované pole je vidy smérem na vychod nebo
na jih podle toho, zda byl v pfedchozim kroku vycerpan sloupec nebo radek.

Krok 2 opakujeme tak dlouho, dokud se nedostaneme do pravého dolniho (= ji-
hovychodniho) pole tabulky. U vyvaZzené tlohy tim docilime toho, Ze rozdé-
leni jednotek dopravy bude spliiovat pozadavky na kapacity ve vSech tfadcich
i sloupcich.

Priklad 9.4 Tuto i dalsi metody objasnime na ndsledujici tabulkove formulaci
dopravni ulohy:

S1 Sy 53 Sy

10 0| 20| 11
Vi 15

12 71 9| 20
Vs 25

o 14| 16| 18

5 15 15 10

ResSeni. Pro pocateéni rozdéleni tlohy se tfemi vyrobci a ¢tyfmi spotiebiteli
uzijeme metodu severozapadniho rohu: xy; = 5, coz je poptavka v celém prvnim
sloupci, ¢ili do poli s indexy (2,1) a (3,1) umistime pomlcku a posuneme se
smérem na vychod, do pole (1,2). Kapacita ve 2. sloupci je 15, ovSem hodnotu 15
do pole (1,2) pfifadit nemtzeme, protoZe by se prekrocil soucet 15 (= kapacita 1.
vyrobece) v 1. fadku: x5 = 10, a tim se vycerpala kapacita vyrobce Vj, protoze
x11 + 212 = 5+ 10 = 15. Cili do poli (1,3) a (1,4) mizeme umistit pomlcku. A
posuneme se smérem na jih — do pole (2,2), atd. aZ dostaneme vysledné vstupni
rozdéleni ziskané metodou SZR, uvedené v nasledujici tabulce:
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Sl SQ Sg S4

10 0 20 11
Vil 5 —10 — — 15
|
2] 17 9 20
Vo | — 5 15 45 |25

Va| — — — 5 5

) 15 15 10

Celkova cena dopravy pii tomto rozdéleni je

5-10+10-0+5-74+15-9+45-20+ 5 - 18 = 410 penéznich jednotek.

Vsimnéme si dilezité skutecnosti, ze pii m radcich a n sloupcich dopravni tabulky
mé piifazeni dopravy tu vlastnost, Zze pomlcka neni umisténa v (m + n — 1) polich.
Tento fakt musi platit pro poc¢atecni rozdéleni, i pro kazdy optimalizac¢ni krok. Pti
metodé SZR je platnost tohoto faktu ohrozena v situaci, kdy pfi jistém opakovani
kroku 2 proménné z;; vycerpa kapacitu v fadku ¢ i sloupci j soucasné — v takové
situaci nemtizeme umistit pomlcky do zbylych poli v fadku 7 i sloupci j, protoze ne-
pomlcékovych poli by bylo mélo (méné nez m+n—1). Proto napf. umistime pomlcky
jen do fadku i. Déle pfifadime x;,1; = 0, a do zbylych poli sloupce j uz mizeme
umistit pomlcku. Chtél bych upozornit na to, ze je velky rozdil v tom, zda je v ur-
¢itém poli hodnota 0, nebo pomlcka. Tento rozdil bude patrny v optimalizacnim
kroku, ale uz nyni mizeme prozradit, ze pomlckové pole oznacuje nebazickou pro-
ménnou, pole s hodnotou 0 ozna¢uje bazickou proménnou s hodnotou 0 (¢ili jedna se
o tzv. degenerované feseni, co se tyka analogie mezi timto algoritmem a simplexovou
metodou). A protoze pfi optimaliza¢nim kroku musime védét, které proménné jsou
bazické a které ne, je tfeba dobfe rozliSovat mezi nulou a pomlckou.

Priklad 9.5 Priklad degenerovaného pocdtecniho rozdéleni v dopravni uloze pri

metodé SZR:

Si So Ss
0 2 1
Vi 5 — — 5
|
Y2 1 5
V5 0 +— 55— 5 10
|
2 3K
Vel — 4 5 5

5 5 10

Nepomlckovd pole oznacugi hodnoty bazickych promenngjch.
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b) Indexova metoda (IM)

Tato metoda zacina prifazenim maximalni mozné hodnoty proménné s ohledem na
kapacity v poli s minimalni cenou ¢;; jednotkové dopravy (¢isla v polich vpravo
nahofe). Pak umistime pomlcky v polich vycerpaného fadku (nebo sloupce) a
pokracujeme s prifazovanim v poli s cenou minimalni ze vSech poli zbyvajicich.
Problém degenerace, kdy vyplnéni proménné z;; vycerpa radek i sloupec soucasné,
musime opét Tesit citlivé — umistime pomlcky jen ve zbyvajicich polich tadku ¢ a
do nékterého dalsiho pole ve sloupci j prifadime 0. Teprve pak sloupec j doplnime
pomlckami.

Ad Priklad 9.4. Pfipomenme si tabulkovou formulaci dopravni tlohy

Si Sy Sz Sy
10 0 20| 11

12 7 91 20
Vs 25

0] 14| 16| 18

5 15 15 10

Minimalni jednotkové ceny jsou c;o = 0 = c31. Volime napi. pole (1,2) a ptifadime
maximalni mozny pocet jednotek s ohledem na kapacity v tfadku i sloupci:
r12 = 15. Tim se vycerpa tadek i sloupec, tj. bude se jednat o degenerované
feSeni. Do prvniho fadku ve zbylych polich umistime pomlcky, ve druhém sloupci
musime vyplnit jednu nulu, napf. x99 = 0, abychom zarucili dostate¢ny pocet
béazickych (= nepomlckovych) poli, a do zbylého pole (3,2) miizeme umistit pomlcku.

Sy S Ss S4

10 0 20 11

Vi| — 15 — — |15
12 7 9 20

Va 0 25
0 14 16 18

Vs - 5

) 15 15 10

Dalsi minimélni zatim nevyplnéné pole je urceno cenou c3; = 0. Vyplnime
maximalné, tj. x3; = 5, coz opét vycerpa kapacitu soucasné tretiho fadku i prvniho
sloupce, tj. tfeti Tddek doplnime pomlckami a v prvnim sloupci musime piidat
jednu nulu: x9; = 0.
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Vi

Va

Vs

Sl SQ Sg S4
10 20 11
— 15 — _
12 7 9 20
0 0
0 14 16 18
5 — — —
) 15 15 10

15

25

Zbyva dokoncit vyplnéni posledniho ftadku, kde jsou hodnoty proménnych
jednozna¢né uréeny (protoze se jednd o vyvazenou ulohu): xe3 = 15, x94 = 10.
Vysledné pocatecni rozdéleni dopravy ma tedy tvar:

Vi

Va

Vs

Celkova cena dopravy v tomto pripadé je

Si Sy Sy Si
10 0 20 11
— 15 — —
12 7 9 20
0 0 15 10
0 14 16 18
5 — — —
5 15 15 10

15

25

10 - 20 + 15 - 9 = 335 financ¢nich jednotek.

Je pochopitelné, ze pocatecni rozdéleni dopravy provedené indexovou metodou bude
mit zpravidla vzdy nizsi celkovou cenu dopravy, protoze metoda SZR viibec nebrala
ohled na ceny c;;. A nésledujici metoda by obecné méla byt jesté lepsi nez indexova.

¢) Vogelova aproximaéni metoda (VAM)

Tato metoda nejenze zac¢ind vypliovat pole s minimalni cenou, ale navic ptidava
kritérium, Ze ze vSech poli s malymi cenami zac¢ne tim polem, které spliuje navic
tzv. penalizaéni podminku (a je jistym zptsobem nejvhodnéjsi ze vhodnych).

Postup:

1) Vypocteme pro kazdy fadek i sloupec tzv. penalizaci, ktera je rovna rozdilu
»(druhd nejmensi cena) minus (nejmensi cena)“.

2) Zvolime fadek nebo sloupec s nejvétsi penalizaci, vybereme zde pole s mini-
malni cenou ¢;; a vyplnime maximalni moZnou hodnotu z;;. Dale doplnime
pomlcky do vyc€erpaného fadku nebo sloupce. Pokud vyplnéni z;; vycerpa ka-
pacitu radku i sloupce soucCasné, musime vyplnit zbyla pole pomlckami jen
napiiklad v daném radku, ve sloupci musime umistit do jednoho pole 0 a az
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do zbylych pomlcky; zkratka a dobte, pokud vyplnéni jisté proménné vycerpa
radek i sloupec soucasné a hodnoty nékterych poli v tabulce v ptislusném radku
nebo sloupci jesté nejsou vyplnény, vzdy se musi do nékterého pole v tom radku
nebo v tom sloupci doplnit jedna 0.

3) Kroky 1 a 2 opakujeme tak dlouho, az v tabulce zbude pouze jeden fadek nebo
sloupec, kterého vyplnéni je jednoznacné dano. Pritom pfi vypoctu penalizaci
uz nebereme v itvahu ceny v polich, kde uz je vyplnéna hodnota nebo pomlcka.

Ad Piiklad 9.4. Penalizace uré¢ime jako rozdil dvou nejnizsich cen v daném radku
nebo sloupci:

Sh S Ss S

10 0 20 11
Vi| — 10

12 7 9 20
Vo 0 2

0 14 16 18
AN I v

10 7 7 7

Maximalni penalizace 14 urcuje tieti radek, ve kterém vyplnime co nejvétsi hodnotu
s ohledem na kapacity (ty zde ted nejsou napséany, ale jsou uvedeny na predchozi
strané): x3; = 5, coZ vycCerpa kapacitu fadku i sloupce soucasné, ¢ili napf. ptifadime
91 = 0 a zbyla pole v 1.sloupci a 3.tadku vyplnime pomlckami.

Pokracujeme dalsim krokem, ¢ili znovu pfepocteme penalizace fadkt a sloupct,
pricemz ve tretim fadku a prvnim sloupci to uz nemé smysl, a ani pro ostatni
radky a sloupce ceny z téchto vyplnénych poli uz nebudeme uvazovat:

Sy S Ss Sa

10 0 20 11
Vi| — — 11

12 7 9 20
Vol 0 15 2

0 14 16 18
Vel 50 = =] -

7 11 9

Dvé z penalizaci jsou rovny 11, zvolme jednu z nich, napriklad tu kterd urcuje tfeti
sloupec. Ve tietim sloupci vybereme minimalni co3 = 9 a pfifadime maximalné:
o3 = 15. Tim se vycerpa kapacita sloupce, do posledniho pole ve 3.sloupci, které
zbyva vyplnit, piSeme pomlcku.

V dalsi fazi jsou uz penalizace celkem jednoznaéné (vzdy rozdily dvou cen
nevyplnénych poli v daném fadku ¢ sloupci):
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Sl SQ Sg S4
10 0 20 11
Vi — - 11
12 7 9 20
Vol 0710|157 —
0 14 16 18
i 5| — | - | -
7 9

Maximalni penalizaci urcuje druhy radek, vybereme v ném dosud nevyplnéné pole
s minimalni ¢;;: x99 = 10, tim je vycerpana kapacita druhého fadku.

Nyni zbyva k vyplnéni uz jen posledni radek, kterym je pozi¢né prvni fadek —
doplnime vzhledem k pozadavkim kapacit jednozna¢né urcéené hodnoty x;2 = 5,

T14 = 10.

Vi
Va
Vs

Celkova cena dopravy je

S1 Sy S3 Sy
10 0 20 11
— 5 — 10
12 7 9 20
0 10 15 -
0 14 16 18
5 — — —

5-04+10-11+0-12410-7+415-9+ 50 = 315 financ¢nich jednotek,

coz je jesté lepsi vysledek nez pocatecni rozdéleni ziskané metodou indexovou.
Pocatecni rozdéleni nalezené pomoci VAM je uz dost dobré, ale stale to nemusi byt
feseni nejlepsi. Takové algoritmy, které sice nenaleznou optimélni, ale jakési dost
dobré Teseni, nazyvame heuristikami.

Ukézali jsme si tedy tii metody, které naleznou pocatecni rozdéleni dopravy v dopravni
tiloze. Ctenaf tohoto textu by si mozna mohl poloZit otdzku, zda je nutné tolik metod
a zda nestaci hodnoty do tabulky pro zacatek jakymkoliv zplisobem, ktery vyhovuje
kapacitnim pozadavkim radki a sloupci. Odpovim na tuto otazku, i kdyz si ji ¢tenar

zrovna nepoklada:

Ne kazdé rozdéleni dopravy je povolenym pocatecnim rozdélenim — zakazana jsou
rozdéleni, ktera obsahuji tzv. uzavieny okruh, coz je pravotihelnik s hranami vodorovnymi
¢i svislymi a s vrcholy v nepomlckovych polich.
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Ad Priklad 9.4. Napf. rozdéleni

— 5 10 -
HH
— 10 5 10
5 _ _ _
nebo rozdéleni
0 — 15 -
— 15 - 10
5 — 0 -

uzavienym okruhem
je zde ctverec (1,2)—

(1,3)-(2,3)-(2,2)

uzavienym okruhem
je zde ¢tverec (1,1)—
(173)7(32’)7(371)

neni povolenym pocatecnim rozdélenim. Tedy pocatecni rozdéleni dopravy lze provést
i jinym zptsobem nez uvedenymi metodami, ale takovému vyplnéni nepomlckovych
poli, které vytvaii vrcholy uzavieného okruhu, se musime vyvarovat (na vrcholy
uzavieného okruhu nemusi byt vyuzita vSechna nepomlékova pole). Metody a), b), c)
jsou konstruovany tak, aby pfi jejich pouziti uzavieny okruh pomoci nepomlckovych poli

nevznikl.

B. Optimaliza¢ni krok

Tento krok vysvétlime na prikladé 9.4 — vezmeme pocatecni rozdéleni dopravy ziskané
metodou SZR a budeme je déle zlepSovat. Protoze se jedna o tlohu linearniho programo-

vani, optimalizacni krok sestava ze tii casti:

a) urceni vstupni proménné (= vstupniho pole) ze vSech nebazickych (= pomlckovych

poli)

b) urceni vystupni proménné (= vystupniho pole, které se stane v dalsim optimalizac-

nim kroku pomlc¢kovym)

c¢) provedeni optimaliza¢niho kroku (= pfepocitani nového béazického Feseni)

Optimalizac¢ni krok ¢.1:

a) urceni vstupni promeénné: Nejprve pro dané rozdéleni dopravy ptifadime kazdému
fadku i kazdému sloupci tzv. multiplikdtory u;, v;, které jsou feSenim systému rovnic

U; +Uj = Cij
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pro nepomlckova pole:

V1= V2= U3= Ug=
10 0 20 11
12 7 9 20
Uy = — 5 15 5

Dilezité upozornéni:

1) pravé strany rovinic jsou tvofeny cenami ¢;; v pravém hornim rohu, nikoli po-
¢tem jednotek uprostied pole

2) nezndmych je o jednu vice nez rovnic. Protoze ndm sta¢i najit jedno z téch
nekonecné mnoha feSeni, jednu neznamou miizeme zvolit. Zpravidla volime
Uy = 0.

Nyni pro pole (1, 1) plati u; + v, = 10 = v; = 10 (protoze u; = 0).

Pokra¢ujeme dalsim nepomlckovym polem (1,2): u; + vy = 0 = vy = 0.

Déle pole (2,2): ug +ve =7 = ug = 7 (protoze vy = 0).

Dale (2,3): ug +v3 =9 = v3 = 2 (protoze uy = 7).

Pole (2,4): ug + vy = 20 = vy = 14.

A konecné pole (3,4): uz + vy = 18 = ug = 4.

A tim jsou vSechna nepomlckovéa pole vycerpana. Z popsaného feseni je vidét, Ze rov-
nice feSime v takovém poradi, ze pri feseni dané rovnice uz hodnotu jedné neznamé
zname — pak druhou neznamou muzeme lehce dopocitat. Tohle jsme provadéli pouze
pro pole, ve kterych se nevyskytuje pomlckal!

Nyni po urceni multiplikdtori pokroc¢ime k pomlckovym polim a uréime pro né
jakési pfepoctené ceny ¢,, ze vztahu

Cpg = Up + Vg — Cpg (pouze pro pomlckova pole!).

Pomocné ceny ¢,, v poml¢kovych polich budeme pséat naptiklad vlevo dole (vypocet
je pfirozeny: w; v prislusném fadku plus v; v pfislusném sloupci minus cena c¢;;),
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tedy ¢i13 = uy +v3 —c13 =042 — 20 = —18, atd.

111:10 1}2:0 U3:2 ’04214
10 0 20 11
-18 3

12 7 9 20

Uy =17 - 5 15 5
0 14 16 18

us=4| — - - 5

14 -10 0

A nyni tedy konecné urceni vstupniho pole: za vstupni proménnou vezmeme tu
na pozici s maximalni kladnou cenou ¢,, (podobné jako pfi minimalizaci v jakékoli
jiné uloze LP). Pokud jsou v8echny ¢,, < 0, dané rozdéleni dopravy je optimalni.

V naSem piipadé max¢,, = 14 na pozici (3,1) ... mame urceno vstupni pole.

b) uréeni vystupniho pole: Uvazujme ted bézickd (=nepomlckovd) pole spoleéné
s dodéavanym polem (3,1). Béazickd pole jsou maximalni mnoZinou poli, kterd
nevytvari (neobsahuji) uzavieny okruh. Dodénim vstupniho pole do této mnoziny
se v této mnoziné uzavieny okruh uz vytvoii — a sice vzdy pravé jeden!

V nasem piipadé dodanim pozice (3,1) do mnoziny {(1,1), (1,2), (2,2),(2,3), (2,4),
(3,4)} vznikne uzavieny okruh (3,1) — (1,1) — (1,2) — (2,2) — (2,4) — (3,4) (pozici
(2, 3) neuvazujeme, protoze pole (2,3) neni vrcholem daného okruhu).

5OH

10
50 5@
® 50

Vstupni pole nyni vidy oznac¢ime znakem @ , sousedni vrcholy vstupniho pole
ozna¢me O | sousedni pole poli @ ozna¢me @ . Zkratka a dobfe, pii postupném
prochazeni vrcholt uzavieného okruhu se stfidaji znaménka. Jaky vyznam udéavaji
znaménka +, —? Pfi¢teme-li do poli oznacenych @ uréity pocet jednotek dopravy
a odetteme-li z poli O tutéz hodnotu, piislusné kapacity vyrobcl a spotiebiteltt
ve v8ech Fadcich i sloupcich zistanou v platnosti (protoze v kazdém fadku nebo
sloupci je vzdy jedno pole @ a jedno pole ©).

Nyni tedy uréeni vistupniho pole: za v¥stupni pole vybereme to z poli @ , které
obsahuje minimalni pocet jednotek dopravy. Pokud je téchto minimalnich hodnot
vice (jako v nasem piikladu, kdy vSechna pole © obsahuji stejnou minimalni hod-
notu 5), vybereme jedno z nich. Zvolme tedy za vystupni napf. pole (3,4).

c) provedeni optimalizaéniho kroku: Byla-li ziména bazické proménné v p¥ipadé o-

vvvvvv

jednodussi ¢ast optimalizaéniho kroku: do poli D pii¢teme hodnotu z vistupniho
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pole, z poli @ ji ode¢teme. Ostatni pole zlistanou nezménéna. P¥itom ve v§stupnim
poli se objevi pomlcka.

Pokud by se stalo (jako je tomu v nasem piikladé), ze vystupni pole nebylo urceno
jednoznaé¢né, i tak napiSeme pomlcku pouze na pozici (3,4), do pozic (1,1) a (2,2)
musime napsat 0. Zkratka a dobfe, nepomlckovych (=béazickych) poli musi byt vzdy
m + n — 1 (tedy v nasem piipadé 6). Uz vime, pro¢ to je dilezité: nepomlckova
hodnota jednotek dopravy (tedy i 0) oznacuje pole slouzici k uréeni multiplikatora
u;, v;, kdezto pomlcka oznacuje pole slouzici k vypoctu pomocné ceny ¢p,.

Dostavame tedy rozdéleni dopravy

Optimaliza¢ni krok ¢.2:

10 20 11
0 15 — —

12 7 20
— 0 15 10

0 14 16 18
5 _ _ _

a) urceni vstupniho pole: Musime znovu pfepocitat multiplikdtory w;,v;, protoze

nékteré z nich budou jiné diky zméné nepomlckovych pozic. Volime u; = 0 a dalsi
neznamé dopisujeme do tabulky ve vhodném poradi pomoci nepomlckovych poli:

U1:10 1)2:0 U3:2 U4:13
10 0 20 11
up =0 0 15 — —
-18 2
12 7 9 20
Uy =17 - 0 15 10
0 14 16 18
uz = —10 5 - - -
-24 -24 -15

Nyni do téze tabulky (v rdmci urychleni ¢asu) vpisujeme do pomlékovych poli po-
mocné ceny ¢,, (vlevo dole). Protoze max¢,, = 5 = vstupni pole je (2,1).

b) uréeni vystupniho pole: Uzavieny okruh vznikly po dodani vstupniho pole k bé-

zickym je

0OH
®H

15 @
00
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Obé pole @ obsahuji stejnou minimalni hodnotu min x;; = 0 = vystupni pole opét

pole O

neni uréeno jednoznacéné, volime napf. (1, 1).

c) provedeni optimalizaéniho kroku: Jedinou zménou v tomto kroku je, Ze pomlcka
a nula v polich (1,1) a (2,1) se vyménily — ale to, jak vime, je zména podstatné.

Optimalizac¢ni krok ¢.3:

a) urceni vstupniho pole: Pomoci nepomlckovych poli uréime u;,v;. Pak v pomlcko-

10 0 20 11
— 15 — —

12 7 9 20
0 0 15 10

0 14 16 18
5 — — —

vych polich uréime pomocné ceny ¢,, (vlevo dole).

u1:0
U2:7
U3:—5

U1:5 UQZO ’U3:2 U4:13
10 0 20 11
_ 15 —_ _
-5 -18 2
12 7 9 20
0 0 15 10
5 0 14 16 18
-19 -19 -10

max ¢,, = 2 = vstupni pole je (1,4).

b) uréeni vystupniho pole: Vznikly uzavieny okruh je

150
[

0@

@

[
10 O

tedy minz;; = 10 = (2,4) je vystupni pole.

pole ©
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c) provedeni optimalizaéniho kroku: Hodnotu 10 ode¢teme z poli @ a pricteme do

poli @ :

Optimaliza¢ni krok ¢.4:

10 0 20 11
— 3 — 10

12 7 9 20
0 10 15 -

0 14 16 18
5 — — —

Pro vzniklé rozdéleni dopravy vypocteme u;, v; a ceny G, :

U1:5 UQZO 113:2 U4:11
10 0 20 11
up =0 — ) — 10
-5 -18
12 7 9 20
Uy =17 0 10 15 -
0 14 16 18
us=-5| 5 - - -
-19 -19 -12

Protoze vsechny ¢,, < 0, dané rozdéleni dopravy je optimalni.

Co k tomu dodat? Snad jakési vysvétleni celého algoritmu: wu;,v; jsou vlastné dudlni
proménné k dopravni tloze, u; + v; < ¢;; jsou dudlni omezeni, ve kterych pro bazické
proménné musi nastat rovnost (u; + v; = ¢;;). A €, jsou koeficienty ucelové funkce
nebazickych proménnych v k-tém kroku (proto ¢,, = u, + v, — Cpq)-

9.2 Prirazovaci uloha

Do logického sledu vykladu patii nasledujici tiloha, kteraz slove prifazovaci:
Jak ptifadit m tkold (délniki, pracovnikil) k n strojim, aby celkova cena nakladi byla
minimdlni (resp. celkovy uzitek byl maximalni)?
Tato tloha je tlohou LP, protoze 31 lze formulovat néasledovné:
Naleznéte minimum funkce z = Z Z cijxij, kde ¢;; je cena pfifazeni tlohy ¢ ke stroji j
i=1j=1
za omezeni

> wi =1
2wy =1
7

prot,7=1,2,...,n,
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pficemz x;; mize nabyvat hodnoty 0 (i-ty kol neni pfifazen j-tému stroji) nebo 1 (i-ty
kol je pfifazen j-tému stroji).

Je to vlastné tloha binarniho programovani. Ba co vic, jedné se i o dopravni problém,
kde vyrobce predstavuji tkoly a spotiebitele predstavuji stroje:

stroje
1 2 ... 0n
1lecy ¢ ... cn |l
ukoly 2 | ca1 ¢ ... con |1
M| Cnl Cm2 -+ Comn |1
1 1 ... 1

Kapacity ukoli a pozadavky stroji jsou rovny 1. Dopravni tlohu lze fesit po vyvazeni
(zaruceni toho, Ze plati m = n).

Priklad 9.6 Ndsledujici pritazeni pro m = n = 3 bylo ziskano metodou SZR:

stroje
1 2 3
5 7 9
17 1 0 — 1
ikoly 5 _14 110 012 1
15 13 16
3| — - 1 1

1 1 1
(Tesent pFitazeni je degenerované v kazdém optimalizacnim kroku).

Zvlastni struktura pritazovaciho modelu ovsem dovoluje vyvinout rychlejsi metodu, nez
je algoritmus dopravni dlohy. Vyuzijeme nésledujiciho faktu:

Pokud k fadku nebo sloupci matice (¢;;) je pfictena konstanta, bod optima se neméni,
jen se o konstantu zméni hodnota tcelové funkce.

[Dikaz: pokud od i-tého fadku odecteme konstantu p;

J-tého sloupce odecteme konstantu g,
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, , . ;L
dostaneme novy cenovy koeficient ¢j; = ¢;; — p; — ¢, a pak

n n
! E E /

i=1 j=1
n n
= g E (cij — pi — 4j)Tij
i=1 j=1
n n n n
=z E Di E Lij — E q; E Lij
=1 j=1 j=1 =1
1 1
= z — konst.|

Vytvorime tedy algoritmus pro pfipad minimalizace ndkladi pfitazeni. Hlavni myslenkou
algoritmu je:

Pokud mtizeme v matici (cj;) vyrobit tolik nul, Ze z nich lze vybrat bézi, je tato béze
optimalni bod, protoze cena 2z’ je nulova (a zadporna byt nemuiize).

Ad Priklad 9.6. Pfipomenme si tabulkovou formulaci tlohy

) 7 9

14 10 12

15 13 16
Od kazdého tfadku ode¢teme minimalni cenu: p; = 5
P2 = 10
P3 = 13.

Ziskame matici:

0 2 4

4 0 2

2 0 3

Odecteme jesté od kazdého sloupce minimalni cenu v tomto sloupci: ¢; =0

Vznikla matice (c};):



Pravdépodobnost, statistika a operacni vyzkum

145

Ze ctyt poli ocenénych nulou nyni lze vybrat bazické pozice — je to mozné jedinym
zplisobem. Tento tkol je analogicky tkolu najit na Sachovnici 3 x 3 z jistych pozic
takovou kombinaci rozestavéni vézi tak, aby jedna druhou navzajem neohrozovaly.
Tedy x11 = 223 = x32 = 1, ostatni x;; = 0. VSimnéme si také, Ze z = p; +pa2+ps +q3 = 30.

Nékdy ovsem pouhé odecitani konstanty od fadku nebo sloupce k nalezeni optima

nevede a je nutno provést optimalizac¢ni krok. To vysvétlime nasledujicim prikladem.

Priklad 9.7 Uloha je ddna ndsledugici tabulkou:

stroje
1 2 3
1 6
] 4
9 7| 10
tkoly 2
5 11
5 4
8 7 8
4

Po odeéteni konstant od fadku dostavame tabulku:

0 3 )
2 0 3
0 1 7
3 2 3

pr=1
p2 =17
p3 =4
Ps =09
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Po odecteni konstant i od sloupcii nastava situace, kdy nelze z poli ohodnocenych nulou
vybrat bazi:

o ® @ @

]
[mm)

inm|
(W]

Musime provést optimalizac¢ni krok: Co nejmensim poctem vodorovnych a svislych
piimek vyskrtame vSechna pole ohodnocena nulou. Pak ze vsSech nepreskrtnutych poli
vybereme nejmensi cenu, kterou odec¢teme ode vSech nepreskrtnutych poli a pricteme
k cené v priisecicich ,Skrtacich® primek.

V nasem pripadé je minimalni cena v nepreskrtnutych polich rovna 1; provedenim
zmén optimalizacniho kroku ziskdvame cenové ohodnoceni, ve kterém uz lze nalézt
optimum xy; = x93 = T3z = 44 = 1. V opacném piipadé bychom museli pokracovat
dalsim optimaliza¢nim krokem.

0 2 1 1
1
3 0 0 2
1
0 0 3 2
1
4 2 0 0
1

Pokud by cenové ohodnoceni v prifazovaci tloze vyjadfovalo zisk nebo obrat a nasim
ukolem by bylo najit maximum prifazeni, ode¢tenim vsech cen od maximalni ceny v ta-
bulce bychom ziskali jakési ohodnoceni popsané cenovymi zbytky (rozdily) n;;, na které
pak uz lze nasadit pravé popsany algoritmus minimalizace. Pfevod ptvodnich cen na ce-
nové zbytky:

n;; = II%?X {Cij} — Cij-
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9.3 Problém prekladu materialu

Jedna se o modifikaci dopravni tlohy, kdy se nékterym vyrobkim v modelu povoluje
prochazet jiné zdroje a spotiebitele, nez dorazi k tomu svému — kazdy uzel sité mize byt
soucasné zdrojem i spotifebitelem.

Ad Piiklad 9.1.a) Uvazujme zadani z piikladu 9.1.a); dopliime jesté pozada-
vek, ze kazdy zdroj i spotfebitel mtize byt navic jesté dopravnim uzlem, tj. dostavame
prekladovy model pro 5 zdroji a 5 spotiebiteld. Piislusnd sitova formulace, kde

B = Z; a; = 231 b; = 3700 oznacuje povolené mnozstvi prekladaného materialu, je tvaru:
= j=

L.A.

Detroit ... B+1500 — @

N.O. B+1200 —
Denver ... B
Miami ... B

Nékteré jednotkové ceny jsou stejné jako v ptvodni tloze; jednotkova cena dopravy
z mista do sebe sama je rovna nule. Cena z X do Y muze byt jind nez cena dopravy z Y
do X (v opa¢ném sméru je pouzit jiny druh dopravy).

Pro B = 3700 je optimalni feSeni tlohy v tabulce:

L.A. Detroit N.O. Denver Miami
0 130 90 80 215
L.A. 3700 — - 1000 - 4700
135 0 101 100 108
Detroit - 3700 200 1300 — 5200
95 105 0 102 68
N.O. — - 3500 1400 4900
79 99 110 0 205
Denver - — — 3700 3700
o 200 107 72 205 0
Miami — — — — 3700 3700
3700 3700 3700 6 000 5100
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Toto FeSeni lze mimo hodnoty na hlavni diagondle znazornit i sitoveé:

Los Angeles 1000 — @ Logy

200 @ — 2300 Denver
1

Detroit 1500 —
200. . . prekladova operace @ — 1400 Miami

New Orleans 1200 — 1400

Rozsifme nyni piiklad 9.1.a) o fakt, Ze spotfebitelé @ , @ jesté zbozi rozvazi péti dea-
lerim, tj. uzly @ a @ jsou jediné prekladové uzly:

zavody distribuc¢ni stiediska dealefi

(6)— 800
4 +(7) = 500
(8)— 750
5 »(9) = 1000
(10) — 650

©

Neni dovolena doprava ze zavodd pfimo k dealeriim — vSe se musi pfepravit pfes uzly
@ a @ (B = 3700 je pridano pouze zdrojim a spotfebitelim @ a @ ).
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Tabulkova reprezentace dané tlohy:

4 5 6 7 8 9 10

M M M M M

1 1000
M M M M M

2 1500
M M M M M

3 1200

4 3700

5 3700

3700 3700 800 500 750 1000 650

Dostatec¢né velka konstanta M v prislusné tabulkové reprezentaci sitové tllohy zarucuje, ze
dana soufadnice nebude vybrana pro optimalni rozdelem gravy Ponévadz je povolen

preklad pouze v uzlech a @ , cesty zpét z uzlu @ @ v tabulce
neuvazujeme. Pokud bychom povolili preklad v bodech , prislusna tabulkova
reprezentace uz tyto cesty zpét musi zapracovat:

1 2 3 4 5 6 7 10
M| M| M M| M

oo
Ne)

1 4700
M| M| M M| M

2 5200
M| M| M M| M

3 4900

4 3700

9 3700

3700 3700 3700 3700 3700 800 500 750 1000 650

9.4 Shrnuti

Uvodem kapitoly jsme formulovali zadani dopravni tlohy: rozhodnéte o zptisobu rozvozu
jednoho typu vyrobku (nebo suroviny) z m zavodi do n spottebitelskych skladu tak, aby
se minimalizovala celkova cena dopravy, je-li dano
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cij ... jednotkova cena dopravy ze zdroje ¢ na misto urceni j,
a; ... mnozstvi zasob se zdroji i, i =1,2,...,m,
b; ... pozadavek spotiebitele j, j =1,2,...,n.

Vystupem tlohy jsou optimalni hodnoty proménnych z;; (= mnozstvi jednotek dopravo-
m n
vanych ze zdroje ¢ ke spotfebiteli j) a celkova cena dopravy > > ¢z
i=1j=1
Model dopravni ulohy lze fesit az po eventualnim prevedeni na tzv. vyvazZeny tvar, kdy
m n
> a; = Y bj, tj. nabidka = poptavka. Tohoto tvaru lze dosahnout zavedenim fiktivniho
i=1 j=1
vyrobce nebo fiktivniho spotfebitele. Cenu dopravy u fiktivnich ¢lent naseho systému po-
lozime rovnu nule, piipadné volime dostatecné velké kladné ¢islo (zalezi na pozadavcich
tlohy).
Dale jsme se zabyvali jiz samotnym fesenim dopravniho problému, které lze rozdélit do
nasledujicich fazi:

A. Pocatecni krok: V pocatecnim kroku nalezneme néjaké pripustné rozdéleni dopravy,
které nemusi byt nutné optimalnim. Ukazali jsme si 3 metody pro nalezeni pocatec-
niho rozdéleni

a) Metoda severozapadniho rohu (SZR)
Metoda pridéluje maximalni moznou hodnotu dopravovanych jednotek do jed-
notlivych poli tak, Ze zacne na pozici (1,1) (severozapadni roh tabulky) a po-
kracuje jihovychodnim smérem. Do ostatnich poli, kde je jiz hodnota prepra-
vovanych jednotek vycerpana, pritadime pomlcku.

b) Indexova metoda (IM)
Tato metoda zacinad prifazenim maximalni mozné hodnoty proménné s ohle-
dem na kapacity v poli s minimalni cenou ¢;; jednotkové dopravy (¢isla v po-
lich vpravo nahote). Pak umistime pomlcky v polich vyéerpaného fadku (nebo
sloupce) a pokra¢ujeme s pfifazovanim v poli s cenou minimalni ze vSech poli
zbyvajicich.

c) Vogelova aproximaéni metoda (VAM)
Tato metoda nejenze zac¢ind vypliniovat pole s miniméalni cenou, ale navic
pridava kritérium, ze ze vSech poli s malymi cenami zacne tim polem, které
spliiuje navic tzv. penaliza¢ni podminku.

B. Optimalizac¢ni krok Protoze se jedna o tlohu linearniho programovani, optimali-
zaCni krok sestava ze tii casti:
a) uréeni vstupni proménné (= vstupniho pole) ze vSech nebézickych (= pomlé-
kovych poli)

b) urceni vystupni proménné (= vystupniho pole, které se stane v dalsim optima-
liza¢nim kroku pomlckovym)
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c¢) provedeni optimaliza¢niho kroku (= pfepocitani nového béazického feseni)

Modifikaci dopravniho problému je tzv. prirazovaci uloha, jejiz formulace zni:

Jak pfifadit m tkold (délniki, pracovnikii) k n strojim, aby celkova cena nakladi byla
minimalni (resp. celkovy uzitek byl maximalni)?

Tato tuloha je ilohou LP, protoze 31 lze formulovat nasledovné:

Naleznéte minimum funkce z = Z Z cijTij, kde ¢;; je cena prifazeni tlohy ¢ ke stroji j
1=17=1

ZQZ‘Z’]’ =1

ix--—l proi,j=1,2,... n,
iy —

za omezeni

pfi¢emz x;; mize nabyvat hodnoty 0 (i-ty kol neni pfifazen j-tému stroji) nebo 1 (i-ty
tkol je pfifazen j-tému stroji).

Reseni tohoto problému je velmi podobné feseni dopravni tlohy a je demonstrovano
na piikladé. Vyuziva se zde toho, Ze proménna x;; je bindrni.

Dalsi modifikaci dopravni ulohy je tzv. problém prekladu materidlu, kdy se nékterym
vyrobkiim v modelu povoluje prochéazet jiné zdroje a spottebitele, nez dorazi k tomu
svému — kazdy uzel sité muize byt soucasné zdrojem i spotfebitelem. Pfi feSeni je tfeba
uvédomit si spravnou tabulkovou reprezentaci zadané tlohy. Algoritmus je pak stejny
jako u dopravniho problému.

9.5 Otazky k opakovani
U nésledujicich vyroki rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

Otazka 9.1 Pri reseni dopravniho problému musime ulohu upravit tak, aby byl stejny
pocet ,zdroji“ i ,spotrebitelu”, tj. m = n.

Otazka 9.2 Pri 7eseni dopravniho problému mizZeme priddvat fiktivni ,zdroje“ nebo fik-
tivni ,spotrebitele”.

Otazka 9.3 Pri pouZiti nékteré z metod SZR, IM nebo VAM nalezneme vZdy pripustné
resent.

Otazka 9.4 Metoda SZR mize skoncit v jakémkoliv rohu dopravni tabulky.
Otazka 9.5 Metoda IM je zpravidla lepsi nezZ SZR, protoZe bere takée ohled na ceny c;;.
Otazka 9.6 Pri pouZiti metody VAM nemuZe nastat problém degenerovancho resend.

Otazka 9.7 Pri pouZiti metody SZR mize vzniknout tesent, které obsahuje uzavieny
okruh pomoci nepomlckovych poli.
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Otazka 9.8 Bdzickd pole mohou tvorit uzavieny okruh.
Otazka 9.9 Badzickych poli musi byt vidy m + n.

Otazka 9.10 Pri reseni prirazovaciho problému musime ulohu upravit tak, aby byl stejny
pocet ukoli“ i ,stroju”, tj. m = n.

Otazka 9.11 Dopravnim algoritmem lze Tesit pouze ulohy, které primo souvisi s dopravni
tematikou.

Odpovédi na otazky viz 13.4.

9.6 Priklady ke cviceni
Priklad 9.1 Najdéte pocatecni veseni v ndsledujici dopravni tloze
a) metodou SZR
b) indezovou metodou
c) metodou VAM.
Uzitim nejlepsiho pocdtecniho Tesent vypoctete optimalni resend.
Sy S Ss Sy
10 20 ) 7

Vi 10
13 9 12 8

Vs 20
4 15 7 9

Vs 30
14 7 1 0

Vi 40

3 12 ) 19

60 60 20 10
Priiklad 9.2 Najdéte pocatecni Teseni v ndsledujici dopravni uloze
a) metodou SZR

b) indexovou metodou

c) metodou VAM.
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UZitim nejlepstho pocatecniho resent vypoctéte optimalni resent.

Sh S Ss Sa
23 27 16 18
Vi
12 17 20 o1
Va
22 28 12 32
Vs
22 35 25 41

Priklad 9.3 UvazZujme dopravni ulohu pro pripad t¥i vyrobcti a tii spotrebiteli:

S| S| S
Vil 1]0]| 2
Vol 315 6
Vall 1 ]2 3|10
315 |12

30

40

53

Cisla v 5.7ddku jsou kapacity spotrebiteld, ¢isla v 5.sloupci tabulky kapacity vijrobcii, jinak
jsou v tabulce uvedeny ceny dopravy.

a) Metodou severozdpadniho rohu uréete pripustnou vstupni verzi.

b) Najdéte optimdlni rozdéleni dopravy dostatecnym opakovdnim optimalizacniho

kroku.

Priklad 9.4 Vyreste ndsledujici pritazovaci tulohu, kde se maji optimdlné pritadit 4
operdtori ke 4 strojum. Pritom se pozZaduje, aby 1.operdtor nebyl pridélen ke 3.stroji a
3.operdtor nebyl pridélen ke 4.stroji. Tabulka uddvd ceny jednotlivych pritazeni, chceme

manimalizovat celkovou cenu.

Stroj 1| Stroj 2| Stroj 3| Stroj 4
Operdtor 1 5 5 — 2
Operdtor 2 7 4 2 3
Operdtor 3 9 3 5 —
Operdtor 4 7 2 6 7

Vysledky prikladi viz 13.4.
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10 Dynamické programovani

Hlavni myslenka dynamického programovani: Ptfi hledani optiméalni moznosti je nékdy
nejrychlejsi rozdélit dany problém na nékolik podproblémt (fazi) a najit optimum v dané
fazi se zietelem na kombinace moznosti z pfedchozi faze — algoritmus je tedy rekurzivni.
Podrobnéji jej vysveétlime na nasledujicim prikladu.

Priklad 10.1 Spolecnost chce investovat 5 milioni dolari do rozvoje svyjch tri zdvodii.
KazZdy ze zdavodi predloZil nékolik navrhi, jak by penize mohl vyuZit a s jakym vynosem.
Jak rozdelit penize, aby byl celkovy vynos mazximalni?

zavod 1 zavod 2 zavod 3
navrh | ¢ R ¢ R c3 Rs
1 0 O 0 O 0 O
2 1 5 2 8 1 3
3 2 6 3 9 =
4 - - 4 12 - -

Jednotkou je jeden milion dolard; nulovy ndvrh u kaZdého ze zdavodi mnaznacuje,
Ze bereme v uvahu i mozZnost, Ze urcita cdast investic nemusi byt vycerpdna.

Reseni. Nejprve musime definovat — a) faze j

b) stavy xz; ve fazi j

c) ptipustné alternativy k; ve fazi j.
Existuji dva mozné typy algoritmu: primy postup a zpétny postup.
1) Pfimy postup:

ad a) faze = zavod

ad b) 1 ... mnozstvi investic pfidélené zavodu 1
2o ... mnozstvi investic pridélené zavodim 1 a 2
x3 ... mnozstvi investic ptridélené zavodim 1, 2 a 3

ad c¢) oznaCme

k; ... ne konstanta, ale proménna podle poc¢tu pripustnych alternativ
ve fazi j

k3 ... optiméalni hodnota alternativy ve fazi j

R;(k;) ... vynos alternativy k; ve fazi j

fi(x;) ... optimalni vynos fazi 1,2, ...,  za daného stavu proménné z;

¢j(kj) ... cena alternativy k; ve fazi j
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Za daného oznaceni nyni hleddme f3(x3 = 5); klicem je sestaveni rekurzivnich
rovnic

fi(z1) = max (Ri(k1))

c1(k1)<zy
xj,1
—_——
filz;) = max (Bj(k;) + fi (25— ¢i(k5)) )
Cj\Rj)=Tj ~~

maximalni vynos
celkem za faze
1,2,...,5—1

Nyni uz pristoupime k pfimému prichodu jednotlivych fazi:

faze 1:
fl(xl) = Imnax (R1<k1)) pro ]{71 = 1, 2,3

c1(k1)<zy

(v zdvodu 1 existuji tii alternativy)

Ry (k1) optim. TeSeni faze 1

T kl =1 k’l =2 k’l =3 f1<ZL‘1) ]{?T

ol [o] | - - 0 1

1] 0 - 5 2

2 | 0 5 6] 6 3

31 0 5 6] 6 3

41 0 5 6] | © 3

51 0 5 6] 6 3
Sloupec k; = 1 odpovidad té varianté (¢.1), Ze zavod 1 nedostane pe-
nize;
sloupec k; = 2 odpovidé varianté, ze zavod 1 dostane penize na navrh 2,
sloupec k; = 3 odpovida varianté, ze zavod 1 dostane penize na navrh 3

(Zddny ze zavodi nemtiZe ziskat penize na vice ndvrhi soucasné, tj. vice
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variant ve fazi 1 neexistuje); tyto sloupce udévaji vynosy jednotlivych variant
pro mozné hodnoty proménné z;.

faze 2:
fo(w2) = max (Ra(k2) + fi(z2 — ca(k)))

ca(k2)<zo

Tabulka mé néasledujici tvar (k3 je ¢islo optimalniho navrhu v fadku faze 2,
ovSem uz v zavislosti na fazi 1):

Ry(k2) + fi(@2 — ca(kz))
) k?g =1 k’g =2 ]{?2 =3 k’g =4 fg(l’g) k;

0+6=06|8+6=14]| 9+5=14/[12+0=12| 14 |2Vv3
0+6=6|8+6=149+6=15 12+5=17 17

0o lo+oo] - - - 0 1
1 [0+5-5] - - - 5 1
2 |0+6=6|8+0=8] - - 8 2
3 0+6=6|8+5=13]| 94+0=09 - 13 | 2
4
5

faze 3:
fs(xs) = max  (Rs(ks) + faws — cs(ks)))
c3(k3) < x3
ks =1,2

V posledni fazi potfebujeme uz jen jeden fadek: x5 = 5 (i kdyz i napf. fadek
x3 = 4 by byl zajimavy tim, Ze by ukazoval optimum pro 4 miliéony celkovych
investic apod., ¢ili jednalo by se o jistou citlivostni analyzu — tento pojem viz
kapitola 7).

R3(k3) + fo(zs — c3(ks))
T3 l{?3 =1 k’g =2 f3($3) k’;
5 10+17=17) 3+1417] 17 |1v2
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vysledek: Zpétné projdeme £}, abychom vidéli mozné kombinace fesent:

T3 ]i]; i) k* 1 k'ik (kL k;v k;)
D [B-0=5)D|>6G-4=1) 2| (2,4,1)
. @ [(4-2=2)3)]| 3,22
2) (5—1:4)[@ 4-3=112)| (23,2

[\

Z posledniho sloupce je vidét, ze existuji tii optimalni rozdéleni investic
pro jednotlivé navrhy.

2) Zpétny postup: Je to druhd moznost feSeni; ovSem kromé opacného postupu od
zéavodu 3 k zavodu 1 (jiné rekurentni rovnice) budou jinak definovany stavy:

ad a) faze jsou stejné

ad b) y; ... mnozstvi investic pfidélené zavodim 1, 2 a 3
Yo ... mnozstvi investic pridélené zavodim 2 a 3
y3 ... mnozstvi investic pridélené zavodu 3
ad ¢) f;(y;) ... optimalni vynos fazi j,j +1,...,n za daného stavu proménné y;.

Pro toto oznaceni miizeme psat rekurzivni rovnice:

f3(ys) = max (R3(k3))
c3(ks) < x3

fily;) = max (Rj(kj) + fima(y; — ci(k5)))

cj(kj) <z
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faze 3:
Rs(k3) optiméalni FeSeni
ys | ks =1 | ks =2 f3(y3) k3
ol [o] | — 0 1
1| o 3 2
21 0 3 2
31 0 3 2
41 0 3 2
51 0 3 2
faze 2:
Ra(k2) + f3(y2 — c2(k2))
Yo | ko= ko =2 ko =3 ko =4 | falya) | K3
00+0=0] - - - 0 1
10+3d3] - - - 3 1
2 104+3=3|8+0=8] - - 8 2
3(0+3=3|8+3=11]| 9+0=9 - 11| 2
410+3=3|8+3=11|9+3=12/|1240=12] 12 |3v4
5104+43=3|8+3=11|9+3=1212+3=15 15 | 4

faze 1: Staci jen tadek: y; = 5.

Ri(k1) + fa(yr — ci(k1))
Y1 kp=1 ky =2 k=3 filyr) | kg
5 0+15=15|5+12=17] 6+11=[17] 17 |2v3

,Rozpletenim® v pfimém sméru dostaneme stejna 3 feseni.

Pouziti pfimého nebo zpétného postupu algoritmu v praxi zavisi na tom, ktery typ
rekurentnich rovnic je jednodussi.
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VvV

(tj. spravné vyjadieni zavislosti faze na predchozich fazich v rekurentni rovnici).

Procviéme na nékolika prikladech:

Priklad 10.2 Na konci kazZdého roku se rozhoduje, zda urcity stroj nechdme v provozu,
nebo jej vyménime za novy; pokud zistane v provozu, klesne zisk (diky vétsi poruchovosti),
pokud koupime novy, bude to néco stat. Urcete faze, alternativy v kaZdé faz a stavy.

Reseni. fazej.......... rok j
alternativy ..... a) nechat dany stroj
b) koupit novy stroj

stav j ......... stari stroje na pocatku roku j

Priklad 10.3 Vedouci chce zjistit pocet délniki potrebnych na nejblizsich 5 tydni, kdyz
znd pocty potrebné pro kazdy tyden.
Jsou zndmy take ceny, ktere zaplati za — prijeti

— propusténi

— nevyuZity cas prace délnika
(na str.163 je priklad uveden pro konkrétni hodnoty).
Kolik delniku kaZdy tyden priymout a propustit, aby se minimalizovala celkovd cena s tim
spojena? Urcete faze, alternativy v kazdé fdzi a stavy.

ReSeni. fazej .......... tyden j
alternativy .... pocet délnikii — prijatych
— propusténych v tydnu j

stav tydne j ... pocet délnikd pripravenych k praci na pocatku tydne j
(= na konci tydne (j —1)). Poc¢ty délniki pfijatych nebo
propusténych v predchozich fazich zde nehraje roli.

Piiklad 10.4 Problém ndkladu (problém plnéni batohu). Na ¢lun chceme naloZit nékteré
zpolozek 1,2, ..., N tak, aby ndklad neprekrocil urcitou hmotnost a mél pritom maximalni
hodnotu. Oznaceni:

w; ... hmotnost polozky 1

v; ... hodnota polozky 1

k; ... pocet poloZek i

w ... mazimdlni hmotnost celého ndkladu
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Uvazuyme nasledujici zaddni

T w; v
1 2 65

w=2>5
2 3 80
3 1 30

Reseni. Jedna se vlastné o tilohu celoéiselného linedrniho programovéni:

maximalizujte funkci z = v1k; + - - - + vyky za podminky
wiky + - - +wyky < w, k; jsou nezaporna cela cisla.

Ale vyfesme tuto tlohu pomoci algoritmu dynamického programovani:

faze g polozka j
stav y; vefazi j.......... celkova hmotnost pfifazena fazim 5,5+ 1,... N
(1 =w,y; =0,1,...,wproi > 1)
alternativa k; ve fazi j... pocet jednotek j-té polozky, kterou bereme s sebou.

Tato tloha je podobné prikladu 10.1 — jedna se opét v jistém smyslu o pridéleni zdroju.
Zpétné rekurentni rovnice jsou tvaru:

fnyn) = max (vn k)

YN

fily;) = max (v; kj + fi(y; —wj k) proj=1,2,....N—1

Yj

Zpétnym postupem (faze 3, faze 2, faze 1) si bystry ctenaf ovéii, ze (2,0,1) je
optimalni rozdéleni polozek.

Priklad 10.5 Problém spolehlivosti. Elektronické zarizeni se skladd ze tri hlavnich
komponent zapojenych sériové, tj. selhdni komponenty vede k selhdni celého zarizent.
Paralelnim pridanim rezervnich komponent lze zvysit spolehlivost zarizeni. KaZdd
komponenta mizZe byt aZ dvakrdt zdlohovand (tj. mazximdlné lze paralelné zapojit 3 kusy
komponenty téhoz typu). Celkovd cena zatizeni md byt mazimdiné 10000 dolard. Tabulka
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uddvd, jak roste spolehlivost R;(k;) a cena cj(k;) pro rizny pocet komponent téhoZ typu:

j=1 j=2 j=3
ki | R o Ry ¢ Rs; ¢
10,6 1 0,7 3 0,5 2
210,8 2 0,8 5 0,7 4
310,9 3 0,9 6 0,9 5

(ceny jsou v tisicich dolard). Jak zapojit ndhradni komponenty, aby spolehlivost
pri dané cené byla mazimalni?
Reseni. celkova spolehlivost = soucin jednotlivych spolehlivosti
N
tkol: naleznéte maximum funkce R = [[ R;(k;) za podminky
j=1
N
> ¢;(k;) <10 (tisic dolarit).
j=1

Pouzijeme zpétny postup dynamického programovani:

faze j....ooo il typ komponenty j
stav y; ve fdzi j.......... celkova cena prifazend typim j,7 +1,... N
alternativy k; ve fazi j... pocet paralelné zapojenych jednotek typu j
(k; € {1,2,3})
Fily) oo celkova optimélni spolehlivost typta 7,7+ 1,... N
pro dany kapital y;

Rekurentni rovnice:

fn(yn) = max  (Ry(kn))

kn
en(kn) < yn

fily;) = max (Rj(Kj) fisa(y; —cj(k;))) proj=1,2,...,N —1
cj(kj) < yj
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y; € {0,1,2,...,10}; ovSem pocet fadku v jednotlivych fazich muZzeme snizit
nasledujici avahou:

faze 3..... ys > 2 a y3 < 10 — (cena 1 komponenty typu 1 + cena 1 komponenty typu 2),
6. 2<y3 <6
faze 2..... Y2 > cena 1 komponenty typu 2 + cena 1 komponenty typu 3

< 10 — cena 1 komponenty typu 1
celkem 5 <y <9
faze 1..... y1 > cena komponenta 1 + komponenta 2 + komponenta 3
<10
celkem 6 < y; < 10

Mizeme se tedy pustit do rekurentniho algoritmu (zpétny postup):

faze 3:
R3(k3) optimalni FeSeni
ys | ks =1|ks=2|ks =3 f3(ys) k3
2 | (0,5 - — 0,5 1
31105 - — 0,5 1
41 0,5 | 0,7 - 0,7 2
51005 | 07 |09 | 09 3
6 | 05 | 0,7 | (09 ] 009 3
faze 2:
Ro(ka) - f3(y2 — ca(ka))
Ys ky =1 ky =2 ky =3 fa(y2) | K3
510,7-0,5=0,35] — — 0,35 | 1
6 |0,7-0,5=0,35] - — 0,35 | 1
7 10,7-0,7=10,49]| 0,8-0,5=0,4 — 0,49 | 1
8 10,7-0,9=[0,63]| 0,8-0,5=0,4 |0,9-0,5=0,45| 0,63 | 1
9 10,7-0,9=[0,63]|0,8-0,7=0,56{0,9-0,5=0,45| 0,63 | 1
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faze 1:

Ri(k1) - fa(yn — c1(kr))
(7 k=1 ki =2 ki =3 filyr) | k7
100,6-0,63=0,378]0,8-0,63 =1{0,504||0,9-0,49 =0,441 | 0,504 | 2

Optimalni varianta je tedy (k7, k3, k5) = (2,1, 3).

Ad Piiklad 10.3 (pro konkrétni hodnoty)

tyden 1 2 8 4 5
potrebny pocet delniki b; | 6 7 8 4 6

Pokud pocet délniki aktudlniho tydne presahne pocet deélniki minulého tydne, musime
zapocitat cenu spojenou se ziskanim novych pracovnich sil. Na druhé strané, pokud je
dany tyden vice délniki neZ potrebujeme, stoji to urcitou prebytkovou cenu.

Data vedouciho ukazuji, Ze

Cl(yj _b]) :3(?/] _bj)7 J=12,...,5
44 2(y; —yj-1) - Y5 > Y
c2(y; — yj-1) =
0 Y S Y
(propousténi nic nestoji)

Yo =9, ys = 6.
Jaké jsou optimdlni hodnoty y1, Yo, Y3, ya ?

ReSeni. faze j................. J-ty tyden
stav ve fazi j.......... yj—1 (= pocet délniki na konci faze j — 1)
alternativy ve fazi j...y; (= pocet délnikd v tydnu j)
Fityj—) oot optimalni cena Fizeni pracovnich sil

za tydny j,7 +1,...,5 pro dané y;_4
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Rekurentni rovnice zpétného postupu:

f5(ya) = min (c1(ys — bs) + c2(ys — ya))

y5=bs

fi(yj—1) = min (e1(y; — bj) + ca(y; — yj—1) + fjr1(y;)) proj=1,2,3,4

YiZ0j

pocet Ffadku v jednotlivych fazich muzeme snizit touto tivahou:
4=by<bs;=6= 1y, € {4,5,6}
Déle y3 = 8 (protoze propousténi nic nestoji).
Déle y, € {7,8}.

Déle y; € {5,6,7,8} (musime uvazovat i y; = 6,7, 8, protoZe nevime, zda neni levnéjsi
nabrat v 1.tydnu 8 lidi a nechat si je az do 3.tydne).

A nyni uz se mizeme pustit do zpétného postupu:

faze 5: b5 =6
c1(ys — 6) + ca(ys — y4) | optimalni FeSeni
Ya ys =6 fs(ya) | u3
4] 3-0+4+2-2= 8 6
5| 3-0+44+2-1=[6]| 6 6
6 3-0+0=|0] 0 6
faze 4: by =4

c1(ys —4) + c2(ys — ya) + f5(ya)
Y3 Yy =4 Ys =95 Ys =6 fa(ys) | i
8 |0+0+8=8[3-140+6=9[3-240+0=[6] 6 |6
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faze 3: b3 =8
c1(ys — 8) + ca(ys — y2) + fa(ys)
Y2 ys =8 fs(y2) | y3
7 0+4+2-146=12] 12 |8
8 0+0+6=]6] 6 |8
faze 2: b, =7
ci(y2 = 7) + c2(y2 — y1) + f3(y2)
Y1 Yo =17 Y2 =38 f2(y1) | 5
5 [04442-2412=20(3-1+4+2-3+6=[19] 19 |38
6 |0+4+2-1+12=183-1+4+2-246=17] 17 |8
7 0+0+12=[12] [3-144+2-146=15| 12 |7
8 0+0+412 =12 3-1+0+6=[9] 9 |8
faze 1: b, =5
c1(yr — 5) + c2(y1 — o) + fo(yr)
Yo Y1 =29 y1="=06 (I y1 =38 fi(yo) | 3
3-1+ 4+ 3-2+ 4+ 3:3+4+
5104+0+19=]|19 19 )
+ 2~1+17:26 2:2412=26| 2-3+9=28
optimum: yo=5= y; =5
Y2 =8
ys =38
Ys =06
ys =6
Tedy idedlni strategii je 1.tyden ... 0 (mdme 5 délnikii z minulého tydne)
2.tyden ... 3 najmeme
3.tyden ... 0
4.tyden ... 2 propustime

5.tyden ... 0.
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Posledni tuloha se lisila od téch predchozich v tom, Ze v kazdém tadku tabulky
jsme hledali minimalni hodnotu (jednalo se o minimaliza¢ni tGlohu).

VsSechny probirané tulohy byly jednodimenziondlni; u vétsi dimenze netimérné nartista
pocet pripustnych kombinaci proménnych.

Ulohy linedrniho programovani lze rovnéz Fedit pomoci algoritmu dynamického
programovani (viz pf.10.4), ale poc¢et omezeni urcuje pocet proménnych v uloze, tj.
dynamické programovani se zde nepouziva pro vice nez 1 omezeni (nebo nez 2 v pfipadé
dvou proménnych).

10.1 Shrnuti

V této kapitole jsme ukazali dalsi moznost hledani extrému funkce za danych omezeni.
Hlavni myslenka dynamického programovani zni: pii hledani optimalni moznosti je nékdy
nejrychlejsi rozdélit dany problém na nékolik podproblému (fazi) a najit optimum v dané
fazi se zietelem na kombinace moznosti z predchozi faze — algoritmus je tedy rekurzivni.
Nejtézsi tkol u tloh dynamického programovani je vhodné formulovat zadany problém.

Je tfeba spravné definovat  a) faze j
b) stavy x; ve fazi j
c) piipustné alternativy k; ve fazi j.

Pripomenme oznaceni, které se pouziva:

k3 ... optimélni hodnota alternativy ve fazi j

R;(kj) ... vynos alternativy k; ve fazi j

fi(x;) ... optimalni vynos fazi 1,2, ...,  za daného stavu proménné z;
cj(kj) ... cena alternativy k; ve fazi j

Existuji dva mozné typy algoritmu: piimy postup a zpétny postup

1) Piimy postup: vede k sestaveni a FeSeni rekurzivnich rovnic

fi(z) = max (Ri(k1))

c1(k1)<z1

fi(z;) = max (Rj(ky) + fj-1(z; — c;(ky))),

cj(kj)<z;
jejichz vysledky se v jednotlivych fazich zapisuji do tabulky.

2) Zpétny postup: Je to druhd moznost feSeni; ovSem kromé opacného postupu (jiné
rekurentni rovnice) budou jinak definovany stavy a optimalni vynos f;(y;):

o fi(y;) ... optimélni vynos fazi j, j +1,...,n za daného stavu proménné y;.
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Pro toto oznaceni sestavime a fesime rekurzivni rovnice:

fo(Yn) = max (R, (kn))

fity)) = max  (Rj(k;) + fira(y; — ci(k;)))

Pouziti pfimého nebo zpétného postupu algoritmu v praxi zavisi na tom, ktery typ
rekurentnich rovnic je jednodussi.

Pri fesSeni tloh dynamického programovani nemusi byt funkce, jejiz optimum hledame,
nutné linearni (viz pf.10.5), coZ je velmi vyhodné. Naopak, tlohy celo¢iselného linearniho
programovani lze rovnéz fesit pomoci algoritmu dynamického programovani (viz pi.10.4),
ale pocet omezeni urcuje pocet proménnych v tloze, tj. dynamické programovani se zde
nepouziva pro vice nez 1 omezeni.

10.2 Otazky k opakovani
U nasledujicich vyrokia rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

Otazka 10.1 Dynamické programovani pouZivd rekurzivni algoritmus.

Otazka 10.2 Algoritmem dynamického programovdni lze vesit pouze wlohy na hleddni
maxima néjake funkce.

Otazka 10.3 Pri zmenSeni pravé strany omezeni musime prepocitat vSechny fdze algo-
ritmu dynamickeho programovdni znovu.

Otazka 10.4 Primy i zpétny postup algoritmu dynamického programovdni vedou vZdy
ke stejnému vysledku.

Otazka 10.5 KazZdou ulohu dynamického programovdani lze prevést na dlohu linedrniho
Programovant.

Otazka 10.6 KazZdou ulohu linedrniho programovani lze vesit algoritmem dynamického
Programovdant.

Odpovédi na otazky viz 13.5.
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10.3 Priklady ke cviceni

Priklad 10.1 Spolecnost chce investovat 8 milioni dolari do rozvoje svijch tii zdvodi.
KazZdy ze zdavodi predloZil nékolik navrhi, jak by penize mohl vyuZit a s jakym vynosem.
Jak rozdelit penize, aby byl celkovy vynos mazximadlni?

zavod 1 zavod 2 zavod 3
navrh | ¢;  R; ¢y Ry cs Rs
1 3 5 3 4 0 O
2 4 6 4 5 2 3
3 = = 5 8 3 5
4 - - - - 6 9

Jednotkou je jeden milion dolari. PouZijte primy postup algoritmu dynamického progra-
movani k ziskdni optimalniho resent.

Piiklad 10.2 (hleddni nejkratsi cesty)

Graf na obrdzku zndzornuje mozné cesty vedouci z mésta A do mésta B prochdzejici
mesty oznacenymi cisly 1 aZ 5. Hodnoty nad Sipkami uddvaji délky jednotlivych cest.
Nasim ukolem je najit nejkratsi cestu z A do B.

VAN
NN

Formulujte tento problém jako ulohu dynamického programovdni. Definujte faze, stavy
a pripustné alternativy, pak najdéte optimdlni Tesend.

Priklad 10.3 Formulujte ndsledujici ilohu celoc¢iselného linedrniho programovani jako
ulohu dynamaického programovdni

najdéte maximum funkce z = 2x1 + 319 + 43 20 omezeni
21’1 +2$2+3$3 S 4

i €L, x; >0, proi=1,2,3.

Urcete optimdlni reseni primym postupem algoritmu dynamického programovani.
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Priklad 10.4 Studentka si musi vybrat 10 volitelngych predmeéti, které budou prednadseny
na 4 ruznych katedrdach, pritom na kazZdé katedre musi absolvovat minimadalné 1 predmet.
Pri rozhodovdni, kolik predmeétiu si na kaZdé katedre zvoli, se 1idi poZadavkem, aby maxi-
malizovala svoje ,poznani® ve vsech ctyrech oblastech. Dobre vi, Ze pokud jeji volba pro
danou katedru presahne urcity pocet predmétu, jeji vedomosti z daného oboru se jiZ ne-
budou ddle zvySovat. To proto, Ze bud bude mnoZstvi probirané latky prilis velké pro jeji
pochopent, nebo se bude dand tematika v predmétech neustdale opakovat. Vytvorila si tedy
pro kaZdou katedru 100-bodovou stupnici poznani (100 = mazimdini pozndni) v zavislosti
na poctu studovanych predmetu, ktera je zapsdina v nasledugici tabulce

pocet predméti
katedra | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
I 25 50 60 80 100 100 100 100 100 100
II 20 70 90 100 100 100 100 100 100 100
IIT |40 60 80 100 100 100 100 100 100 100
IV 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Formulugjte tento problem jako ulohu dynamického programovani a urcete optimalni resent.

Vysledky prikladi viz 13.5.
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11 Modely skladovych zasob

V této kapitole se budeme zabyvat matematickym zpracovanim odpoveédi na néasledujici
otazku z teorie zasob: Kdy a kolik zbozi je optimélni objednat?

Pritom lze uvazovat rtzné situace skladového provozu: nékdy se zasoby ve skladu
kontroluji jednou za ¢as (za mésic, za rok ... ), u jiného typu zbozi se kontroluji nepretrzité
(a k nové objednavce dojde, pokud zasoby klesnou na uréitou hodnotu).

Rozhodnuti o skladové politice je provadéno s ohledem na celkovou cenu (tuto celkovou
cenu chceme minimalizovat):

celkova cena = cena zbozi + cena objednavky + cena skladovani + cena penalizac¢ni
(dopravy) za Skody vznik-
nuvsi pii nedo-

statku zasob

Podle typu poptavky zbozi rozdélujeme matematické modely na:

a) deterministické — je znadma velikost poptavky zbozi

1. statické ...velikost poptavky je konstantni, neméni se
2. dynamické ... velikost poptavky je v riznych obdobich rovna riznym

konstantam

b) pravdépodobnostni — poptavka presné neni znama, pouze hustota (nebo
pravdépodobnostni funkce), kterd vyjadiuje jistou pravdépodobnou hod-
notu poptavky

1. staciondrni ... hustota (nebo pstni funkce) poptéavky se nemeéni v ¢ase

N[OPOW }SO}ZO[S BIOI}BUD)BUL 9)SOI

2. nestacionarni ... hustota (nebo pstni funkce) s ¢asem méni sviij tvar

11.1 Deterministické modely
11.1.1 Staticky model pro jednu polozku
Ptedpoklady pouziti modelu:

— poptavka je konstantni ... jednotek zbozi za jednotku casu
— zasoby jsou jednorazové dopliovany po urcité ¢asové periodeé tg

— neni uvazovan nedostatek zasob (zaporné zasoby na skladé znamenaji nevyfizenou
objednavku zbozi)

velikost objednavky ...y jednotek zbozi

dodaci lhiita objednavky je znadma konstanta ... L ¢asovych jednotek
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— graf mnozstvi zbozi ve skladu v zavislosti na ¢ase lze znazornit:

— cena objednéavky (dopravy) ... K finan¢nich jednotek
— h ...cena skladovani jednotky zbozi za jednotku casu

Reseni modelu: jak zvolit optimélni velikost objednavky y, aby celkova cena byla
minimalni?
Zavedeme funkci vyjadiujici celkovou cenu za jednotkovy ¢as ... TCU(y)

(omlouvam se, ale ze slabosti vii¢i angli¢tiné jsem ponechal anglické znaceni:
TCU = Total Cost per Unit (time))

TCU(y) = K

y/p 2
prumérné mnozstvi zbozi na skladé

....  celkova cena cena objednavky (dopravy) cena skladovani
¢il . , . = : S . .
za jednotkovy cas za jednotkovy cas za jednotkovy Cas

Nyni feSenim rovnice

0

—((TCU =0
5 TCUW)
najdeme minimum

_ [2Kp
=y
(tzv. Wilsonova ekonomicka velikost objednavky).
Casto existuje ¢asové prodleni L mezi objednanim a dodanim zbozi. Objednavku

tedy musime realizovat vzdy L casovych jednotek pred vycerpanim zasob.

Priklad 11.1 Denni poptdvka zboZi je asi 100 jednotek. Cena objedndvky je vidy 100 K¢
navic k cené zbozi. Skladovaci cena jednotky zbozi na 1 den je 0,02 K¢. Dodact lhita je

12 dni. Urcete ekonomickou velikost objednavky a upresnéte, jak dlouho pred vycerpdnim
zasob se must objedndvka provést.
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Reseni. yy = /210010 — 1000 jednotek, ¢, = % = 455 = 10 dni. Kazdjch 10 dni je
nutno provést novou objednavku 1000 jednotek, a sice po ustaleni cyklu vzdy 2 dny pred

vycerpanim zasob.

11.1.2 Staticky model pro jednu polozku s diskontnimi cenami

Predpoklady pouziti modelu jsou stejné jako u predchoziho modelu az na to, ze do
celkové ceny se navic zapocitava i fakt, ze pii vétsim objednaném mnozstvi klesa cena
jednotky zbozi:

celkovd cena cena zbozi cena objednavky cena skladovani
za jednotkovy ¢as  za jednotkovy Cas za jednotkovy cas za jednotkovy cas
=B +EL by y<yq
TCU(y) = ) ' . 2y (c1 > ¢2)
Ly)=0-c+E2+%y.. . y>q
Obé z funkci f1, fo nabyvaji svého minima ve stejném bodeé y, = % :
cena 4 fl
J2

ffffff f2(ar) = fi(yo)

11

Body o, q1 rozdéli vodorovnou osu na c¢asti I, II, ITI. ReSeni modelu zéavisi na tom,
ve které z casti I, II, III se nachazi kritické mnozstvi ¢, pri jehoz dosazeni dochazi k
diskontnimu snizeni ceny jednotky zbozi z c; na cs.
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a) q € I: (silné je zvyraznén graf funkce TCU)

cena ,

minimum nastava v bodé

l [vo, f2(%0)]

b) ¢ € II:

cena ,

< Y

[
[
[
[
[
|
q Yo q1

minimum nastava v bodé

[, f2(q)]

I
I
I
I
|
Yo q q1 Yy
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c) q € IIL

cena A

minimum nastava
v bodé

[vo, f1(%0)]

Postup pfi rozhodovani: uréime yy = H%; pokud yo > ¢, jedna se o piipad a); jinak
urcime ¢; tak, aby fa(q1) = f1(yo); pak pro ¢ < ¢; nastane piipad b), jinak c).

Priiklad 11.2 Rozhodnéte o optimalni velikosti objedndvky pri ndsledujicich udajich:
K =10 K¢, h =1 K¢, § =5 jednotek zboZi za den, ¢y = 2 K¢, co = 1 K¢, ¢ = 15 jednotek.

Reseni. 3, = 10 jednotek zbo#i, yo < ¢ = fesme rovnici f1(10) = fo(q1):
upravou dostaneme
3,82
26,18
Protoze objednavame na vice nez 1 den a 8 = 5, realné pripada v ivahu jen ¢; = 26, 18;

q < q1 = q € 11, tj. optimalni je objednat 15 jednotek zbozi, celkova cena za jednotkovy
¢as je fo(q) = f2(15) = 15,83 K¢ za 1 den.

qf—30q1+100=0;‘q11,2={

11.1.3 Staticky model pro vice druhu zboZi s omezenim skladového prostoru
Ptedpoklady pouziti modelu:

— maximalni plocha skladovani ... A
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— pozadavek skladovaci plochy na jednotku i-tého druhu zbozi ... a;

— velikost objednavky zbozi druhu i ... y;
musi platit

(*) Zn:ai y <A
i—1

— zbozi kazdého druhu je jednorazové doplinovano s periodou t; = y—z’_, kde 3;, K;, h;
maji stejny vyznam jako v modelu 11.1.1, ale pro zbozi druhu ¢ neni uvazovan
nedostatek zasob ani diskontni ceny (tj. model jako 11.1.1, ale ve vyssi dimenzi).

Reseni modelu: Hledame minimum ceny za jednotku ¢asu

iz N Yi

za omezujici podminky
n

> aiyi < A; i > 0.

=1

Pokud y = ,/%ﬁﬁi splituji omezeni (x), mame optimum.
V opacném pripadé postupujeme tzv. Lagrangeovou metodou: hleddme minimum

funkce
(KB hiy a
L()\,yl,...,yn):Z( yﬁ + Qy)—i-)\(Zaiyi—A) pro A > 0.
i=1 v i=1
0 _ 2K, B;
4 gyL =0 v Yii = hi+2Xa;
Systém ‘ lze prevést na n .
oL __ 0 A=
ﬁ — O ; al yz A 0

Posledni uvedeny systém lze fesit nuimericky: zvySujeme A\ s urCitym krokem

tak dlouho, a7z vyraz > a;y; — A je zaporny; z poslednich dvou hodnot A pak
i=1
interpolaci najdeme optimalni A, tj. i optimalni y°.

Priklad 11.3 Urcete optimdlni objedndvané mmnoZstvi pri ndsledugicich — datech

(A =25m?):

druh zbozii | K; (Ke) (3 (. Jednotek ) pige) ap (m?)

za jednotku casu

1 10 2 0,3 1
5 J 0,1 1
3 10 4 0,2 1
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Reseni. Vypodéteme

2 K; B
hi+2Xa;

pro rizné hodnoty A:

A U1 Y2 Y3 Z a;y; — A
i=1

0 |[11,5 20,0 24,5 31,0
0,05|10,0 14,1 17,3 16,4
0,1 | 9,0 11,5 14,9 10,4
0,15| 82 10,0 13,4 6,6
0,2 | 7,6 8,9 12,2 3,7
0,25 7,1 8,2 11,3 1,6
0,3 | 6,7 7,6 10,6 —0,1

Optimdlni A je téméf = 0,3, tj. y =6,7; y3 = 7,6; ys = 10,6

t1=3,35; ty = 1,9; t3 = 2,65 &j.

(Pro A > 56 nastane optimum uz pro A = 0 ... uz je dost prostoru pro hodnoty v 1.fadku.)

11.1.4 Dynamicky model pro jednu polozku a N obdobi

Ptedpoklady pouziti modelu:

poptavka v obdobi i ... D, (D; € R)
mnozstvi zbozi objednavané na zacatku obdobi ¢ ... z;

mnozstvi zbozi, které je na skladé na zacatku obdobi ¢ pred prijetim objednédvaného
Zi .. X

jednotkova cena skladovani, jestlize zbozi skladované v obdobi ¢ zlistane na skladé
i na zacatku obdobi i+ 1 ... h;

cena objednavky v obdobi ¢ ... K;
vyrobni cena zbozi pfi objednavaném mnozstvi z; ... ¢;(2;)

(mize se ménit v riznych obdobich, lze uvazovat i diskontni ceny)

cena nakupu zbozi v obdobi i ...Ci(z;) = ©
KZ+CZ<Z,L)21>0
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Reseni modelu: Ukolem je uréit optimalni z;, pro které je minimalni soucet
cena nakupu + cena skladovani
celkem za vSechna obdobi 1,2,..., N.
PouZijeme piimy algoritmus dynamického programovani:

ozna¢me f;(z;y1) ... minimélni celkova cena (ndkupu i skladovani)

za obdobi 1,2, ... 4, je-li ddno x; 4,
rekurzivni rovnice:

fi(za) =  min  (Ci(z1) + hy )

0<z1<D1+z2

fi(zis1) = min (Ci(zi) + hiwiyr + fica(x;)) proi=2,...,N

0<z;<D;+xi11

kde h;z;y1 ...cenaskladovani za obdobi i (obecnéji by mohla byt misto konstanty
h; 1 funkce H;(z;11) nebo misto x;,; i tfeba %(ml + xi41), apod.)
Tip1 = T+ 2 — Dy, tj. fisa(zip + Dy — 2).
Déle v jakékoliv fazi musi platit 0 < x;.1 < D;y1 +---+ Dy
(na skladé nemtizeme nechat vic, nez je poptavka za vSechna nasledujici obdobi).

Piiklad 11.4 UvaZujme hospodatent jedné polozky v pribéhu tri obdobi (N = 3):

obdobi i | D; (v jednotkdch) K; (v K¢) h; (v K¢)
1 3 3 1
2 2 7 3
3 4 6 2

Ddle x1 = 1 (na zacdatku proniho obdobi mame na skladé jednu jednotku zbozi), ndkupni
cena je 10 K¢ za jednotku u prunich tri jednotek a 20 K¢ za kaZdou dalsi jednotku, tj.

i\%i) =
304+20(z—3) ...z >4

Stanovte optimdlni plan objedndvek.
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Reseni. PouZijeme pravé popsany algoritmus rekurentni rovnice:
faze 1: D, =3
0<2,<Dy+D3=6
2=D1—11<zn1<Di+Dy+Dg—2x1=28

fi(zi)ze) = Ci(21) + hy 22 optimum
z1 =2 3 4 5) 6 7 8
2o | hias | Ci(z) =23 | 33| 53| 73| 903|113 | 133 | fu(ws) | 22
0 0 23 - =] =] =1 = — 23 2
1 1 — 4| - | - | = = — 34 3
2 2 — — |8 | = = | = — 55 4
3 3 — — | =176 - | - — 76 5)
4 4 — - = =197 — — 97 6
5) 5) — - | =] =] = |118] — 118 7
6 6 - — == -=1-1139| 139 | 8
faze 2: D, =2
0<z3<D3=4
0 <2< Dy+ D3 —x9 < Dy+ D3 =6 (optimalni x5 nezname)
fa(za|z3) = Co(22) + hows + fi(zs + Do — 22) optimum
25 =20 1 2 3 4 ) 6
T3 | ho X3 | Co(z2)=0 | 7+10=17 | 7+20=27 | 7430=37 | 74+50=57 | 7T+70=77 | 7490=97 | fo(x3) | 25
0 0 040455 | 17+0+34 | 27+0+23 _ _ _ _ 50 9
=55 =51 =50
1 3 043476 | 17+3+55 | 27+3+34 | 37+3+23 _ _ _ 63 3
=79 =75 =64 =63
9 6 0+6+97 | 17+6476 | 2746455 | 3746434 | 57+6+23 _ _ 7 |3
=103 =99 =88 =77 =86
3 Q | 0+9+118 | 1749497 | 2749476 | BT+9455 | BT+9+34 | T7+0+23 _ 100 | 4
=127 =123 =112 =101 =100 =109
4 | 19 | 0H124139 | 174124118 | 27412497 | 37+124+76 | 57+12+55 | T7+12434 | 97+12423 | 193 | 5
=151 =147 =136 =125 =124 =123 =132
faze 3: D3 =4
x4 =0

23=0,1,2,3,4
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fa(z3|wa) = C3(z3) + ha x4 + fo(za + D3 — 23) | optimum
25 =0 1 9 3 4

Ty | hgxy | Ca(z3)=0 | 6+10=16 | 6+20=26 | 6+30=36 | 6+50=56 | f3(x4) | 25

0 0 0+0+123 | 16404100 | 264-0+77 | 3640463 56+0+50 99 3
=123 =116 =103 =99 =106

Nejnizsi celkovy soucet je 99, tj. 23 =3

Z9 = 3
21 = 2
Poznamka. Zvlastni pfipad pro konkavni cenové funkce Cj(z) — tento ptipad

vétsinou nastane, protoze napi. ceny u diskontni politiky maji konkévni pribéh:
pro ;1 = 0 (pfipad z; > 0 by se pfevedl na z; = 0 odectenim z; od D;) a napf.
N =5, D; = 10,15, 20,50, 70:

1) pocet fadku lze podstatné redukovat; napt. ve 3.fazi lze misto 121 radka
)

Ty = 0
Ty = 0
Ty = 1
» uvazovat pouze radky 3: x4 = 50
gy =504+ 70 =120 )

Neboli — optimum nastane pro néktery z pripadi z; =0
r; =D
i =D;+ Dy

2) pocet sloupci tabulky lze podstatné redukovat; nap¥. ve fazi 3 mizeme misto 141

sloupci
zZ3 = 0 ) 0
Z3 = 1 S
“ Z3 — 20
23 =2 uvazovat pouze 4 sloupce:
z3 = 20+ 50
' zg = 20 + 50 4 70.
z3 =204 50+ 70 = 140
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Neboli — optimum nastane pro néktery z pripadi z; =0
z; = D;
zi=D;+ Dy

(v pfipadé z; nemusime dokonce uvazovat ani z; = 0, protoze pfi 1 = 0 musi byt
z1 rovno aspot hodnoté D)

Priklad 11.5 Sestavte pldn objedndvek pro N =4,
h; =1 pro vSechna i,
Ci(zi) = 2 z; pro vSechna 1,

x1 = 15 jednotek
a je-li ddno

obdobi i | D; (v jednotkdch) K; (v K¢)
1 76 98
2 26 114
3 90 185
y 67 70

Reseni. Odeétenim Dy — z; = 76 — 15 = 61 pfevedeme na piipad z; = 0. VyuZijeme
predchozi poznamky, diky niz se podstatné zredukuje pocet fadku i sloupct:

faze 1: D, =61

Ji(z1]ze) = Ci(21) + hy 22 optimum
z1 = 61 614+26=87 | 61+26+90=177 | 61+26-+90+67=244

T hy o | C1=98+2-61=220 | 98+2.87=272 | 98+2.177=452 98+2244=586 | fi(z2) | 2]
0 0 220+0=220 — — — 220 61
26 26 — 272426=298 — — 298 | 87
116 116 — — 452+116=568 — 568 | 177
183 183 — — = 586+183="769 769 | 244
L Y
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faze 2: D, = 26

Ja(z2|ws) = Co(22) + hoxs + fi(w3 + Dy — 22) optimum
Z9 — 0 26 264+90=116 264-904-67=183
x3 | haxs Ca(22)=0 1144226=166 | 114+2-116=346 | 11442.183=480 | fa(x3) | 25
0 0 0+0+298=298 | 166+-0+220=386 — — 298 0
90 90 0490+568 pripad x2 = 90 346+4-90+220 o 656 116
=658 neni optimalni =656
157 157 041574769 pripad z2 = 131 | pfipad z2 = 41 48041574220 857 183
=926 neni optimalni neni optimalni =857
neobdobi | - 2 2,3 2,3,4

faze 3: D3 =90

fa(zs|za) = Cs(23) + hawa + fo(wa + D3 — 23) | optimum
z3=20 90 90 4+ 67 = 157
T4 hs x4 C5(23)=0 185-+2-90=365 185-+2.157=499 fa(za) | 2%
0 0 0+0+656=656 | 365+0+298=663 — 656 0
67 67 0+67+857 pripad 499+67+298 864 | 157
=924 neni optimalni =864
AR 3 3,4

faze 4: D, = 67

fa(za|z5) = Cu(zs) + haws + f3(vs + Dy — 24) | optimum
z22=0 z4 = 67
T5 | hyxs Cu(z) =0 70 +2-67 = 204 falzs) | 2
0 0 0+ 0+ 864 =864 204 + 0 + 656 = 860 860 | 67
objednév{nne - 4
na obdobi. . .

optimalni plan: z, = 67

23:()
2 = 116
21:61

fa(zs) = 860 ...celkova cena objednavka + skladovani
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11.1.5 Dynamicky model planovani vyroby jedné polozky na N obdobi

Cilem modelu je naplanovat vyrobu tak, aby se minimalizovala jeji celkova cena.
Oznaceni a predpoklady pouziti modelu:

¢; ... vyrobni cena jednotky zbozi v pracovni dobé obdobi ¢

d; ... vyrobni cena jednotky zboZi v presc¢asové dobé obdobi i (¢; < d;)

h; ... skladovaci cena jednotky zbozi, které ztistalo na skladu na konci
obdobi 7

p; ... penalizacni cena jednotky zbozi objednaného v obdobi 7, ovSem
vyrobeného v obdobi i + 1

ag, ... vyrobni kapacita (v po¢tu jednotek) v obdobi ¢ v pracovni dobé

ar, ... vyrobni kapacita v obdobi 7 v pres¢asové dobé

b; ... poptavka (v po¢tu jednotek) v obdobi i

Graf zavislosti ceny na vyrobenim mnozstvi je konvexni:

cena

1 >

mnozstvi vyroby

rozsah pracovni doby presCasova zoéna

Graf mtze mit i vice sklonil ¢;, d;, e;, f;, apod. pii zachovani konvexnosti, coz je logicky
pozadavek ristu ceny. Nasledujici algoritmus pak lze rozsirit i na tento piipad vétsiho
mnozstvi cenovych skoktl.

a) FeSeni modelu pro p; = 0 (neuvazujeme piipad, Ze vyroba v ¢ nepokryje objed-
navky v i):
Ulohu Ize formulovat jako dopravni tlohu, kde

— dodavatelim odpovidaji fadné + presc¢asové doby v jednotlivych obdobich
— spotiebitelim odpovidaji jednotliva obdobi

— cenam dopravy jednotky zbozi od k-tého dodavatele k [-tému spotiebiteli od-
povidaji soucty ceny vyrobni a skladovaci v daném typu pracovni doby a daném
obdobi
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Udaje lze pak sestavit do tabulky dopravni tlohy:

1 2 3 N navic
Rilalaga+hm|la+hi+hy|...|ct+hi+--+hy_ 0 ap,
Ty |dy|dy+hy|di+hi+hy|...|diy+hi+---+hy| O ar,
R, Co Co + ho ool et he 4+ hy_ 0 aR,
T, do do + ho co.ldo+hy+---+hyq| O ar,
Ry CcN 0 ARy
Ty dn 0 ary

by by bs bn s

s=Y_ a;— y,b; ... ptipadny pfidany sloupec, ktery vyvazuje kapacitu vyroby
> a; a kapacitu poptavky Y b;; vétsinou je na vyrovnani
kapacit potieba sloupec, protoze vyroba je zpravidla vétsi
nez poptavka.
Diky predpokladu p; = 0 plati

k k
(*) Z(aRﬁ—aTi) Z bj, k:1,2,...,N
1

i=1 =
(vyroba v obdobich 1,2, ..., k musi naplnit poptavku v obdobich 1,2,... k),

a proto k optimalnimu rozdéleni vyroby dospé&jeme takto:

— v prvnim sloupci vybereme pole s nejnizsi cenou a vlozime do néj hodnotu
co mozna nejvétsi vzhledem k radkové i sloupcové kapacité; pak pokracujeme
druhou nejnizsi cenou v prvnim sloupci, atd.

— ve druhém sloupci vybereme pole s nejnizsi cenou a vyplnime maximalné vzhle-
dem k chybéjicim kapacitam; atd.

— po projiti vSech sloupcii je vysledek uz optimalni plan.
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Priklad 11.6 Je ddno:

kapacity vyroby | poptdivka
obdobi i | apg, ar, b;
1 100 50 120
2 150 80 200
3 100 100 250
4 200 50 200
550 280 770

¢ =2,d; =3,h; =0,1 pro vsechna 1.

Reseni. Kapacita vjroby je o 60 jednotek vétsi neZ poptavka, tlohu tedy vyvazime
pridanim sloupce s kapacitou 60 jednotek

1 2 3 4 navic
2 2,1 2,2 2.3 M

Ry 100
3 3.1 3,2 33 M

T 50
2 2.1 2,2 M

Rs 150
3 3.1 3,2 M

T, R0
2 2.1 M

Rs 100
3 3,1 M

T3 100
2 M

Ry 200
3 M

Ty 50

120 200 250 200 60

V pravém hornim rohu poli jsou vepsany jednotkové ceny vyroby + skladovani.
Konstanta M oznacuje dostatecné velké cislo (vét$i nez jakdkoli jind cena v
tabulce).
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Algoritmus vyplnéni tabulky:

1) V prvnim sloupci je minimélni cena 2 v poli (1,1) — zde vloZime maximalni
moznou hodnotu 100 (tim se vycerpa kapacita v 1.Fadku a vSechna ostatni pole
v 1. fadku mtizeme progkrtnout pomlckou).

Do pole (2, 1) vlozime zbyvajici hodnotu 20, kterd vycerpa kapacitu 1.sloupce.
2) Ve 2.sloupci do pole (3, 3) s minimalni cenou 2 vlozime hodnotu 150 omezenou

kapacitou 3.fadku (tim je tato vyCerpana a ostatni pole ve 3.fadku proskrtneme
pomlckou).

Dalsi neproskrtnuté pole s minimalni cenou ve 2.sloupci je (4,2), kam vlozime
zbylou kapacitu 50 druhého sloupce. Posledni zbylé pole (2,2) proskrtneme
pomlckou.

3) Atd., vysledné vyplnéni je ddno tabulkou

1 2 3 4 navic

2,1 2,2 2,3 M

R, 100 — - — — 100
3,1 3,2 3,3 M

T 20 — 20 — 10 50
2 2.1 2,2 M

Rs 150 - — — 150
3 3.1 3,2 M

T5 50 30 — — 80
2 2.1 M

R; 100 — - 100
3 3,1 M

T3 100 — — 100
2 M

Ry 200 - 200
3 M

Ty — 50 50

120 200 250 200 60

b) feSeni modelu pro p; # 0: Uz nemusi byt splnéna (%), tj. po vyplnéni tabulky po-
stupem z a) musime jeSté provést optimalizacni krok, kterym se eventuelné snizi
celkova cena vyroby + skladovani. Optimaliza¢ni krok dopravni tlohy byl podrobné

popsan v kapitole 9, proto ¢tenare odkazuji na prislusny prednaskovy text.
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Priklad 11.7 Optimalizujte plan na ti obdobi:

v| agr, ar,
1115 10
2115 0

3120 15

Poptdavky a jednotkové ceny vyroby jsou uvedeny v tabulce:

1 2 3 navic
5 6 7 M

Ry 15
10 11 12 M

T 10
7 5 6 M

Rs 15
9 7 5 M

Rs 20
1 2] 10 M

Ty 15

20 35 15 5

Reseni. Po vyplnéni zptisobem popsanym v a) dospé&jeme k tabulce:

1 2 3 navic
5 6 7 M
Ry 15 - — - 15
10 11 12 M
T — 5 — 5 10
7 5 6 M
Rs 5 10 — — 15
9 7 5 M
Rs — 20 - - 20
14 12 10 M
Ts — — 15 — 15
20 35 15 5

Celkova cena = 15-5+5-11+5-7+---+ 1510 = 505 f.j. (polozku 5 - M na pozici
(2,4) jsme nebrali v tivahu, protozZe se jedna o fiktivni obdobi).
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Toto rozdéleni lze jesté zlepsit optimalizacnim krokem (viz kapitola 9), dospé&jeme
k tabulce

1 2 3 navic
5 6 7 M

Ry 15 — — — 15
10 11 12 M

T 5 5 — — 10
7 5 6 M

Ry - 15 — - 15
9 7 5 M

Rs — 5 15 — 20
14 12 10 M

T3 — 10 — 5 15

20 35 15 5

s celkovou cenou 485 f.j. (opét jsme nepocitali fiktivni cenu 5 - M v poslednim sloupci).
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11.2 Pravdépodobnostni modely
11.2.1 Model nepretrzité kontroly pro jednu polozku

Oznaceni a predpoklady pouziti modelu:

— zbozi na skladé je neustale kontrolovano a jestlize jeho mnozstvi klesne na jistou
hodnotu R, prikroc¢i se k objednavce o velikosti y:

| D

Y
R | |
Yy | [
[ [
[ [
[ Yoo
[ [ )
[ [
[ [
Z
[ [
[ [
[ [
cas mezi cas mezi
objednanim objednanim
a dodanim a dodanim
cyklus 1 cyklus 2

— nahodna veli¢ina poptavky mezi objednanim a dodanim ... X

— podminéné hustota poptavky X béhem ¢asu mezi objednanim a doddnim (nenulova
pro z > 0) ...r(z|t)

— hustota doby ¢ mezi objednanim a dodanim ... s(t)

— hustota poptavky x béhem doby mezi objednanim a dodanim:

[e.e]

f(z) = /r(w| t) - s(t)dt

0

— velikost objednavky v jednom cyklu ...y

— oCekavana celkova poptavka za jednotku ¢asu (zpravidla 1 rok) ...D
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— jednotkova skladovaci cena za jednotku casu ...hA
— jednotkova cena penalizaci pfi nevytizené objednavce za jednotku casu ...p

— cena objednéavky (doprava) ... K

Reseni modelu: Uréime optimalni R a y tak, aby celkova cena skladovani za jednotku
¢asu byla miniméalni

— ofekavané mnozstvi na skladé na konci cyklu ... E(R—xz)=R— Ex

na zacatku cyklu ... y+ R — Fx
— pramérnd velikost zésob za jeden cyklus ... H = (y+R_E“2+(R_EI) =4+R-Ex
(v tomto ¢lenu H je zanedbana situace, kdy R — Ex je zdporna; predpoklad4 se, Ze
se tim dopustime malé chyby)

— mnozstvi zbozi, kterého je v daném cyklu nedostatek (a tudiz prodej nelze vyfidit)

S(m):{xO .o <R

—-R...2>R
— priimérnd velikost nevy¥izené poptavky ... S = [ S(z)- f(z)dzx = [(z — R)f(z)dx
0 R

— celkova cena skladovani za jednotku casu =

= pramérnd cena ob- + ocekavana cena + ocekavana penalizace

jednavky za jednotku skladovani v diisledku pozdéji vy-
casu fizenych objednavek
DK DS
TAC(y,R) = —+h(g+R—Ex) +p. =2
) )

Zde doslo k dalsimu zjednoduSeni, Ze totiz penalizac¢ni ¢len uvazujeme nezavisly
na dobé zpozdéni dodavky, i kdyz zavisly je.

Stacionarni body funkce TAC(y, R) najdeme FeSenim systému

OTAC(y,R) _ _DK | h _ pDS _
e B e Bkl
oo
OTAC(y,R) __ _ pD —
8TaclR) — g h ygf(x)d:v 0

Systém lze prepsat ve tvaru

(11.1)
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o0
x)dr = —= 11.2
[ tayaa=% (112
R
a Fesit numericky itera¢ni metodou (pokud tato konverguje k pfesnému feseni).
Zavadime nasledujici postup:
a) y; ur¢ime ze zjednodusené verze rovnice (11.1):

B 2DK
Y1 = h

b) dosazenim y; do (11.2) uréime R,
c) dosazenim R; do (11.1) uréime yso

d) dosazenim y, do (11.2) uréime Ry atd.

Za jistych piedpokladit (pro R = 0 méme § = y/22E2ED 5 oy (11.1)

y=1o z rov. (11.2),
pro y > y TeSeni existuje)
plati vy, — v*, R, — R*.

Priklad 11.8 Urcete reSeni pro K = 100 K¢, D = 1000 jednotek zbozi, p = 10 K¢,

h =2 K¢ a rovnomérné rozdéleni poptdvky X na intervalu [0; 100].

Reseni. j = =5000 >y = 774,5 = TeSeni existuje.
Nejprve uré¢ime S :
o0 100
S i R+ 50
= —R dr = —R) —drx = — —
5= [ Rf@de= [ B o= g5~ R+
R R

Rovnice (11.1) a (11.2) jsou tvaru:

(11.1) Y= \/2-1 000(100+10( 425~ R-+50) )

2

100
(11.2) J 1607 = i = B =100 — &
R

Nyni uzitim iteracniho procesu:

1. iterace: pro S =0 uréime z (11.1): y; = /22K = 316
z (11.2): Ry =100 — 22 = 93,68
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2. iterace: S = % — R; + 50 =0,19971 =y, = 319,37 z rovnice (11.1)
Ry = 93,612 7 rovnice (11.2)

3. iterace: y; = 319,43 dosazenim Ry do (11.1)
R3 = 93,612 dosazenim y;3 do (11.2)

Hodnoty ys3, R3 se uz moc nelisi od ys, Ro, uzavirame tedy

y* =319,4; R* =93,61.
11.2.2 Model pro jednu poloZzku a jedno obdobi s jednorazovou objednavkou
na zacatku obdobi a jednorazovou poptavkou
Predpoklady uziti modelu a oznaceni:
— na zacatku obdobi (pfed provedenim objednavky) mame na skladé x jednotek zbozi
— neuvazujeme cenu objednévky K (objednava se pouze jednou)
(

— po obdrzeni objednavky velikosti (y — x) se od¢erpa poptavka D

0O ...D>
a na skladé zistane H(y) = =Y
y—D ...D <y,
0 ...D<y

jednotek zbozi

Ficem7 se nedostava G(y) =
P ) {D—y...DZy

1 D <y 1 D>y

na skladé po vytizeni poptavky D .
zistane y — D jednotek zbozi nebylo vyfizeno D — y jednotek
zbozi poptavky D

— penaliza¢ni cena (pfi nevyfizeni prodeje zbozi) jednotky zboZi za jednotku ¢asu ... p
— cena skladovani jednotky zbozi za jednotku ¢asu (= za dané obdobi) ...h

— vyrobni cena jednotky zbozi ...c
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Vzhledem k typu poptavky budeme uvazovat dvé verze modelu:

a) poptavka je spojitid ndhodna veli¢ina s hustotou f(D)

ocekavana celkova vyrobni cena oCekavana cena ocekavana cena

cena za obdobi ~ zbozi skladovani penalizace

EC(y)=c(y—z)+h

H(y) f(D)dD + p / G(y) f(D)dD

[e.9]

—c(y=a)+h [ (5= D) {(D)dD +p [(D~y) (D) dD.

" . Do . 9EC
Optimalni y* ur¢ime nalezenim stacionarniho bodu, tj. fesenim rovnice T(y) =0:

c+@/ﬂpm0—37ﬂpmpzo

)

c+@/ﬂDmD—p LiiﬂDMD ~0

0

Odtud y* ziskdme z rovnice

Model dava rozumny vysledek jen pro p > ¢, coz je pozadovano proto, ze integral
na levé strané rovnosti je kladny.
Optimalnim rozhodnutim pak tedy je:

y* > x ... objednat y* — x
y* < x ... neobjednavat dalsi zbozi

Priklad 11.9 Urcete 1eseni pro h = 0,5 K¢, p=4,5, ¢ = 0,5 a hustotu

B L ... D€ {(0;10)
f(D)_{ 1(;)...jz'nak
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Reseni. Mame ﬁ =0, 8; tj.

;
PD < y) = /f(D) dD =08
0

1
—dD =0,8
/10 ’
0
y* .
2 =0,8=y* =38
0= Yy

b) poptavka je diskrétni ndhodna veli¢ina s pstni funkci f(D;)
Yy 00
EC(y)=c(y—z)+h Z(y_Di)f(Di) +p Z (Di —y) f(Ds)
DZZO Di:y-‘rl
Nutnou podminkou pro minimum je
EC(y* —1) > EC(y") a soucasné EC(y* + 1) > EC(y").

Dosazenim EC mame (po jisté tpravé)

P=C <« p(D <y*) = F(y)

Fly* —1)=P(D <y —1)<
(y"—1) (D<y )_p+h_

(jak v8ichni vi, F' oznacuje pfislusnou distribuéni funkei).

Priklad 11.10 Urcete 7eseni proh =1, p =1, ¢ = 2 a je-li poptavka zaddana pstni funkct
f(Di):

D, o] 1] 2 |3] 4]s5
f(D) | 0,1]0,2]0,25(/0,2(0,15|0,1

Reseni. Sestrojime distribu¢ni funkci F' (jednd se o kumulativni psti ziskané sectenim

pSti: ze Dz < yz)
vy ol 1|[2]| 3 ]4]5
F(y:) |[0,110,3/0,55/0,75(0,9]| 1

P = 0,4, ). y* =2,
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11.2.3 Model pro jednu polozku a jedno obdobi se stejnomérnou poptavkou
v prubéhu celého obdobi

Predpoklady uziti modelu a oznaceni:

— na skladé mame = jednotek, jednorézové objedndme (y — x), tj. mame k dispozici
celkem y jednotek zbozi

— poptavka za celé obdobi je D
— neuvazujeme cenu K objednavky

— pribéh zasob v zavislosti na Case:

A A
D <y D>y
D
Y 1 e D Yy

R y D L, 2

primérné je na skladé ... y— 5 primérné je na skladé ... 75
N2
prumérné se nedostava ... 0 prumérné se nedostava ... %

Pfi feseni modelu si vybereme napf. jen tu situaci, Ze y je spojita velic¢ina:

EC(y) = c(y—z)+h i(y—%) f(D)dD+]o% f(D)dD —i—p]o(D%Dy)Q f(D)dD

0 y y

. L, o . QEC
Najdeme stacionarni bod fesenim rovnice T(y) =0:

(e e}

Yy o0 Dy
cth| [ foyap+ [ Lfyap | —p | ==Y f(D)dD = 0.

Y

Upravou dostaneme vztah pro optimalni hodnotu y*:

/f(D)dDer*/%dD—p_c
0 y*

p+h
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Ad Priklad 11.9. Uvazujme situaci z prikladu 11.9 jen s tim rozdilem, Ze poptavka neni
jednorazova, ale konstantni (rovnomeérné rozlozend) v pribéhu celého obdobi. Pak vztah
pro optimalni hodnotu y* lze psat ve tvaru

N

10
LdD +y [ {5 dD =0,8
Y

= (y—ylny+23y)=0,8
3,3y —ylny—8=0

Resenim dané nelinearni rovnice najdeme numericky:
Yy =4,5.
11.2.4 Model pro jednu polozku a jedno obdobi s jednorazovou poptavkou
na zacatku obdobi, pfiCemZ uvazujeme cenu K objednavky

Predpoklady modelu jsou stejné jako u 11.2.2 s tim rozdilem, Ze uvazujeme cenu K ob-
jednavky.

Reseni modelu je analogické feseni modelu 11.1.2 (s diskontni sazbou). Pokud k ob-
jednavce nedojde, je vysledek stejny jako u modelu 11.2.2; jinak musime pii realizaci
objednavky k celkové cené modelu 11.2.2 pricist konstantu K.

Uvazujme tedy vétve f; = EC(11.2.2)
fo = EC(11.2.2) + K.

Analogicky modelu 11.1.2 (viz obrazek):

fo= EC(5.2.2) + K

fi = EC(5.2.2)
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Ozna¢me s ... takovy bod, Ze fi(s) = f2(5)

S ... minimum funkci fi, fo
Na rozdil od modelu 11.1.2 je bod s nalevo od bodu S.
S uréime na zakladé 11.2.2: ;
—c
/ D oy + h
0

Body s, S rozdéli realnou osu na tii ¢asti; podle toho, ve které z nich se nachazi hodnota
x poctu jednotek zbozi na skladé pred provedenim objednéavky. Mluvime zde o tzv. s — 5
politice.

a) < s:

Protoze = jednotek uz neobjednavame, jejich cena je fi(x) = EC(x,11.2.2); (y — x)
jednotek objednavame s cenou fy(x) = K + EC(z,11.2.2). Optimum nastane pro
S ...tj. objednat (S — ).
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b) s<x<S:

|

|

|

|

| |

| |

| | |
| | |
1 1 1
s x S
Minimum ceny je v bodé x, tj. rozhodnuti: neobjednévat vice.

c) S<ua

|

|

| |
| |
| |
| |
| | |
| | |
| | |

S S x

Minimum je v S, opét je nejlepsi neobjednavat nic vic.
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Ad Priiklad 11.9. Uvazujme situaci v prikladu 11.9 z modelu 11.2.2, navic ovSem cenu
objednavky K = 25 K¢&; x = 0. Protoze y* = 8, mame S = 8. Najdeme s:

y 10
1 1
EC(y,11.2.2) :O,5(y—:1:)+0,5/1—0(y—D)dD+4,5/E(D—y)dD
0 y
D21Y D2 10
:0,5(y—x)+0,5[yD—7} +0,45 [T—yD]
0

)
=0,25y2 —4y+22,5—0,5z
=0,25y> —4y+22,5

EC(s) = K + EC(S)
0,255 —45+22,5=25+0,25-64 —4-8+22,5
s2—165—36=0

9
127 18

Volime to s, jez je mensi nez S = 8, tj. s = —2. To znamend, Ze piipad r < s nemiize
nastat, tj. rozhodnuti je v kazdém ptipadé neobjednéavat.

11.3 Shrnuti

V této kapitole jsme se zabyvali matematickym zpracovanim odpovédi na nasledujici
otazku z teorie zasob: Kdy a kolik zbozi je optimélni objednat?

Rozhodnuti o skladové politice je provadéno s ohledem na celkovou cenu (tuto celkovou
cenu chceme minimalizovat):

celkova cena = cena zbozi + cena objednavky + cena skladovani + cena penalizac¢ni
(dopravy) za $kody vznik-
nuvsi pii nedo-

statku zasob

Podle typu poptavky zbozi rozdélujeme matematické modely na deterministické (je znama
velikost poptavky zbozi) a pravdépodobnostni (poptavka presné neni zndma, pouze jeji
pravdépodobnd hodnota). Dale muzeme modely délit podle toho, jestli se velikost po-
ptavky s rostoucim ¢asem méni nebo ne, a to na statické a dynamické (v pripadé deter-
ministickych modelt) a na staciondrni a nestaciondrni (v pfipadé pstnich model).

A. Deterministické modely

A.1. Staticky model pro jednu polozku
Ptedpoklady pouziti modelu:

— poptéavka je konstantni ... jednotek zbozi za jednotku casu
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zasoby jsou jednorazové doplnovany po urcité casové periodeé t

neni uvazovan nedostatek zésob (zadporné zasoby na skladé znamenaji nevytizenou
objednavku zbozi)

— velikost objednavky ...y jednotek zbozi

dodaci lhiita objednavky je znama konstanta ... L ¢asovych jednotek
— cena objednavky (dopravy) ... K finan¢nich jednotek
— h ...cena skladovani jednotky zbozi za jednotku c¢asu

Reseni modelu: fesenim je optimalni velikost objednavky 1, takova, aby celkova cena
byla minimalni

B 2K
Yo = h

Objednévku musime realizovat vzdy L ¢asovych jednotek pred vycerpanim zasob.

A.2. Staticky model pro jednu polozku s diskontnimi cenami

Predpoklady pouziti modelu jsou stejné jako u predchoziho modelu az na to, ze do
celkové ceny se navic zapocitava i fakt, ze pokud objednané mnozstvi prekroc¢i néjakou
hranici ¢, klesé cena jednotky zbozi. Tj. celkova cena za jednotku Casu je dana vztahem:

Y .oy <q
y (Cl>02>

K_‘ﬁ+%
TCU(y):{f2(y):ﬁ.62+#+§- LY >q

Reseni modelu: uréime y, = w@; pokud o > ¢, optimalni hodnota objednavky
je yo; jinak uréime ¢; tak, aby fo(q1) = fi(vo); pak pro ¢ < ¢; objedname ¢ jednotek
zbozi, jinak je optimalni hodnota opét yo.

A.3. Staticky model pro vice druhti zboZi s omezenim skladového pro-
storu
Predpoklady pouziti modelu:

maximalni plocha skladovani ... A
— pozadavek skladovaci plochy na jednotku i-tého druhu zbozi ... a;

— velikost objednavky zbozi druhu i ... y;
musi platit

(%) iai Yy <A
i=1

— zbozi kazdého druhu je jednorazové doplnovano s periodou t; = %—, kde 3;, K;, h;
maji stejny vyznam jako v modelu A.1, ale pro zbozi druhu ¢ neni uvazovan nedo-
statek zasob ani diskontni ceny.
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spliiuji omezeni (x), mame optimum.

0 _ 2K; B
y'L hi+2Xa;

V opac¢ném pripadé feSime systém n numericky: zvySujeme A s

>aiy —A=0
i=1

Reseni modelu: Pokud y = /255

uréitym krokem tak dlouho, az vyraz Y a;y; — A je zaporny; z poslednich dvou hodnot
i=1
A pak interpolaci najdeme optimalni ), tj. i optimalni y.

A.4. Dynamicky model pro jednu polozku a N obdobi
Predpoklady pouziti modelu:

— poptéavka v obdobi i ... D; (D; € R)
— mnozstvi zbozi objednavané na zacatku obdobi i ... z;

— mnozstvi zbozi, které je na skladé na zacatku obdobi ¢ pred prijetim objednavaného
Zi .. X

— jednotkova cena skladovani, jestlize zbozi skladované v obdobi i ziistane na skladé
i na zacatku obdobi i+ 1 ...A;

— cena objednavky v obdobi ¢ ... K;

— vyrobni cena zbozi pfi objednédvaném mnozstvi z; ... c;(%;)
(mize se ménit v riznych obdobich, lze uvazovat i diskontni ceny)

— cena ndkupu zbozi v obdobi i ...Cj(z;) = { Kitei(z) . oz>0

Reseni modelu: Ukolem je uréit optimalni z;. PouZijeme pfimy algoritmus dynamického
programovani, rekurzivni rovnice jsou tvaru:

f1 (172) = min (Cl (Zl) + hl 1'2)

0<z1<D1+z2

() — ; (s o - (x =2,...,N
fz(szrl) OﬁziénDlriI}FIi+1(Cl<Zl) + hz Tit1 + fz l(xl)) pro 1 ) 9

V jakékoliv fazi musi platit 0 < x;1 < Dy +---+ Dy.

A.5. Dynamicky model planovani vyroby jedné polozky na N obdobi
Cilem modelu je naplanovat vyrobu tak, aby se minimalizovala jeji celkova cena.
Oznaceni a predpoklady pouziti modelu:

— vyrobni cena jednotky zbozi v pracovni dobé obdobi i ...¢;
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vyrobni cena jednotky zbozi v pfescasové dobé obdobi i (¢; < d;) ...d;
skladovaci cena jednotky zbozi, které ziistalo na skladu na konci obdobi i ... h;

penalizacni cena jednotky zbozi objednaného v obdobi 7, ovsem vyrobeného v obdobi

vyrobni kapacita (v po¢tu jednotek) v obdobi i v pracovni dobé ... ag,
vyrobni kapacita v obdobi ¢ v pfes¢asové dobé ...ar,

poptévka (v poctu jednotek) v obdobi i ...b;

Reseni modelu

a) p; = 0: Diky tomuto pfedpokladu zde plati

k k

()) > (ap +ar)=> b, k=12....N
j=1

=1

Ulohu lze formulovat jako dopravni tilohu a zapsat do tabulky. Protoze plati (x), staci
projit vSechny sloupce uvedenym algoritmem pouze jednou a jiz mame optimalni
feseni.

b) p; # 0: UZ nemusi byt splnéna (x), tj. po vyplnéni tabulky postupem z a) musime

jesté provést optimalizacni krok, kterym se eventuelné snizi celkova cena vyroby -+
skladovani.

B. Pravdépodobnostni modely

B.1.

Model nepretrzité kontroly pro jednu polozku

Oznaceni a predpoklady pouziti modelu:

zbozi na skladé je neustale kontrolovano a jestlize jeho mnozstvi klesne na jistou
hodnotu R, piikroc¢i se k objednavce o velikosti y

nahodna veli¢ina poptavky mezi objednanim a dodanim ... X

podminénd hustota poptavky X béhem ¢asu mezi objednanim a dodanim (nenulova
pro z > 0) ...r(z|t)

hustota doby ¢ mezi objednanim a dodanim ... s(t)

hustota poptavky z béhem doby mezi objednanim a dodanim:

fa) = / F(x] ) - s(t) dt
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— velikost objednavky v jednom cyklu ...y

— ocekavana celkovd poptavka za jednotku Casu (zpravidla 1 rok) ... D

— jednotkovéa skladovaci cena za jednotku casu ...h

— jednotkova cena penalizaci pii nevytizené objednéavce za jednotku casu ...p

— cena objednéavky (doprava) ... K

Reseni modelu: Niasledujicim postupem uréime optimalni R a y tak, aby celkova cena
skladovani za jednotku ¢asu byla minimalni:

a) Vypocteme y;

 [2DK
Y1 = h
b) dosazenim y; do
00 b :
[ =22
Rn

uréime Rj.

c) dosazenim R; do

\/ZD(K +pS,)
Yn+1 =\ ————/

h
kde .
Sp= [ (v — R, f(z)dz
/

urcime ys.

Za jistych predpokladt plati y, — y*, R, — R*, tj. kroky b) a c¢) opakujeme tak dlouho,
az jsou hodnoty dostatecné presné.

B.2. Model pro jednu polozku a jedno obdobi s jednorazovou objed-
navkou na zacatku obdobi a jednorazovou poptavkou
Ptedpoklady uziti modelu a oznaceni:

— na za¢atku obdobi (pfed provedenim objednavky) mame na skladé x jednotek zbozi

— neuvazujeme cenu objednévky K (objednéava se pouze jednou)
— po obdrZeni objednavky velikosti (y — x) se od¢erpéa poptéavka D

0O ...D>
a na skladé zistane H(y) = =Y
y—D ...D <y,
0 ...D<y

pficemz se nedostava G(y) = { jednotek zbozi

D—y...D>y
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— penaliza¢ni cena (pii nevyFizeni prodeje zbozi) jednotky zbozi za jednotku ¢asu . ..p
— cena skladovani jednotky zbozi za jednotku ¢asu (= za dané obdobi) ...h
— vyrobni cena jednotky zbozi ...c

Reseni modelu:

a) poptavka je spojita nahodna veli¢ina s hustotou f(D)
Optimalni y* ziskdme feSenim rovnice

p+h

b) poptavka je diskrétni nahodna veli¢ina s pstni funkci f(D;)
Optimalni y* ziskdme fesenim rovnice

p—c

_l’_

Fy—1) < < F(y")

i~
>

Optimalnim rozhodnutim pak je:

y* > x ... objednat y* — x

y* <z ... neobjednavat dalsi zbozi.

B.3. Model pro jednu polozku a jedno obdobi se stejnomérnou poptavkou v
prubéhu celého obdobi
Predpoklady uziti modelu a oznaceni:

— na skladé mame z jednotek, jednorédzové objedndme (y — x), tj. mame k dispozici
celkem y jednotek zbozi

— poptavka za celé obdobi je D
— neuvazujeme cenu K objednavky
ResSeni modelu: Optimalni hodnotu 3* (pro spojitou nahodnou veli¢inu y) ziskdme Fe-

Senim rovnice:
y* e’}
f(D) p—c
D)dD L dD = —.
[toyap sy [ L a0~ 2
0 y*
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B.4. Model pro jednu polozku a jedno obdobi s jednorazovou poptav-
kou na zacatku obdobi, pFri¢emz uvazujeme cenu K objednavky
Ptredpoklady modelu jsou stejné jako u B.2 s tim rozdilem, ze uvazujeme cenu K
objednavky.
Reseni modelu: Je analogické feseni modelu A.2. Pokud k objednavce nedojde, je
vysledek stejny jako u modelu B.2; jinak musime pfi realizaci objednavky k celkové cené
modelu B.2 pficist konstantu K.
Uvazujeme tedy vétve f; = EC(B.2)

fo=EC(B2)+ K.
Oznacme s ... takovy bod, Ze fi(s) = f2(95)

S ... minimum funkci fi, f2
Body s, S rozdéli redlnou osu na tii ¢asti; optimélni feSeni najdeme podobné jako v
modelu A.2.

11.4 Otazky k opakovani
U nasledujicich vyrok rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

Otazka 11.1 Casovd perioda ty, po které jsou zdsoby jednordzové doplnény, je ve ,sta-
tickem modelu pro jednu poloZku“ konstantni.

Otazka 11.2 Ve ,statickém modelu pro jednu polozku“ je optimdlni hodnota yo jedinym
minimem funkce TCU (y).

Otazka 11.3 Ve ,statickém modelu pro jednu polozku s diskontnimi cenami® mize byt
funkce TCU (y) na nékterém intervalu konkdvni.

Otazka 11.4 V pripadé ,statického modelu pro vice druhi zboZi s omezenim skladového
prostoru” je zahrnut i pripad nedostatecnych zdsob zbozi libovolného druhu i.

Otazka 11.5 Pri hleddni optima ,statického modelu pro vice druhi zboZi s omezenim
skladového prostoru“ se 1esi systém n rovnic o n neznamych.

Otazka 11.6 V pripadé ,dynamického modelu pro jednu polozku a N obdobi“ musime
v kaZdém obdobi vycerpat vSechny zdsoby.

Otazka 11.7 Pri resent ,,dynamického modelu pldnovdni vyroby jedné polozky na N ob-
dobi“ vyuzZivame dynamického programovdni.

Otazka 11.8 V pripadé ,,dynamického modelu planovdni vyroby jedné polozky na N ob-
dobi“ je zahrnut i pripad nedostatecnych zdsob zboZi v libovolném obdobi i.

Otazka 11.9 Casovd perioda t, po které jsou zdsoby jednordzové doplnény, je v ,modelu
nepretrzite kontroly pro jednu poloZku“ konstantni.
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Otazka 11.10 V pripadé ,modelu pro jednu poloZku a jedno obdobi s jednordazovou ob-
jedndvkou na zacdatku obdobi a jednordzovou poptivkou® je optimdlni velikost objedndvky
primo umeérnd rozdilu penalizacni a vyrobni ceny jednotky zboZi.

Otazka 11.11 V ,modelu pro jednu polozku a jedno obdobi se stejnomérnou poptdvkou
v prubéhu celého obdobi“ je poptdvka za celé obdobi znamd konstanta.

Otazka 11.12 V pripadé ,modelu pro jednu poloZku a jedno obdobi s jednordzovou po-
ptavkou na zacatku obdobt, pricemzZ uvazZujeme cenu K objednavky“ je zahrnut i pripad
nedostatecnych zasob zboZi.

Odpovédi na otazky viz 13.6.

11.5 Priklady ke cviceni

Priklad 11.1 Rocéni poptavka zbozi je 1500 jednotek. Cena objedndvky je vidy 20 K¢ na-
vic k cené zbozi. Skladovaci cena jednotky zbozi je 2 K¢ na mésic a nent dovolen nedostatek
2dsob.

a) Urcete optimalni velikost objedndvky a ¢as mezi jednotlivymi objedndvkami.

b) Urcete rozdil roéni celkové ceny optimdlni strategie a rocéni celkové ceny, kdyby se
objedndvalo kazZdy mésic 12-krdt za rok.

Priklad 11.2 Cena zboZi je 4 K¢ za jednotku, ale pri odbéru 150 kusi a vice dostaneme
10% slevu. Firma, kterd spotiebuje 20 kusti za den, se rozhoduge, jestli se ji vyplati vyuZit
akéni nabidky. Cena objednavky je 50 K¢ a skladovaci cena jednotky zboZi je 0,30 K¢
za 1 den. Méla by firma vyuzit slevu?

Priklad 11.3 Pro potreby wvyrobniho procesu jsou skladovany 4 druhy materidlu.
Poptavka po vsech typech je stdle stejnd a neni povolen nedostatek zdsob. D; oznacuje
potrebné mnoZstvi i-tého druhu za rok. V souladu se znacenim v kapitole 11.1.3 jsou
ddny ndsledujict udage:

material 1 | K; G; h; D;
1 100 10 0,1 10000
2 50 20 0,2 5000
3 90 5 0,2 7500
4 20 10 0,1 5000

Urcete optimalni velikosti objedndvek pro jednotlivé druhy materidlu, jestlize poZadujeme,
aby mazimalni pocet vsech objednavek neprekrocil 200.
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Priklad 11.4 Uvazujme hospodateni jedné polozky v pribéhu ctyr obdobi:

1 5 5 1
2 T 7 1
3 11 9 1

4 |3 7 1

Nakupni cena je 1 K¢ za jednotku u pronich sesti jednotek a 2 K¢ za kaZdou dalsi jednotku.
Stanovte optimdlni plan objedndvek.

Priiklad 11.5 Poptdvka po produktu mize byt v nasledujicich ctyrech obdobich uspokojena
bud vyrobou v normdini pracovni dobé nebo v pres¢asové dobé. Kapacity vijroby a poptdvka
pro jednotlivd obdobi jsou ddny v nasledujici tabulce:

kapacity vyroby | poptdvka
obdobi i | ap, ar, b;
1 120 50 160
2 70 20 80
3 90 80 150
4 70 50 100

Vyrobni cena jednotky zboZi je po vsSechna obdobi stejnd, v normdlni pracovni dobé je
1 K¢, v prescasove dobé je 2 K¢. Skladovaci cena jednotky zboZi je také po vsechna obdobi
stejna a je rovna 0,5 K¢ za jedno obdobi. Ddle take nesmi nastat pripad, Ze by v nekterém
obdobi vyroba nepokryla objednavky. Stanovte optimalni pldn vyroby.

Priklad 11.6 UvaZujme model nepretrzité kontroly pro jednu polozku. Urcete optimdlni
resent pro K = 20 K¢, D = 10000 jednotek zbozi, p = 4 K¢, h = 2 K¢ a normadlni rozdeélent
poptdvky X se stredni hodnotou 100 a rozptylem 4.

Priklad 11.7 Jednordzova poptdvka zbozZi pro jedno obdobi md exponencidlni rozdélent
se stredni hodnotou 10 jednotek. Objedndvdme jednordzoveé na zacdatku obdobi, cena skla-
dovani a penalizacni cena jednotky zboZi za jednotku casu jsou 1 K¢, resp. 3 K¢. Vyrobni
cena jednotky zboZi je 2 K¢. Urcete optimalni velikost objedndvky, jestlize pred provede-
nim objedndvky mame na skladé 2 jednotky zboZi. Jakd je optimdlni velikost objednavky,
jestlize pred provedenim objedndvky mame na skladé 5 jednotek zboZi?

Piiklad 11.8 Reste priklad 11.7, jestlize jednordzovd poptdvka zboZi pro jedno obdobi md
Poissonovo rozdeleni se stredni hodnotou 10 jednotek.

Priiklad 11.9 Poptdvka zboZi, kterd ma rozdéleni ddno hustotou

B —1D ... De(0,2)
f<D)_{ 02 ... jinak,
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je konstantni (stejnomérné rozdélend) v pribéhu celého obdobi. Objedndvdme jednordzové
na zacdtku obdobi, cena skladovdani a penalizacni cena jednotky zboZi za jednotku casu jsou
1 K¢, resp. 4 K¢. Vyrobni cena jednotky zbozi je 2 K¢. Urcete optimalni velikost objedndvky.

Priklad 11.10 Urcete optimdlni strategii objedndvani u modelu pro jednu poloZku a jedno
obdobi s jednordazovou poptavkou, je-li dano

| ID ... De(510)
f(D)_{ 50 ... jinak,

h=1K¢, p=>5Kc¢ ac=3Kc¢ UvaZujeme také cenu objednavky K = 5 K¢ a vime, Ze
pred provedenim objedndavky mdme na skladé 10 jednotek zboZi.

Vysledky prikladt viz 13.6.
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12 Pravdépodobnostni dynamické programovani

Nésledujici tloha jen slouzi jako demonstrace problematiky. Vyuziti uvadénych metod
spada i do jinych oblasti, pravé i do probirané teorie skladovych zasob, dale teorie obnovy,
fizeni toku penéz, regulace vodni nadrze, apod.

Priklad 12.1 Problém zahradnice.

Zahradnice kaZdy rok testuje kvalitu pidy sve zahrady. Vysledky déli do tri kategorii:
vybornd (stav 1), dobrd (stav 2), Spatnd (stav 3).

Vsimla si, Ze miZe predpoklidat, Ze urodnost piudy zavisi na jeji kvalité pouze v
predchozim roce, tj. Ze psti prechodu z jednoho stavu do druhého lze reprezentovat
Markovského Tetézcem:

1 2 3 — stav pidy v pristim roce
1 /0,2 0,5 0,3
210 0,5 0,5
1 1 ) )
(®) s\0 0 1

!
stav pudy letos

Z matice prechodovich psti je vidét, Ze kdyZ se pida nechd ladem, jde jeji produktivita
od deseti k péti. Samozrejme, Ze psti prechodu mohou byt ovlivnény prihnojovdnim piudy:

1 2 3
1 /0,3 06 01
2101 0,6 0,3
3 \0,05 0,4 0,55

(1) = P =

(P? neznamend ,pé na druhou®, ale ,pé s indexem 2¢).
Prislusné rocni vynosy pudy (ve stovkdch dolari), kdyZ pida prijde ze stavu i do stavu j,
EN

e kdyzZ se nehnoji:

3
() =r=[05 1
-1
e kdyzZ se hnoji:
5 —1
() =R =7 4 0
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Z matic R', R? je napriklad vidét, Ze proces 1 — 1 md niZsi vynos pii hnojeni ne? bez
hnojent, protoZe ve vynosu pri hnojent je zapocitana cena hnojiva.
Otazka ulohy:

1) Hnojit ¢i nehnojit v daném roce, aby celkové vynosy za k let byly mazimalni?

2) Jaky vinos celkem prinese dand posloupnost rozhodnuti v nejblizsich k letech?
(Napr. jednoduchd je odpovéd v pripadé tzv. staciondrni politiky

,hnojit jen za stavu 3“:

v tomto pripadé se matice s vijhledem na k = oo obdobi najdou snadno:

0,2 0,5 0,3 76 3
P=| 0 05 05|,R=]05 1
0,05 0,4 0,55 6 3 —2

(prvni dva vddky jsou shodné s maticemi P', R', treti vadek s maticemi P* R?)).

Reseni.
a) feseni tlohy pro konecné k = N

Ulohu vyftesime pomoci dynamického programovani:

m ... po¢et moznych stavi (v nasem piikladu m = 3)

fn(?) ... optimalni (o¢ekdvany) vynos z fazi n,n+1,..., N
za daného stavu ¢ na pocatku obdobi n

Vyuzijeme zpétné rekurzivni rovnice (viz obrazek):

faze n faze n +1
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(i) = max{gz f [Tfj—i—fnﬂ(j)}}, n=12....N

fvi1 =0 pro kazdé j

m
NG sk . . . oz
Oznacime-li vy = Z pw ”, rekurzivni rovnice maji tvar

fn(i) = max {vF}
fn(z):mkax{vzk—i_ipf]fn+l(j)} pronzl,Z,...,N—l
j=1

Napf. v nasi tuloze pro k =1

1 P— . . . p—
v =0,2-7+0,5-6+0,3-3=5,3 zisky jednotlivych
v3=0-0+0,5-54+0,5-1=3 stavii pii alterna-
W =0-040-04+1-(-1)=—1 tivé ,nehnojit

Ad Priklad 12.1. Predpokladejme N = 3 ... t¥ilety horizont planovani

zisky jednotlivych
vi=3,1 stavii pii alterna-
tivé ,hnojit®

faze 3:

v; opt. Teseni
ilk=1k=2] f3(i) | k*
5,3 4,7 [ 5,3 | 1
3,1 ] 2
-1 0,4 | 0,4 | 2

w N
w
w
—
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faze 2:
vof + Pl fa(1) + pia f3(2) + pis f3(3) opt. Feseni
i k=1 k=2 fo(i) | K
L[| 5:3+0,2:53+05-3,1 4,7+0,3:5,3+0,6-3,1 | ¢ g/ ,
+0,3-0,4=28,03 +0,1-0,4=28,19 ’
5 3+40+4+0,5-3,1 3,14+0,1-5340,6-3,1 5.61| 2
+0,5-0,4=4,75 +0,3-0,4=5,61
5 —14+0+0+1-0,4 0,4+0,05-534+0,4-3,1 2.13| 2
:—076 +07550,4:2,13
faze 1:
v + Pl (1) + pia fo(2) + pis f2(3) opt. fedent
i k=1 k=2 fi(i) | k*
;| 53+0,2:819+0,5-561 | 4,7+0,3-819+0,6-561 | - | ,
+0,5-2,13 =10, 38 +0,1-2,13 = 10,74 ’
) 34+0+0,5-5,61 3,140,1:8,19+0,6-5,61 | _ o, |
+0,5-2,13 = 6,87 +0,3-2,13=17,92 ’
9 —14+0+0+1-2,13 0,4+0,05-8,19+0,4-5,61 193 | 2
=1,13 +0,55-2,13 = 4,23

Muzeme psat odpovéd: zahradnice by méla v prvnim a druhém roce hnojit vzdy,
a ve tfetim roce hnojit tehdy, pokud je stav 2 nebo 3.

Optiméalni zisk zalezi na stavu ptidy v roce pldnovéani (=pfed prvnim rokem, ktery jsme
v planovéani uvazovali).

Pii ptdé ve stavu 1 bude 10,74-1009%
2 7,92-100%
3 4,23-100$

Vyhodou zpétného chodu metody dynamického programovani je to, ze pokud chceme
zvysit planovaci horizont o 1 rok (tj. na 4 roky), vSechna data zistanou vyuzita, pouze

pii fazi 1 pridame jesté dalsi fazi — fazi 0.



212 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

Tato ,uloha zahradnice® miize byt zobecnéna dvéma zplisoby:
— prechodové psti mohou byt kazdy rok jiné ... pf]" Pak by byly rovnice ve tvaru

fn(i) = max {vf’N}

k

fn(i) = max {vf" + pr]fnfnﬂ(j)} pron=1,2...,N—1
=1

— chceme znét soucasnou hodnotu oc¢ekdvanych ziskii (tj. vynosy pristich let budou
nasobeny koeficientem a < 1):

D dolarti ptisti rok = a - D dolarti dnes

— kde t je roéni tirokova mira (= interest rate)).

(=14,

Pak bychom mohli uzit rovnice ve tvaru

In(i) = max {vf}

fn(l):mka‘x{vf—i_azpfjfn-‘rl(j)} pron:1a27"'7N_1
j=1

Pii vyhodnoceni stacionarni politiky (=stale stejné politiky v kazdém roce) uzivame
vztahu

fn(l) - Nz + Zpij fn-‘rl(])
j=1

ro¢ni zisk zvolené politiky

prislusny radek matice zvolené politiky

Napriklad pro stacionarni politiku ,,hnojit jen ve stavu 3“ je

odhad hodnoty f,(7)
pro nizsi n lze ur-
5 ¢it a usporadat do ta-
vs =03 =0,4 bulky:

v =v; =5,3

Vg =vs =3
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N3 2 1
L 53| 53+02:53+05-3 5,3+0,2-7,98+0,5-4,7
’ 4+0,3-0,4=17,98 +0,3-2,09 =9,87
5 | 3 | 3+040,5-340,5-0,4 34+0,5-4,7+0,5-2,09
=4,7 =6,39
3 lo.4| 04+0,05-53+0,4-3 | 0,4+0,05:7,98+0,4-4,7
’ +0,55-0,4 = 2,09 +0,55-2,09 = 3,83

l

zisky vzhledem k pocatecnimu stavu

b) feSeni tlohy pro k nekoneéné (nebo hodné velké)

1) metoda uplného vycisleni ...ohodnotime vSechny staciondrni politiky a vybereme
tu optimdlni (lze ji uzit jen pfi nizkém poctu stacionarnich politik):

pro S staciondrnich politik P!, R!

P2 R2
PS RS
vypocteme
— v} ...vynos jednoho kroku politiky s ve stavu i (1 =1,2,...,m)

— 77 ...dlouhodobé stacionarni psti pro jednotlivé politiky (slovo ,politika® je
zde uzito v zenském rodé):
feSenim systému

w - P’ =7°
m
s _
E m =1
i=1

(je zde maticové zapsan systém (m+1) linearnich rovnic o m neznamych (jedna
z prvnich m rovnic je nadbyteénd))

— ocekavany vymnos pro politiku s:

m
E, = E Tv;
i=1

Pak optimalni politika je ta, pro niz je F/; maximalni.
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Ad Priklad 12.1. Diky 3 stavim a dvéma moznostem v kazdém z nich
existuje 23 = 8 politik: hnojit v kazdém stavu

nehnojit nikdy

hnojit jen ve stavu 1

hnojit jen ve stavu 2

hnojit jen ve stavu 3

hnojit jen ve stavech 1 nebo 2

hnojit jen ve stavech 1 nebo 3

hnojit jen ve stavech 2 nebo 3

Kdybychom pro kazdou z nich urcili P?® R° v 77, zjistili bychom, Ze opti-

Y 77 1)

malni stacionarni politika je ,hnojit v kazdém stavu®.

metoda zlepseni politiky (+ neuwvaZujeme inflaci)

Uz pro 4 alternativy v kazdém roce (napf. hnojit, nehnojit, hnojit 2x roc¢né,
hnojit 3x ro¢né) je mnozstvi stacionarnich politik 43 = 256. Zde je vyhodné&jsi uzit
nasledujici metodu:

PrepiSme rovnici jednoho roku politiky
fa(t) = vi + Zpijfn-i-l(j)
j=1

do tvaru

fo(i) = v; + Zpijfn—l(j) (*)

kde 7 je pocet fazi, které zbyva vzit v ivahu (abychom mohli studovat asymptoticky
proces 1 — 00);

dale
(71, T2, . ., Tm) - . . psti rovnovazného stavu asymptotického procesu,
o¢ekavany zisk za jednu fazi (= jeden rok) je
E=muv + - 4 TpUp,.
Lze ukazat, ze pro velka n plati
foi) =m- E+ (i),
kde f(i) je jakasi konstantni hodnota pro stav i o¢ekdvana pii asymptotickém cho-

vani.
Rekurzivni rovnici (%) lze tedy psat ve tvaru

U'EJrf(i)sz'+zpz’j{(77—1)'5+f(j)}
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a po upraveé
E=uv+ (Zpijf(j)) —f(i)  proi=12...m
j=1
To je systém m rovnic o (m + 1) nezndmych, tj. jednu z nich lze zvolit, napf.

f(m) =0.

krok 1: zvolime libovolnou politiku s, tj. P®, R*;
predpokladejme f*(m) = 0 a vyfeSme systém m rovnic o m neznamych

B =+ (prj fs(j)> ), i=1,2,....m
j=1

krok 2: (zlepSeni politiky)
pro kazdy stav ¢ urc¢ime alternativu k£ s maximalni hodnotou vyrazu

m
tim se uréi maximalni
k k ps(.\.
vi leij 70 B pro kazdy stav
J:

to bude nova politika ¢.

Pokracujeme opakovanim krokt 1,2 tak dlouho, az s = t.

Ad Priklad 12.1.

krok 1: zvolme politiku s ... ,nehnojit viibec* = P* = ptivodni P!
R* = piivodni R!
feSme systém

E+ f(1)=0,2 f(1)=0,5 f(2)—0,3 f(3) =5, 3
E+ f(2) —0,5£(2)—0,5 f(3) = 3
E+f(3) —f(3)=-1

E=—-1= f(1)~12,88
f(2) =38
f3)=0
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krok 2:
oF + pk f(1) + s f(2) + Pl f(3) opt. feseni
i k=1 k=2 £y | b
|| 5340201288 | 47+0.3-1288 | o0
4+0,5-8=11,875 +0,6 -8 =13,36
2| 340,5.8=7 3,140,1-12,88 1 4 19 | 9
+0,6-8=9,19
3 140=-1 0,4+0,05-12,88 4,24 9
40,4-8 = 4,24
(8

nova politika ¢ ... hnojit vzdy*; t # s, tj. pokracujeme.

krok 1’: P? R? = fesime systém, ziskdvime FE = 2,26

£(1) = 6,75
f£(2) = 3,79
f(3)=0
krok 2’:
oF + pl f(1) + plaf(2) + i f(3) opt. fegent
i k=1 k=2 £0) | ke
| 53402675 47403675 |00l
40.5-3.79=8.54 | +0.6-3.79 =899
208+05-379=4.289| S1T0OL-GT fep o
40.6-3.79 = 6,05
; o 0.440.05-6.75 |, o |
40.4-3,79 = 2,25

Y

t = s, tj. konc¢ime, E = 2,26 je zisk optimalni politiky

Tedy k optimalnimu feSeni stacionarni politiky jsme dospéli uz po dvou iteracich,
nemuseli jsme prochazet vsech 8 politik.

3) metoda zlepSeni politiky (+ uvaZuje inflaci)

(i) = max { o prjfn_m)}

J=1
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Pro n — oo je f,(i) = f(i), tj. f,(¢) nezavisi na 7 narozdil od metody zlepSeni
bez uvazovani inflace (je to vidét z toho, ze £ = 0 ... budouci zisk se vlivem inflace
blizi k nule).

Postup feseni: opét jsou zde kroky 1,2, ovSsem v kroku 1 je systém m rovnic o m
neznamych (E = 0 ... vypadlo ze systému) a ve 2.kroku volime variantu s maximalni
hodnotou vyrazu

vf o) Pl £3)
j=1
Oba kroky opakujeme tak dlouho, az nova varianta je stejna jako ta stara.

Ad Priklad 12.1.

krok 1: pocate¢ni politika ... (1,1,1)
feSenim systému

F(1) = 0,6(0,2 f(1)+0,5 £(2)+0,3 f(3)) =5,3

f(2) —0,6( 0,5 f(2)4+0,5 f(3)) = 3
f(3)—0,6( f(3)=-1
dostaneme
f(1) ~ 6,6
f(2)~ 3,21
krok 2:
vf +a(ph f(1) + pia f(2) + s f(3))

) k=1 k=2 k*
1 5,34+0,6(0,2-6,6+0,5-3,21 4,7+0,6(0,3-6,640,6-3,21 9
-0,3-2,5) =6,6 —0,1-2,5)=6,89
9 3+0,6(0,5-3,21 3,1+0,6(0,1-6,6+0,6-3,21 9
—0,5-2,5) = 3,21 —0,3-2,5) =4,2
3| —140,6(-2,5)=-25 0,4+0,6(0,05-6,6+0,4-3,21 |,

—0,55-2,5) = 0,54

tj. 5, = (2,2,2)

krok 1’: fesenim systému

£(2) = 0,6( 0,1/(1)40,6 f(2)+ 0,3 £(3)) =3, 1
£(3) = 0,6(0,05 f(1)+0,4 £(2)-+0,55 f(3)) =0, 4
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dostaneme
f(1) ~ 8,88
£(2) ~ 6,62
f(3) ~ 3,37.
krok 2’:
i| k=1 k=2 k*
1] 895 | 888 | 1
215,99 | 6,62 | 2
31 1,02 | 3,37 | 2
tj. s2 = (1,2,2) ... ,hnojit ve stavu 2 nebo 3“
krok 17

vede k varianté s3 = (1,2,2) = s,.

krok 2”7

Uloha ma tedy jiné feseni nez v ptipadé, kdy jsme neuvazovali inflaci.

Diky tomu, Ze se zde vyuziva jisty optimalizac¢ni krok zlepseni, absolvent predmétu
OPV by i véril, ze tlohu lze preformulovat jako tlohu linedarniho programovéani.
A skutecné je tomu tak. Ale pro velkd k,m algoritmus linedrniho programovani
neni moc rychly, rychlejsi je pravé uvedena metoda zlepSeni politiky.

12.1 Shrnuti

V posledni kapitole jsme piimo na prikladu z praxe demonstrovali problematiku pravdé-
podobnostniho dynamického programovani. Obecné lze tlohu pstniho dynamického pro-
gramovani formulovat takto:

Méme m moznych stavi néjakého objektu a S politik (strategii), kterymi mizeme ovliviio-
vat pravdépodobnost zmén jednotlivych stavi za dané obdobi. Psti pfechodu od jednoho
stavu k jinému pro s-tou politiku jsou reprezentovany tzv. Markovskym retézcem, tj. ctver-
covou matici fadu m, ktera je stochasticka (jeji prvky jsou nezaporné a soucet radk je 1).
Tuto matici znac¢ime P*, s =1,...,S. Dale také zndme matice vynosu jednotlivych poli-
tik R',... R,

Zakladni otazky, na které chceme odpovédét, jsou:

1) Jakou posloupnost strategii zvolit, aby celkové vynosy za N obdobi byly maximalni?

2) Jaky vynos celkem pfinese dand posloupnost strategii v nejblizsich N obdobich?

Reseni

a) feSeni tlohy pro konetné k = N

Na obé otazky najdeme odpovéd algoritmem dynamického programovéani. Jednotlivé faze
jsou v tomto piipadé obdobi a pripustnymi alternativami jsou nase mozné strategie. Ozna-
¢ime
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fn(?) ... optimdalni (o¢ekdvany) vynos z fazi n,n+1,..., N
za daného stavu ¢ na pocatku obdobi n

m
vF = 231 pfjrfj ... vynos k-té politiky za daného stavu .
j:

K feseni vyuzijeme zpétné rekurzivni rovnice

fn() = max {vF}

fn(z):mgx{vf+zpf]fn+l(j)} pron:172>"'7N_1
j=1

Tato uloha jde jesté zobecnit napt. tak, ze pfechodové psti mohou byt kazdé obdobi
jiné nebo pokud chceme znat soucasnou hodnotu ocekdvanych ziskt. Princip feseni je
stejny, jen se Castecné pozméni vypocet jednotlivych vynost. Naopak, pifi vyhodnoceni
stacionarni politiky se algoritmus zjednodusi.

b) feSeni tlohy pro k nekoneéné (nebo hodné velké)

1)

metoda uplného vycisleni. .. ohodnotime vSechny stacionarni politiky a vybereme tu
optimalni (lze ji uzit jen pii nizkém poctu stacionarnich politik).
Resenim systému

vypocteme vektor m° dlouhodobych stacionarnich psti pro jednotlivé politiky a ur-
¢ime ocekavany vynos pro politiku s:

B, =) v
i=1
Pak optimalni politika je ta, pro niz je F; maximalni.
metoda zlepseni politiky (+ neuwvaZujeme inflaci)

krok 1: zvolime libovolnou politiku s, tj. P*, R®;
predpokladejme f*(m) = 0 a vyfeSme systém m rovnic o m neznamych

B* =) + (prj fs(j)) —P@, =12 m
j=1
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krok 2: (zlepseni politiky)
pro kazdy stav ¢ ur¢ime alternativu k£ s maximalni hodnotou vyrazu

m
vk 4 Z Pfj 20G); _, tim se urci ,max1malm
= E pro kazdy stav

to bude nova politika ¢.
Pokrac¢ujeme opakovanim kroki 1,2 tak dlouho, az s = t.

3) metoda zlepSent politiky (+ wvazuje inflaci)
Predpokladdme zde, ze E = 0, nebot budouci zisk se vlivem inflace blizi k nule).
Postup feseni: opét jsou zde kroky 1,2, ovSsem v kroku 1 je systém m rovnic o m
neznamych (E = 0 ... vypadlo ze systému) a ve 2.kroku volime variantu s maximalni
hodnotou vyrazu

vf o) Pl £3)
j=1

Oba kroky opakujeme tak dlouho, az nova varianta je stejna jako ta stara.

12.2 Otazky k opakovani
U nasledujicich vyrokia rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

Otazka 12.1 Matice pravdépodobnosti P prechodu z jednoho stavu do druhého nemusi
byt obecné ctvercova.

Otazka 12.2 Matice zisku R musi mit jen nezdaporné pruky.

Otazka 12.3 Pri prubéhu algoritmu dynamického programovdni hleddme maximu z cel-
koveho vynosu vzhledem ke zvolené€ strategii.

Otazka 12.4 Pri reSeni uloh této kapitoly pomoci algoritmu dynamického programovdani
pouzivame zpétnou rekurzi.

Otazka 12.5 Matice pravdépodobnosti P prechodu z jednoho stavu do druhého se mize
kazdée obdobi meénit.

Otazka 12.6 Pojem ,staciondrni politika“ znamend, Ze se vSechny strategie kazdé obdobi
pravidelné stridayi.

Otazka 12.7 Pri hledani optimalni strategie na (nekonecné) mnoho obdobi dopredu
se omezujeme pouze na stacionarni politiky.

Otazka 12.8 Inflace neovlivniuje celkovy dlouhodobyj zisk.

Odpovédi na otazky viz 13.7.
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12.3 Priklady ke cviceni

Priklad 12.1 Firma kaZdorocné kontroluje uspésnost prodeje svého viyrobku na trhu a
rozhoduge, jestli je uspokojivd (stav 1) nebo neni (stav 2). Na zdkladé téchto poznatki pak
rozhoduge, zda investovat do reklamy na tento vyrobek a zvysit tak jeho prodej. Matice
P, a P, udavaji pravdépodobnosti prechodu mezi stavy s vyuZitim a bez vyuZiti reklamy
v prubéhu roku. Prislusné zisky jsou dany maticemi Ry a Ry. Stanovte optimdlni politiku
rozhodovani v prubéhu 3 let.

0,9 0,1 2 -1
P1: ’ ’ 3 R1:

0,6 0,4 1 -3

0,7 0,3 4 1
P2: 7 7 ) R2: .

0,2 0,8 2 —1

Priklad 12.2 Spolecnost mize propagovat svij vyrobek prostrednictvim reklamy ve trech
mediich: v radiu, televizi nebo v novindch. Tyjdenni ceny reklamy v jednotlivych médiich
jsou postupné 200 K¢, 900 K¢ a 300 K¢. MiZe také hodnotit jeho prodejnost v prubéhu
kazdého tydne jako (1) primérnou, (2) dobrou, (3) nejlepsi. Nasledujici matice uddvaji
psti prechodu mezi stavy pro jednotliva média

Raddio Televize Nowviny
0,4 0,5 0,1 0,7 0,2 0,1 0,2 0,5 0,3
0,1 0,7 0,2 0,3 0,6 0,1 0 0,7 0,3
0,1 0,2 0,7 0,1 0,7 0,2 0 0,2 0,8

Prislusné tydenni zisky (v tisicich K¢) jsou

Radio Televize Noviny
400 520 600 1000 1300 1600 400 530 710
300 400 700 800 1000 1700 350 450 800
200 250 500 600 700 1100 250 400 650

Stanovte optimalni politiku rozhodovdni pro ndsledujici 3 tydny.

Priklad 12.3 Stanovte optimdlni rozhodovaci politiku u prikladu 12.1 na nekonecéné
mnoho let uZitim metody uplného vycislend.

Priiklad 12.4 Stanovte optimdlni rozhodovaci politiku w prikladu 12.1 na nekonecéné
mnoho let uZitim metody zlepseni politiky.

Vysledky prikladi viz 13.7.
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13 Odpovédi na otazky a vysledky priklada ke cvi-
¢eni
13.1 Vysledky cviceni ke kapitole 1

Odpovédi na otazky

1.1-A12-N,13-N,14-A 15-A, 16 -N,1.7-N, 1.8 -A,1.9-N, .10 - N
(prameér se bere nikoli aritmeticky, ale vazeny), 1.11 — A (pokud se oba rozptyly lisi o vice
nez ¢tyinasobek, je vhodnéjsi misto paramatrického testu pouzit test neparametricky).

Vysledky priklada

ad 1.1. a) Podle 1.6 s> = 0,889; b) podle 1.9 je 5?2 = &~ - s = £.0,889 = 1,0667.
ad 1.2. a) Jednd se o veli¢inu X= ¢as u jednoho stroje — tedy 52 = 7,7; b) Jedna se o
veli¢inu X — proto podle 7?7 mame % = 1,54.

ad 1.3. a) 0,889 b) 1,333 c) 0,444

ad 1.4. Vychazime z toho, ze p = % = 0,2, mame tedy rozdéleni binomické (Bi(N =
400, p = 0,2)) a rozptyl o> = Np(1 — p) = 64. Pro a = 0,05 vime z oboustranného
testu (BMAS3 - kapitola 13), Ze uj, = 1,96. Tedy stfedni hodnota p € 8041,96-1/64 =
(64,32;95,68). Vydélenim 400 dostaneme (0,1608; 0,2392), tedy procento zajemcti je
priblizné 16 az 24.

ad 1.5. a) T = 9; odhad roztylu s2 = 2 = £, ale musime jesté vydélit poctem méieni
podle 77, tj. % Déle t; pro v =3, a = 2¢ = 0,05 je rovno 3,182; tedy

wlnN

2
pE 9/ 73182 = (7,701;10,299).
b)

(K1) Hy: p=10; Hy: pu # 10.

(K2) Testovym kritériem bude veli¢ina X, respektive %.

(K3) Pii platnosti Hy méa veli¢ina % Studentovo t-rozdéleni pro v = 3.
(K4) Pro o = 0,05 pfislusna kritickd hodnota t;, = 3,182.
(K5) Odpovidajici t-hodnota kritéria je —2,44949 € (—ty;tx). Hy tedy nezami-

tame, neprokazala se nepravdivost novinové zpravy.

ad 1.6. a) Kometa ziskala 10 vyher, jednu remizu a 4 prohry; pokud remizu nebudeme
brat v ivahu pro zaddnou ze stran, ze 14 moznosti je 10 znamének ,+“; jedna se o
jednostranny znaménkovy test:

(K1) Hy: oba tymy jsou pfiblizné stejné silné; H;: Kometa je statisticky vyznamné
lepsi.
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(K2) Testovym kritériem bude veli¢ina 7= pocet vyher Komety ze ¢trnacti zé-
pasti.

(K3) Pii platnosti Hy mé veli¢ina T' rozdéleni Bi(N = 14,p = 0,5).
(K4) Pro o = 0,05 pfislusna kritickd hodnota Tj = 11 (blize viz BMA3).
(K5) Méfeni T'= 10 < T}, = 11, ¢ili Hy nezamitdme.

b) Uvazujme veli¢inu X = rozdil skére Kometa minus Draci, dostaneme hodnoty
1,0,-2,-1,2,4,3,1,—1,2,2,-2,1,3,1
(pocitame i remizu jako hodnotu 0).

(K1) Hy: oba tymy jsou pfiblizné stejné silné (u = 0); H;: Kometa je statisticky
vyznamné lepsi (u > 0).

X-0

(K2) Testovym kritériem bude veli¢ina X, respektive veli¢ina o a—
X

(K3) Pii platnosti Hy ma veli¢ina X0 1ozdslend t pro v = 14. Lze spocitat

- est ox
s2 = 3,35238, tedy odmocnina 3 = 1,83. Tedy est o = %g = 0,47

(K4) Pro a = 0,05 = ¢ pfislusna kriticka hodnota ¢, (v = 14) = 1,761.

(K5) Mefeni 220 =197 ¢ (—o0;1,761), ¢ili Hy zamitdme, Kometa je vyznamng
lepsi. ’

Je vidét, ze t-test méa vétsi statistickou silu nez znaménkovy test — prokazal zavislost
studovanych proménnych, zatimco znaménkovy test zavislost neprokazal.

ad 1.7. a) 5+ 1,35; 3+ 1,35 b) Pti oboustranném testu pro a = 2¢ = 0,05 a v = 10 je
naméfend hodnota kritéria 2,336 ¢ (—2,228;2,228), tj. zamitame H, o rovnosti obou
skupin. Prvorozeni maji statisticky vyznamné vice schiizek. Jak to interpretovat?
Snad tim, Ze prvorozeni vice stoji o dévéata :-)

ad 1.8. Vytvorime piislusny soubor rozdili odpovidajicich hodnot: 2,0, 3, -1,1,3,2,1,4, 1

(parovy test). Odtud T = 1,6, s> = 2,267, est O'QY = % = 0,2267. Statisticky test:

(K1) Hyp:p=0. Hi: p#0.
X-0

(K2) Testovym kritériem bude veli¢ina X, respektive podil o
X-0

(K3) Pii platnosti Hy mé veli¢ina Tozaer rozdéleni ¢ pro v = 9.
(K4) Pro o= 0,05 = 2q¢ ptislusna kritickd hodnota 5 (v = 9) = +2,262.

(K5) Mefeni gi=7 = 3,361 ¢ (—2,262;2,262), Cili Ho zamitdme, rozdil mezi den-

nim a umélym svétlem je statisticky vyznamny.

ad 1.9. (K].) H()Z M1 = Wa. Hli 1 7é 2.

(K2) Testovym kritériem bude veli¢ina X; — X5, respektive podil X-X-0

2
estos -
\/ X1—Xo



224 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

(K3) Pii platnosti Hy mé uvedeny podil rozdéleni ¢ s volnosti tak vysokou (v =
291 4 259 = 550), Ze je miuzeme beztrestné nahradit normovanym normélnim
rozdélenim U — odhad vnitiniho rozptylu pak pfimo (protoze v > 60) poloZime
roven vnitinimu rozptylu:

291 259 —

2 . 2 2 2 -
~esto? = ——— . — T 52295929
o= el = o0 o501 T 991 o509 2T PO
a tudiz 0% = T3 + e = 0,69, tj. ox;_x; = /0,69 = 0,83.

(K4) Pro o = 0,05 = 2q piislusné kritickd hodnota ¢, (v = 550) = uy, = +1,96.

(K5) Méfeni 205518 = —7,35 ¢ (—1,96;1,96), ¢ili Hy zamitame, rozdil mezi sku-
pinami je vyznamny. Interpretace téchto vysledki je ovsem také narocna —
napiiklad muze byt skutecnosti (a asi to tak i je), ze pokud jsou studenti
do skupin rozdéleni podle oborti, tak rozdilnost vysledki je dana rozdilnosti
student pfijatych na jednotlivé obory (i kdyby pfistup obou zkousejicich byl

naprosto stejny) :-)

13.2 Vysledky cviceni ke kapitole 7

Odpovédi na otazky
71-N,72-N,73-A,74-N,75-A, 76 -N,7.7-N, 7.8 — A.

Vysledky priklada

ad 7.1. matematickd formulace tlohy: maximalizujte funkci z = x + 25y za podminek
524100y =1000, x > 2y, x,y > 0.

ad 7.2. matematicka formulace tlohy: minimalizujte funkci z = 200 x1 +260 x5+ 180 23+
340 x4 za podminek 10z + 8xo + 1223 + 6124 > 92, 621 + 1029 + 423 + 1424 >
88, dx1+6x9+ 223+ 1224 > 72, 21,29, 23,24 > 0.

ad 7.3. matematickd formulace tlohy: maximalizujte funkci z = 5 (x — y) + 10y za pod-
minek z —y > 250, 52 + 2y < 3000, z,y > 0.

ad 7.4. matematicka formulace tlohy: minimalizujte funkci 2 = 0,721 +0, 725,40, 7 23+
1,55 x4+1,55 x5+0 x6+2, 25 v7 za podminek x1+2 xo+x5 > 26, x1+2x3+24+3 07 >
48, x1+2w3+ 324+ 225 + 5 > 124, x1, 29, T3, T4, T5, Tg, 7 > 0, (proménné x;
odpovidaji jednotlivym moZnostem fezu tyce, tj. napf. x; = ABC, 25 = AA atd.).
ad 7.5. A=[2,18] »(4)= 15

57 5 5

ad 7.6. Minimum neexistuje.

ad 7.7. Jedna z moznych matematickych formulaci Glohy: maximalizujte funkci z = x4y
za podminek x +y <4, x —y <0, x,y > 0.
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ad 7.8. ad a) V = [2,2], 2(V) = %; ad b) pravou stranu prvni nerovnosti mizeme

zvysit na 5, optimum pak bude z(0;5) = 15; ad ¢) stinové cena pro 1.omezeni je g,
stinova cena pro 2.omezeni je %; ad d) koeficient u y lze zvysit o 2.

ad 7.9. z = (7,0,0); z(z) = 14.

ad 7.10. x = (g, g, g,O) ; z(x) = 15.

13.3 Vysledky cviéeni ke kapitole 8

Odpovédi na otazky

81-A,82-N,83-A 84 N, 85 -N,86-N,87-A 88 N, 89 N.
Vysledky priklada

ad 8.1. ad a) formulace duélni tlohy: minimalizujte funkci w = 4 y; + 8 y» za podminek
Y1+y2>2, yi+4ys >4, y1 > 4,50 > —3; ad b) y = (4,0); w(y) = 16.

ad 8.2. ad a) formulace duélni tlohy: minimalizujte funkci w = 30 y; +40 y, za podminek
Yi+y2 =5, 5y1—5y2 > 2, 2y1 =6y > 3, y1 ER,yp > 0;ad b) y = (5,0); w(y) =
150.

ad 8.3. = (0,5); z(z) = 15.
ad 8.4. ad a) z = (30,0,2), z(z) = &% ad b) z = (5,5,0), z(z) = 35; ad c) hodnota

— T’
optima se neméni = (30,0, 0), zméni se pouze hodnota ucelové funkce z(z) = 30;

ad d) nic se nezméni.

13.4 Vysledky cviéeni ke kapitole 9

Odpovédi na otazky
91-N,92-A,93-A,94-N,95-A,96-N,97-N,98-N,99-N,9.10 - A,
9.11 - N

Vysledky prikladua

ad 9.1. Metoda VAM davala nejlepsi pocatecni feseni. Byly tieba 3 iteracni kroky k na-
lezeni optimalniho feSeni x13 = 10, x99 = 20, 231 = 30, x40 = 30, x4 = 10, x5, =
30, T59 = T3 = 10 a z = 820.

ad 9.2. Metoda VAM nasla pfimo optimalni feSeni x4 = 30, x91 = 5, x99 = 35, w31 =
17, T3z = 25, T34 = 11 a z = 2221.

ad 9.3. Optimalni feSeni je x19 =4, 193 =6, 131 = 3, T35 = 1, 133 = 6 a z = 47.

ad 9.4. Optimalni feSeni je x14 = w93 = T30 = 241 = 1, 7;; = 0 pro ostatni 4, j, celkova
cena je 14.
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13.5 Vysledky cviceni ke kapitole 10

Odpovédi na otazky
10.1 - A, 10.2 - N, 10.3 - N, 10.4 — A, 10.5 ~ N, 10.6 — A.

Vysledky priklada

ad 10.1. Optiméalni rozdéleni investic pro jednotlivé navrhy je (1,3,1) se ziskem 13 mi-
liont dolart.

ad 10.2. Optimalni cesta je A — 1 — 3 — 5 — B, celkova minimélni vzdalenost = 12.

ad 10.3. z = (0,2,0), z(z) = 6.

ad 10.4. Optimalni pocty pfedmétt na jednotlivych katedrach jsou (2,3,4,1), celkovy
pocet bodu je 250.

13.6 Vysledky cviceni ke kapitole 11

Odpovédi na otazky
111-A, 11.2- A, 11.3-N, 114 - N, 11.5- N, 11.6 - N, 11.7 - N, 11.8 — A, 11.9 - N,
11.10 — A, 11.11 — N, 11.12 — A.

Vysledky priklada

ad 11.1. ad a) yo ~ 50 jednotek, to ~ 12 dni; ad b) rozdil celkovych cen za rok je
540, 20 K¢.

ad 11.2. Firma by méla objednat 150 kust zbozi a vyuzit tak slevu.

ad 11.3. Ulohu je tfeba Fesit s omezenim Z Dl < 200, dostaneme pak jiny vztah pro
vypocet Y. Optimalni Feseni je yo = (201 49 123,09;110,57;119,58) (A\* =~ 0,103).

ad 11.4. (2, 29, 23,24) = (5,7,14,0) nebo (6,6,14,0).

ad 11.5. Plan vyroby v normalni pracovni dobé je xr = (120, 70,90, 70), v pfescasové
dobé 1 = (40, 10, 60, 30) s celkovou cenou 630 K¢.

ad 11.6. Poptavku X je tifeba transformovat na standardizované normalni rozdéleni,
jehoz hodnoty najdeme v tabulce; optimalni feseni je y* = 447,34; R* = 2,379.

ad 11.7. Jestlize x = 2, objednat 0,877 jednotek. Pro z = 5 neobjednéavat dalsi zbozi.
ad 11.8. Jestlize x = 2, objednat 6 jednotek. Pro x = 5 objednat 3 jednotky.
ad 11.9. y* =2,71.

ad 11.10. Pro x < 3,78 objednat (6,7 — x); jinak neobjednévat.
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13.7 Vysledky cviceni ke kapitole 12

Odpovédi na otazky
121 -N, 122N, 12.3 - A, 124~ A, 12.5 - A, 126 - N, 12.7 - A, 12.8 - N.

Vysledky priklada

ad 12.1. V prvnim a druhém roce: investovat jen pokud je prodej vyrobku neuspokojivy;
ve tfetim roce: neinvestovat do reklamy.

ad 12.2. Pokud je prodejnost vyrobku primeérna, vyuzit reklamy v radiu; jinak vyuzit
reklamy v novinach.

ad 12.3. Nikdy neinvestovat do reklamy.

ad 12.4. Investovat do reklamy jen v pripadé neuspokojivého prodeje.
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