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4.1 Distribučńı funkce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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Kapitola 1

Úvodńı poznámky

Toto je pracovńı verze studijńıho textu pro předmět Pravděpodobnost a po-
pisná statistika pro studenty matematiky Pedagogické fakulty Masarykovy
univerzity v Brně.

Obt́ıžněǰśı př́ıklady jsou označeny hvězdičkou (*).
Připomı́nky v́ıtám. Pǐste, prośım, na adresu hdurnova@ped.muni.cz

1.1 Náhodné jevy

Motivačńı úloha Jaká je pravděpodobnost toho, že při současném hodu
dvěma kostkami padne č́ıslo 10?

Možné součty: 10 = 6 + 4 = 5 + 5
Jaká je pravděpodobnost toho, že při současném hodu dvěma kostkami

padne č́ıslo 9?
Možné součty: 9 = 6 + 3 = 5 + 4
Možných rozklad̊u č́ısel 9 a 10 je stejně, přesto součet 9 padá častěji než

součet 10 (empiricky zjǐstěno).

Náhodný pokus

Definice 1.1 Neprázdnou množinu všech možných výsledk̊u náhodného po-
kusu nazýváme základńı prostor a označujeme Ω.

Prvky množiny Ω označujeme ωt, kde t ∈ T je vhodný index.

Definice 1.2 Systém podmnožin A základńıho prostoru Ω, který

a) obsahuje základńı prostor;

b) s každými dvěma podmnožinami obsahuje i jejich rozd́ıl; a

c) s každým konečným [spočetným] systémem množin obsahuje i jejich
sjednoceńı

nazýváme jevové pole.
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1.2 Závislé a nezávislé jevy

Závislé jevy: opakované výběry bez vraceńı
- použ́ıváme větu o násobeńı pravděpodobnost́ı

Nezávislé jevy: opakované výběry s vraceńım, opakované hody kostkou
- pravděpodobnosti násob́ıme

1.3 Př́ıklady: jevové pole

Náhodný pokus: házeńı kostkou
Možné výsledky: 1, 2, 3, 4, 5, 6; tj. Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6} (jednotlivá č́ısla

označuj́ı skutečnost, že padlo dané č́ıslo)
A = {∅,Ω} — triviálńı jevové pole
[Otázka: muśı být prázdná množina prvkem A?]
B = {∅,Ω, {2, 4, 6}}
C = {∅,Ω, {1, 3, 5}, {2, 4, 6}}
D = {∅,Ω, {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}}
Náhodný jev: libovolný prvek jevového pole (množina).
[Úkol: nazvěte některé náhodné jevy podle A,B, C,D.]

Definice 1.3 Dvojice (Ω,A) se nazývá měřitelný prostor.

Označeńı: Jev jistý: Ω
Jev nemožný: ∅
Jev elementárńı: ω pro ω ∈ Ω
Společné nastoupeńı jev̊u Ai:

⋂
i ∈ IAi

Nastoupeńı alespoň jednoho z jev̊u Ai:
⋃

i ∈ IAi

Jev opačný k jevu A: Ai = Ω \Ai

Definice 1.4 Pravděpodobnost́ı rozumı́me reálnou množinovou funkci P :
A → R, která je

a) nezáporná;

b) spočetně aditivńı; a

c) normovaná.

Trojici (Ω,A, P ) (tj. základńı prostor, jevové pole, pravděpodobnostńı
funkce) nazýváme pravděpodobnostńı prostor.
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Kapitola 2

Klasická pravděpodobnost

P (A) =
m(A)

m(Ω)

(počet př́ıznivých jev̊u lomeno počet všech možných jev̊u).
Lze použ́ıt pouze tehdy, jsou-li pravděpodobnosti všech elementárńıch

jev̊u stejné.

Věta 2.1 (Věta o sč́ıtáńı pravděpodobnost́ı) Necht’ A1, A2, . . . , An ∈
A jsou libovolné jevy. Pak plat́ı:

P (
n⋃
i∈I

Ai =
n∑

i=1

P (Ai)−
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

P (Ai ∩Aj) + · · ·

· · ·+ (−1)n−1P (A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An)

Př́ıklad 2.2 Z množiny zvané základńı soubor rozsahu n vybereme k-krát
po jednom prvku, který vždy vrát́ıme zpět. Źıskáme uspořádanou k-tici,
která se nazývá uspořádaný výběrový soubor k prvk̊u s vraceńım. Předpokládejme,
že v základńım souboru je právě r prvk̊u označeno.

Vypočtěte pravděpodobnosti jev̊u A, B, C, které jsou definovány takto:
A - každý z prvk̊u základńıho souboru se ve výběrovém souboru vyskytne

nejvýše jedenkrát
B - předem daný prvek základńıho souboru se ve výběrovém souboru

vyskytne nejvýše jedenkrát
C - ve výběrovém souboru se vyskytne právě x označených prvk̊u

2.1 Geometrická pravděpodobnost

P (A) =
V (A)

V (E)

Buffonova úloha o jehle – řešeńı i s obrázky viz http://mant.upol.cz/soubory/OdevzdanePrace/B08/b08-
20-ls.pdf
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Kapitola 3

Bayes̊uv vzorec

3.1 Podmı́něná pravděpodobnost

Necht’ je dán základńı prostor Ω, jev A a jev B. Pravděpodobnost toho, že
za podmı́nky B nastal jev A, vypočteme takto:

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)

Např. Ω{1, 2, 3, 4, 5, 6} - výsledky hodu kostkou
jev A = {3, 4, 5, 6} - padne č́ıslo větš́ı než 2
jev B = {1, 6} - padne 1 nebo 6

P (A) =
2

3
, P (B) =

1

3

P (A|B) =
1
6
1
3

=
1

2

Násobeńı pravděpodobnost́ı Z klasické definice pravděpodobnosti v́ıme,
že

P (A ∩B) =
|A ∩B|
|Ω|

Problém: jak určit |A ∩B|?
Ze vzorce pro podmı́něnou pravděpodobnost plyne, že

P (A ∩B) = P (A|B)P (B)

a analogicky

P (A ∩B) = P (B|A)P (A)

Pro pravděpodobnost pr̊uniku 3 a v́ıce jev̊u A1, A2, . . . , An pak plat́ı:
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P (A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An) = P (A1)P (A2|A1) · · ·P (An|A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An−1)

Definice 3.1 (Nezávislé jevy) Řı́káme, že jev A nezáviśı na jevu B, po-
kud plat́ı

P (A|B) = P (A)

a pak tedy také

P (B|A) = P (B)

Zřejmě potom plat́ı, že

P (A ∩B) = P (A)P (B)

Sč́ıtáńı pravděpodobnost́ı Vyjdeme-li z klasické definice pravděpodobnosti,
zřejmě

A = (A ∩B) ∪ (A ∩B),

kde B je doplněk jevu B. Tedy

P (A) = P (A ∩B) + P (A ∩B)

Dále zřejmě

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

Pro pravděpodobnost sjednoceńı v́ıce jev̊u použijeme princip inkluze a
exkluze.

3.2 Úplná pravděpodobnost

P (A) = P (B1)P (A|B1) + P (B2)P (A|B2) + · · ·+ P (Bn)P (A|Bn)

Bayesova věta odpov́ıdá na otázku, jaká je pravděpodobnost, že nastal
jev Bi, v́ıme-li, že nastal jev A:

P (Bi|A) =
P (Bi)P (A|Bi)∑n

k=1 P (Bk)P (A|Bk)
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Kapitola 4

Popisná statistika

Kdy nestač́ı klasická definice pravděpodobnosti?
- geometrická pravděpodobnost je jen model klasické pravděpodobnosti
- podstatné: nastoupeńı lib. jevu má stejnou možnost, tj. žádný jev nemá

přednost před ostatńımi

Statistická definice pravděpodobnosti - nazývaná také frekvenčńı či
empirická

Opakujeme-li n-krát nezávisle daný pokus a nastane-li v těchto poku-
sech sledovaný jev A m-krát, potom jeho relativńı četnost je rovna zlomku
m/n. Bude-li při rostoućım počtu pokus̊u relativńı četnost koĺısat ve stále
užš́ıch meźıch kolem určitého č́ısla, můžeme předpokládat, že toto č́ıslo je
pravděpodobnost́ı jevu A.

- absolutńı četnost
- relativńı četnost

Borelovské pole a borelovská množina: Minimálńı jevové pole na
Rn obsahuj́ıćı tř́ıdu všech interval̊u (−∞, x1 > ×(−∞, x2 > ×(−∞, x3 >
· · · × (−∞, xn−1 > ×(−∞, xn−1 > se nazývá borelovské pole, jeho prvky
borelovské množiny.

Náhodná veličina formálně: Necht’ (Ω,A, P ) je pravděpodobnostńı pro-
stor. Zobrazeńı X : Ω → R se nazývá náhodná veličina (vzhledem k je-
vovému poli A), právě tehdy, když úplný vzor každé borelovské množiny je
jevem, tj. ∀B B : {ω ∈ Ω : Xω ∈ B} ∈ A.

Náhodná veličina může být diskrétńı nebo spojitá.

4.1 Distribučńı funkce

• neklesaj́ıćı
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• zprava spojitá

• limx→∞Φ(x) = 1, limx→−∞Φ(x) = 0

• 0 ≤ Φ(x) ≤ 1

• pro x0 ∈ R plat́ı: P (X = x) = Φ(x0)− limx→x0
− Φ(x)

• pro a, b ∈ R, a < b plat́ı p(a < X ≤ b) = Φ(b)− Φ(a)

Diskrétńı náhodná veličina

• pravděpodobnostńı funkce π(x)

– nezáporná

– normovaná, tj.
∑∞
−∞ π(x) = 1

• distribučńı funkce: Φ(x) =
∑x

t=−∞ π(t)

Spojitá náhodná veličina

• hustota pravděpodobnosti ϕ(x)

– nezáporná

– normovaná, tj.
∫∞
−∞ ϕ(x) = 1

• distribučńı funkce Φ(x) =
∫ x
t=−∞ ϕ(t)dt

Základńı a výběrový soubor

• základńı soubor E (neprázdná množina)

• podmnožina základńıho souboru G - prvky s danou vlastnost́ı

• výběrový soubor (neprázdná podmnožina výběrového souboru)

• rozsah výběrového souboru n

• absolutńı četnost G ve výběrovém souboru N(G)

• relativńı četnost G ve výběrovém souboru p(G) = N(G)
n
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Vlastnosti relativńı četnosti

• p(∅) = 0

• 0 ≤ p(G) ≤ 1

• p(E) = 1

• p(G) ≤ 1

• p(G) + p(G) = 1

• p(G1 ∪G2) + (G1 ∩G2) = p(G1) + p(G2)

• 1 + (G1 ∩G2) ≥ p(G1) + p(G2)

• p(G1 ∪G2) + 0 ≤ p(G1) + p(G2)

• G1 ⊆ G2 ⇒ p(G2 \G2) = p(G2)− p(G1)

• G1 ⊆ G2 ⇒ p(G1) ≤ p(G2)

Podmı́něná relativńı četnost podobně jako podmı́něná pravděpodobnost
(klasická definice pravděpodobnosti)

p(G1|G2) =
N(G1 ∩G2)

N(G2)

Četnostně nezávislé podmnožiny G1, G2 Ř́ıkáme, že G1 a G2 jsou
četnostně nezávislé, plat́ı-li

p(G1 ∩G2) = p(G1)p(G2)

Nominálńı znaky - hodnoty znaku představuj́ı jen č́ıselné kódy kvalita-
tivńıch pojmenováńı (např. č́ısla tramvaj́ı)

Ordinálńı znaky - uspořádáńı znak̊u má smysl (např. známky ve škole)

x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xc ≤ xϑ ≤ xc+1 ≤ . . . ≤ xn

Intervalové znaky - připouštěj́ı uspořádáńı a nav́ıc operaci rozd́ılu (např.
teplota)

Poměrové znaky
- připouštěj́ı uspořádáńı, operaci rozd́ılu a nav́ıc i operaci pod́ılu
Alternativńı znaky
- nabývaj́ı pouze dvou hodnot (úspěch-neúspěch, žena-muž)
Charakteristiky znak̊u:
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• modus: nejčetněǰśı hodnota (pro nominálńı znaky)

• dolńı kvartil

• medián

• horńı kvartil

• percentily

• kvartilová odchylka

Charakteristiky polohy

• aritmetický pr̊uměr

Charakteristiky variability

• pr̊uměrná odchylka

• rozptyl

• směrodatná odchylka
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PřF MU Brno 1998.
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Kapitola 5

Pravděpodobnost a popisná
statistika 1 - otázky a
př́ıklady ke kolokviu

1. Jevové pole. Elementárńı jev, jev jistý a nemožný.

2. Pravděpodobnostńı prostor.

3. Klasická definice pravděpodobnosti.

4. Věta o sč́ıtáńı pravděpodobnost́ı.

5. Věta o násobeńı pravděpodobnost́ı.

6. Geometrická pravděpodobnost.

7. Podmı́něná pravděpodobnost.

8. Úplná pravděpodobnost.

9. Bayes̊uv vzorec.

10. Nezávislé jevy.

11. Statistická definice pravděpodobnosti.

12. Diskrétńı a spojitá náhodná veličina, distribučńı funkce, pravděpodobnostńı
funkce a hustota pravděpodobnosti.

13. Relativńı četnost. Vlastnosti relativńı četnosti.

14. Nominálńı, ordinálńı, intervalové, poměrové a alternativńı znaky a je-
jich č́ıselné charakteristiky.

15. Charakteristiky polohy a variability.
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