Kombinatorika — mozZnosti vyuziti v u¢ivu matematiky na zakladni
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Kombinatorika je matematickd disciplina, kterd se zabyva rozdélovanim, usporadavanim, vybérem
prvkl z né¢jaké mnoziny. Prvni kombinatorické poznatky muzeme najit jiz v nejstarSich dochovanych
textech ze staré Ciny a Indie. Skuteéna kombinatorika vznika v 16. — 17. stoleti v souvislosti s uréenim
pravdépodobnosti vyhry hazardnich her a je spojena se jmény napt. N. Tartaglii, B. Pascala, P. Fermata.
K dal$imu vyvoji kombinatoriky v 18. stoleti pfispéli zejména J. Bernoulli, G. W. Leibniz, L. Euler.

Klasickd kombinatorika se zabyva otdzkou vybéru a rozmisténi prvkd do tzv. konfiguraci danych

prvka do skupin s urcitymi vlastnostmi. Nejjednodussi typy konfiguraci maji své specifické nazvy —
variace, permutace, kombinace. V soucasné dobé se kombinatorika prudce rozviji, aplikace tzv.
kombinatorické analyzy zahrnuji, mimo jiné, ekonomické problémy. Vyrazné je jeji vyuziti v teorii
pravdépodobnosti, statistice, teorii informaci, linedrnim programovani apod. Kombinatorické metody
hraji vyznamnou roli v teoretické matematice, napf. v teorii grup.

Pro zéky zéakladni skoly je vyznam kombinatoriky jednak z hlediska vyukového, jednak k rozvoji
kombina¢niho mysleni.

- Kombinatorika je nastrojem ke zvladnuti dalsich témat Skolské matematiky, napft. algebry, teorie
¢isel, pravdépodobnosti a statistiky, dale pak kddovani, Sifrovani.

- Vysledki kombinatoriky se vyuziva v dalSich védnich oborech, jako jsou napt. lingvistika,
chemie, biologie, fyzika, spojova technika.

- Zvladnuti zékladii kombinatoriky mé vyznam pro Zivot ¢lovéka obecné, nebot’ jej uci vybirat a
posuzovat vSechny moznosti, které v dané situaci mohou nastat a volit optimalni feSeni. Ze
siroké Skaly uziti kombinatoriky Ize uvést napt. sestavovani rozvrhu hodin ve Skole, sestavovani
jizdnich fadi, optimalni rozdélovani prace mezi stroje, volba kombinaci plodin pfi osevu
zemédélskych kultur na pozemcich, spojeni mezi molekulami ¢i atomy, uréeni poctu cisel
tazenych v riznych hrach, vybér prvkli v riznych hrach apod.

Cile v RVP
Rozvijeni kombinatorického a logického mysleni:
- ke kritickému usuzovani a srozumitelné a vécné argumentaci

- prostiedek k feseni tloh

Pod pojmem ,, kombinaéni mySleni* rozumime:

- schopnost uvédomovat si vztahy mezi zkoumanymi objekty,



- uvédomovat si, zda v daném souboru mohou existovat skupiny pozadovanych vlastnosti,

- umét provadét vybér prvkl zurcité skupiny podle néjakého pravidla nebo podle danych
vlastnosti,

- umét provadét rozdélovani, uspotradani prvka dané skupiny,

- umét najit metodu vyhledavani vSech skupin poZzadovanych vlastnosti (napt. vyctem vSech jejich
prvki, graficky, pouzitim vzorci),

- posoudit, zda vybrané skupiny jsou uspoiadané ¢i neuspotradané,
- umét rozlisit, zda se ve skupinach prvky mohou nebo nemohou opakovat,

- ume¢t zobeciiovat a najit pravidlo pro urceni poc¢tu skupin dané tlohy.

Metodami prace na zakladni Skole jsou pfedevSim experiment, uziti grafického znazornéni, didakticka
hra, sledovani zakonitosti, posupné pronikani do vztahti a vzorct.

Kombinatoricka pravidla
Na uvod pfipomenime dvé dilezita kombinatoricka pravidla — pravidlo sou¢tu a soucinu.

Pravidlo souctu: Jestlize A, A, ..., A, jsou kone¢né mnoziny, které maji po fad€ pi, pz, ... pn prvki a
jsou-li kazdé dvé disjunktni, pak pocet prvki sjednoceni téchto mnozin A;UJA,[..A, je roven
pitp2t... Tpn.

Pt. 1: Urcete pocet vSech dvojcifernych Cisel, v jejichz dekadickém zapisu se kazda Cislice vyskytuje
nejvyse jednou.

Pi. 2: Ctverec o strané 4 jednotky je rozdélen rovnob&Zkami se stranami na 16 jednotkovych &tverci.
Urcete, kolik je v daném obrazci Ctverci.

Pravidlo soudinu: Jestlize vybirame uspoiadané k-tice cisel, pfi¢emz prvni ¢len muzeme vybrat n;
zpusoby, druhy n; zptsoby, ... k-ty ¢len ny zplsoby, pak pocet vSech uspotadanych k-tic je roven
n;.no...Ng.

Pt. 1: Urcete pocet vSech dvojcifernych Cisel, v jejichz dekadickém zapisu se kazda Cislice vyskytuje
nejvyse jednou.

Pt. 2: V kosiku lezi 12 jablek a 10 hrusek. Jirka si z né¢ho bere jablko nebo hrusku, potom si Jana vybira
1 jablko a 1 hrusku. Kdy ma Jana vétsi moznost vybéru?



Kombinace bez opakovani

Motivacni ptiklady, feSeni experimentem a graficky

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Kamaradi hraji tenis systémem kazdy s kazdym. Zvolte si postupné pocet hract a sledujte, jak se
meni pocet zapast v zavislosti na poctu hract.

Kolik riznych zapasi sehraje 5 hraci tenisu, jestlize hraje kazdy s kazdym?

V roviné je dano 5 riznych bodu, které lezi na jedné pfimce. Kolik riznych usecek je témito
body uréeno?

V roviné je dano 5 riznych bodi, Zadné tfi z nich nelezi na jedné piimce. Kolik riznych ptimek
a kolik riznych tsecek je témito body urc¢eno?

Kolik stran a uhlopfi¢ek ma konvexni pétithelnik?
Ve spolecnosti je 12 osob. Podaji si ruce kazdy kazdému. Kolik podani ruky to bude?
Kolik uhlopti¢ek ma pravidelny Sestitthelnik (#- thelnik)?

Kolik zplisoby si mlizete vybrat z osmi riznych zakuskt dva zakusky?

Jsou dany GseCky a = 6,4 cm, b=4,7cm, c¢=50mm, d=32 mm. Vypocitejte obvody a
obsahy vSech obdélniki, jejich stranami mohou byt usecky a, b, ¢, d.

Zahradnik vypéstoval 8 druhti rizi. Kolik ma moznosti vybéru kytice ze tii druhti rizi?

V turnaji bylo sehrdno 28 zédpast. Kolik druzstev se turnaje zucastnilo, jestlize hral kazdy
s kazdym pravé jednou?

Pét kamarada A, B, C, D, E jelo stanovat. M¢li jeden stan pro dvé osoby a jeden stan pro tfi
osoby. Kolika zptsoby se mohli rozdélit?

Kuzelky jsou sestaveny do Ctverce tak, ze v kazdé fadé jsou tfi kuzelky. Pii hadzeni kouli mizeme
shodit 0 az 9 kuzelek. Kolik je vS§ech moznosti shozeni kuzelek?

Sest kamaradek A, B, C, D, E, F se rozhodlo, e budou vytvafet vSechny mozné skupiny po
jedné, po dvou, po tfech, po ctyfech, po péti. Jak se mohly rozdélit? Kolik rtiznych skupin vzdy
mohly vytvofit?

Vroviné je dano 7 rtznych bodid, znichz zadné tii nelezi v téze piimce. Kolik raznych
trojihelniki je témito body uréeno?

V roviné je dano 9 riznych bodi, z nichz Zadnymi tfemi neprochazi pifimka a Zadnymi Ctyfmi
neprochazi kruznice. Kolik riznych kruznic je témito body uréeno?



17. Jsou dany tsecky délek 6 cm, 4 cm, 3 cm, 8 cm, 2 cm, 5 cm. Kolik rtiznych trojahelniki mizeme

pomoci téchto usecek sestrojit?

K-¢lennd kombinace z n prvkl je neuspotfddand k-tice sestavend z téchto prvka tak, ze kazdy se v ni
vyskytuje nejvySe jednou. K-Elennd kombinace zn prvki je k-prvkovd podmnozina n-prvkové

mnoziny.

n . W rowr v r r rowr r
Symbol (k) se nazyva kombinacni ¢islo. Pro vSechna celd nezaporna ¢isla n,k, n <k plati:

ny n(n=1)(n-2)..(n—k+1) n\ _ n!
k k(k-1)..2.1 k kl(n—k)!

n
Kombinacéni ¢islo (]J se poprvé objevuje u L. Eulera v 18. stoleti. Kombinacni ¢islo

n
(kj urcuje pocet k-prvkovych podmnozin n-prvkové mnoziny.

Pro kazd¢ ptirozené ¢islo n definujeme » faktorial (znacime n!) takto: n!=n(n-1) ... 2.1, 0!=1

Variace bez opakovani

Motivacni priklady

1. Kolik riznych vlajek mlZzeme sestavit ze tfi rGznobarevnych vodorovnych pruhti, jsou-li
k dispozici latky barev: ¢ervend, modra, bila, zelena, Zluta?

2. Kolik riznych signalt (ze dvou ténll) miizeme vytvofit ze Ctyf tont ¢, e, g, h?

3. Kolik riznych trojcifernych ¢isel miizeme zapsat pomoci Cislic 8, 7, 6, 5, 2, jestlize se kazda
¢islice vyskytuje v zapisu Cisla nejvyse jednou? Kolik z téchto ¢isel je sudych?

4. Kolik raznych ¢isel mlizeme sestavit z Cislic 3, 5, 4, 0, 9, jestlize se kazda cislice vyskytuje
v zépisu Cisla nejvyse jednou? Kolik z nich je nasobkem ¢isla 5?

5. Osm spoluzakl si slibilo, ze si o prazdninach poSlou pohlednice. Kolik pohlednic tak bylo

rozeslano?



6. Ve skole mame 10 vyucovacich predmétl, kazdy den méame 6 vyucovacich hodin. Kazdému
pfedmétu se mad vyucovat nejvyse jednu hodinu denné¢. Kolika zpiisoby lze sestavit rozvrh na
jeden den?

7. Kolik pftirozenych Sesticifernych ¢isel, v jejichz zapisu jsou vSechny Cislice navzdjem rizné, lze
zapsat pomoci vSech deseti cifer desitkové soustavy?

K-c¢lenna variace z n prvki je uspotadand k-tice sestavena z téchto prvki tak, ze kazdy se v ni vyskytuje
nejvyse jednou.

Pocet vSech k-¢lennych variaci z n prvki je:

Vikn) = nm-1).n-2). ....n—k+1)

Ovéite na prikladech, ze plati V(k,n) = n. V(k-1, n-1)

Pozn.: Promyslete, zda existuje vztah mezi kombinacemi a variacemi.

Pt.: Ze Ctyt zdvodnikll vybirdme trojici, kterd a) obdrzi medaile, b) dostane zlatou, stfibrnou a
bronzovou medaili.

Permutace bez opakovani

Motivacni priklady
1. Zapiste vSechna trojciferna ¢isla, v jejichz zapisu se vyskytuji ¢islice 5, 3, 8, kazda praveé jednou.

2. Kolik lichych ctyteifernych ¢isel lze sestavit z ¢islic 3, 4, 6, 7, jestlize se v zdpisu Cisla
vyskytuje kazda Cislice prave jednou?

3. Kolika zplisoby mizeme rozesadit 8 déti na jedné dlouhé lavici?

4. Kolika zptisoby mizeme rozesadit 8 déti kolem kulatého stolu?

5. Sest déti se presazuje ve Skolnich lavicich kazdy den. Bude jim stadit na vSechna mozna
rozesazeni Skolni rok?

6. Kolik zplisoby mizeme posadit 10 hosti na 10 zidli?

7. Zapiste vSechny permutace z ¢isel 1, 2, 3 do sloupcii pod sebe. Dostanete tak 6 sloupcii. Urcete
soucet vSech Cisel v kazdém sloupci. Ulohu opakujte pro ¢isla 1, 2, 3, 4.

8. Kolik rtiznych vét o sedmi slovech mizeme ziskat, mame-li k dispozici pravé 7 raznych slov?
Pokuste se takovou vétu sestavit.



Permutace z n prvki je usporfddand n-tice sestavend z téchto prvki tak, ze se v ni vyskytuje kazdy
prvek pravé jednou.

Permutace z n prvki je kazdéa n-¢lenna variace z téchto prvk.
Pocet permutaci:

P(n)=V(nn)=nm-1).m-2). ....3.2. I=n!
Hodnoty faktoriali Cisel rostou velmi rychle:

1'=1, 4!=24, 5!=120, 10!=3 628 800

Skupiny s opakovnim
Variace s opakovanim

Motivacni priklady

1. Kral posild 6 spéSnych zprav. Kazdy ze 3 posli mtze dorucit libovolnou znich. Kolik je
moznosti, jak mtze rozdélit dopisy mezi kuryry?

2. Kolik zna¢ek Morzeovy abecedy je mozno vytvorit, sestavime-li tecky a carky do skupiny o 1-4
prvcich?

3. Kolik ptirozenych ¢isel mensich nez 10° 1ze zapsat pouze pomoci cifer 7 a 92

4. Kolik péticifernych ¢isel mizeme poskladat z cifer 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, pokud se cifry mohou
opakovat?

5. Kolik ¢tyfcifernych ¢isel miizeme sestavit z Cislic 3, 6?

K-¢lenna variace s opakovanim z »n prvku je usporadana k-tice sestavena z téchto prvku tak, ze se v ni
kazdy prvek vyskytuje nejvyse k-krat.

Pocet variaci s opakovanim:

V' (kn)= n"
Permutace s opakovanim
Ptiklady

1. Kolika zplisoby mizeme sestavit 5 vagonti, kdyz ve tfech vagonech je pisek a ve dvou je
cement?



Kolik anagrami lze vytvofit z pismen slova MATEMATIKA?

Urcete pocet vSech anagramu, které lze vytvofit z pismen PARABOLA, pozadujeme-li, aby se
ve vytvoifeném anagramu pravidelné stfidaly samohlasky a souhlasky.

Kolik riznych anagramti mizeme ziskat ze slova ROKOKO, nesmé¢ji-li v takovém anagramu
stat vSechna pismena O vedle sebe?

Pro 8 studentd je pfipraveno ubytovani ve 3 pokojich, z nichz dva jsou trojlizkové, jeden
dvojltzkovy. Kolik je zptsobi rozdéleni do jednotlivych pokoja?

Matka ma 2 stejnd jablka, 3 stejné hrusky a 4 stejné pomerance. Kazdy den dé synovi po jednom
kousku ovoce. Urcete, kolik je moznosti vydeje.

Permutace s opakovanim z n prvkl je usporddana k-tice sestavend z téchto prvkil tak, ze se v ni
vyskytuje kazdy prvek alespon jednou.

Pocet permutaci s opakovanim z »n prvki, v nichz se jednotlivé prvky opakuji k;, ko, ..., k, krat:

n!

ﬁ
Pk koo o k)= TR

Pozn.: Promyslete, jaky existuje vztah mezi permutacemi a permutacemi s opakovanim.

Pt.: a) Z Cislic 1, 2, 3, 4 utvoite vSechna Ctyfciferna Cisla (bez opakovani cifer). b) Z ¢islic 1, 2 utvoite
vSechna Ctyfciferna Cisla, kdyz se kazda Cislice opakuje dvakrat.

Kombinace s opakovanim

Priklady

1. Vsadé je 32 karet, 8 druhtl, kazda ve Ctyfech barvach. Kolika zptisoby mizeme vybrat 4 karty,
jestlize: a) rozliSujeme jen barvy, b) rozliSujeme barvy i hodnoty karet?

2. Mezi 6 déti rozdélujeme 15 (stejnych) tenisovych mickl. Urcete pocet a) vSech moznych
rozdé€leni, b) pocet vSech rozdéleni, pti kterych kazdé dit¢ dostane aspoil jeden micek.

3. Maéme 12 druhti pohlednic. Kolika zplisoby 1ze provést ndkup 8 pohlednic, kdyz jeden druh miize
byt zakoupen vicekrat?

4. Kolika zptisoby lze do 9 riznych ptihradek rozmistit 7 bilych a 2 ¢erné koule, a) nesmi-li zddna

ptihradka zGstat prazdnd, b) mohou-li nékteré prihradky ziistat prazdné?



K-¢lenna kombinace s opakovanim z »n prvkl je neuspotradana k-tice sestavena z téchto prvka tak, ze
se v ni kazdy prvek vyskytuje nejvyse k-krat.

Pocet kombinaci s opakovanim: n+k-1
K'(kn) = k

Toto Cislo také udava, kolika zplisoby mizeme rozmistit k£ identickych pfedméta do » ptihradek.

Vyuziti kombinatorickych tloh v ué¢ivu matematiky
6. ro¢nik — numerace a pocetni vykony v oboru prirozenych ¢isel
1. Kolik je vSech trojcifernych ¢isel zapsanych raznymi ¢islicemi?
2. Kolika zptisoby miizeme zaplatit 50 K& pomoci minci: 20 K¢, 20 K¢, 5 K¢, 2 KE?
3. Dopliite mezi Ctyti dvojky zavorky a znaménka +, -, . , : tak, abyste dostali vysledek 1.
4. Doplnte mezi ¢tyti sedmic¢ky zadvorky a znaménka +, -, . , : tak, abyste dostali vysledek 14.

5. Zcisel 1 az 9 sestavte magicky Ctverec 3 krat 3 tak, aby se vkazdém ftadku, sloupci i
uhloptic¢kach soucty sobé rovnaly.

6. ro¢nik — délitelnost v oboru prirozenych cisel
6. Urcete vSechny délitele ¢isla 2730.
7. Kolik trojcifernych ptirozenych cCisel sestavenych z Cislic
a. 1,2,3,4,5,
b. 0,1,2,3,5
je délitelnych péti?
Algebraické vyrazy

Vsimnéte si koeficientti u jednotlivych ¢lent mocnin dvojclenti a ¢isel v Pascalové trojihelniku:



V kazdém tadku tohoto trojuhelniku se vyskytuji kombinacni ¢isla. Pro zaky je trojuhelnik dulezity
v algebfe - souvislost s koeficienty pii vypoétu mocnin dvojclenu (a + b)".

(@a+b)’ =1

@+b)'=a+b
(a+b)’=da’+2ab+ b’
(a+b)=d +3a°b+ 3ab° + b’

(a+b)=a"+4a’b + 6a°b° + 4ab’® + b’
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