Rikame, Ze celé &islo b déli celé ¢Eislo a (nebo b je délitelem a nebo « je délitelné b nebo a je
nasobkem b), pravé kdyz existuje celé ¢islo x, pro které plati a = b . x. Zapisujeme b | a.
Jestlize k ¢islim a, bJC neexistuje x[1Z takové, ze a = b . x, fikame, ze b nedéli a a

zapisujeme b ¢ a.

Plati-li, ze a =b . x, pak ¢isla b a x jsou d¢litelé ¢isla @ a nazyvaji se sdruzeni délitelé
Cisla a. Délitelé Cisla a pattici do mnoziny pfirozenych Cisel se nazyvaji ptirozeni délitelé
Cisla a.

1. Kazdé celé ¢islo a# 0, I, =I ma alesponl 4 celocCiselné délitele, a to ¢isla 1, a, I, —a.
Tyto délitele nazyvame samoziejmymi (trivialnimi) déliteli ¢isla a. (Ostatni délitele Cisla
a, pokud existuji, nazyvame nesamoziejmymi nebo netrivialnimi déliteli ¢isla a.)

2. Cisla I a—I maji pravé dva délitele v mnozing Z, a to I, —I.

3. Cislo 0 ma nekoneéné mnoho déliteldl, a to kazdé celé &islo rtizné od nuly.

4. Cislo 0 neni délitelem 7adného nenulového &isla a, protoze neexistuje zadné celé &islo x
tak, aby platilo 0 .x =a .

5. Cislo 0 je délitelem sebe sama (0|0), nebot’ pro libovolné celé &islo x plati 0 . x = 0.

Véta 1. Pro libovolna cela ¢isla a, b, ¢ plati
a) (bla U blc) = (blatc O bla—c)

b) bla= (-b)|a

c) bla= b|(-a)

Celé cislo, které je délitelné dvéma se nazyva sudé cislo.
Celé cislo, které neni délitelné dvéma (tj. pii déleni dvéma dava zbytek /) se nazyva liché
¢islo.

Na zaklad¢ casti b) a c) uvedené véty 1. mizeme déle teorii délitelnosti budovat jen
v mnozin¢ piirozenych ¢isel. (Urcime-li pfirozené délitele pfirozeného Cisla a, umime snadno
urcit vSechny dé¢litele ¢isla a 1 ¢isla —a.).

ZNAKY DELITELNOSTI

Znaky d¢litelnosti jsou véty, které umoznuji rozhodnout o délitelnosti ¢isla jinym cislem bez
provedeni déleni, jen ze zépisu Cisla.

Ve vsech dalSich uvahach mame na mysli pfirozend ¢isla zapsana v desitkové soustavé.

1. Pfirozené Cislo a je délitelné dvéma (péti, deseti) prave tehdy, kdyZ je dvéma (péti,
deseti) délitelné ¢islo, zapsané jeho cifrou nultého fadu.

2. Piirozené ¢islo a je délitelné Ctyfmi, praveé kdyz je ¢tyfmi délitelné ¢islo zapsané jeho
poslednim dvojcislim.

3. Pfirozené Cislo a je délitelné osmi, prave kdyz je osmi délitelné ¢islo zapsané jeho
poslednim troj¢islim.



4. Priirozené Cislo a je délitelné tfemi (deviti), praveé kdyz je tfemi (deviti) d€litelny jeho
ciferny soucet. (Ciferny soucet je soucet vSech Cisel zapsanych jednotlivymi ¢islicemi
v zapisu Cisla a)

5. Pfirozené Cislo a je délitelné jedenacti, pravé kdyz je jedendcti délitelny soucet Cisel
zapsanych jednotlivymi ciframi sudého fadu zmenseny o soucet Cisel zapsanych
jednotlivymi ciframi lichého fadu v zapisu ¢isla a.

Uvedené znaky délitelnosti plynou z obecnégjSich vét:

L. D¢élime-li pfirozené ¢islo a dvéma (péti, deseti) dostaneme stejny zbytek, jako kdyz
délime dvéma (péti, deseti) Cislo zapsané cifrou nultého fadu v zapisu ¢isla a.

I1. Délime-li prirozené ¢islo a (aspon trojciferné) ¢tyfmi, dostaneme stejny zbytek, jako
kdyZ délime ¢tyimi ¢islo zapsané jeho poslednim dvojcislim.

III.  Délime-li pfirozené ¢islo a (aspon Ctyfciferné) osmi, dostaneme stejny zbytek, jako

kdyZ délime osmi ¢islo zapsané jeho poslednim troj¢islim.

IV.  Délime-li ptirozené ¢islo a tfemi (deviti), dostaneme stejny zbytek, jako kdyz délime
ttemi (deviti) jeho ciferny soucet.

V. Délime-li prirozené Cislo a jedenacti, dostaneme stejny zbytek, jako kdyz délime
jedenacti soucet Cisel zapsanych ciframi sudého fadu zmenseny o soucet Cisel
zapsanych ciframi lichych fadu.

Dtkazy vét I. — V. Ize provést s vyuzitim véty 2.

Veéta 2. Je-li celé Cislo a souctem dvou celych ¢isel, z nichZ jedno je nasobkem celého ¢isla b,

pak druhé dava pii déleni Cislem b stejny zbytek jako ¢islo a.
PRVOCISLA, SLOZENA CiSLA

Ptirozené Cislo p>1 nazyvame prvocislem, pravé kdyz ma pravé dva razné prirozené délitele
(4. ¢isla 7 a p).

Ptirozené ¢islo a > 1, které neni prvocislem (tj. ma vice nez dva piirozené délitele),
nazyvame sloZzenym cislem.

Poznamka: Cislo I podle definice neni prvocislo ani ¢islo slozené.

Veéta 3. Kazdé piirozené ¢islo n > 1 ma aspoinl jednoho prvociselného délitele, mensiho nez

n .

Véta 4. Jestlize pfirozené ¢islo a neni délitelné zddnym prvocislem menSim nebo rovnym
va , pak a je prvocislo.

Véta 5. Kazdé slozené Cislo a Ize vyjadrit praveé jednim zplisobem ve tvaru soucinu
kone¢ného poctu prvocisel

—_ 61 62 €
a=p;" py L.0p",
kde p;, pa, ....., pr jsou prvocisla, ej, ey, ..., ex jsou nenulova piirozena Cisla.
O €, , r v ’ e r 7
Tento zapis a = p;' [p57 O.0p . se nazyva prvociselny rozklad piirozeného Cisla a a p;, p,

..... , Px jsou tzv. prvocCinitelé rozkladu.



NEJVETSI SPOLECNY DELITEL

Spole¢ny délitel prirozenych Cisel a, b je kazdé prirozené Cislo d, pro které plati d| a a
d | b. Nejvétsi spolecny delitel ptfirozenych ¢isel a, b je ten ze spolecnych délitell, ktery je
délitelny vSemi spole¢nymi déliteli. Oznacujeme NSD(a, b).

Poznamka. V mnoziné ptirozenych cisel lze téz fici, ze nejvetsi spolecny délitel je nejvetsi
(maximalni) ¢islo ze spole¢nych délitela.

Nejvétsi spolecny délitel ¢isel miizeme ur€it riznymi zptisoby:
a) vyuzitim definice,
b) pomoci tzv. Euklidova algoritmu,
¢) pomoci rozkladu danych ¢isel na soucin prvociniteld.

Véta 6.

JestliZe pfirozené Cislo a dava pii déleni nenulovym pfirozenym ¢islem b nenulovy zbytek z,
tzn. a=b.q +z a z<b, pakplati, Ze mnozina vSech spole¢nych d¢litelt Cisel a, b je
mnozinou vSech spoleénych délitelt ¢isel b, z. Také nejvetsi spolecny délitel Cisel a, b je
roven nejveétsimu spoleénému déliteli Cisel b, z, tj. NSD(a, b) = NSD(b, z).

Tim pievadime problém uréeni NSD(a, b) na uréeni NSD(b, z). Cisla b a z jsou mensi nez
Cislaa, b.

Na véte 6. je zalozen postup vypoctu nejvétsiho spolecného délitele dvou piirozenych
¢isel nazyvany Euklidiv algoritmus. Pouziti Euklidova algoritmu ukazeme na ptiklad¢:

Priklad:
Urcete NSD(600, 252) pomoci Euklidova algoritmu.

Reseni:
600 : 252 =2 neboli 600 =252.2+ 96
96
252:96=2 252=96.2 + 60
60
96 : 60 =1 96 =60.1+ 36
36
60: 36 =1 60=36.1+24
24
36: 24=1 36=24.1+12
12
24 : 12=2 24=12.2
0

Nejveétsi spoleény délitel Cisel 600 a 252 je Cislo 12, tj. posledni nenulovy zbytek pfi
postupném déleni.



Definice 1.
Pfirozena cisla a, b se nazyvaji nesoudélnd, pravé kdyz je jejich nejvétsi spoleény delitel
roven /, tedy NSD(a, b) = 1

Definice 2
Pfirozena ¢isla a, b se nazyvaji soudélna, praveé kdyz je jejich nejvétsi spolecny délitel veétsi
nez 1, tedy NSD(a, b) > 1.

Definice 1. a 2. lze rozsifit na libovolny kone¢ny pocet piirozenych cisel. Cisla po dvou
nesoudélna.

NEJMENSI SPOLECNY NASOBEK

Definice 3
Spole¢ny nédsobek prirozenych Cisel @, b je kazdé prirozené Cislo m, které je délitelné obéma
Cisly a, b,tj.almablm.

Definice 4.
Nejmensi spolecny ndsobek ptirozenych Cisel a, b je ten ze spoleCnych nasobki, ktery je
délitelem vSech spole¢nych nasobkii Cisel a, b. Zapisujeme NSN(a, b).

Poznamka:

1. Vmnozing pfirozenych Cisel l1ze t&€z fici, ze NSN(a, b) je nejmensi Cislo z kladnych
spolecnych néasobku ¢isel a,b.

2. Definice 3. a 4. lze rozsifit na libovolny kone¢ny pocet prirozenych ¢isel aj, ..., ap.

Nejmensi spolecny nasobek Cisel a, b mizeme urcit riznymi zptsoby:
d) vyuzitim definice,
e) pomoci vztahu mezi NSN(a, b) a NSD(a, b)
f) pomoci rozkladu danych ¢isel na soucin prvociniteld

Véta 7.
Pro kazda dvé ptirozena Cisla a, bplati a. b = NSN(a, b) . NSD(a, b).

Poznamka: Vétu 7. nelze rozsifit na vice nez dvé ptirozena Cisla.
ROZKLAD PRIROZENEHO CISLA NA SOUCIN PRVOCIHTELU - UZITI

Prvociselny rozklad ptfirozeného Cisla vyuzivame piedevsim
a) k vypoctu nejvétsiho spolecného délitele a nejmensiho spole¢ného ndsobku danych
Cisel a, b
b) kurceni poctu vSech piirozenych deliteltt daného ptirozeného ¢isla.

ad a) Vypocet nejvétsiho spolecného délitele a nejmensiho spolecného nasobku z rozkladu
danych ¢isel na soucin prvocinitelt.



Nejvétsi spolecny délitel danych prirozenych Cisel je souc¢inem vSech prvocinitelt, kteti se
soucasn¢ vyskytuji v prvociselnych rozkladech vSech danych ¢isel, a to s nejmensim
s vyskytujicich se exponent.

Nejmensi spole¢ny nasobek danych ¢isel je souc¢inem vSech rtiznych prvociniteli, ktefi se
vyskytuji v rozkladech danych ¢isel, a to v nejveétsi mocning.

Priklad:
Zjistete NSD(108, 90) a NSN(108, 90).

Reseni: 108 =2°. 3’ 90=2.3.5
NSD(108, 90) =2 .3 = 18
NSN(108, 90) = 2°. 3°. 5 =540

ad b) Urc€eni poctu vSech piirozenych déliteltt daného ptirozeného ¢isla:
Véta 8: Je-li a=p}' [py O.0pF  prvogiselny rozklad pfirozeného Gislaa > 1, pak pocet

vSech pfirozenych délitelt ¢isla a (ozn, & (a)) je uren takto:
F@=(e;+1).(ex+1). ... .(ex+1)

Vsechny pfirozené délitele ¢isla a ur¢ime jako vSechny mozné souciny prvociniteld,
pricemz kazdy prvocinitel, probihd vSechny mocniny od 0 po tu, ve které se vyskytuji
v rozkladu.

Priklad:
Zjistéte pocet vSech ptirozenych délitelt ¢isla 648 a napiste vSechny ptirozené délitele
Cisla 648. Déle urcete vSechny dvojice sdruzenych délitela ¢isla 648.

Reseni:
31313 3| 3
200113191 27] 81
201216 | 18] 54 | 162
2| 4(12|36]108] 324
21 8124|721 216] 648

648 = 2°. 37
3 (648) = (3+1) . (4+1) = 20

Cislo 648 ma 20 ptirozenych déliteld.
Sdruzené dvojice délitelt: 7. 648, 2.324, 3.216, 4.162, 6.108, 8.81, 9.72,
12.54, 18.36, 24.27.
NEURCITE ROVNICE

Neurcité rovnice jsou rovnice se dvéma nebo vice nezndmymi, které se feSi v oboru vsech
celych cisel.

Definice 5
Lineéarni neurcita rovnice o dvou nezndmych x, y je rovnice



a.x+b.y=c aZ0,bZ0.
Poznamka.

— Jsou-li koeficienty a, b, ¢ racionalni necela ¢isla, vyndsobime rovnici vhodnym
¢islem tak, aby nabyly celoc¢iselnych hodnot.

— Neurc¢ité rovnice se nazyvaji téz diofantické , podle feckého matematika Diofanta
z Alexandrie, 3. stoleti pf.n.1., ktery se zabyval feSenim téchto rovnic.

Resitelnost linearni neurcité rovnice.

Neur¢itd rovnice a.x+ b.y =c ma fteSeni v pfipade, Ze nejvétsi spolecny délitel koeficienta
a, b je také délitelem cisla c¢ . Pak feSenim je nekonecné mnoho dvojic celych ¢isel x, y.

V ptipadé, Ze nejvetsi spoleny delitel Cisel a, b neni délitelem koeficientu ¢, pak rovnice
nema feseni.

Reseni neurcité rovnice:
I. Necht xgy, ypje jedno pevné feSeni neurcCité rovnice. Potom obecné feSeni je dano vztahy
b

b, _a
NSD(a,b) NSD(a,b)

Vychozi dvojice xy, yp se ur¢i bud’to isudkem nebo se vypocte z podilti Eukleidova algoritmu
pii hledani NSD(a, b).

X = Xg V=y9 — Z .

II. Redukéni metoda.



