Soustavy linearnich rovnic

Priklad: Uvazujme jednoduchy piiklad soustavy dvou linearnich rovnic o
dvou neznamych x, y:

r+2y =
dr+y = 6

Ze stfedni gkoly znéame nékolik metod, jak takové soustavy fFesit: bud geo-
metricky, nebo postupnym dosazenim, nebo nasobenim rovnic konstantami
a vzajemnym sc¢itanim ¢i od¢itanim rovnic. Prvni postup je zaloZen na tom,
ze kazda rovnice tvaru ax + by + ¢ = 0 reprezentuje graf pfimky v roviné.
Opacné plati, ze kazdou primku v roviné lze popsat néjakou rovnici tvaru
ax + by + ¢ = 0. Kazda ze dvou rovnic tedy urcuje primku a jediné co potie-
bujeme je najit prisecik téchto pfimek, ktery pak odpovida danému feseni
(viz obr. 1.1).

Ptirozené mohl by nastat pfipad, ze kazda ze dvou rovnic reprezentuje
stejnou pfimku (pak je jedna nenulovym nasobkem druhé a soustava ma
nekone¢né mnoho feseni) nebo popisuji rizné navzajem rovnobézné primky
(pak soustava nema4 feseni). Tyto piipady lze v jistém smyslu povazovat za
vyjimeéné (nékdy je nazyvame jako degenerované); ve vét$iné pripada lze
ocekavat, ze feseni bude pouze jedno. Nasi soustavu lze fesit i algebraicky.
Metoda ”postupného dosazovani” by mohla vypadat takto:

r+2y=5=>x=5—-2y
dr+y=6 =405 —-2y)+y =26
iy r=5—-2-2=1
—Ty=-14=9y=2

V metodé ,,odecitani“ rovnic ménime postupné soustavu rovnic na jinou sou-
stavu se stejnym feSenim. Nejprve jsme vynasobime prvni rovnici ¢islem 4,
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Obrézek 1.1:

pak obé rovnice odecteme a vysledek napiSseme na misto druhé rovnice a
nakonec druhou rovnici vynasobime ¢islem 1/7 a ziskdme vyraz pro nezna-
mou y. Pak nasobek druhé rovnice odecteme od rovnice prvni a nakonec
vynasobime c¢islem. Z posledni rovnice pak ¢teme primo feSeni. Jednotlivé
modifikace soustavy od sebe oddélujeme znakem =:

r+2y=5]|-4 N dr +8y =20 | 4x + 8y = 20

dr +y =26 de+y==6 Oz +Ty=14|-1
dr+8y=20 dr+8y=20| 4r 40y =4 |3 L o=l
0z + 1y =28 0z + 8y = 16 0z + 8y =16 |-1 y =2

Priklad: Mame fesit nasledujici soustavu linearnich rovnic pro neznamé z, y
a z:

r+y+z = 4
20 +2y+52z = 11
dr +6y+ 8z = 24

Geometricky postup se pfilis nehodi pro urceni pfesného feseni soustavy,
nicméné geometrickd interpretace nam poskytuje urcity pohled do problému
bez toho, abychom ho museli Tesit. Ze stfedni skoly je znamo, ze rovnice
tvaru ax + by + cz + d = 0 popisuje rovinu v t¥irozmérném prostoru. Opacné,
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kazdou rovinu lze v prostoru popsat rovnici tohoto tvaru. Obecné lze Tici, ze
se dvé roviny protinaji v piimce, i kdyz ve vyjimecnych piipadech mohou byt
rovnobé&zné, a to bud identické anebo riizné. Reseni soustavy prvnich dvou
rovnic tedy mtze byt: pfimka, rovina nebo prazdna mnozina. Kdyz pridame
tfeti rovnici, pak se tato mnozina s rovinou protinad bud v jednom bodé; ve
vyjimecnych pripadech jsou pfimka s rovinou rovnobézné, pak jejich prinik
bude bud piimka sama nebo prazdnd mnozina. Resenim soustavy t¥i rovnic
o tfech neznamych tedy muze byt jeden bod, pfimka, rovina nebo prazdna
mnozina (pak soustava nemd feseni). Algebraicky postup ze stfedni skoly je
nasledujici (metoda ”postupného dosazovani”):

r+y+z=4 r=4—-y—=z

20 +2y+52=11 =24—-y—2)+2y+5z=11=
dr + 6y + 82z =24 =44—-y—2)+6y+82=24
3z =3 =z=1

2y +42 =38 =2y+4-1=8=y=2

r=4-2-1=1

Definice: Soustavou m linearnich rovnic o n neznamych nazveme systém
rovnic

1171 + @192 + -+ a1, = by
211 + Q92T9 + - -+ + A9, Ty = b2 (11)
Am1T1 + ApaXe + - - + QppTy, = bm

Znaceni: Mnozinu realnych ¢isel znac¢ime R, mnozinu komplexnich ¢isel C.
Reélna (komplexni) ¢isla z R resp. C se obvykle oznacuji malymi latinskymi
pismeny nebo feckymi pismeny, chceme-li vyjadrit, ze jde o samostatnou
konstantu (skalar). Proménné xy, zo, ..., x, nazveme neznamé, by, by, ..., by,
koeficienty (vektoru) pravé strany, a;; koeficienty (matice) soustavy (a;; je
J-ty koeficient v i-té rovnici odpovidajici nezndmé x;).

Definice: Kazdou n-tici ¢isel (z1,zs,...,2,), kterd spliiuje soustavu rov-
nic (1.1) nazveme FeSenim, mnozinu vSech feSeni soustavy (1.1) ozna¢ime S.

Definice: Je-li by = by = -+ = b,, = 0, nazyvame soustavu (1.1) homo-
genni soustavou, jinak je soustava (1.1) nehomogenni. Mnozinu vSech feSeni
homogenni soustavy oznacime S.
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4x+6y+8z=24

Obrézek 1.2:

Tvrzeni: 1. Kazda homogenni soustava ma alespori jedno (trivialni) FeSeni.
Plati totiz, ze n-tice ¢isel (0,...,0) € Sy, protoze pro kazdé i = 1,...,m je
ai1-0+ai2-0+---+am-020.

2. Jsou-li uspofadané n-tice (z1,...,2,) a (y1,...,Yn) FeSenimi homogenni
soustavy, pak jsou FeSenimi homogenni soustavy i n-tice (x1+y1, To+ys, . . ., Tpn+
Yn) a (awy, o, ..., axy,) pro libovolné realné (komplexni) ¢islo av. Plati tedy

(1, ... x) €ESoa (Y1, Yn) €S0 = (v1+ Y1, Tn+Yn) € S,
(axy, ..., ax,) € Sy

Dukaz: Dikaz tohoto tvrzeni vyplyva z nésledujicich rovnosti, které plati
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pro kazdé i =1,...,.m:

;11 + Q2T + *+ + + AjpnTy = 0

ai1y1 + aipYa + - - - + ainyn, =0

4

an(z1 +y1) + ain(xe + y2) + -+ + ain(zn + yn) =0

a;1(axy) + ap(axs) + -+ - + a(ax,) =0

Y

3. Necht je uspofadand n-tice ¢isel (xy,xa,...,x,) TeSenim nehomogenni
soustavy (Casto se toto feseni nazyva partikularni feseni). Pak pro mno-
zinu TeSeni S plati, ze S = {(z1,22,...,2n) + (Y1, Y2, - - Yn)| (Y1, Y2, - - - Yn)
€ So} = (x1,m9,...,2,) + Sy, t.j. kazdé FeSeni nehomogenni soustavy se da
vyjadrit jako soucet néjakého jejiho partikuldrniho feseni a néjakého feseni
homogenni rovnice.

Diikaz: Dikaz tohoto tvrzeni lze rozdélit do dvou ¢asti: Nejdrive dokazeme,
ze (x1,xa,...,x,) + Sy C S. Tato vlastnost vyplyva z nasledujicich rovnosti:

(l‘l,ZEQ,...,ZL‘n) - S < ai1x1+ai2x2+---+am$n :bz,\V/Z
(Y1,Y2, -+ Yn) € So = any1 + aya + - + Ainyn = 0,Vi

= ap(r1+ 1)+ aie(ze +y2) + -+ am(xn +yn) = b,
= (®1+yL,Ta+Y2, ..., Tn+Yn) €S

V druhé ¢asti ukdzeme, ze plati i opacna inkluze S C (x1, X2, ..., x,) + So:
(217227---7271) - S < ai121+ai222+---+amzn :bZ,VZ
(.1’1,1’2,...,37”) €S = ;171 + aipx9 + - -+ ATy, :bl,VZ

= ail(zl —ZL‘l) +ai2(22 —ZL'Q) + .. +am(zn —ZL‘n) = O,VZ
= (Y1,Y2,--,Yn) = (21 — X1, 20 — Ta, ..., 2, — Ty) €Sy
= (21,29, ,2n) = (X1 + Y1, %2 + Y2, ..., Tn + Yn) € (1,22, ..., 2,) + So

Definice: Dvé soustavy linearnich rovnic se nazyvaji ekvivalentni, maji-li
stejné mnoziny feSeni.

Tvrzeni: Mnozina feSeni S soustavy linearnich rovnic se neméni, provedeme-
li na ni libovolnou z nasledujicich tzv. ekvivalentnich tprav:
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1. zaména poradi dvou rovnic nebo neznamych soustavy,
2. vynéasobeni libovolné rovnice soustavy nenulovym c¢islem,
3. pricteni libovolného nasobku nékteré rovnice k libovolné jiné rovnici,

4. odstranéni nulového radku.

Driikaz: V nasledujicim textu dokdzeme pouze tieti bod tohoto tvrzeni, dikaz
ostatnich bodt je jednoduchy. Necht S’ je mnozina vSech feSeni modifikované
soustavy odpovidajici apravé v bodé 3. Je-li (z1,x9,...,2,) € S, pak pro
indexy i, 7 a ¢islo « plati

;11 + Q2T + -+ - + AinTy = bl | (e

+
CL]'1371 + CL]QJ?Q + -+ ajnxn = bj

= (aﬂ + aaﬂ)xl + (an + (ICLZ'Q)ZL‘Q + e + (ajn + aam)xn = bj + Ozbi

a tedy (z1,x2,...,2,) € S"= S5 C 5. Opacné predpokladejme, zZe
(), ah,...,xl) € S". Pak plati

/ / /
(aj1 + aapn)xy + (aj2 + aap)xhy + -+ + (ajn + a2,
ATy + ATy + - -+ ainTy,

<

b"—OébZ
bi | -«

<

z ¢ehoz vyplyva, ze (2, 2,...2) € Satedy S C S.

Definice: Rikdme, Ze soustava linearnich rovnic je v hornim stupnovitém
tvaru, pravé kdyz jeji koeficienty maji nasledujici vlastnosti:

air, 70 i=1,...,p, k1 < ko < < kp,
Q; j 07 j:177kl 17 2217 » Dy
Q; j 0; Z:p+1, ,ym, 3 =1, ,

Tvrzeni: Kazdou soustavu lze ekvivalentnimi Gpravami pievést na soustavu
v hornim stupnovitém tvaru.
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Piiklad (Gaussova eliminaéni metoda): Mame Fesit soustavu rovnic:

2z +xo+x3 = 1
4371 + X2 = —2
—2331 + 2372 +x3 = 7

Koeficienty soustavy prepiSeme do tabulky ¢isel, spolecné s koeficienty pravé
strany (pravou stranu oddélime svislou ¢arou), které budeme fikat matice
rozsifené soustavy. Tuto matici pfevedeme do horniho stupnovitého tvaru
nésledujicimi ekvivalentnimi tpravami (pfevod na soustavu v hornim stup-
novitém tvaru se nékdy nazyva piimym chodem Gaussovy elimina¢ni me-
tody):

2 1 1] 1 s 2 v i /21 1
41 02 |"BAOL o 4 24 |0 1 2|4
2 2 1|7 0 3 2|8 0 3 0)-4

Pak nésleduje feseni ekvivalentni soustavy v hornim stupnovitém tvaru, ktera
mé stejnou mnozinu feseni jako ptivodni soustava:

2371 —+ i) + r3 = 1
—T9 — 21‘3 = —4
—4]]3 = —4

Tato ¢ast postupu se nazyva zpétny chod Gaussovy elimina¢ni metody, kdy
postupné odzadu dosazujeme jiz vypoctené hodnoty neznamych a pocitame
hodnoty nésledujicich neznamych

—4r3=—4 << r3=1=
—X9 — 203 =—4 < —2r9=—-44203=—-44+2-2=-2 & x9=2=>
200+ 2104+ 13=1 <= 201=1—29—23=1—-2—-1=-2 <— x; =—1

Soustava ma tedy jednoznacné feseni (z1, 2, 23) = (—1,2,1).

Priklad: Pomoci Gaussovy elimina¢ni metody méame feSit nasledujici sou-
stavu linearnich rovnic (4 rovnice o 5 neznamych):

—4ZE1+4$2—I‘3+ZL‘4—7£L‘5 = —11
21‘1 — 21‘2 + T3 + 3ZL‘5 = 4
4561 — 4332 + 5333 + T4+ 7565 = -3

—61‘1 + 61‘2 - 4£L'3 + T4 — 12£L‘5 = -7
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Nejdiive ekvivalentnimi Gpravami ziskdme soustavu v hornim stupnovitém
tvaru.

4 4 -1 1 -7]-11 2 2 10 3| 4
2 2 10 3| 4 4 4 -1 1 -7|-11 | e
4 4 5 1 7| -3 ~ 4 4 5 1 7| 317
6 6 -4 1 -12]| -7 6 6 -4 1 -12| -7
2 2 10 3|4 2 2 1 0 3| 4
0o o0 1 1 -11-3 1(—2)(3) O 0o 1 1 -1{ -3 (—3)
4 -4 5 1 7/|-3 ~ 0 0 3 1 1]-11
6 6 -4 1 -12]-7 0 0 -1 1 -3| 5
2 21 0 3|4 2 21 0 3|4
0 0 1 1 -1]-3 0 0 1 1 -1]-3
0 0 0 -2 4/|-2 ~ 0 00 -2 4|2 |7
0 0 0 2 -4 2 0 00 0 0]O0
2 21 0 3|4
0 0 1 1 -1]-3
0 0 0 1 -2 1

Timto zpiisobem jsme ziskali ekvivalentni soustavu tfi rovnic o péti nezna-
mych tvaru:

201 — 220+ 23+ 325 = 4
l‘3+[L‘4—l‘5 = -3

l‘4—21‘5 =1

Tato soustava ma Feseni, které ovSem neni jednoznacné (ma nekoneéné mnoho
feSeni). Nékteré z neznamych lze volit libovolnym zptusobem (obvykle se po-
uzivaji parametry u,v,...) a zbyvajici lze pak vypocitat obvyklym postup-
nym dosazovanim ve zpétném chodu Gaussovy elimina¢ni metody (V nasem
pfipadé volime libovolné vzdy jednu nezndmou z dvojic 4, x5 a x1, T2):

Ty = U=

Ty —205=1 <= 24— 2u=1 <= 24=142u=

T3t ry—x5=-3 < 23+ (14+2u)—u=-3 <= x3=—-4—u=
To =0V =

201 — 209+ 23+ 305 =4 < 201 —2v—4—u+3u=14

<~ r1=4—u+v
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Tim lze ziskat feSeni naSi soustavy v nasledujicim tvaru (vSimnéme si, Ze
pocet volnych parametrii je roven poc¢tu neznamych minus pocet rovnic sou-
stavy v hornim stupriovitém tvaru):

1 4—u+v

T v

r3 | = —4—u ,  u,v € R
Ty 1+ 2u

Ty u

Soustava ma tedy nekonecné mnoho feseni a lze ji fesit i jinym zptsobem.

Lze vyuzit vlastnost, Ze mnozina feSeni soustavy S je rovna (zy,...,x5) +
So, kde (z1,...,x5) je néjaké (partikularni) FeSeni a Sy je mnozina vSech

feseni homogenni soustavy. Partikularni feseni vypocteme naptiklad timto
zpusobem:
5 =0=
Ty —205=1 <= 24,—0=1 <= r4,=1=
T3+ Ty —T5=—-3 < 13+1—-0=-3 < 13= 4=
To=0=
200 — 200+ 23+ 315 =4 < 221 —4=4 <= 11 =4

T 4
i) 0
T3 = —4
Ty 1
Ty 0

V dalsim kroku se hledd mnozina feseni homogenni soustavy
201 —2Y2+ys +3ys = 0
Ys+ys—ys = 0

Ya — 2y5

I
o

nasledujicim zptisobem:

Ys = u =

Yg = 2u =

Ys=—Yat+ys = 2utu=—-u=

Yo =0V =

20 =2y —ys —3Yys = 20+ u — 3u = 20 — 2u <=

Y1=v—u
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kde u a v jsou volné parametry, které lze libovolné zvolit. Mnozina feseni
nehomogenni soustavy S pak obsahuje vektory tvaru

T 4 v—Uu
To 0 v
T3 = —4 | + —u
Ty 1 2u
s 0 U

Priklad: Reste nasledujici soustavu linearnich rovnic

T1+2r+3v3+1x4 = 1
201 +4x9 + T3+ T2y = 4
T1 + 223

3x1+ 729 + 1023 + 624 = 7

I
|
NS

Postupujeme stejnym zptisobem a prevedeme soustavu do horniho stupnovi-
tého tvaru:

12 3 1]1 1 2 3 1|1
2 4 7T 7| 4 (=2)(=1)(-3) 0O 0 1 5] 2
10 2 0/-2 ~ 0 -2 -1 -1]-3 |~
37 10 6| 7 0 1 1 3| 4
1 2 3 1|1 1 2 3 11
01 1 3/ 4]|lolo 11 3[4/

“ 1o 2 1 a3 7 loo1s5]|5 |7
0 0 1 5|2 00 1 52
1 2 3 1|1
01 1 3|4

“1oo0o15]|5
000 0-3

Tvrzeni: Rovnici 0-27+0-x9+---+0-2, = ¢, ¢ # 0 nelze splnit pro zadna
T1,XL2y...,Tp.

Poznamka: V nasem pfipadé méa ¢tvrta rovnice tento tvar pro n = 4 a
¢ = —3. VysSe uvedena soustava tedy nemé feseni.

Definice: Ma-li soustava linearnich rovnic alespon jedno feseni, nazyvame ji
konzistentni, v opacném ptipadé je nekonzistentni.
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Poznamka: Kazdd homogenni soustava je konzistentni (kazda homogenni
soustava ma alespon trivialni feseni, trivialni feSeni ;1 = 2o =--- =1z, =0
urcité patii do mnoziny feseni soustavy Sp) .

Tvrzeni: Soustava linearnich rovnic nemusi byt obecné fesitelnd (muze byt
inkonzistentni). Je-li soustava konzistentni, mize mit bud jedno nebo neko-
necné mnoho feSeni. Ma-li konzistentni soustava linedrnich rovnic vice ne-
znamych nez rovnic, pak ma nekonecné mnoho feseni. .tex



