Matice

Definice: Obdélnikové schéma sestavené z realnych (komplexnich) ¢isel tvaru

ai; a2 ... Qip

921 929 Ce QAop
A=

Am1 Am2 ... (Omn

nazyvame realnou (komplexni) matici typu m x n. Prvek a;; se nazyva i, j-ty
koeficient matice A. Mnozinu vSech redlnych (komplexnich) matic typu m xn
znacime R™™ resp. C™". Je-li m = n, fikdme, Ze matice je ¢tvercova fadu n.

Poznamky: Matice je matematickou formalizaci tabulky. Vzdy predpokla-
ddme m > 1, n > 1; neuvazujeme tedy prazdné matice, znacime je vel-

kymi latinskymi pismeny A, B, ..., koeficienty matice A znacime a;; a piSeme
A= (aij).

Definice: Matice A = (a;;) a B = (b;;) se rovnaji, coz zapisujeme A = B,
jestlize jsou stejného typu m x n a plati a;; = b;; pro vSechna ¢ = 1,...,m;
j=1... n.

Poznamka: A # B tedy znamen4, Ze budto matice jsou ruznych typt anebo
jsou stejného typu a soucasné plati a;; # b;; pro néjaké i a j.
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2 2. Matice

Definice: Necht A = (a;;), B =
Potom jejich sou¢tem C' = A @
koeficienty, pro které plati

(

b;;) jsou matice typu m x n (A, B € R™").
B = (c¢;;) nazgvame matici typu m x n s

cij:aij+b,~j, 2:1,...,m, ]:1,...,n.

Poznamka: Jsou-li A, B ruznych typi, pak soucet A @ B neni definovan.

123@567_6810
4 5 6 8 9 10 ) \ 12 14 16

Definice: Necht A = (a;;) je matice typu m xn (A € R™"), a ¢islo (skalar).
Potom C' = a ® A = (¢;;) je matice typu m x n s koeficienty

Priklad:

Cij = Qlyy, izl,...,m, jzl,,n

26 123\ (2 4 6

4 56 ) \ 8 10 12
Poznamky: Podobné jako u s¢itani a nasobeni realnych ¢isel tecku a krouzek
vét§inou vynechavame a piseme A + B misto A @ B resp. aA misto a ® A.

Priklad:

Poznamka: Definujeme nulovou matici typu m x n jako

00 ...0

00 ...0
@m,n: .

00 ...0

Misto ©,,., piseme pouze © nebo 0 je-li typ z kontextu ziejmy, ve vyrazu 0-0
je vlevo ¢islo 0 (skalar), vpravo nulova matice ©.

Poznamka: Necht A, B, C jsou matice typu m X n a «, [ skalary. Potom

plati nasledujici vztahy:

1) A+ B=B+ A (komutativni zdkon),

) (A+B)+C=A+(B+C) (asociativni zakon),

)  «a(A+ B)=aA+ aB (distributivni zdkon vzhledem ke s¢itani matic),

) (a+pB)A=aA+ A (distributivni zdkon vzhledem k nasobeni matic skalary).

=~ W N
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Definice: Je-li A = (a;;) matice typu m x p (A € R™P) a B = (by;) matice
typu p x n (B € RP"), potom C = A® B = (¢;;) je matice typu m x n
(C € R™™) s koeficienty, pro které plati

p
Cij = E aikbkj izl,...,m, ]:17777,
k=1

J
B _ J
| ——e—e—o—0—0—0—0— = | +———
| im
L > mo| |p ”
n
A e R™xP B e RP*" AB € R™*"

Obréazek 2.1:

Poznamka: Nemuze-li dojit k nedorozuméni, pisSeme AB misto A ® B. K

p

proveditelnosti vyrazu ) a;,b,; je tieba aby pocet sloupct matice A se rov-
k=1

nal poc¢tu fadki matice B. V opa¢ném piipadé neni soucin A ® B definovan.

Piiklad:

78
123 (g ;o) - (17294311 1-84+2-1043-12) _
45 6 1 1 4-745-9+6-11 4-8+45-10+6-12 ) —

7T+18+33 8+4+20+36 \ [ 58 64
28+454+66 32+50+72 )  \ 139 154

123 . 7 8 neni definovan
45 6 9 10 ) Mem dennovan.

Poznamka: Ctvercova matice fadu n s jednickami na diagonale a nulami
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mimo ni
1 0 . 0
0 1 . 0
1, =
00 ... 1

se nazyva jednotkova matice fadu n a oznacujeme ji jako I, € R™". Je-li tad
ziejmy z kontextu, piSeme misto [,, pouze I.

Tvrzeni: Je-li A typu m xn (A€ R™) pak A+0,,, =0, +A4A=A4
a I,A = Al, = A. Jsou-li A a B ¢tvercové matice stejného fadu, obecné

neplati AB = BA.

Pfik(la?i)(i f):@ i)#(g g):(i ‘I’)(i i)

Definice: Matici typu n x 1 nazyvame n-rozmérnym vektorem a znacime

X Z11

T2 , 21 ) .
ho z = . resp. £ = (IZ) misto . . Koeﬁmenty T; se nazyvajl

Tp Tnl

slozky vektoru x. Vektory znac¢ime obvykle malymi pismeny a mnozinu n-
rozmérnych reidlnych vektort misto R™! ozna¢ujeme R™.

Tvrzeni: Necht A = (a;;) € R™", = = (2;) € R", b = (b;) € R™. Potom
maticovy zapis Az = b nebo

a; ... QA1n I bl
a1 ... QAop T bz
Umi - Omn T b

rozepsanim po jednotlivych slozkidch znamend zapis soustavy m linearnich
rovnic o n neznamych.

a11T1 -+ a12T9 + -t 1Ty = bl
9171 + Q929 + - - - + A9, Ty, = by

Am1T1 + AQpaXe + - - + ATy = bm
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Definice: Ctvercova matice A € R™" se nazyvéa regularni, jestlize soustava
Arx =0

mé jediné feSeni x = 0 (trividlni feSeni) a v opatném piipadé, tj. plati-li

Ax = 0 pro néjaky netrividlni vektor x # 0, se nazyva singularni.

Poznamka: Zapis x # 0 znamené x; # 0 pro né&jaké i, nikoliv pro vSechna i.

Tvrzeni: Je-li matice A € R™" regularni, potom pro libovolnou pravou
stranu b € R” ma soustava Ax = b pravé jedno reseni.

Definice: Pocet nenulovych radkt matice v hornim stupnovitém tvaru, ktera
vznikne koneénym poc¢tem ekvivalentnich tiprav puvodni matice A nazyvame
hodnosti matice A a znac¢ime ji h(A) nebo rank(A).

Poznamka: Pro A = 0,,,, je tedy h(A) =0, pro A # ©,,, je 1 < h(A) < m.
Véta (Frobeniova): Soustava linedrnich rovnic Az = b (A € R™" b€ R™)
mé TeSeni prave tehdy, kdyz

h(A,b) = h(A).

Tvrzeni: Homogenni soustava linearnich rovnic Az = 0 (A € R™") ma
jen nulové feSeni pravé kdyz h(A) = n. Je-li h(A) < n pak méa soustava ne-
kone¢né mnoho feseni. Pocet parametrii, které mizeme libovolné volit je pak
roven n — h(A) (pocet nezndmych minus pocet rovnic ekvivalentni soustavy
v hornim stupiiovitém tvaru).

Tvrzeni: Jsou-li matice A, B stejného fadu a regularni, potom je regularni
i matice AB.

Véta (o inverzni matici): Ke kazdé regularni matici A € R™" existuje
pravé jedna matice z R™" (oznac¢ujeme ji A7) s vlastnosti

AAT P =ATTA=T.
Naopak, existuje-li k A € R™" matice, spliiujici AA™' = A71A pak je A

regularni.

Dikaz: Ezistence: Protoze matice A je regularni méa pro kazdou pravou
stranu soustava Axr = b jediné feSeni. Oznac¢ime-li sloupce matice I = I,
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jako ey, ea,...,e, (I = (e1eg...€,)), ma pro kazdé j = 1,...,n soustava
Az; = e; jediné Feseni x;. Necht A~' je matice o sloupcich z1,2a,. .., n,
tedy A™' = (z1 22 ...1,). Z definice rovnosti dvou matic a nasobeni plyne

AA = Az 2. . 2n) = (€169 ..0,) =1

Dale plati, e A(A7'A —1) = (AADVA-A=1A-A=A-A=0.
ProtoZe je A regularni matice ma A='A — I nulové sloupce. Dokézali jsme,
7e matice A~! spliiuje AA™l = A"1A=1.

Jednoznacnost: Necht pro jistou matici X plati AX = XA = [. Potom je

X=XI=XAAYH=(XAA =1A" =471

To znamena, 7e matice A~! je vlastnosti AA~! = A~'A = I uréena jedno-
znacné.

Ezistence inverze implikuje reqularitu. Jestlize k A existuje matice A™1 s
vlastnosti AA™! = A~'A = I, potom z Ax = 0 plyne

r=1Ir=(A"A)r =AY Ar)=A".0=0,
takze matice A je regularni.

Definice: Matici A~! s vlastnosti AA™! = A7'A = [ nazjvame inverzni
matici k matici A.

Piiklad (P¥ipad n = 1): Matice A = (ay1;) je regularni pravé, kdyz je
a;; # 0. Je-li ¢islo det(A) = aq; nenulové, pak inverzni matice ma tvar
A7t = (L),

all

Piiklad (Pfipad n = 2): Je-li ajjazs # ajsas;, potom ma matice A =

ailz a2 . , . .
1nverznl maticl tvaru

a1 Q22
-1 _ 1 G2  —A12
A - 9
A11Q22 — Q12021 —az1 an

protoze

AAL = A 14 = 1 < a11A22 — Q12021 0 ) —7

11022 — Q12021 0 Q11022 — Q12021

Z toho plyne podminka, 7e ajjas0 — ajzas; # 0 implikuje regularitu A. Cislo
a11G92 — 12021 Nazyvame determinantem matice A a oznacujeme ho det(A).
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Piiklad (Pfipad n = 3): (Sarusovo pravidlo). Determinant matice t¥etiho
radu s koeficienty
aix a2 ais
A= Q21 Q22 A23
@31 Gz as3

muzeme vypocitat pomoci Sarusova pravidla

det(A) = a11022a33 + a21a32a13 + a31012023

—@11032023 — G21G12033 1 A31022013.

Sarusovo pravidlo se neda pouzit na pocitani determinantu matic ¢tvrtého a
vyssich Fadi.

Tvrzeni (Determinant trojihelnikové matice): Necht matice A je ¢tver-
cova Ffadu n a mé pod hlavni diagonélou jen nulové prvky (je horni trojthel-
nikova), tedy

ay a1 ... Qip
0 g2 ... QA2p

A= ) ,
0 0 ... ap

pak je jeji determinant roven det(A) = ajjags . .. any,. Je-li a; = 0 pro né&jaky
index ¢ = 1...n (staci jeden z nich), pak det(A) = 0. Dalsim dutsledkem je
vztah det(7,,) = 1.

Véta: Ctvercova matice A je regularni pravé tehdy, kdyz je jeji determinant

det(A) # 0.

Poznamka: Nenulovost determinantu je nejznaméjsi kritérium regularity.
Negaci obou stran ekvivalence, dostavame, Zze A je singularni pravé kdyz

det(A) = 0.

Poznamka (Geometricka interpretace determinantu): Determinant
matice druhého radu s koeficienty

ail a2
A=
a1 Q22

lze geometricky interpretovat jako plochu rovnobéznika, ktery je urcen ro-

vinnymi vektory ( ZH ) a ( Zm ) Jsou-li tyto vektory rovnobézné pak je
21 22
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wu(P) = 0, jinak je plocha rovnobéznika az na znaménko déna determinantem
matice A
p(P) = £(ai1a2 — az1a1z) = + = det(A).

A
! (a1 + a2, as + agy)
(a12, ag)
i P g
------ B (11, a21) E
(0,0) >

Obrazek 2.2:
Podobna vlastnost plati i pro matice fadu 3 s koeficienty

ailz a2 as
A= A1 Q22 (A23
a31 32 Q33

11 12 13
Sloupce matice as1 |, 29 a 93 urcuji v prostoru rovnobéz-
a3 a32 33

nostén, jehoz objem je rovnéz az na znaménko dan determinantem matice

p(P) = aq1(ageass — aszass) + asi(assas — ai2ass) + agi(a12a23 — az2a43).

Jsou-li vektory v jedné roving, pak je u(P) = 0.
Obecné je-li A ¢tvercova matice fadu n a jsou-li sloupce vektory ay, ..., ay,,
pak je det(A) = +u(P), kde P je n-rozmérny rovnobéznostén dany popisem

P:{Zakakmgak§1,k‘:1,...,n}.

k=1

Véta (Soustavy s regularni matici): Je-li A € R™" regularni, potom pro
kazdé b € R" je jediné Teseni soustavy

Az =10
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(a13, @537 as3)

(CL12, a22, a32)

»

g (an, 21, a31)

Obrazek 2.3:

déano vztahem = = A~1b.

Dukaz: Je-li A regularni, potom mé i inverzni matici a z rovnosti Ax = b
pfenisobenim inverzni matici A=! zleva dostavame

A=A Ar) = (A Az =Ir =2

Tvrzeni (Vlastnosti inverzni matice): Necht A, B € R™" jsou regularni
matice. Potom plati: 1. (A™')™' = A; 2.(AB)™' =B 'A~%

Dutikaz: 1. AA™' = A7'A = I. Z jednoznac¢nosti plyne, ze (A71)™1 = A
(viz véta o inverzni matici). 2. B~!A™'AB = B'B =1 a ABB'!A™! =
AA =T = (AB)"' = B~ 1AL

Vypocet inverzni matice: Pfi vypoctu inverzni matice postupujeme néa-
sledujicim zptsobem:

1. Dana ¢tvercova matice A.

2. Sestaveni matice (A | I).

3. Pouziti Gaussovy eliminace k pfevedeni na horni stupnovity tvar.

4. Je-li hodnost h(A) mensi nez n: A je singularni a nema inverzi.

5. Pouziti dalsich ekvivalentnich oprav k pfevedeni na tvar (I | X), kde

X=A"1

Piiklad: Dokazte, Ze nasledujici matice je regularni a naleznéte k ni matici
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inverzni A~ 1:

2 2 3 o 2 2 3 604 2 2 3
A= 1 =10 | R 043 | 29043
-1 2 1 0 6 5 0 0 2
z ¢ehoz vyplyva, ze je matice A regularni
2 2 3|1 0 0 1 -1 0o 1 0\"™?
(A1) = 1 -1 0/010]|~|-1 21|00 1
-1 2 110 0 1 2 2 3|1 0 0
1 -1 0({0 1 0 A 1 -1 00 1 O
~ o 110 11 |0 1 1|0 1 1
0 311 -2 0 0 0 -1|1 -6 -4
1 -1 0{0 1 0 1 -1 0,0 1 O
~ 0o 11,011 ]~10 1 0|1 -5 -3
0 0 1|-1 6 4 0 0 1|-1 6 4
1 0 01 -4 -3
~ 01 0] 1 -5 -3 |={|A"
0 0 1]-1 6 4
Inverzni matice mé tedy tvar
1 -4 -3
ATt = 1 -5 -3
-1 6 4
a snadno lze ovérit, ze spliuje
2 2 3 1 -4 -3 1 00
AATY = 1 -1 0 1 5 =3 |=(010
-1 2 1 -1 6 4 001
Priklad: Vypoctem inverzni matice ovéite, ze plati
1 -1 -2 0 1 1
A= 2 -3 =5 |, Al= 5 -3 —1

-1 3 5 -3 2 1
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—10—542)

1

0 0

-1 -2 1

1

302 1 0 0 1]-3 2 1

1

0

-9

-1 0

1

1 05 -3
0 0 1]-3

—

2

0 1}-3 2

0



