Vektorové prostory

Definice: Vektorovym prostorem nazyvame kazdou neprazdnou mnozinu V/,
(V' # 0), na které jsou definovany operace @, ktera kazdé dvojici prvkia z € V
ay €V pfitazuje prvek c dy e V (x € Viy € V = 2Dy € V) a operace ©,
kterd kazdé dvojici a e Raz €V (a € Ryx € V = a ® x € V) pififazuje
prvek a © x € V tak, zZe jsou splnény nésledujici podminky:

l. 2@y =y ®x pro kazdé z a y € V (komutativni zadkon s¢itani)

2. (x@y)®z=2® (y® z) pro kazdé =,y a z € V (asociativni zdkon
s¢itani)

3. existuje prvek © € V takovy, ze + & © = x pro kazdé x € V (existence
nulového prvku)

4. ke kazdému z € V existuje y € V takovy, ze © ® y = © (existence
opa¢ného prvku)

5. a®(fox) = (a-f)©z pro kazdé a, f € R ax € V (asociativni zdkon
nasobeni)

6. 1 ® 2z =z pro kazdé x € V (nasobeni jednickou)

7. a0 (r+y)=a@r+a®yprokazdé o € R a x,y € V (distributivni
zédkon vzhledem k operaci s¢itani prvka z V)

8. (a+pf)0x=a@r+ Oz prokazdé a, € Rax €V (distributivni
zékon vzhledem k operaci séitani ¢isel z R)
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Poznamky: Prvky vektorového prostoru nazyvame vektory. Redlnym ¢islim
u operace nasobeni fikdme skalary.

Znaceni: Podobné jako u matic pisSeme vétSinou x 4 y resp. ax misto x ® y
resp. a@z (nikdy nepiSeme z«) a nulovy prvek © (nulovy vektor) oznacujeme
jako 0.

Poznamka: Podobné lze definovat komplexni vektorovy prostor, nebude-
li feceno jinak, budeme se zabyvat readlnymi vektorovymi prostory a misto
"vektorovy prostor” budeme fikat jednoduse ”prostor”.

Priklady vektorovych prostori

1. Vektorovy prostor R™: mnozina uspotfadanych n-tic redlnych cisel

Ty Y1
r = :E:Q ., x; €R, = y:Q ;o vy €R,
T Yn
1+ W% ary
x@ydéf 1’2-‘1-192 ’ ol QT
Tn —l— UYn, ATy

2. Vektorovy prostor R™" (mnozina vsech matic typu m x n; prostor R"!
v nékterych ptipadech ztotoziujeme s prostorem R™):

a1y a12 e Q1ny bll blg Ce bln
921 929 e Qo b21 b22 Ce bgn

A=| . B=

)

m1 Am2  -.. Omp bml me bmn
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N
o/ (x1 +y1, 22+ y2)
(71, 22) T /” :
Lo (o1 +y1,y2)
T
(yly?/z)
Yy
(0,0)

Obrézek 3.1: Dvourozmérny euklidovsky prostor R? (ptipad n = 2)

(aury, axs)

(o1, 22) az, (a>0)

Obrazek 3.2:

ap +bi aig + bio a1y + b1p
def a1 +ba1  age + bao agp, + by,
A B = ) ) .
am1 + bml Am2 + bm2 Amn + bmn
aa;;  Gdaig Qdin
aa aa aa
def 21 22 2n
a®A = ] )
A1 Qs A,

(71,29)

az, (a<0) 0,0)

(o, )

Obrazek 3.3:
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3. Prostor vsech spojitych funkei (f : (a,b) — R) na intervalu (a,b)
oznacujeme C'(a,b):

f, g € C{a,b) : (a,b) > R, a€R

(fog)(z) € flx)+glx), =€ ab)
(@ NH) € a-fx), =¢cab)

y=f(z) Y
y=(f+g)(z) /\
/\ y = f(z)
y=af(z)
0 ¢ y= y(ﬂv)\b / 0 a b @
Obrazek 3.4: Obrazek 3.5:

4. Vektorovy prostor vSech polynomu realné proménné (z : R — R, z(t) =
ap+ait+---+a,t", n € N, t € R); (nulovy polynom O(t) = 0, Vt € R):

r, ye P:R—>R, a€elR

(z@y)t) = z(t)+ylt), VteR
(@x)(t) = ax(t), VteR

5. Prostor realnych polynomt realné proménné, jejichz stupen je nejvyse
n — 1 oznacujeme P,;:

x(t) =ag+at+---+ap_1t", teR
y(t) =by+bit+--+b, 1t", teR

(z@y)t) = ao+by+ (a1 +b)t+ -+ (apoy + by )t" LVt ER
(@ 2)(t) = aay+aat+ - +aa,_ 1", VieR

Definice: Neprazdnou podmnozinu W vektorového prostoru V nazyvame
jeho podprostorem, jestlize ma tyto vlastnosti:
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1. prokazdé zaye Wijex+y e W,
2. prokazdé a e Rax € W je ax € W,

jinymi slovy, jestlize je mnozina W sama vektorovym prostorem vzhledem k
operacim s¢itani a nasobeni skaldrem definovanym na prostoru V.

Piiklad: Prostor P, je podprostorem prostoru P a ten je podprostorem
prostoru C'(R) (coz je prostor vSech spojitych funkci definovanych na R).

Piiklad: Prostor R? lze ztotozmit s tifrozmérnym Euklidovskym prostorem.
Podprostorem prostoru R? je napi. kazda rovina prochézejici pocatkem © =
(0,0,0) .

Obrazek 3.6:

Definice: Necht xq, s, ..., x, je soubor vektort z prostoru V', kde n € N.
Rikame, ze vektor x je linearni kombinaci souboru xy, ..., x,, jestlize existuji
n

skalary aq, ..., a, takové, Ze plati x = a1 + aprs + -+ - + @, = Y gy
k=1

Skalary aq, ..., a, nazyvame koeficienty linearni kombinace.

Priklad: Zjistéte, zda lze vektor = = (2, 6, 8) vyjadiit jako linedrni kombinaci
vektort z; = (1,2,1), 2o = (=2,—4,-2), z3 = (0,2,3), x4 = (2,0,-3) a
x5 = (—3,8,16).

Potiebujeme tedy ovérit, zda existuji skalary aq, ..., as takové, ze plati
r = o171 + asxy + -+ + asrs. Po dosazeni jednotlivych vektort ziskame
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nasledujici identity

r = Q1T1+ aTy + -+ Q575
(27678) = a1(17271) +042(—2,—4,—2> +a3(0,2,3)+a4(2,0,—3) +Oé5(—3,8,16)
(2,6,8) = (g — 29 + 204 — 3ais, 201 — 4ag + 23 + 8as, ap — 23 + 3y + 16ar5)

vedouci na soustavu 3 linearnich rovnic o 5 neznamych tvaru

041—20424—2044—3045 = 2
2000 — 4ag + 203 + 8as =
a1 — 2&2 + 3&3 — 3&4 + 16&5 = 8
Je-li tato soustava resitelna, pak je x linearni kombinaci vektort zy, zo, . . . , x5.

Déle postupujeme standardnim zpiisobem: upravime matici soustavy do hor-
niho stupnovitého tvaru
1 -2 0 2 -3]2 1 -2 0 2 -3|2
2 4 2 0 8(6 |~ 0 02 4 142 |~
1 -2 3 -3 16|38 0 0 3 -5 19|6
1 -2 0 2 -3|2 1 -2 0 2 -3|2
~10 01 -2 7|1 |~10 01 -2 7|1
0 0 3 -5 19|6 0 00 1 -2]3

a ziskdme ekvivalentni soustavu (znovu) 3 linearnich rovnic o 5 nezndmych

Qy — 20[5 = 3
Oz3—2044+7&5 =1
a1 —2a2+2a4—3a5 = 2
ktera ma obecné feseni tvaru
o7l —4 —u—+2v
(0] v
az | = 7—3u , u,veR
Oy 3+ 2u
(071 u
a tedy naptiklad, zvolime-li u =v =0,jea; = -4, a0 =0, a3 =7, a4y = 3 a
as = 0 a plati © = —4x, + Txsz + 3z4. Vektor z je linedrni kombinaci vektori
T1y...,T5.
Definice: Necht zy, ..., x, je soubor vektortt z V. Mnozinu vSech linedrnich
kombinaci tohoto souboru nazyvame linedrnim obalem souboru xy,...,x, a
n
znacime [21, 2o, ..., Ty]x = {:p| T =Y, o;x; pro jistd aq,...,a, € R}.

Jj=1
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Tvrzeni: Pro libovolné vektory z1,...,z, € V je prostor [z1,...,x,]\ pod-
prostorem prostoru V.

Dukaz: © € [z1,...,2,]\, x = Z?:l QL

YE @, .. xnln, Y= Zﬁjfb’j
j=1

rt+y= Zajxj +Zﬁjx]~ = Z(ajJrﬁj)xj € [x1,...,Tu)x
=1 j=1 =1

ar = aZaj:pj = Z(aaj)xj € [x1,...,Tu)r
j=1

j=1

Poznamka: Plati © € [zq,...,2,]), protoze © = 0-21 +0- 29+ ---+0- z,.

Piiklad: Uvazujme dvourozmérny euklidovsky prostor R?. Linedrnim oba-
lem dvou rtznych netrividlnich (nenulovych) vektort je celd rovina (cely
prostor R?). Libovolny vektor x € R? lze vyjadfit jako linedrni kombinaci
dvou (riznych) vektort z; a x5 (viz obr 3.7). Linedrnim obalem jednoho ne-
trividlniho vektoru je pfimka prochézejici po¢atkem (viz obr 3.8). Linedrnim
obalem nulového vektoru je bod (nulovy vektor).

\ 4

(0,0) aqag Z1

Obrazek 3.7:

Poznamky: Jestlize je x1,...,x, soubor vektort, potom kazdy vektor x €
[1,...,2Z,]x 1ze vyjadiit ve tvaru

n
r = E Oéj.l’j
Jj=1

Na koeficienty aq, ..., a, mizeme pohlizet jako na soufadnice vektoru z v
soufadném systému daném vektory x1, ..., z,. Kdy jsou tyto soutadnice jed-
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ar, (a>1)

az, (a<0)

Obrézek 3.8:

noznacné urceny? Jestlize jednoznac¢né urceny nejsou, potom lze psat

n n
T = E ;= E Bz
j=1 j=1

kde a; # [3; pro alespon jedno j, takze

n

> (o= Bj)z; =0,

J=1

kde aspoi jedno a; — 3; # 0. Vyloucenim této moznosti zarucime jednoznac-
nost takového rozkladu. To ndm umozni nasledujici definice.

Definice: Soubor vektort zy, ..., x, € V nazyvame linedrné zavisly, jestlize
existuji ¢isla aq, ..., a,, z nichz aspon jedno je nenulové, takova, ze plati

oary + -+ apr, =0

a linedrné nezavisly v opa¢ném pfipadé (t.j. z rovnosti cyxq +- - -+, z, = O
vyplyva, ze oy = ag = -+ - = a,, = 0.

Priklad: Jak zjistime, Ze jsou vektory linearné zavislé nebo neza-
vislé? Zjistéte, zda je soubor vektortl x1, x5, 23 z prostoru R? linedrné zavisly
nebo nezavisly, je-li: x; = (3,1,5), z2 = (1,2, —-2) axzg = (2,3, —1). Ptame se
tedy, jak vypadaji vSechna oy, . . ., ag takova, ze plati a2y +asrs+asrs = ©.
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Po dosazeni za vektory x; , x5 a x3 ziskavame rovnosti

Q1T + Qo + 3Ty = ©
a1(3,1,5)+a2(1,2,—2)+a3(2,3,—1) = (O, 0,0)
(30[1 + a9 + 20&3, a1 + 20[2 —+ 30&3, 50(1 — 20[2 — 063) = (O, 0, O)

které po prepsani po jednotlivych slozkach vedou k soustavée tii rovnic o tfech
neznamych tvaru

30[1-'-0(2-'-20[3 =0
Oz1+2042+3&3 = 0

50(1—2&2—043 =0

Ma-li tato soustava pouze trivialni feSeni oy = ay = a3 = 0, pak je sou-
bor x1, w9, x3 linedrné nezavisly, jinak je linearné zavisly. Dale postupujeme
obvyklym zptisobem

3 1 2 1 2 3 1 2 3
1 2 3 ~ 3 1 2 |~10 =5 =7
5 =2 -1 5 —2 -1 0 —-12 -16
1 2 3 1 2 3
~ 0O -5 -7T]|~10 =5 =71,
0 3 4 0 0 39

ze kterého vyplyva, ze je soubor x1, xs, x3 linedrné nezavisly.

Piiklad: Zjistéte, zda je soubor Ay, Ay, As, A, z prostoru R?? lineirné
nezavisly nebo linedrné zavisly, je-li

1 1 3 3 2 1 1 6
A1_<—3 —4)’ A2_<7 2)’ A3_<1—1)’ A4_<1o 3)
Hledame takova ¢isla aq, . .., a4, ze plati

a1 Ay + Ay + azAs + Ay = 0.

Dosazenim a rozepsanim po jednotlivych slozkach

L1 (33, (2 1), 16) (00
M\ 3 g )Ty o )T 1 )T ™L1wo3) "o o

041+3042‘|“2(1/3+CY4 041+3(I2+a3+6(1/4 o 0 0

—3a1+7a2+a3+10a4 —40[1+2(1/2—a3+3(1/4 o 0 0
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ziskame nasledujici homogenni soustavu ¢tyt linedrnich rovnic pro étyfi ne-
znamé oy, (i, (i3 a Quy:

a1+ 3ag + 203+ =

o1 + 3o + az + 6oy
—3a1 + Tas 4+ ag + 100y
—4oy + 2090 — a3+ 304 =

I
c o o o

Obvyklym postupem prevedeme tuto soustavu do horniho stupnovitého tvaru:

13 2 1 1 3 2 1 1 3 2 1
13 1 0 0 -1 5 0 2 1 1
37 110 7 (ow 713 (o1 713]|"
4 2 -1 3 014 7 7 0 0 -1 5
13 21 13 21
02 11 02 11
~ 00 -15]7]10oo0 -15
00 —1 5 00 00

Soubor je tedy linearné zavisly, napt. matici A, lze nakombinovat pomoci
matic Ay, Ay, Az z ¢ehoZ vyplyva, ze [A1, Ay, A3, Ayly = [A1, Ag, Asy. Navic
lze ur¢it dimenzi linedrniho obalu souboru vektori (viz nésledujici definice)

dim[Al, AQ, Ag, A4] = 3.

Véta: (redukce linearné zavislého systému) Je-li z1, ...z, linedrné za-
visly soubor vektort z prostoru V' potom lze néktery z nich (oznacime jej )

vyjadrit jako linedrni kombinaci vektord xi,...,xx_1,%gs1...2n tj. Tk €
(1, Xp_1, Tps1,- -+, Tn)x & plati, Ze vynechdnim linedrné zavislého vek-

toru z; se linearni obal nezméni

[:L‘la s 7:L‘n])\ = [xla vy L1, Tt 1, - - -xn])\
Poznamka: Vysledny systém xi,..., 25 1, ki1, ..., T, Uz nemusi byt line-
arné zavisly.
Definice: Linearné nezavisly systém vektord zq,...,z, takovy, ze generuje
cely prostor V, tj. plati [xy,...,z,]x =V, nazgvame jeho bazi. Pocet prvki

béaze nazveme dimenzi prostoru V' a oznacujeme jej dim V' = n.
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Poznamka: Jestlize plati V' = [z1,...,x,]\, pak lze kazdy vektor z € V
vyjadrit jako linedrni kombinaci vektora xy, ..., x,.

Poznamka: Nékteré prostory nemaji (konecnou) bazi. Jestlize neexistuje
takové n, ze kazdy (n + 1)-Clenny soubor vektort z V' je linedrné zavisly,
pak prostor V' nemé konecnou dimenzi a polozime dim V' = oco. Pro nulovy
prostor V = {©} polozime dim V' = 0.

Priklady bazi v jednotlivych prostorech

1. Prostor R” ma dim R" = n a existuje v ném standardni baze ey, es, . .., €,
tvaru
1 0 0
0 : 0
€1 = . y €k = 1 y  En =
0 0 1

2. Prostor R™" ma dimR™"™ = mn a existuje v ném standardni baze
E\Es, ..., E,, tvaru

1 0 ... 0 0 1 0
0 0 0 0

E1 = 5 E2 - . ) )
0 0 0 . 0
0 0 1 0 ... 0
0 0 1 0 0

En = ) En+1 = ) )
0 0 0 0
0 0 0 . 0

Enn1 = s Bmn = . )
0 : 0
0 1 0 0 . 0 1
3. Prostor P,, ma dim P, = n a standardni baze eq, ..., e, ma nasledujici

tvar

er(t) = 1,ex(t) =t,...,en(t) =t", teR.
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Libovolny polynom stupné nejvyse n — 1 1ze napsat jako linedrni kom-
binaci
n—1
p(t) = Zaktk :a0+a1t+...+an_1tn71’ " GR,
k=0

n
b= § qp—1€f.
k=1

4. Prostory P a C(a, b) nemaji konecnou dimenzi (dim P = 400 a dim C{(a, b) =
+00).

Piiklad: (Kartézsky soufadny systém) Kazdy vektor = = (x1, x5, x3)
v tfirozmérném euklidovském prostoru lze napsat jako linearni kombinaci
vektort standardni baze x = x1e; + x9es + x3e3, pro kterou je navic kazda
jeho slozka rovna soufadnici daného vektoru v této bazi.

A
i €T = (x17$27$3)

—_
!
Ll

€3

!

€9 1

\/

€1

Obrazek 3.9:

Piiklad: (Kfivocary souradny systém) Kazdy vektor z v dvourozmér-
ném euklidovském prostoru lze nakombinovat pomoci dvou navzajem rtz-
nych nenulovych vektori x; xo tak, Ze plati x = ayx1 + asxs a tim lze i
ziskat jeho soutadnice oy, ag v bazi x1, xs, viz obr. 3.10.

Piiklad: (Jak zjistit souradnice néjakého vektoru v bazi?) Necht z,
To, T3 je soubor vektortl z prostoru R3 a x je vektor z R3. Dokazte, Ze 1, ¥,
x3 je baze a naleznéte souradnice vektoru x v této bazi, je-li z; = (1,1,1),
xe = (1,2,1), 23 =(0,0,1) a x = (1,0,4).
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T = 1T + Qoo

v

Obrazek 3.10:

Linearni nezavislost ovéfime obvyklym zptisobem: pravou matice, ktera
je sestavena ze sloupci vektora zy, xa, 3.

—_
— N =

0 110
0Ol ~1010
1 0 01

7 uvedeného postupu vyplyva, ze vektory i, x, x3 jsou linearné nezavislé
a soubor x1, Ta, 73 je tedy bazi R3. Je-li soubor w1, x5, x5 bazi, soufadnice
a1, (g, ag nalezneme jako jednoznac¢né feseni soustavy

T = 121 + QX2 + Q3x3,
kterad po dosazeni za jednotlivé vektory

(17 07 4) = al(lv 17 1) + 012(1, 27 1) + Q{3(07 07 1)
(1,0,4) = (oq + az, a1 + 20,01 + o + az)

vede na soustavu tfi rovnic o tfech neznamych tvaru

a1 + Qo
a2+2a2 = 0
oo tag = 4
Pak postupujeme jiz zndmym standardnim zptsobem
1 1 01 1 1 0] 1
1 2 0]0 |~ 0 1 0]-1
1 1 1|4 0 0 1] 3
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a nalezneme jednoznac¢né feseni a; = 2, ag = —1, ag = 3 a tedy vektor x ma
v béazi x1, x9, x3 souradnice postupné 2, -1, 3 a tedy plati z = 2z — x5 + 3x3.

Priklad: (Jak prepoditat soufadnice vektoru v jedné bazi na sou-
fadnice v druhé bazi?)

N

x = (21, 2)

A
€9

€y = (t12,t2)

€1 = (t11,to1)

\ 4
v

€1

Obrazek 3.11:

Ozna¢me souradnice vektoru x ve standardni bazi eq,...,e, postupné
x1, ..., %, (tedy x = (21,...,2,) = 2161 + - - - + T,€,), soutadnice vektoru x
v béazi ey, ...€, oznacme jako Ty,...,T,. Pak mizeme psat

n n T1
r = E TrCr — E fkék, r =
Necht vektory béaze €, ...,€, maji soufadnice ve standardni bazi (a tedy
maji néasledujici slozky)
11 L1k tin
ey = ) 7Ek — ) 7€n =
tnl tnk tnn

Vektor z pak lze napsat nasledujicim dvojim zptisobem

n n n n n
r = E Tpep = E Ty, E tige; | = E E Tptine;
k>1 k=1 i=1 i=1 k=1

n

= Z <i Tfuﬁk> e = iﬂfiez’,
k=1 i—1

i=1
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ze kterého vyplyva, ze kazdou slozku tohto vektoru z; 1ze napsat jako linearni
kombinaci jeho soufadnic v bazi ey,...€, tvaru z; = > ;_, ty, s koeficienty
tix. Oznacime-li matici T' = (¢;), pak soufadnice vektoru x v bazi ey, ..., €,
ziskame FeSenim soustavy rovnic

L1 L1 L1 21
T : — : : =71
Konkrétné, jsou-li dany matice T (a tim i slozky vektord €j,...€3) a
vektor x

1 10 1
T = 120 )], == 0
11 1 4
pak ziskame jeho soufadnice v bazi €y,...€e3 pomoci vztahu = = T 'z, coz

lze interpretovat jako Teseni soustavy s matici T' a vektorem pravé strany
x anebo miiZeme vypocitat inverzni matici 7! a pak ji pouzit k vypoctu
soutadnic jakéhokoliv vektoru (nejenom vektoru x)

1 1 0l1 0 0 1 1.0/10 0
1 2 0[/01 0 ])~[01O0]-110]|~
1 1 1{0 0 1 0 0 1[-1 0 1
1 0 0/2 -1 0 2 -1 0
~1010|-1 10}, T"'=| -1 10
0 0 1[-1 0 1 -1 01
2 -1 0 1 2
zZ=T'z= -1 10 0 |=[ -1
-1 01 4 3

Vektorové prostory se skalarnim soucinem

Definice: Vektorovy prostor V' se nazyva vektorovym prostorem se skalarnim
soucinem, jestliZze na ném navic definovana operace, ktera kazdé dvojiciz € V'
a y € V pritazuje skalar (x,y) € R tak, Ze plati

1. (z,x) > 0 pro kazdé x € V, pficemz (z,x) = 0 pravé kdyz z = ©

2. (x4y,2z) =(x,2) + (y,z) prokazdé z,y a z € V
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3. (ax,y) = oz, y) pro kazdé =,y € V a pro kazdé a € R
4. (x,y) = (y,x) pro kazdé z,y € V

Piiklad: (Vektorové prostory se skalarnim soucinem) Prostor R" se
standardnim skaldrnim sou¢inem: z = (z1,...,2,)7, y = (y1,...,9,)! € R"

(z,y) = Z%?/z =T+ Toya + o+ Ty =2y,
i=1

kde zapis 27 = (x1,...,x,) oznafuje vektor transponovany s vektoru .
Prostor R™" se standardnim skalarnim sou¢inem: A = (a;;) € R™", B =

(b”) e R™"
<A, B> = Z Z CLZ'ij'j.

i=1 j=1

Prostor C(a,b) : f € C(a,b),g € C{a,b)

() = / f(2)g(x)da

Drtive definované prostory se stanou prostory se skalarnim souc¢inem, zavedeme-
li operaci skalarniho soucinu s vyse uvedenymi vlastnostmi.

Definice: Necht V' je vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem. Pro kazdé
x € V definujeme normu (velikost) vektoru x predpisem ||z|| = /(z, z).

Poznamka: Norma je korektné definovana diky vlatnosti 1., podle které
(x,x) > 0 pro kazdé = € V. Norma je tedy nezédporné redlné ¢islo a predsta-

vuje "délku” vektoru.

Piiklad: T¥irozmérny euklidovsky prostor je vlastné prostor R? se standard-
nim skalarnim soucinem.

Piiklad: V dvourozmérném euklidovském prostoru R? plati tzv cosinové
véta:

I21*

(z,2) =(z —y,x —y) = (z,2) — (z,y) — (¥, 2) + (¥, y)
= z* + lyll* = 2(z,y)
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\4

Obrazek 3.13:

120 = ll=11* + llyl* — 2}zl llyll cos

Definice: Necht V' je vektorovy prostor se skalarnim soucinem a = € V,
y €V, x# 0,y # 0. Pak thel mezi vektory x a y je takové ¢islo ¢ € [0, 7],
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pro které plati
_ @y
]|~ [y

Definice: Vektory x € V a y € V se nazyvaji ortogonalni (kolmé), jestlize
plati, ze (z,y) = 0.

Véta: (Pythagorova): Necht x € V a y € V jsou vektory, které jsou na sebe
kolmé ({x,y) = 0). Pak plati

lz+ylI* = [l2]* + llyl
Dukaz: Toto tvrzeni vyplyva z vlastnosti skalarniho soucinu

(T, y) =0= |z +yl* = (@ +y,z+y) = (x,2) + 2(z,y) + (¥, y) = ||lz[|* + [[y]]?

Y

Obrazek 3.14:

Poznamka: Obecné plati trojihelnikova nerovnost

[z +yll < llzll + llyll;

ktera predchazi u pravouhlého trojihelniku v rovnost. Je to disledek tzv.
Schwarzovy nerovnosti |(z,y)| < ||z ||y]|-

Definice: Necht xi,xs,...,z, je baze vektorového prostoru se skaldrnim
souc¢inem. Béazi x4, z,, ..., x, nazgvame ortogonalni bazi, pokud (z;,z;) =
0,7+# j,i=1,...,n, j = 1,...n. Bazi nazveme ortonormalni, pokud je

ortogonalni a navic ||z;[| =1,i=1,...,n.



3. Vektorové prostory 19

r = (xlv Lo, x3)

!
'

€3

)
€1 1

y

Obrazek 3.15:

Piiklad: Prostor R? se standardnim skaldrnim soucinem: standardni baze
e1,...,es je ortonormalni bazi. Plati totiz, (e;,e;) = 0, i # 7, |le] = 1,
1=1,...,35=1,...3, anavic

x = (21,%2,73) = x1€1 + T2€2 + T3€3

= (x,e1)e; + (z,ex)es + (x,e3)es,

a tedy r1 = (x,e1), o = (x,e3) a x3 = (x, e3). Smyslem zavedeni ortonor-
malni baze kromé jiného je, Ze ziskdme jednoduché vzorce pro soutadnice
vektoru v bazi (ta ovem musi byt ortonormalni).

Véta: Necht zq,x9,...,x, je ortonormélni baze prostoru V a necht x € V'
n

potom plati x = ) (x, x;)x;.
j=1

n
Definice: Soufadnicim se fika Fourierovy koeficienty a vyjadieni x =  (x, z;)x;
J=1
Fouriertiv rozvoj.
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n
Dukaz: Necht = = ) o;x; je vyjadfeni vektoru x v bazi x4, ..., z,. Skalar-
i=1
nim soucinem s x; zprava pro kazdé ¢ dostavame i-tou soutadnici «;

n
(x,2;) = < g ajxj,xz> = g iz, x) = o
Jj=1

n

n
takze v = ) oy = ) (z,xj)z;.

J=1 Jj=1

Priklad: (Fourierovy fady) Uvazujme Vektorovy prostor reélnych funkeci
na intervalu (—, 7) se skalarnim sou¢inem (f, g) = [*_ f(z)g(z)dz. J.B. Fou-
rier (1768-1830) byl prvni, kdo si v8iml, ze funkce

1 CoS T sin x CoSs 2x sin 2x Ccos 3% sin 3z
/27T b ﬁ ) ﬁ b ﬁ ) ﬁ ) ﬁ ) ﬁ )

tvori ortonormalni systém ve (—m, 7). Sestrojime-li formalni analogii vzorce
z predchozi véty pro tento pripad, dostaneme fadu

1 o0
= 5 + jzl(aj cos jx + b;sin jz),

kde

1 ™ s
a; = — x) cos jrdx b»:l f(x)sin jaxdx
j f(x) cos jadz, b, j

T ) s m

Obecné spojita funkce f(z) je vyjadfena fadou sestévajici z periodickych
funkei ("kmitd” s periodou 27/j). Proto jsou Fourierovy fady vhodnym na-
strojem pro zpracovani signali (specialné zvuku).



