Vlastni cisla a vlastni vektory

Poznamka: Je-li A:V — V linearni zobrazeni z prostoru V' do prostoru V'
(nékdy se takové zobrazeni nazyva linedrnim operdtorem), pak je pfirozenym
pozadavkem najit takovou bézi prostoru V', Ze je matice zobrazeni A v této
béazi co nejjednodussi, napt. mé nasledujici strukturu

Ay 0
Ay

A= As ,

kde Ay jsou ¢tvercové matice malého fadu (nejlépe 1 nebo 2) a ostatni prvky
matice jsou nulové. Problém najit bazi, aby v ni matice zobrazeni méla dia-
gonalni tvar (kde Ay, jsou skalary), vede k pojmu vlastni ¢islo a vlastni vektor
matice.

Definice: Necht A € C™". Jestlize plati Az = Az pro jisté komplexni ¢islo
A € C a jisty nenulovy vektor x € C", x # O, potom ¢islo A\ nazyvame
vlastnim ¢islem matice A a vektor x vlastnim vektorem pfislusnym k tomuto
vlastnimu ¢islu. Mnozinu vSech vlastnich ¢isel nazyvame spektrem matice A.

Poznamka: Vsimnéme si, Ze az dosud jsme uvazovali realné matice. U vlast-
nich ¢isel studium pouze realnych matic ztraci smysl, protoze i realna matice
muze mit komplexni vlastni ¢isla. Proto uvazujeme obecné komplexni matice.

Poznamka: Podminka existence nenulového vektoru x # © v definici vlast-
niho ¢isla je nezbytna: kdybychom pfipustili i z = ©, potom by kazdé kom-
plexni ¢islo bylo vlastnim ¢islem a definice by ztratila smysl.
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Poznamka: Odpovidéa-li matice A matici néjakého zobrazeni A, pak kazdy
nenulovy vektor z jadra zobrazeni Ker A je vlastnim vektorem pfislusSnym
vlastnimu ¢islu 0. Je-li Ker A = {©} (je-li matice A regularni), pak 0 neni
vlastnim ¢islem matice A.

Piiklad: Je-li P je matice ortogonalni projekce v prostoru R3 na néjaky
podprostor U (U je tedy bud rovina nebo piimka prochazejici poc¢atkem),
pak pro kazdy vektor u € U plati Pu = u, vSechny vektory z U (s vyjimkou
nulového vektoru ©) jsou vlastnimi vektory matice P pfislusné vlastnimu
¢islu 1. Prostor Ut je roven jadru projekce (nulovému prostoru matice P),
a tedy kazdy vektor z ortogonalniho doplitku U (s vyjimkou ©) je vlastnim
vektorem prislusnym k vlastnimu ¢islu 0.

Obrazek 5.1:

Poznamka: Pro kazdy vlastni vektor ¢tvercové matice A plati Ax = Ax,
x # 0, a tedy po slozkdch mame soustavu

11 @12 ... Qip T T
21 QA22 ... Aon i) i)

=\ ,
Up1 QAp2 ... Qpp Tn Ty

kde x1,...,x, jsou nezndmé a A parametr soustavy. Tato rovnice je ekviva-
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lentni homogenni soustavé rovnic (A — Al)z = O s parametrem A

ajl — A a19 e A1n T1 0
a921 99 — Ao QAop i) 0
Qn1 Qna cee Qpp — A Tn 0

Protoze je tato soustava homogenni, mohou nastat dvé moznosti:

a) matice je regularni a ma tedy pouze trivialni feseni. V takovém piipadé
neexistuje nenulovy vektor x # © takovy, ze by platilo Ax = A\z; ¢islo A
neni tedy vlastnim c¢islem.

b) matice je singuldrni, a tedy jeji mnozina FeSeni obsahuje i nenulové
vektory a jeji dimenze je nejméné 1. Cislo A je tedy vlastnim ¢islem
matice a kazdy vektor z mnoziny feseni této homogenni soustavy je
vlastnim vektorem pfislusnym vlastnimu ¢islu .

Hledame-li vlastni ¢isla a vektory matice, musi byt soustava s matici A —
Al singularni. Tento pripad nastane pravé kdyz je nulovy jeji determinant.
Determinant matice

alp — A ai12 e A1n
a1 99 — ) a9
det(A — X)) = ) "
QAn1 QA2 et Qpp — A

je polynom stupné n v proménné A, ktery nazyvame charakteristickym poly-
nomem matice A. Je zfejmé, ze vlastni ¢isla matice jsou jeho koteny. Podle
zékladni véty algebry mé kazdy polynom n-tého stupné préavé n (obecné
komplexnich kofentl), pocitame-li i jejich nasobnosti. Plati tedy véta:

Tvrzeni: Kazda ¢tvercovd matice A € C™" méa pravé n vlastnich disel,
pocitame-li kazdé vlastni ¢islo v jeho nasobnosti (jakozto kofenu charak-
teristického polynomu).

Priklad: Realna &tvercova matice A = ( 01 ) fadu 2 x 2 ma charakte-

-1 0

risticky polynom tvaru

= (=N(=A) —1(-1) =N +1

det(A — AI) :‘ A, '
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a jeho kofeny jsou ¢isla A; 5 = +i (A2+1 = 0). Tato realnd matice nema tedy
realna vlastni ¢isla. Dosadime-li za A = —¢ ziskdme vlastni vektor prislusny
vlastnimu ¢islu \; = —¢

(i)~(=a)~(oo)

Vidime, ze vlastni vektor < 1Z ) ma také komplexni slozky a plati

(o) (1) ==()=(4)

Podobné postupujeme i pro vlastni ¢islo A\; = 7 a vypocteme prislusny vlastni

vektor
5 -1 3
Priklad: Necht A = 8 —1 6 |. Naleznéte vlastni ¢isla a odpovida-
—4 1 -2

jici vlastni vektory matice A. Charakteristicky polynom matice A je roven

5-x -1 3
det(A —\I) = 8 —1-X 6 =
—4 1 —2— A
= 5-A)(=1=XN)(-2—-X)+24+24—6(5—))
— (=8)(—2 =) = (—12)(=1 = A) = =A(A\2 —=2X + 1)

Resenim rovnice det(A — AI) = 0 hleddme kofeny charakteristického poly-
nomu, které se postupné redukuje na feseni kubické rovnice A(A2—2A\+1) = 0,
tedy A(A — 1)? = 0, jejiz kofeny jsou jeden dvojnasobny kofen A\; = Xy = 1
a jeden kotfen A3 = 0. Vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢islu A\; = Ay =1
ziskdme TeSenim soustavy (A — A\ I)x = (A — A\l )xz = O, tedy

4 -1 3 4 -1 3
8 =2 6 |~ 0 00,
-4 1 =3 0 00

ze které vyplyva, ze kazdy vektor z, pro ktery je Ar = x, musi spliovat
podminku x € [(0,3,1),(1,4,0)], a tedy linedrné nezavislymi vlastnimi vek-
tory jsou napiiklad =1 = (1,4,0) a 25 = (0, 3,1). Podobné postupujeme i u



5. Vlastni ¢éisla a vlastni vektory 5

vlastniho ¢isla A3 = 0. Reseni rovnice (A — A\31)z = Az = © vede na hled4ni
vektorti z nulového prostoru soustavy.

5 —1 3 5 —1 3 5 —1 3 5 —1 3

8§ —1 6 |~ 0 36| ~10 12]~[0 12

-4 1 =2 0 1 2 0 1 2 0 00
Jednim z moznych feSeni je vektor x3 = (1,2, —1). Indukuje-li matice A

Obrazek 5.2:

zobrazeni A (tato matice je matici linearniho zobrazeni A v standardnich ba-
1 00
zich), pak ma matice zobrazeni A v bazi x1, 25, x5 diagondlnitvar | 0 1 0
0 0O
Geometricka interpretace zobrazeni A je, Ze se jedné o projekci na rovinu po-
dél osy dané vektorem x3.

4 =5 7
Priklad: Urcete vlastni Cisla a prislusejici vektory matice A = 1 -4 9
-4 0 5

Postupujeme stejnym zptisobem, vypoc¢teme charakteristicky polynom

4-X -5 7
det(A— M) = | 1 —4-X 9 |=(A-N(-4-1)6-N
40 5-2A

+ 180 +28(—4 —A)+5(5—A) = (1 = A)(\* — 4\ + 13)

a nalezneme jeho kofeny A\; = 1, a protoze je diskriminant D = 16 —4-13 =
16 — 52 = —36 jsou dalsi kofeny komplexné sdruzené A3 = % = 2+ 3i.
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Vlastni vektor prislusny vlastnimu ¢islu A\; = 1 najdeme jako nenulové feSeni
homogenni soustavy (A — M\ [)z = ©

4—1 -5 7 3 -5 7 3 -5 7
1 —4-1 9 ~ 1 59 |~|0 10 —20
—4 0 5-1 —4 0 4 0 —20 40
3 -5 7 3 -5 7
~ 1o 1 2]~[0 1 -2],
0 -1 2 0 0 0

napifklad z; = (1,2,1). ReSenim soustavy (A4 — \ol)x = O ziskdme vlastni
vektor prislusny vlastnimu ¢islu Ao =2 + 3¢

2—3% -5 7 1 —-6-3 9
1 —6 — 3 9 ~1 0 —24—-12¢ 39-3: |,
—4 0 3— 3 0 0 0

kterym muze byt vektor xs = (3 —3i,5 — 3i,4). Podobné vypoc¢teme i vlastni
vektor pfislusny vlastnimu ¢islu A3 = 2 — 3i: x3 = (3 + 3,5 + 37, 4).

Poznamka: Je-li \; nasobny koren charakteristického polynomu matice A,
pak v obecném pfipadé nemusi byt nasobnost vlastniho cisla jako kofenu
rovna poctu linearné nezavislych vlastnich vektort prislusnych tomuto vlast-
nimu ¢islu. Pak matice A neni diagonalizovatelna, tedy neexituje baze, ve
které by méla matice zobrazeni A, které indukuje dana matice A, diagonalni
tvar.

Priklad: Matice A = [

-A 0

1 =X
Vlastni vektory matice, které prislusi tomuto vlastnimu ¢islu vypocteme ze
soustavy (A — Al )z = O, tedy v nasem prfipadé FeSenim soustavy Ax = © ve
tvaru

(1) 8 } ma charakteristicky polynom tvaru det(A —

M) = = M2, a tedy &slo A = 0 je vlastni ¢islo s ndsobnosti 2.

0.z1 +0.z9 = 0,
1.ZE1+0.I'2 = 0,

které vede na x; = 0, x = (z1,22) € [(0,1)]), a tedy dim[(0,1)], = 1 se ne-
rovna nasobnosti vlastniho ¢isla A = 0. Matice neni tedy diagonalizovatelna,
nelze nalézt bazi, ve které by méla matice diagonalni tvar.
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Symetrické matice a jejich vlastnosti

Definice: Necht A = (a;;) € R™". Matici AT € R™™, definovanou (A”);; =
a;j,1=1,...,m, j =1,...,n nazyvdme matici transponovanou k matici A.

Poznamka: Slovné, j-tym fddkem matice A7 se stava j-ty sloupec matice A

(j = 1,...,n) a i-tym sloupcem matice AT se stava i-ty fddek matice A
(t=1,...,m).
Piiklad:
9 3 1 4
A= eR*, AT =| 2 5 | e R*?
4 5 6 3 6

Definice: Matice A se nazyvéa symetricka, jestlize AT = A.
Poznamka: Symetrickd matice je tedy nutné ¢tvercovd matice (A € R™™).

Poznamka: Ukazali jsme, Ze redlnd matice A € R™" muze mit obecné i
komplexni vlastni ¢isla.

Tvrzeni: Symetrickd matice A € R™" méa vSechna vlastni ¢isla realna.

Tvrzeni: Vlastni vektory pfislusné navzajem riznym vlastnim ¢islim kazdé
realné matice A € R™" jsou linearné nezavislé.

Tvrzeni: Vlastni vektory pfislusné navzajem riznym vlastnim ¢islim syme-
trické matice A € R™" jsou navzajem ortogonalni (kolmé).

Priklad: Nechf Az, = \jzy, 21 # ©. Pak je ortogonalni doplnék X = [z4]y
invariantnim podprostorem matice A, ktery spliuje podminku Az € X pro

kazdé = € X.

Piiklad: Najdéte charakteristicky polynom, vlastni ¢isla a prislusné vlastni
vektory symetrické matice

A

I
—_
—_
|
—_
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A
Ty
o
X =[]y
dimX=n-1
[xl]/\
Obrazek 5.3:

Postupujeme standardnim zptisobem: vypocteme charakteristicky polynom

-1-X 1 1
det(A—AI) = 1 1-Xx -1 |=
1 -1 1-=-A
= (—1-N0-A)?-1-1-(1-N—(-1=-X)—(1-)) =
= (-1-N1—=XN*=-3+3)\=
= (-1-N1-=-X*-3(1-))=
= (1=N[(-1-MHA =N -3 =
= 1-=N[-1+X=XA+X -3 =
= 1-MNN=-49)=1-N)A-2)(A+2)
a urcime jeho kotfeny A\; = 1, Ay = 2, A\3 = —2 a prislusné vlastni vektory

Fesenim homogennich soustav (A — \;J)z = ©

-2 1 1 2 1 1 -2 1 1
M =1: 1 0 -1 |~ 0 1 -1~ 01 —1],
1 -1 0 0 -1 1 00 0

ziskdme v tvaru Z; = (1,1, 1), ktery spliiuje A% = 7,

-3 1 1 -3 1 1
Ao =2 1 -1 -1 |~ 0 -2 -2
1 -1 -1 0 0 O
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feSenim soustavy (A—Xol)x = © je vektor Zo = (0, 1, —1) spliiujici AZy = 27

1 1 1 1 1 1 11 1
A3 = —2: 1 3 -1 |~{0 2 -2 |~{(02 =2
1 -1 3 0 -2 2 00 O

a TeSenim (A — A\3l)z = © ziskdme T35 = (—2,1, 1), pro ktery plati Az; =
—223. Definujeme-li matici vlastnich vektori

3 1 0 -2
X == (571, 5?2, .fj‘3) == 1 1 1 y
1 -1 1

pak kromé identity vyplyvajici z definice vlastnich vektori

/10 0
AX=X[o02 o],
00 —2

plati i vlastnost, Ze vlastni vektory prislusné navzajem riznym vlastnim cis-
lim jsou kolmé

o 11 1 1 0 —2 300
XTX = 01 —1 1 1 1]1=1020
-2 1 1 1 -1 1 006

KdyZ jednotlivé sloupce matice X vynormujeme tak, aby mély vysledné vek-
tory jednotkovou délku

a1 1
I T )
EIREAS
To 1 (1)
4%) T~ )
[ Z2fl V2 \
¥ 1 _i
xg ey — = — s
l&l Ve \

pak pro matici X = (z1, 2, x3) plati X7X = I, tedy X je ortogonalni
matice (viz nasledujici podkapitola). Zakladni vlastnost, ze vektory x1, xs, x3
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vytvaii ortonorméalni bazi prostoru R? je vidét z nasledujicich rovnosti

l‘? ZL‘{ZL‘l ZL‘{I‘Q l‘?l‘?,
XX = o | (ry xow3) = | 2lzy alay alzs | =
.Tg l’gl’l SL’?;.TQ I§$3
(r1,21) (x1,22) (21,273) 1 00
= (xo, 1) (w3 ,x9) (T2,23) | =10 1 0
(x3, 1) (w3,79) (T3,73) 0 01

P¥iklad: Necht A : R?* — R3 je linedrni zobrazeni se symetrickou matici

—7/9  4/9  4/9
A=| 4/9 -1/9 8/9
4/9  8/9 —1/9

Vlastni ¢isla matice najdeme jako kofeny charakteristického polynomu

—7/9— A 4/9 4/9
det(A — AI) = 4/9 —1/9— A 8/9 | =
4/9 8/9 —1/9— A

= NN Aa=-A-1)OW+1)>%

Protoze je matice A symetricka, jsou tyto kofeny A\; = 1, Ay = A3 = —1
realnd ¢isla. Vlastni vektor x; = (1, fa, O3) takovy, ze Axy = Az je FeSenim
homogenni soustavy

—1606, + 40> +48;5 = 0
46, — 106, + 883 = 0
431 + 8By — 1085 = 0

s hodnosti 2 a jeji feSeni lze ziskat i pfimo pomoci vektorového soucinu jako
r1 = a1(—16,4,4) x (4,—-10,8) = ay(72, 144, 144).

Vektor (1, B2, f3) musi byt totiz kolmy na vektory (—16,4,4) a (4,10, 8).
Koeficient «; zvolime tak, aby byla norma vektoru z; rovna jedné, tedy
T = %(1,2,2). Vlastni vektory pfislusné dvojnasobnému vlastnimu d¢islu
Ay = A3 = —1 jsou FeSenimi homogenni soustavy

201 + 48, + 4083 =

43, + 852 + 833
46, + 86, + 833 = 0
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s (garantovanou) hodnosti 1. Standardnim postupem ziskdme soustavu v
hornim stupnovitém tvaru ; + 20, + 203 = 0 s dvéma linedrné nezavislymi
feSenimi 7o = (—2,1,0) a 3 = (—2,0,1). Tyto vektory lze normovat tak,
aby jejich norma byla rovna jedné, tedy zo = %(—2, 1,0). ProtoZze obecné
T3 neni kolmé na 7, (a tedy neni kolmé i na x,), tfeti vektor x5 vypocteme
pomoci Gram-Schmidtova orthogonaliza¢niho procesu, kde Zs = &5 — ass,

kde arp zvolime tak, aby platilo Ze (73, x5) = 0, tedy
<ZZ‘3, IL‘2> - O[Q(ZL‘Q, IL‘2> =0.
Koeficient ay se rovnd ay = (I3,22) = 4/v/5 a vektor Is = (—2,0,1) =
%(—2, 1,0) = (—%, —%, 1). Vektor x3 pak vypocteme normovanim vektoru 73
1

g = ——(—2,—4.5
3 \/E( )

Vypoctené vektory xi,xs,x3 jsou ortonormalni bazi, ve které ma linearni
zobrazeni A diagonélni tvar

/1 0 0
A={0 -1 o0
0 -1

Obrazek 5.4:
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Ortogonalni matice a jejich vlastnosti

Definice: Matice A € R™" se nazyva ortogonalni, jestlize ATA = I.

Tvrzeni: 1. Kazd4 ortogonalni matice A je regularni a plati A=! = A7
2. Sloupce ortogonalni matice A tvori ortonormalni bazi prostoru R”. Je-li
A = (ay,as,...,a,), pak

T T T

a,l al azl e al a/n
ATA - ag (a a ) B azTal C azTan -
- . 1:.-.-Un)— . -
az: agal Ce agan
(ar,a1) ... (a1,an) 1 0 0
. <a’27a1> <a’27an> . 0 1 o ]
: : 0 '
<an7a1> <an7an> 0 O 1

3. Podobné, fadky ortonormalni matice tvoti ortonormalni bazi R". Protoze
je A7 = AT plati i vlastnost AAT = AA"L = 1.

Tvrzeni: Ortogonalni matice A € R™" méa vSechna vlastni ¢isla lezici na
jednotkové kruznici |A| = 1.

Priklad: (Ortogonalni matice fadu 2) Prvni vektor nejobecnéjsi ortonor-
malni baze 1, zo v prostoru R? je tvaru z; = (cos g, sin¢) a druhy bazicky
vektor mé nutné jeden ze dvou tvari +(— sin ¢, cos ). Odpovidajici ortogo-
nalni matice jsou tedy tvaru

(cosgo —singo), (COW SW) (0 € [0,27))

siny  cosp siny —cosp

cos sin ¢
siny —cosp
0 ) Matice zobrazeni ( 1o ) odpovida zr-
0o -1 /) 0 —1
cosp —sing
siny cosp
odpovida rotaci o tthel ¢. Viechny ortogonalni transformace v R? lze tedy
ziskat bud oto¢enim o néjaky uhel ¢ a/nebo zrcadlenim kolem osy e;.

Poznamka: Matice tvaru < ) Ize ziskat z matic <
vynasobenim matici (

cadleni vzhledem k ose dané vektorem e;. Matice tvaru

cosp —singp
siny  cos
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(—sin g, cos )

X2

€2 (cos @, sin @)

T

iy

(sin ¢, — cos p)

Obrazek 5.5:

€2

Y

€1

S

Obrazek 5.6:

€2

8|
©

B
\ 4

€1

Obréazek 5.7:

Plati tedy transformacni vztahy mezi soufadnicemi nejakého bodu v ro-
viné (z1, x2) pfed otofenim a/nebo zrcadlenim a po otoceni a/nebo zrcadleni
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(T1, 72)

N
3| g
no

1 _ cosp —sing 1

a sing  cosp x9 )’
cosp —sing 1 0 1
singp  cosp 0 —1 Ty )

Priklad: Nejobecnéjsi “kladné orientovanou” ortonormadlni bazi i, xo, z3
prostoru R? lze ziskat nasledujicim zptisobem: Necht ) je tthel mezi vek-
tory es a x3, pro ktery 0 < v < 7. Pak se roviny dané dvojicemi vektort
e1,es a T1,To protinaji na primce, ve které lezi i vektor k = eg’ifl—jég s dél-
kou 1 lezici na kruznici s polomérem 1 v obou rovinach. Tedy existuje tthel
¢ € [0,27) takovy, Ze k = cospe; + singpe, a uhel ¢ € [0,27) takovy,
7e k = costpxy — sint xy. Uhly o, 9,1 se nazgvaji Eulerovy thly popisujici
transformaci souradnic eq, 5, e3 do nového systému daného vektory x, xs, 3,
kterou lze rozdélit do tfech kroki: a) rotace kolem vektoru ez o thel ¢; b)
preklopeni kolem vektoru k o tihel ¥; c¢) rotace (otoceni) kolem vektoru x3 o
thel 1. Transforma¢ni matici 1ze napsat tedy jako soucin t¥i jednoduchych
matic otoceni

Y
s 8l
e
N——
I
Y

cos® siny 0 1 0 0 cosp sinp 0
—siny cosy 0 0 cosv sind —singp cosp 0 | =
0 0 1 0 —sinvY cos? 0 0 1
cos 1 cos p — cossin psiny —siny cosp —cos¥singpcosy  sinvsinp
cos 1 sin ¢ + cos v cos psiny —sin sin p + cos v cos p cosy  —sin Y sin
sin v sin v — cos Y sin v cos
1 0 0

Priklad: Matice | 0 cose —sing | popisuje pootoceni roviny z = 0 ko-
0 sinp cosy
lem osy x o uhel ¢ (vidéno pozorovatelem proti sméru hodinovych rucicek ve

cosp 0 sing cosp —sing 0
sméru kladné osy). Podobné matice 0 1 0 a| sinp cosp 0
—singp 0 cos¢ 0 0 1

popisuji rotace kolem osy y resp. osy z.
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Obrazek 5.8:

€3

Obrazek 5.9:

Kuzelosecky a kvadratické plochy

Piiklad: Rovnice 522 +62y+5y* = 8 popisuje néjakou keZelosecku v roviné a
my mame vypocitat jeji typ a délky poloos. Zavedeme novy soufadny systém
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pomoci transformace soufadnic

ve vektorovém zapisu

()=( 2 )¢ )

(jde tedy o pootoceni o thel /4 ve sméru hodinovych rucic¢ek). Po dosazeni

< 5l
~__
Il
7N
z g
= %
e
|
INERNE
N—"
a |l
3 2
/‘\5
| )
B |
~—

SN—"
~_
N

< 5l

A —
Y Y

€9 =

8|

Obrazek 5.10:

do rovnice ziskame rovnici kuzelosecky v novych souradnicich 7 a
L o, o 2 1 5, L 5 o
55(90 + 2Ty +7Y )+6-§(—x +7 )+5-5(x - 2Ty +7°) =8,

47% + 167° = 16,
=2
™ 2
i -1
4 _'_ y )
coz je rovnice elipsy s délkami poloos a = 2, b = 1. Obecné prevedeme-li

rovnici do standardni formy

5, .3 5,
202 41 9%y 4 22 = 1
g7 TegT gy =14
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Ay

<

E%V

5]

Obrazek 5.11:

pak ji lze psat pomoci symetrické matice jako vyraz ve tvaru

e\ (58 38\ (=) _,
Yy 3/8 5/8 y )
Nyni zndmym zptisobem najdeme vlastni ¢isla a vektory matice ( 5/8 3/8 )

3/8 5/8

5/8— X\ 3/8
‘ 3/8 5/8—>\‘

ze kterého vyplyva, ze \y =1 a Ay = i. Vlastni ¢isla jsou kladna A\; > 0 a
A2 > 0, a soucasné \; # Ay, a tedy se jedna o elipsu ve tvaru

MT2+ NP = 1,

7 2
—2
) =1

kde vztah mezi soufadnicemi 7, ¥y a x, y ziskdme pomoci matice vlastnich

vektori (z1, xo) prislusnych vlastnim éislim A\; =1 a Ay = i

(e ) ~(0 ) == ()
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(RIA)-(3) =)

KuzZelosecky: obecny postup Obecny tvar kuzelosecky (elipsy, paraboly
nebo hyperboly se stfedem symetrie v poc¢atku souradného systému) je

a11x2 + 2a127y + a22y2 =1.

Spliiuje-li bod (x,y) tuto rovnici, pak i bod (—z, —y) lezi tedy na dané ku-
zelosecce. Cilem je prevést kuzelosecku do tvaru

— —2 | = -2
anT” +axy =1,

kde T a 7 jsou soufadnice bodu v soufadném systému daném hlavnimi polo-
osami nebo asymptotami kuzelosecky. Jsou-li a;; a age kladné cisla, pak se
jedna o elipsu, maji-li rizna znaminka, jde o hyperbolu. Jednotlivé pripady
jsou znazornény graficky na nasledujicim obrazku:

P
&

Obrazek 5.12:

Pouzijeme nasledujici postup: definujeme symetrickou matici A = < ZH 212 ) .
12 22

Rovnici a112? + 2a192y + agey? = 1 lze pak prepsat do tvaru

(5)4(5)-
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Ay

<
8

A2 ¥

X2
451

\

Obrazek 5.13:

. Protoze je matice A symetricka, lze nalézt ortonormalni bazi, ve které
mé tato matice diagonalni tvar, tedy plati, ze existuji vektory xzi, zo tak,

7e Ary = Mz a Azy = doxo. V maticovém tvaru AX = X )E)l )E) )7
2

kde X = (z1,79) a soucasné plati X7X = . Pak po substituci < 5 ) =

_ T
X ( ; ) do rovnice < ; ) A ( v ) = 1 ziskdme rovnici kuzelosecky v

Y
)=

novych soutadnicich (7,7) ve tvaru
Z\ /X O
y 0 A
tedy \Z2 + M\oy? = 1. Vlastni éisla A\, Ao matice A uréuji typ kuzelosecky
a prislusné vlastni vektory zy, x5 urcuji smér hlavnich poloos (asymptoty)
kuzelosecky.

< g

Kvadratické plochy (plochy 2. stupné) v prostoru: obecny postup
Rovnice s kvadratickymi ¢leny

CLHSL’Z -+ 2&12.§L’y + 2&131‘2 + a22y2 + 2&23y2 + CL3322 =1

popisuje elipsoid, hyperboloid, paraboloid, valcovou plochu a jejich riizné
varianty. Z uvedené rovnice je ziejmé, ze pocatek je stfedem symetrie dané
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Qo = ay; >0 Q11 > Qg9 >0
A ] AY
1
a22
é 1 1
2 arl vaii
» »
\/ 7 z
Qo > 0> agy a1 > 0> ag
-
7 .
T
\\ Vasy
>
MERERN T
U D Y
/ =
Yy==L,/-3L7T y=+,/4 7

Obrazek 5.14:

plochy, t.j. je-li bod (z,y,z) feSenim dané rovnice, pak je feSenim i bod
(—x,—y,—z). V maticovém zapisu mé rovnice tvar

T
X ailz a2 a3 X ailz a2 as
Yy Q12 Q22 Q23 Yy =1, A= Q21 G2z Q23
z @13 Q23 Q33 z a31 32 a33

Reseni problému vlastnich ¢isel symetrické matice A vede k redlnym vlastnim
¢islim Aq, A2, A3 s ortonormalnimi vlastnimi vektory xy, xs, x3. Zavedeme-li
nové souradnice pomoci transformace

T T
y | =X17 |, X=(x1,223)
z z
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ziskame rovnici kvadratické plochy v standardnim tvaru

T

T M 00 T
7 0 X O 7 | =1,
z 0 0 A z

tedy \iZ2 + Ao + \3Z? = 1. Typ kvadratické plochy zjistime, podle toho zda
jsou vSechna vlastni ¢isla kladna (pak rovnice popisuje elipsoid) nebo se lisi
znaménkem (pak jde o hyperboloid) nebo se jedna o nékterou jinou variantu
kvadratické plochy.

Ptiklad: Nechf rovnice 2(z? — xy — xz + y®> — rz) = 1 popisuje n&jakou
kvadratickou plochu. O jaky typ kvadratické plochy jde a jaké jsou jeji hlavni
osy?

2 -1 -1
Matice A= | —1 2 —1 | ma vlastni ¢isla \;y =2, Ay = =1, \3 =3 a
-1 -1 0
prislusné vlastni vektory jsou
I 1 (1 1 [~
rn=—| -1, zo=—|[ 1], x3=—

VA . VAR il

Transformace do novych soutradnic vede na rovnici kvadratické plochy v stan-
dardni formé

272 — Y +37° = 1.
Jedné se tedy o rota¢ni hyperboloid, jehoz prinik s rovinou z, i je hyperbola

protinajici osu z. Prinik hyperboloidu s rovinou 7, 7 je elipsa s vétsi poloosou
na ose T a prunik s rovinou (7, %z) je opét hyperbola protinajici osu .
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Obrazek 5.15:



