ALG2: Linearni Algebra (Skripta Horak, jako doplnék i skripta Kovar
v IS)

Info ke zkouSce: zkouSka Algebra 2 je typu kolokvium (= tGstni
zkouska), tj. u zkousky neni zadnéd pisemka, jen ustni cast.

Mate povinnost se nauc¢it jen otazky vyznacené tuc¢né, tj.
otazka 1 se sklada jen z definice 1, definici 2 a 3 se ucit
nemusite, otazka 2 se sklada pouze z definice 4, definici 5
se uc¢it nemusite, atd.

Dostanete 3 az 5 otazek z tohoto prehledu, otazky si nebudete
vybirat, ale dostanete je primo pridéleny, tj. zkouSejici
pfimo urcuje obtiZnost i oblasti jednotlivych otazek; Vasim
tkolem je presné zodpoveédét veét3inu otézek, které dostanete
(1 ve druhém semestru je stéle dlraz na presnost
matematického vyjadrovani, jazyk pouzZzivajici nové pojmy,
pfesnost odvozovani). Vétsina ze 3 otazek jsou 2 a vice,
vétSina z 5 otédzek je 3 a vice, apod.

Hodnoceni kolokvia: u kolokvia neexistuje stupnice, pouze
vysledek PROSPEL - NEPROSPEL; proto do otédzek nejsou zahrnuty
zcela vSechny znalosti a pojmy.

Otazka 1:

Definice 1: vektorovy prostor + priklad co je v.p., pfiklad co neni v.p.

Definice 2: Podprostor vektorového prostoru + priklad
Definice 3: Linedrni kombinace vektor( + pfiklad

Otazka 2.

Definice 4: linearni obal vektorli = podprostor generovany mnozinou vektora + pfiklad

Definice 5: soucet podprostoru a priklad

Otazka 3:

a) Véta 2.1- str. 8 A JEJi DUKAZ: Priinik (i nekoneéné mnoha) vektorovych prostort je
vektorovy prostor.

b) K cemu je tato véta dobra? [odpovéd: umoziuje definici 4, protoZe prinik podprostoru
obsahujicich danou mnozinu je opét podprostor]

Definice 6: prfimy soucet podprostorl vektorového prostoru — a priklad

Otazka 4 (lehka, konstrukéni):

a) Je sjednoceni podprostori vidy podprostor? Uvedte pfiklad, kdy tomu tak neni.
b) Jak zkonstruujeme soucet podprostori? [odpovéd: Véta 2.4.2-str.10: soucet podprostori
je podprostor generovany jejich sjednocenim]



Otazka 5:

a) Definice 7: linedrné ZAVISLA posloupnost vektort uy, uy, ..., ux. A piiklad.
b) Véta 3.1-str.14 A JEJi DUKAZ: Vektory uy, Uy, ..., Ui jsou linedrné zavislé pravé tehdy, kdyz
néktery vektor u; je linedrni kombinaci zbyvajicich vektorl této posloupnosti.

Otazka 6:

a) Definice 8: baze vektorového prostoru. Priklad, co je baze, a co neni baze.

b) Definice 9: Dimenze vektorového prostoru. Priklad.

c) Nékteré vlastnosti baze a dimenze podle Vaseho vybéru bez diikazu z vét 4.1, 4.2, 4.4,
4.5,

Definice 10: Souradnice vektoru v dané bazi + priklad

Véta 3.3-str.15: Steinitzova véta o vyméné:

Kazdych r linearné nezavislych vektord uy, uy, ..., u, z linearniho obalu L(vy, vy, ..., Vs) lze vyménit
(pfehozenim poradi) za r-tici vy, v, ..., V¢, pro r mensi nebo rovno s tak, Ze linearni obal danych

s vektor(i se vyménou nezméni: L(vy, V2, ... , V) = L(U1, U, woe ) Up, Visa, ..o, V) .

[Dk je instruktivni, jedna se o netrivialni dlikaz indukci, nemusite ho umét — vyuziva se v dikazu
klicovych vét 4.2-str.19, 4.4-str.20 této teorie vektorovych prostort]

Véta 4.1. (o jednoznacnosti souradnic v dané bazi) Kazdy vektor daného vektorového prostoru lze
jednoznacné vyjadrit jako linearni kombinaci vektor( z jeho baze)

Véta 4.2-str.19: (vlastnosti baze) - klicova véta této Casti teorie, k jejimu dikazu je potfeba pravé
Steinitzova véta o vymeéné; dk vyuziva Steinitzovu vétu velmi elegantné a je zazitek si ho precist a
porozumét mu.

Véta 4.4-str.20: (véta o dimenzi podmnoziny vektorového prostoru) Dimenze podprostoru U, ktery
je podmnoZzinou vektorového prostoru V, je mensi nebo rovna dimenzi V. Pfitom rovnost dimenzi
nastane praveé tehdy, kdyZ se prostory rovnaji. [Dk.: opét vyuZije Steinitzovu vétu]

Véta 4.5: (véta o dimenzi souctu a praniku podprostort) ... uzitecna pro praktické vypocty:
dimenze souctu PLUS dimenze priniku dvou podprostor( = soucet dimenzi jednotlivych
podprostord.

Otazka 7:
a) Definice 11: poradi, parita poradi. Priklad
b) Definice 12: Determinant ¢tvercové matice. Priklad. Nékteré vlastnosti z vét 2.1 az 2.5
bez dikazu.

Otazka 8:
a) Véta 2.1-str.29 A JEJi DUKAZ: Transponovanim se hodnota determinantu nezméni.
b) Véta 2.2-str.30 A JEJi DUKAZ: Rozdélime-li fadek matice A na soucet dvou vektord, je
determinant matice A roven souctu dvou determinantd, kde v daném fadku jsou tyto
dilci vektory a zbylé Fadky jsou stejné jako v A.



Otazka 9:
a) Co je to systém linedrnich rovnic? Priklad, co je; pfiklad, co neni.
b) Jaké tFi rizné metody FesSeni systémi linearnich rovnic existuji? Popiste je, vysvétlete a
uvedte, kdy je miiZzeme pouizit (vZdy nebo jen nékdy? Kdy?)
[odpovéd’ 1) Gaussova eliminacni metoda; 2) Cramerovo pravidlo; 3) maticové feseni:
systém Ax=b vynasobime zleva matici A, dostaneme ...]

Definice 13: Algebraicky dopInék prvku aj; ¢tvercové matice

Otazka 10 (lehka, vypocetni):
Véta 2.7-str.33, respektive jeji disledek-str.34: Rozvoj Laplacetiv pfi vypoctu determinantu. A
priklad.

Definice 14: Adjungovanda matice

Otazka 11 (lehka, vypocetni):

Vypocet inverzni matice pomoci determinanti — popiste postup bez dikazu. A pfiklad.

Definice 15: soucet matic, ndsobeni matice skalarem.
Véta 3.1: Matny,PLUS je komutativni grupa.
Definice 16: soucin matic.

Otazka 12:

Véta 3.5-str.38 A JEJi DUKAZ: Mat.,, je pro n vétsi nebo rovno dvéma nekomutativni okruh,
ktery obsahuje délitele nuly.

Véta 3.7-str.39: Determinant soucinu matic je soucin determinantu.
Definice 17: reguldrni matice, singularni matice. Priklady
Definice 18: inverzni matice

Otazka 13.
a) Véta 3.6-str.38 bez dikazu: Vztah mezi transponovanim a souc¢inem matic.

b) Véta 3.9-str.42 bez dukazu: Vlastnosti inverzni matice ve vztahu k i) inverzi, ii) soucinu
matic, iii) determinantu, iv) transponovani matic

Véta 3.10-str.42: Mnozina Regn, je vzhledem k operaci nasobeni nekomutativni grupa.

Otazka 14 (lehka):

a) Definice 19: hodnost matice.
b) Véty 4.1-4.5 (str.44-46) ... nékteré vlastnosti hodnosti matice uvedené bez dlikazu
c) Véta 4.8: Jak souvisi hodnost matice a jeji schodovy tvar?

Otazka 15:

a) Definice 20-str.47: elementarni fadkové tpravy ... které to jsou?
b) Véta 5.1-str.52 A JEJi DUKAZ: elementarni fadkové tpravy matice Ize prezentovat jako
vynasobeni této matice jistou matici zleva



Otazka 16:

Poznamka za vétou 5.1-str.52 ... vysvétleni Gauss-Jordanova postupu vypoctu inverzni matice

Otazka 17:

a) Definice 21: matice pfechodu od baze u k bazi v ... i) vzorce (1), str.53 nejprve normalné, a
pak ii) maticové: v=uA (oznaceni: v je ¢tvercova matice, kde bazické vektory v; jsou ve
sloupcich, u je matice ¢tvercova, kde bazické vektory u; jsou ve sloupcich)

b) Vzorce ze str. 56, které prepocitavaji souradnice vektoru v raznych bazich ... vzorce
v obou smérech!! Idedlni je psat vektor stejnym pismenem, pouze jako index uvést bazi,
ve které jsou souradnice uvedeny: w,=Aw,, w,=A"'w,.

Otazka 18:

Jaké situace mohou nastat vzhledem poctu feseni systému linearnich rovnic? Frobeniova véta-
str.62, a jeji dusledek-str.65 ... vysvétleni bez dikazu, ale aspon na prikladech.

Otazka 19:

a) Definice 22: homogenni systém linedrnich rovnic

b) Véta 3.1-str.66 ... bez dikazu: jaké situace mohu nastat pfi FeSeni systému homogennich
linedrnich rovnic?

c) Véta 3.2: Mnozina feSeni homogenniho systému linearnich rovnic je vektorovy
podprostor v R".

Otazka 20 (dikaz konstruktivni, hezky):

Véta 3.3 a JEJi DUKAZ: U je vektorovy podprostor v R". Pak existuje homogenni systém
linearnich rovnic o n neznamych, ze U je mnoZinou feseni tohoto systému.

Otazka 21.
a) Definice 23: zhomogenizovany systém linearnich rovnic
b) Véta 3.4-str.70 ... bez dlikazu: jaky je vztah mezi feSenim systému HOM a NEHOM?
c) Véta 3.5-str.71 ... bez dikazu: VSechna feSeni soustavy NEHOM lze vyjadFit jako ...

Otazka 22 (jednoducha, ale zakerna, zapomina se na ni):
Co je to Euklidovsky vektorovy prostor? [vektorovy prostor, na kterém je definovan skalarni
soucin vektoru]

Otazka 23:

a) Definice 24: skalarni soucin vektoru (pofadné, ctyfi vlastnosti: i) komutativita soucinu,
ii) distributivita soucinu, iii) interakce skalarniho soucinu vektort a vnéjsiho nasobeni
vektoru skalarem; iv) kladna hodnota soucinu prvku se sebou samym mimo nulovy
vektor.

b) Definice 25 ... velikost vektoru = norma vektoru (pojem navazujici na definici 24).

c) Schwarzova nerovnost, str.74 ... bez diikazu

d) Definice 26 ... odchylka dvou vektort

e) Je odchylka vektori definovana jednoznacné? [Odpovéd: poznamka na str. 76: ze
Schwarzovy nerovnosti plyne, Ze cosinus odchylky lezi v intervalu od minus jedné do
jedné, a tedy existuje jednoznacné thel mezi 0 a it s timto cosinem]



Otazka 24 :

Duikaz trojuhelnikové nerovnosti 1.4.3.-str.75 u pojmu velikosti vektoru

Otazka 25:

a) Vypocet skalarniho soucinu na zakladé vzorce pro odchylku vektoru
b) Fyzikalni vyuziti skalarniho soucinu — napf. vypocet prace pfi posunuti télesa (bylo
probrano pouze na prednasce nebo viz internet)

Otazka 26:

a) Vektorovy soucin vektorti — matematicka (geometricka) definice;
b) Fyzikalni vyuziti vektorového soucinu — napf. vypocet momentu sily pfi otaceni télesa
kolem pevné osy (bylo probrano pouze na prednasce nebo viz internet)

Definice 27: Ortogonalni vektory ... tato definice povoluje, aby jeden ¢i oba vektory byly nulové
Véta 2.2-str.78 ... véta uz vyluduje ty ortogonadlni vektory, které jsou nulové

Otazka 27:

Véta 2.3-str.78 A JEJi DUKAZ: Gram-Schmidttiv proces: K-tici vektor( us, u, ..., uy lze zaménit k-
tici ortogonalnich vektort e,, e,, ..., e, ktera generuje tentyz prostor (Dtikaz vlastné konstruuje
tuto posloupnost — strucné popiste nalezeni posloupnosti vektorti es, e,, ..., €).

Definice 28: Ortogonalni mnoziny vektor(
Véta 2.5-str.80: mnoziny jsou ortogonalni pravé tehdy, kdyzZ jsou ortogonalni vektorové
podprostory jimi generované

Otazka 28:

a) Definice 29: Ortogonalni doplnék vektorového podprostoru v daném vektorovém
prostoru.

b) Véta 2.6-str.81, véta 2.7-str.82: bez dlikazu jen nékteré vlastnosti operace ortogonalniho
dopliku (jedna se o undarni operaci — jednomu podprostoru je pfifazen jeho ortogonalni
doplinék!!!! Podobné i transponovani matice je unarni operace, nalezeni inverze k dané
reguldrni ¢tvercové matici je unarni operace, atd.)

Otazka 29 (jednoducha, vypocetni):
Jak nalezneme bazi ortogonalniho dopliiku podprostoru U? [Odpovéd: Jako bazi feseni jistého
systému linedrnich rovnic — kterého?]

Def 30: ortogondlni projekce vektoru do podprostoru.

Otazka 30 (tézka, vypocetni):

Jak nalezneme ortogonalni projekci vektoru v do podprostoru U? Pf. 2.2-str.83 ... naucte se,
jedna se o konstruktivni priklad; na tomto prikladu nebo obecné vysvétlete konstrukci projekce
vektoru v do podprostoru o bazi uy,u,.



Otazka 31:

a) Definice 31: linedrni zobrazeni mezi vektorovymi prostory, izomorfismus;

b) Poznamka: obé podminky z definice 31 Ize spojit do jedné: obraz linearni kombinace je
linearni kombinace obrazi

c) P¥. 1.2.a)-str.85 ... kazdé linearni zobrazeni Ize reprezentovat jistou matici (Fajmonova
pfipominka) — urcete tedy matici linedrniho zobrazeni v tomto prikladu;

d) PF.1.2.b)-str.85 ... zobrazeni psi neni linedrni — proc? Vysvétlete.

Véta 1.1: linedrni zobrazeni zachovava zavislost mnoziny vektor(

Véta 1.3: slozeni dvou linearnich zobrazeni je opét linearni zobrazeni (a matice tohoto zobrazeni se
zkonstruuje jako soucin matic dil¢ich zobrazeni

Véta 1.4: Zakladni véta o lineadrnich zobrazenich: Kazdé linedrni zobrazeni je jednoznaéné zadano
obrazy néjaké baze vektorového prostoru vzorli (vzhledem k tomuto zobrazeni).

Otazka 32:

a) Definice 32: Jadro Ker linearniho zobrazeni, obor hodnot Im linearniho zobrazeni;
b) Véta 1.6-str.89 A JEJi DUKAZ: Linearni zobrazeni ¢ mezi vektorovymi prostory je
injektivni pravé tehdy, kdyz Ker ¢ je jednoprvkova mnozina obsahujici nulovy vektor.

Véta 1.7: dim Ker ¢ + dim Im ¢ = dim V (V je prostor vzord vhledem k zobrazeni ¢)

Véta 1.9: vlastnosti izomorfismu: zachovava zavislost i nezavislost posloupnosti vektort, zachovava
bazi i dimenzi vektorového prostoru (tj. zobrazuje bazi na bazi, existuje pravé mezi vektorovymi
prostory stejné dimenze).

Definice 33: linedrni transformace vektorového prostoru V do sebe sama, automorfismus.

Definice 34: Matice linearni transformace = ta matice, kterd jednoznacné urcuje, na jaké vektory se
zobrazi néjaka baze prostoru V.

Otazka 33 (skladani zobrazeni 01):

Vysvétlete vSechny véci z diagramu prevodu baze a linearniho zobrazeni na daném prikladu (viz
diagram na pfednasce 11 nebo v souboru skladani-zobrazeni v IS, pfiklad oznaceny jako skladani
zobrazeni 01 ... schéma se zadanim pfikladu dostanete na kratkou pfipravu):

a) Jak ziskame matice prechodu v daném prikladu?

b) Jak ziskame matici zadaného linearniho zobrazeni?

c) Jak ziskame matice sloZzenych zobrazeni a jaky maji rozmér?

d) Jakym zplGsobem se prenasi konkrétni vektor v daném schématu?

Otazka 34 (skladani zobrazeni 02):

Vysvétlete vSechny véci z diagramu prevodu baze a linearni transformace na daném prikladu
(viz pfiklad na pfednasce-cviceni ve dvanactém tydnu nebo v souboru skladani-zobrazeni v IS,
priklad oznaceny jako skladani zobrazeni 02 ... diagram dostanete na kratkou pfipravu):

a) Jak ziskame matice prechodu v daném prikladu?

b) Jakym zplsobem pfevadime vektory v zobrazenich zadanych dlouhymi Sipkami?

c) Jak ziskame matici linearni transformace v bazi v?

d) Def 35-str.96: podobné matice = matice stejné linearni transformace v rtiznych bazich

Poznamka: diky tomu, Ze posledni ¢ast skript se uz nebude zkouset, studentim mozna unikne
dlivod, proc se trapit s prevodem matice transformace do jiné baze. Odpovédi je otazka 35: pro



kazdou symetrickou matici A existuje podobnd diagondlni matice D, kterd Iépe zachycuje
geometrické vlastnosti dané transformace (blize viz otazka 35).

Nasledujici partie (Hordk od str. 97 do konce skript) uz nebudou zkouseny letos (2017), ale budete
je moind potrebovat ve 4. a 5. semestru, zejména v geometrii. Pfiklad a nékteré geometrické véci,
které v Horakovi nejsou, jsou vzaty z Kovara v IS:

Definice 36-str.101: vlastni vektor linedrni transformace (zadané matici A) je takovy vektor u, ktery
se transformuje na svij nasobek, Tj. ¢(u) =Au =Au. Vlastni hodnota pfislusna danému vlastnimu
vektoru je pravé skalar A v uvedeném vztahu.

Kovar, pdf-str.120, priklad 4.1: nalezeni vlastnich hodnot a vlastnich vektort pfislusnych dané
matici A linearni transformace. Vypocetné dulezity priklad.

Definice 37: ortogondlni zobrazeni (Hordk, str. 105)

Véta 4.1-str.105: z této véty a Schwarzovy nerovnosti na str. 74 plyne: protoZze ortogonalni
zobrazeni zachovava velikost vektor( i skalarni soucin, zachovava toto zobrazeni vlastné cely vyraz
v definici 26 odchylky vektord, tj. zachovava odchylky vsech vektor(, nejen pravé uhly

Kovar-str.123, véta 4.1 (pozor, to je ndhodou véta se stejnym Cislem, ale z jinych skript!) Podobné
matice maji stejné vlastni hodnoty.

Definice 38-Hordk, str.108: ortogonalni matice = takova matice, Ze jeji inverzi vypocteme pouze
transponovanim!!

Otazka 35 (letos nezkousim): Jaky je vztah mezi vlastnimi Cisly a vektory podobnych matic a
ortogondlnim zobrazenim? Odpovéd dava Kovar, prislusné véty jsou citovany jen pro pripad realné
matice, situaci komplexni matice je vynechana:

a) Kovar str. 123. véta 4.2: vlastni vektory realné symetrické matice, které prislusi
rdznym vlastnim hodnotdm, jsou navzajem ortogonalni vzhledem ke standardnimu
skalarnimu soucinu.

b) Kovar, str. 124, véta 4.3: Redlnd symetrickd matice ma pravé n navzajem rliznych
vlastnich hodnot.

c) Kovar 4.4-str.126: Pro kazdou symetrickou realnou matici A fddu n (= pro zobrazeni
zadané touto matici) existuje ortonormalni baze slozend z vlastnich vektor( matice A.

d) Kovar 4.5-str.128: Kazda redlna symetricka matice A je podobna diagonalni matici D,
ktera na diagondle obsahuje vlastni ¢isla matice A, a ortogonalni matice H tak, Ze
D=H'AH=H"AH. (na rozdil od Horaka, Kovar zna¢i transponovéani matice H znakem H')

e) Kovarstr. 129, pf. 4.3 ... ilustrace bodu d) ... sestaveni matic D a H pro redlnou
symetrickou A ... dllezity vypocet

f) Kovar str. 130- shrnuti: d),e) Ize shrnout v tom smyslu, Ze redlnou symetrickou matici
A Ize podobnostni transformaci prevést na diagonalni tvar pomoci ortogonalni
matice: D= H'AH

Otdazka 36 (letos nezkousim): Jaké jsou aplikace = vyuZiti vlastnich hodnot a vlastnich vektord?
a) VizlS, soubor aplikace-vlastnich-hodnot-01: geometricky vyznam vlastnich hodnot
transformace roviny (viz predmét Geometrie v 5.semestru)
b) Viz IS, soubor aplikace-vlastnich-hodnot-02: feseni lineadrnich systéma diferencidlnich
rovnic (viz predmét Matematicka analyza 03).



