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Predmluva

Linearni a multilinearni algebra, jak by také mohl znit alternativni nazev tohoto textu,
poskytuje velmi G¢inny matematicky aparat radé technickych i matematicko-fyzikalnich
disciplin. Centralnim pojmem tohoto textu je pojem matice, k se némuz v zavérecné ka-
pitole pripojuje i pojem tenzoru. Maticova symbolika umoznuje velmi jednoduchym a
prehlednym zptisobem vyjadfovat jinak velmi komplikované vztahy mezi mnoha velici-
nami fyzikalni i jiné (napfiklad ekonomické ¢ statistické) povahy. Mezi vyznamné oblasti
pouziti patii napriklad feseni soustav linearnich elektrickych obvod v elektrotechnice, v
mechanice pfi studiu kmitani nebo v teorii pruznosti. Dalsimi oblastmi pouziti jsou napii-
klad kryptografie, teorie her, teorie grafii, pri popisu nejriznéjsich ekonomickych vztahi,
atd.

Hlavnim cilem tohoto textu je pokryt vykladem latku probiranou ve stejnojmenném
predmétu na Fakulté elektrotechniky a komunikac¢nich technologii. Samotné zaklady ma-
ticového poctu jsou podany v prvnich dvou kapitolach, kde jsou probirany zakladni ma-
ticové operace a dilezité charakteristiky matic, jako jsou napriklad hodnost matice nebo
determinant. Do Sirsiho kontextu, nezbytného pro pochopeni aplikaci maticového poctu,
jsou matice zasazeny v kapitole tfeti, kde jsou probirany vektorové, (nebo-li tzv. linearni)
prostory. Nékteré hlubsi poznatky z teorie matic, zejména problém vlastnich hodnot, jsou
studovany v kapitole ¢tvrté. Pata kapitola je aplikacni, ziskané poznatky jsou pouzity
pro popis chovani kvadratickych forem. V posledni, Sesté kapitole jsou vysvétleny zaklady
tenzorového poctu. Kazda kapitola obsahuje fadu fesenych tloh, které jsou zaclenény do
kontextu celého vykladu.

Teoreticky vyklad je na konci kazdé kapitoly doplnén cvicenimi, kterd jsou dvojiho
typu. Obvykla pocetni — ,numerickd” cvic¢eni jsou znacena pismenem N. Tato cviceni
predstavuji urcité minimum, které by studujici, dostatecné pripraveny ke zkousce, mél
bezpodminecéné ovladat. Vysledky téchto tloh, které maji kontrolni funkci, avsak nepred-
stavuji pro studujicitho témér zadnou napovédu, jsou pro pohodli studujiciho zatazeny
ihned za kazdym prikladem.

Druhym typem cviceni jsou pocitacova cviceni, oznacend pismenem M, pouzivajici
matematicky software — systém pocitacové algebry MATLAB (vyhovi témér jakakoli
zakladni verze tohoto systému, dostupna naptiklad pro operac¢ni systém MS Windows,
véetné velmi ranych verzi). Alternativou mohou byt i konkuren¢ni komeréni systémy MA-
PLE nebo MATHEMATICA, ptipadné starsi a volné Sifitelné verze systému MUPAD.
VsSechny tyto systémy pocitacové algebry umoznuji praci s maticemi v rozsahu vice nez
dostatecném pro tento predmét. V pripadé alternativy k doporu¢enému MATLABu je
vSak nutné néktera pocitacova cviceni prevzit volnéji, pripadné prizplsobit proceduram
a funkcim alternativniho systému. Pocitacova cviceni pomahaji pii vyuce predevsim tim,
ze umoznuji provést nékteré rutinni vypocty rychleji a méné pracné, ¢imz umoznuji stu-
dujicimu soustredit se 1épe na hlavni linii vykladu. Pocitacova cviceni nemusi studujici
nutné probrat vSechna, mél by se jimi vSak zabyvat natolik, nakolik je to prospésné pro
pochopeni probirané latky.
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Zarazeny Test vstupnich znalosti vychazi z predpokladu, ze k tspésnému pochopeni
latky je nutné ¢i alespon vhodné, aby studujici zvladal zakladni operace s komplexnimi
¢isly, dokazal hledat kofeny polynomi v C, mél jisté geometrické predstavy na urovni
analytické geometrie ze stredni skoly, umél fesit jednoduché soustavy linearnich rovnic
(naptiklad dosazovaci metodou) a dokazal derivovat jednoduchou polynomickou funkci.
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0.1 Test vstupnich znalosti

1. Vyteste v C:

22462+25=0

Vysledek: z0 = —3 £4i |. O

2. Pomoci Moiverovy véty vypocitejte:

i)lOO

(

| S

N | —

Vysledek: — — 3 |. O

2

3. Polynom (mnohoclen) rozlozte na kofenové ¢initele:

x7+x5—x3—x

[ Visledek: o(z — i)2(x +1)%(z + 1)(z — 1) |. O

4. Piimka je urcena body (6,—1) a (2,3) v roviné. Najdéte parametrickou a obecnou
rovnici této primky:.

[Vysledek:x:6—4t,y:—1+4t,t€R;x+y—5:O.]. O

Najdéte obecnou rovnici roviny, ktera prochazi bodem (5, —1,0) a ma normalovy vektor
1,1

' 1,2).

5.
(—
[Vysledek -X+y+2z+6= 0] O

6. Reste soustavu rovnic:

2c — y = b
v + 4y = -9
[ Vysledek: v =1,y = —3 } O

7. Vypoctéte derivaci funkce f(x) = (z — 1)(2% + 3z — 5).
[ Vysledek: f/'(x) = 32? +4x — 8 } : O
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1 Matice a soustavy linearnich rovnic

V této kapitole studujeme zakladni vlastnosti matic a operaci s maticemi. Jsou také
studovany soustavy linearnich rovnic a hodnost matice.
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1.1 Soustavy linearnich rovnic

Cela fada problémt v technickych, prirodnich i socidlnich védach vede na rovnice, které
obsahuji dvé tfidy proménnych. Rovnice typu

Yy =azx

vyjadiujici zavislou proménnou y pomoci nezavislé proménné x a konstanty a, se nazyva
linearni rovnice. Podobné, rovnice

a1T1 + agxo + - - - + apx, = b, (11)

ktera vyjadiuje b pomoci proménnych xy, xo, ..., x, a znamych konstant ai, as,..., a,
je rovnéz linearni rovnici. V mnoha piipadech a aplikacich vsak byvaji dany konstanty
b, ai, as,..., a, a naopak musime najit ¢isla xy, xo, ..., x,, kterd danou rovnici (1.1)
spliuji.

Resenim linearni rovnice (1.1) nazjvame posloupnost n &sel sy, o, ..., s, takovou,
ze rovnost (1.1) je splnéna, pokud dosadime x; = sy, 3 = So, ..., T, = S,. Naptiklad
r1 =2, x5 =3 a x3 = 4 je TeSeni linearni rovnice

61’1 — 31’2 + 41‘3 = —13,

protoze
6:-2—3-3+4-(—4)=-13.

Neni to jediné feSeni dané rovnice, protoze napiiklad ¢isla 1 = 3, x9 = 1 a x3 = —7 tvori
také (jiné, dalsi) feSeni této rovnice.

Obecnéji, soustava (nebo také systém) m linearnich rovnic o n neznamych je
tvofena m rovnicemi, které obsahuji celkem n rtiznych nezndmych. Pfitom neni nutné, aby
kazda z rovnic obsahovala vSechny neznamé. V takovém pripadé se soustavou pracujeme
obvykle zpiisobem, jako by kazda z m rovnic obsahovala vSechny neznamé, ale koeficienty
u nékterych z nich jsou shodou okolnosti rovny nule. Soustavu linearnich rovnic mizeme
zapsat ve tvaru

a11T1 + apere + .+ apT, = bl
a921T1 +  ag9re -+ ce. T+ aopx, = bg

(1.2)
11 + QmaTas + ... + QunTn = bn,.

Indexy 7, j uzivame nasledujicim zptsobem. Prvni index oznacuje, Ze mame na mysli i-tou
rovnici, tedy rovnici

i1y + Qigka + o+ + QT+ F Qo = by, (1.3)

zatimco druhy index oznacuje j-tou proménnou, v nasem piipadé tedy x;. Reseni sou-
stavy (1.2) je definovano analogicky, jako pro jednu rovnici. Je to posloupnost n ¢isel sy,
Sa, ..., Sy takovych, ze (1.2) je splnéna, pokud dosadime 1 = s1, T3 = S, ..., Tp = Sy.
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Abychom nalezli feSeni soustavy linearnich rovnic, uzivame vétsinou techniky, které se
souhrnné nazyvaji eliminace. Existuje vice variant elimina¢ni metody, které od sebe pro
nase ucely nemusime prilis rozliSovat, avSak v situacich, kde zalezi na presnosti vypoctu s
pohyblivou desetinnou ¢arkou, pripadné na rychlosti vypoctu provadéného v redlném case,
mohou byt nékteré detaily dilezité. Vétsina ctenaiti tohoto skripta ma jiz s eliminac¢ni
metodou néjaké zkusenosti, zejména pro pripad, ze m = n, tedy zZe pocet rovnic a pocet
neznamych jsou stejné. Pozdéji budeme bézné pracovat se systémy linearnich rovnic, kde
m # n. Takovy obecny pfipad vyzaduje ovSem ponékud vice teorie, a proto podrobny
vyklad odsuneme na pozdéji.

Princip elimina¢nich metod spociva v tom, ze béhem nékterych operaci s rovnicemi
se neméni mnozina feseni. Tak napiiklad je mozné zaménit poradi rovnic, vynasobit kte-
roukoli rovnici nenulovym d¢islem, ¢i pricist ndsobek rovnice k rovnici na jiném radku,
aniz by se mnozina feSeni zménila (pozadavek nenulovosti ¢isla kterym nésobime, stejné
jako pozadavek, aby rovnice, které sc¢itame, byly na rtiznych pozicich v daném poradi, je
podstatny). Nékolik jednoduchych piikladt pouziti elimina¢ni metody pfi feSeni soustavy
dvou rovnic pro dvé az tfi neznamé nasleduje.

Priklad 1.1 Uvazujme soustavu

x — 3y = -3

20 + y = 8. (1.4)

Abychom eliminovali z, pfi¢teme (—2)-krat prvni rovnici ke druhé, takze dostaneme
Ty = 14,

tj. rovnici, ktera neobsahuje proménnou x. Eliminovali jsme nezndmou x. Nyni mutzeme
zjistit y, mame
Yy =2.

Dosazenim do (1.4) dostaneme
T =3.

Abychom ovéfili, ze x = 3, y = 2 je TeSeni (1.4), pfesvédcime se, Ze tyto hodnoty spliuji
vsechny rovnice dané soustavy. Vidime, ze dana soustava ma jediné feseni.

O

Priklad 1.2 Uvazujme soustavu
(1.5)

Podobné jako v predchozi tiloze se mizeme rozhodnout eliminovat x. P¥i¢teme (—2)-krat
prvni rovnici ke druhé rovnici, odkud

0 =21,

coz nedava smysl. To znamend, Ze soustava rovnic (1.5) nema feSeni.
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Priklad 1.3 Uvazujme soustavu

r + 2y — 3z = -4

2 + y — 3z = 4 (1.6)

Proménnou z eliminujeme vynéasobenim prvni rovnice (—2)-krat a pfi¢tenim ke druhé
rovnici. Dostaneme rovnici
=3y + 3z =12, (1.7)
kterou musime vyrtesit. Resenim je
Yy==z<z— 47

takze z prvni rovnice (1.6) dostavame postupné
r=—-4-2y+3z2=—-4-2(z2—-4)+3z=2+4.
Hodnotu proménné z mizeme volit libovolné, je to tzv. parametr. Kvili vétsi prehled-

nosti byva dobrym zvykem oznacit parametry jinymi pismeny a pak pomoci parametri
vyjadfit viechny nezndmé. Reseni soustavy (1.6) m4 tedy tvar

r = r+4
y = r—4 (1.8)
z =,

kde r je libovolné realné nebo komplexni ¢islo.

Soustava (1.6) ma tedy nekoneéné mnoho FeSeni, a v tiirozmérném eukleidovském
prostoru vSech moznych hodnot (z,y, z) mnozina feSeni dané soustavy tvoii pfimku. Tu
mtizeme urcit napiiklad pomoci smérového vektoru a libovolného bodu, ktery na primce
lezi. Volbou r = 0 zjistime, Ze na hledané piimce lezi napiiklad bod A = (4, —4,0). Smé-
rovy vektor je urcen koeficienty u parametru r, v nasem piipadeé je to tedy vektor (1,1, 1).
Ptimka, kterd geometricky vyjadiuje mnozinu feseni nasi soustavy, ma tedy parametric-
kou rovnici (ve vektorovém tvaru)

(x,y,2) = (4,—4,0)+r-(1,1,1), (1.9)

kde r € R. MuZeme si vSimnout, ze (1.9) je jenom jiny, vektorovy zapis pro (1.8). AvSak
ze stfedni skoly vime, Ze primku lze ve tfirozmérném eukleidovském prostoru vyjadrit i
jako prisecnici dvou rovin. Ptiklad takovych dvou rovin urcuji pravé rovnice (1.6).

O

Dodejme, Ze elimina¢ni metody feSeni linearnich rovnic vesly ve znamost predevsim
v souvislosti s pracemi némeckych matematiki Carla Friedricha Gausse (1777-1855) a
Wilhelma Jordana (1842-1899), odkud pochézeji vzité nazvy Gaussova, resp. Gauss-
Jordanova eliminace. Principy elimina¢ni metody vsak byly znamy jiz ve staré Ciné
nejméné o 2000 let diive. Spoluautorstvi elimina¢ni metody bylo pomérné ¢asto (a bohuzel
nespravné) také prisuzovano zndmému francouzskému matematikovi Camile Jordanovi
(1838-1922).
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1.2 Matice

Jestlize podrobné prozkouméame eliminacni metodu, kterou jsme popsali v predchozim
odstavci, mizeme si vS§imnout, Ze se béhem nasich operaci ménily pouze koeficienty u
neznamych xq, xo, ..., x, a ¢isla na pravé strané od rovnitka, ale neménily se samotné
neznamé, ani jejich poradi. Proto nemusime pii tipravach zapisovat celé rovnice, ale pouze
jejich koeficienty a pravé strany. Tento novy zptisob zapisu rovnic ndm usnadni a urychli
vypocty a dokonce umozni tyto vypocty naptiklad snadno a efektivné naprogramovat
pro automatizovany vypocet na pocitaci. Avsak nejde pouze o vyhodny zptsob zapisu
soustav linearnich rovnic. Pojem matice, ktery v této Casti zavedeme, umozni mnohem
vice, nez jen efektivni feseni soustav linearnich rovnic. Dostaneme do ruky nastroj, ktery
nam umozni provadét a prehledné zapisovat slozité védecko-technické vypocty.

Matici A typu m X n rozumime obdélnikové schéma ¢i ,,pole” redlnych nebo komplex-
nich ¢isel, usporadanych do m vodorovnych tad a n svislych sloupci tvaru

@11 di2 ... Qip
A &.21 &.22 Ce @.Zn (110)
a7.n,1 a7.n2 R a7;m
Déle, i-ty fadek matice A je tvaru
( Qi1 Q2 ... Qyp ) )

kde 1 < i < m, a j-ty sloupec matice A ma tvar

kde 1 < j < n. Jestlize m = n, fikdme, Ze je matice A ¢tvercova fadu n. Cisla a11, ass,. . .,
Gy tvori hlavni diagonalu matice A. Na prvky matice A se odkazujeme pomoci indext
i, j tak, Ze Cislo a;; nazyvame ¢, j-tym prvkem matice A a piseme

A:(aij).
Priklad 1.4 Bud
123 1 4 !
A:(—101)’ 32(2—3)’ e=1-t]
2
1 10
D=(2 01|, E=(3), a F=(-10 2).
3 -1 2
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Pak A je matice 2 X 3 s prvky a12 = 2, ass = 0 a as3 = 1; B je matice 2 x 2 s prvky
bin =1, byy = 2 a byy = —3; C je matice typu 3 x 1 sc;1 =1, co1 = —1 acg; =2; D je
matice 3 X 3; F/ je matice typu 1 X 1 a F' je matice typu 1 x 3. V matici D prvky d;; = 1,
dos = 0 a d33 = 2 tvori hlavni diagonalu.

O

Ctvercovad matice A = (a;;) v niZ jsou viechny nediagondlni prvky nulové, se nazjva
diagonalni matice.

Priklad 1.5

4 0
G:(O _2) a H=

jsou diagonalni matice.

o o w
|
oo
~ o o

Diagonalni matice A = (a;;), kterd ma vSechny diagonalni prvky stejné, se nazyva
skalarni matice. Specialnim pripadem skaldrni matice je matice jednotkova; je to di-
agonalni matice, kterd mé vsSechny diagonalni prvky rovny 1.

Piiklad 1.6 Nasledujici ¢tvercové matice jsou skalarni:
1 00
I,=1010], J:(_g _g).
0 01

Kromé toho, matice I3 je jednotkova matice radu 3.

O dvou maticich A, B typu m x n iekneme, zZe jsou si rovny, pokud a;; = b;; pro
v8echna i € {1,2,...m} a j € {1,2,...n}. Jinak feceno, dvé matice si jsou rovny, pokud
maji stejné prvky.

Priiklad 1.7 Matice

U 2 -1 1 2 w
A= 2 =3 t a B= 2 x 4
0 v 5 y —4 =z

si jsou rovny, prave kdyzt =4, u=1,v=—-4, w=—-1,x=-3,y=0a 2z =5.
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1.2.1 Séitani matic

Necht A = (a;;), B = (b;j) jsou matice typu m x n. Pak soucet matice A s matici B je
matice C' = (¢;;) typu m X n, pro niz plati

Cij = a; + by,

kdei € {1,2,...m} aje{l,2,...n}.

1 -2 4 02 —4
A_<2—1 3) . (13 1)'

140 —2+2 4+ —4))_(1 0
3

Priklad 1.8 Nechf

Pak

_ (
A+B_(2+1 —1+3 3+1

[\]
= O
N—

Musime zdiiraznit, Ze soucet matic je definovan pouze pro matice téhoz typu. Nyni
vSak muzeme zavést umluvu, Ze vzdy, kdyz vytvorime vyraz A+ B, budeme predpokladat
jiz automaticky, Zze matice A, B jsou stejného typu. Pozdéji uvidime, Ze soucet matic se
chova velmi podobné, jako soucet realnjch nebo komplexnich ¢isel.

1.2.2 Nasobeni matic

Necht matice A = (a;;) je typu m x p a matice B = (b;;) je typu p x n. Pak sou¢in matice
A s matici B je matice C' = (¢;;) typu m x n, definovana vztahem

P
Cij = ailblj + aigbgj +--+ aipbpj = Z aikbkj. (111)
k=1

Miuizeme se prirozené zeptat, pro¢ je soucin matic definovan pomérné slozité, kdyz
sCitani matic, podobné jako jejich rovnost jsou tak jednoduché a prirozené pojmy. Avsak
pouze diikladné porozumeéni skladani zobrazeni a vztahu mezi maticemi a tim, co budeme
pozdéji nazyvat linearnimi transformacemi ndm objasni, Ze zvolend definice maticového
soucinu je praveé ta spravna. Prozatim se pro lepsi pochopeni maticového soucinu spo-
kojime s jednoduchymi ptiklady. Mtzeme si vSak zatim vSimnout, Ze maticovy soucin
ptrechazi v nasobeni (redlnych nebo komplexnich) éisel pro matice typu 1 x 1.

Piiklad 1.9 Necht

-2 5
am(32) e 1
2 1
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Pak

1-(=2)+2-44(-1)-2 1-54+2-(=3)+(-1)-1 4 —2
AB:( 3.(=2)+1-44+4-2 3-5+1-(—3)+4-1>:( )

Zakladni vlastnosti maticového souc¢inu budou shrnuty v nasledujicim odstavci. Avsak
nasobeni matic vyzaduje mnohem vice, nez jejich soucet, protoze algebraické vlastnosti
maticového soucinu jsou zna¢né odligné od toho, co znadme z algebry reélnych é&isel. Cast
problému spociva v tom, ze souc¢in AB je definovan pouze kdyz pocet sloupcti matice A je
stejny, jako pocet fadki matice B. Tedy, pokud je matice A typu m X p a matice B typu
p X n, je matice AB typu m x n. Ale jak je to s matici BA? Mohou nastat nasledujici
moznosti:

(i) Matice BA muZe byt nedefinovéna; to se stane kdyz m # n.

(i) Jestlize je BA definovana, coz znamend %e m = n, je BA typu p X p, zatimco AB
je typu m x m. Tedy, pokud m # p, matice AB a BA jsou obé ¢tvercové, ale maji
rizny tad.

(iii) Jestlize maji AB a BA stejné rozméry (tj. stejny ¥ad), mohou si byt rovny.
(iv) Jestlize maji AB a BA stejné rozméry (tj. stejny fad), nemusi si byt rovny.
To miizeme ilustrovat nasledujicimi priklady.

Piiklad 1.10 Je-li A typu 2 x 3 a B typu 3 x 4, pak AB je typu 2 x 4, zatimco BA neni
definovana. ([l

Priklad 1.11 Necht je A typu 2 x 3 a B typu 3 x 2. Pak AB je typu 2 x 2 a BA je typu
3 X 3. O

Priklad 1.12 Necht
1 2 2 1
e 12) wne(21).

2 3 , - 17
AB—(_2 2), zatimco BA—<_1 3>.

Tedy AB # BA. 0

Pak
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1.2.3 Komplexné sdruZzena matice

Bud z = z+1iy komplexni ¢islo, x, y ¢isla redlné. PFipomindme, Ze komplexné sdruZené
¢islo k dislu z je ¢islo z* = x — iy. Nechf A = (a;;) je komplexni matice typu m x n. Pak
matice A* = (b;;) typu n x m, kde

_ *

proi € {1,2,...m} aj€{1,2,...n}, se nazyvid komplexné sdruzena matice k matici
A. Komplexné sdruzena matice je tedy matice, v niz vSechny prvky nahradime komplexné
sdruzenymi ¢isly. Snadno se ovéii, ze A = A*, pravé kdyz A je redlna matice.

Piiklad 1.13 Necht

1 0 2—-31
A= 0 1+i 0
—5+4i i —2i
Pak
1 0 2+3i
A* = 0 1—-1 0

-5 —4i —i 2i

1.2.4 Transponovana matice
Necht A = (a;;) je matice typu m x n. Pak matice A” = (a;) typu n x m, kde

T _

proi € {1,2,...m} a j € {1,2,...n}, se nazyva transponovani matice k matici A.
Tedy transponovanou matici ziskame z piivodni matice zaménou radki za sloupce.

Priklad 1.14 Necht

6 2 —4 5 4
A:(é_g _;’) B=|3 -1 2|, ¢c=| -3 21,
0 4 3 2 -3
2
D=(3 =5 1) a E=| -1
3
Pak
4 0 6 30
AT = -2 5|, BT= 2 —-1 4 |,
3 =2 -4 23
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3
5 =3 2
T _ T _ _ T _ —
C—<42_3),D_ 5 a E'=(2 -1 3).
1
O
Matice A se nazyva symetricka, pokud
A= AT
To znamena, ze matice A je symetricka, jestlize je to ¢tvercova matice, pro kterou
CLZ‘j = CLjZ‘.
Prvky symetrické matice jsou v matici rozmistény symetricky podle hlavni diagonaly.
Piiklad 1.15 Matice
1 2 3 100
A= 2 4 5 a Iz3=|( 01 0
3 5 6 0 01
jsou symetrické.
O

Podobné definujeme také pojem samoadjungované matice. Matice A se nazyva samo-
adjungovana, pokud
A= AT
Tedy, matice A je samoadjungovana, jestlize je to ¢tvercova matice, pro kterou

Je zfejmé, Ze kazda redlnd symetrickd matice je samoadjungované a kazda (komplexni)
samoadjungovana matice ma v hlavni diagonale realna cisla. Existuji i dalsi vlastnosti
samoadjungovanych matic, které jsou blizké vlastnostem realnych symetrickych matic.
Neékteré tyto vlastnosti prozkoumame v dalSich kapitolach.

Piiklad 1.16 Necht

1 0 2—3i
A= 05 —i
2+3i i -3
Pak
1 0 2+3i
AT = 0 5 i
2—3i —i -3
a
1 0 2—3i
AT = 05 —-i | = A.
2+3i i -3
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1.2.5 Skalarni nasobeni matice ¢islem

Necht A = (a;;) je matice typu m x n a r realné nebo komplexni ¢islo. Pak skalarni
nasobek matice A ¢islem r je matice rA = (b;;) typu m x n, kde

bij = ’f‘CLZ‘j
pro vSechna i € {1,2,...m} aj € {1,2,...n}.

Priklad 1.17 Jestlize r = —3 a

4 -2 3
A= 2 =5 01,
3 6 =2
pak
4 -2 3 —12 6 —9
rA=-31 2 -5 0] = —6 15 0
3 6 —2 -9 —-18 6
O
1.2.6 Soustavy linearnich rovnic
Uvazujme soustavu m linedrnich rovnic o n neznamych,
a1 + apre + oo+ A, = b1
a921T1 +  agre -+ oo+ aopr, = bg
(1.12)
Um1iT1 + Qoo + ... + GmnZn = b
Definujme nasledujici matice:
a1 a1z ... Qip T bl
Qg1 A22 ... Q2p o) - by
A= . . . , T = . , b= . . (1.13)
m1 Am2  --- Gmp Tn bm
Pak (1.12) mizeme psat v maticovém tvaru
a aly ... Qip T 1171 + Q12T + *** + A1pTh bl
a1 Aoy ... Q9p To 211 + Q929 + *+ + + Aop Ty b2
Aml Am2 .- Qmn Ln, Am1T1 + Am2T2 +-+ Amndn bm

coz zjednodusené zapsano dava vztah
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Az = b. (1.14)

Vztah (1.12) miZeme ovSem zapsat i pomoci transponovanych matic. Méame

a11 Q21 .. Gyl
AT — a:12 a:22 a,?z 7 g:a‘;T:(xl _— fL’n) a
A1p Qop - Qyp
b=0b"= (b by ... by ). (1.15)
Potom
11 G917 ... Gy
(o0 20 o) | 2T D (b b)),
Gin G e G
coz zjednodusené a symbolicky zapsano dava
zA =b. (1.16)

Poznamenejme, Ze oba vztahy (1.14) i (1.16) vyjadiuji tentyz vztah (1.12), prvni jme-
novany vztah ovSem pouziva zapisu n-tice neznamych x,, o, ...z, ve sloupcovém tvaru,
zatimco druhy ve tvaru radkovém. Vyhoda prvniho zpiisobu spociva predevsim v tom,
7e matici A mizeme ze soustavy rovnic o néco snadnéji precist, nez transponovanou ma-
tici AT. Rovnéz po dosazeni konkrétnich ¢isel je (1.14) opticky blizsi a podobnéjsi zapisu
puvodni soustavy (1.12). Proto budeme vétsinou upfednostiiovat tento zptisob zapisu.

V tomto odstavci jsme také zavedli konvenci, v niz sloupcové zapsané n-tice Cisel
znac¢ime pruhem nahorte, tedy

zatimco radkové zapsané n-tice ¢isel znacime podtrzenim nebo-li pruhem dole, tedy
£:($1 Ty ... ZL’n)

V zésadé se jedna o ,vektorové” veli¢iny téhoz typu (aniZ bychom zatim piesné specifiko-
vali, co rozumime pod pojmem vektor), avsak vzhledem k maticovym operacim se chovaji
odlisné, a proto je nutné je rozlisit. V zaloze mame jesté jedno oznaceni pro ,vektorové”
veli¢iny, a sice

T,

které vsak rezervujeme pro ponékud obecnéjsi pripad ,,vektoru”.
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Matice A z oznaceni (1.13) se nazyva matice soustavy (1.12), nebo také matice
koeficientii soustavy (1.12). Matice

a1y a2 ... Qip ‘ bl

_ a921 o2 ... (A3 ‘ b2
(A]b) = " Bk

Ul Qm2 - Gpn | b

ktera vznikne pfidanim sloupce b pravjch stran k matici soustavy A, se nazjva rozsirena
matice soustavy (1.12). Obrécené, jakdkoli matice, kterda ma vice nez jeden sloupec, mize
byt povazovana za rozsifenou matici soustavy jistého systému linearnich rovnic. Matice
soustavy i rozsifena matice soustavy hraji klicovou roli pro feseni soustav linearnich rovnic.

Priklad 1.18 Uvazujme soustavu linearnich rovnic

2c + 3y — 4z = 5
—2x + =z
3r + 2y + 2z = 3.

I
\]

Polozime-li

2 3 —4 1 B 5
A=| -2 0 1|, 2=\ x a b=\ 71,
3 2 2 I3 3

miizeme psat danou soustavu ve tvaru
Az = b.

Matice soustavy je matice A a rozsifena matice je matice

. 2 3 -4 | 5
A= =20 1|7
32 2|3

Priklad 1.19 Matice

je rozsifenou matici soustavy

2 — y + 3z = 4
3T + 2z = b.
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1.3 Vlastnosti maticovych operaci

V této casti budeme uvazovat vlastnosti pravé definovanych maticovych operaci. Mnoho
téchto vlastnosti bude podobnych znamym vlastnostem realnych ¢isel. Kromé toho vSak
zde budou prekvapujici rozdily mezi chovanim realnych c¢isel a matic béhem nékterych
operaci, napriklad nasobeni.

Véta 1.1 Necht A, B, C jsou matice takovijch typi, Ze ndsledugjici operace jsou defino-
vany. Pak plati:

(i) A+ B=B+ A
i) (A+B)+C=A+(B+(C)
(i) FEzistuje jedind matice O typu m X n, pro kterou plati

A+0=A=0+A.

(iv) Ke kazdé matici A typu m X n existuje jedind matice D typu m X n takovd, Ze
A+D=0=D+ A.
Tuto matici znacime D = —A.
Diikaz. Césti (i) a (ii) jsou zfejmé, protoZe s¢itani matic je definovano po slozkach a
obé tvrzeni plynou z vlastnosti s¢itani redlnych (nebo komplexnich) ¢isel. Podminku (#44)

evidentné splnuje nulovd matice 0, tj. matice typu m X n, slozena pouze z nul. Pokud by
ovsem existovala matice, feknéme O, se stejnou vlastnosti, pak

O0=0+0=0+0=0.

Podobné podmince (iv) vyhovuje matice —A, tvofend prvky opacnymi k prvkim matice
A. Pokud ma jesté B stejnou vlastnost jako —A, plati

—-A=-A+0=-A+(A+B)=(—-A+A)+B=0+B=5.

Piiklad 1.20 Nulova matice typu 2 x 2 je matice
00
00/
4 —1
(2 3)

Jestlize
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mame
4 -1 n 00\ (440 140\ (4 -1
2 3 00/) \2+40 340 ) \ 2 3/

Nulova matice typu 2 x 3 je matice

VR
o O
o O
o O
~__

0
Priklad 1.21 Abychom ilustrovali Vétu 1.1, necht
2 3 4
A= ( —4 5 -2 ) ‘
Pak
-2 -3 -4
_A:( 4 -5 2 )
Nyni mame
A+(-A)=0
0

Misto abychom psali (slozité&ji) A+ (—B), budeme jednoduse psat A — B a tento vyraz
budeme nazyvat rozdil matic A, B (v tomto poradi).

Priklad 1.22 Necht

3 -2 5 2 3
A‘<—1 2 3) . B‘(—s 4

1 -5 3
A_B:<2 —2 —3)‘

)

Potom

O

Véta 1.2 Necht jsou matice A, B, C' vhodnych typti v kazdém z ndsledujicich pripadii.
Pak plati:

(i) A(BC) = (AB)C,
(i) A(B+C)=AB+ AC,
(i) (A+ B)C = AC + BC.
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Dikaz. Dokazme nejprve (i). V oznaceni A = (a;;), B = (bij), C = (¢ij), G = (gi5) =
A(BC) a H = (h;j) = (AB)C mame

git = Z aij(z bjkckl) = Z @ijbjkckl = Z(Z)aijbﬂc)ckl = ha,
J k J:k k J

odkud plyne
G=H.

Dokazme (ii). Ozna¢me déle P = (p;;) = A(B + C). Pak
pir = Y aii(bin + i) = (O aibie) + (Y aijezn),
J J J

odkud je jiz zfejmé, ze
P=AB+ AC.

Tvrzeni (iii) je dudlni a analogické k (ii), pouze roznasobeni zévorky probihad z druhé
strany. Dikaz by byl velmi podobny dikazu (ii) a ¢tendf jej mize provést sam jako
cviceni. ]
Nechf A je étvercova matice fadu n. Je-li p prirozené ¢islo, definujeme
AP=A-A-. . A,
kde pocet c¢initelti vpravo od rovnitka je pravé p. Dale klademe
A =1,.

Pro prirozené ¢isla p, ¢ a odpovidajici mocniny ¢tvercovych matic plati néktera pravidla,
kterd divérné zname pro praci s redlnymi ¢isly, jako naptiklad

AP A9 — APtHa

(AP)T = AP,
Avsak musime zdtraznit, Ze pro ¢tvercové matice obecné neplati
(AB)P = APBP.
Pokud vsak AB = BA, toto tvrzeni plati (dokazte jako cviceni).

Nyni upozornime jesté na dvé dulezité odlisnosti maticového nasobeni od néasobeni
realnych cisel. Kdyz a, b jsou dvé realna c¢isla, pak ab = 0 muze platit pouze kdyz a = 0
nebo b = 0. Avsak pro matice toto obecné neplati.
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Priklad 1.23 Necht

1 2 4 —6
A_<2 4) a B_<_2 3).
Pak ani jedna z matic A, B neni nulova, ale
0 0
- (00)
O
Kdyz a, b a ¢ jsou realna ¢isla pro kterda ab = ac, pricemz a # 0, plyne odtud b = c.
Rikédme, Ze jsme kratili rovnici ab = ac ¢islem a. Zakon o kraceni vsak v piipadé nasobeni
matic neplati.

Piiklad 1.24 Kdy?
12 2 1 2 7
i=(21) 7= (52) =3 0)

8 5
AB:AO=(16 10),

je

ale B # C.

Véta 1.3 Necht'r, s jsou redlnd nebo komplexni ¢isla a A, B matice vhodnych typi. Pak
plati

(i) r(sA) = (rs)A,
(ii) (r+s)A=rA+sA,
(iii) 7(A+ B) =rA +rB,

) A(rB) =r(AB) = (rA)B

(iv

Dtikaz véty je snadny, vSechna tvrzeni vyplynou v podstaté ihned z rozepsani matic
do slozek, tj. napiiklad A = (a;;). Ctendf mizZe provést ditkaz sdm jako cviceni.

Véta 1.4 Necht r je redlné nebo komplexni ¢islo a A, B matice vhodnijch typti. Pak plati
(i) (A7) = A4,
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(ii) (A+ B)T = AT + BT,
(iii) (AB)T = BT AT,
(iv) (rA)T =rAT.

Diikaz. Tvrzeni (i), (ii), (iv) jsou dostateéné ziejmé podobné jako celd predchozi véta.
Pozornost zasluhuje pouze dikaz (iii). Necht A = (a;;), B = (b;;), C = (¢;;) = AB,

Cik = Z&ijbjk = ki,
J
a protoze a;; = pj; a bj, = qi;, mame
ki = E Dijidk; = E qk;Dji-
7 J

Tedy G = QP, takze
(AB)' =0T =G =QP = B"A".

1.4 ResSeni soustav linearnich rovnic

V tomto odstavci se budeme systematicky zabyvat elimina¢ni metodou feSeni soustavy
linearnich rovnic. Metoda zac¢ina rozsifenou matici soustavy a konci matici, ktera ma jisty
specialni tvar. Tato nova matice reprezentuje soustavu linedrnich rovnic, kterd mé presné
stejné Teseni, jako ptivodni zadané soustava; ovsem toto feseni lze z nové soustavy primo
,precist”, obvykle narozdil od ptivodni soustavy. Napriklad, jestlize

100 2| 4
010 —-1] =5
001 3] 6

je rozsifenou matici jisté soustavy linearnich rovnic, potom feseni soustavy lze z této
soustavy snadno precist:

T + 2.CE4 = 4
) - Ty = -5
r3 + 31’4 = 6.

Ukolem tohoto odstavce bude upravit rozsifenou matici, reprezentujici danou soustavu
linearnich rovnic na tvar, z néhoz jiz bude snadné reseni ziskat.

Rikdme, Ze matice A typu m x n je v redukovaném schodovitém tvaru, jestlize
spliiuje nasledujici podminky:
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(i) VSechny fadky matice A, slozené ze samych nul (pokud viibec existuji) jsou na
poslednich radkovych pozicich.

(ii) Prvni nenulovy prvek v kazdém nenulovém fadku je roven 1; tento prvek se nazyva
vedouci prvek daného radku.

(iii) Jestlize i-ty a (i 4+ 1)-ni fadek jsou dva po sobé jdouci nenulové Fadky, pak vedouci
prvek (i + 1)-niho fadku lezi vpravo od vedouciho prvku i-tého fadku.

(iv) Pokud néjaky sloupec matice A obsahuje vedouci prvek néjakého fadku, zbyvajici
prvky tohoto sloupce jsou nuly.

Matice, spliiujici podminky (i) a (iii) se nazyvd matice ve schodovitém tvaru.
Poznamenejme, Ze matice ve schodovitém tvaru nebo v redukovaném schodovitém tvaru
nemusi mit zadny nulovy radek.

Priiklad 1.25 Matice

1 00 4 1200 2
A= 0105 ], B=1001T01
001 2 00010
a
100 30
00100
C=]100001
000O0O0
000O0O0
O
jsou v redukovaném schodovitém tvaru.
Piiklad 1.26 Matice
120 4 10 3 4
A=1000 0], B=|102 =25
0 01 =3 00 1 2
10 3 4 1 2 3 4
01 -2 5 01 -2 5
“=lo1 22| P o0 12
00 0O 00 0O

nejsou v redukovaném schodovitém tvaru, matice B a D vSak jsou ve schodovitém (nikoli

redukovaném) tvaru. Matice A, C' nejsou ve schodovitém tvaru.
O
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Nyni se vratime k diskusi, jak transformovat matici na jeji redukovany schodovity
tvar. Elementarni fadkovou tpravou nazyvame kteroukoli z néasledujicich operaci:

(i) Vzdjemna vymeéna r-tého a s-tého fadku. To znamen4, nahradit fadek a,1, ap2, ..., am
radkem ag1, ag, ..., ag, atadek ag, ag, ..., ag, nahradit fadkem a,1, a,9, ..., Q.

(ii) Vynéasobeni r-tého fadku ¢islem ¢ # 0. To znamend, nahradit fadek a,1, ap2, ..., am
radkem ca,1, caa, ..., Clpy

(ili) Pric¢teni d-nésobku r-tého fadku k s-tému fadku pro r # s. To znamend, nahradit
radek asi, as, ..., ag, fadkem da,; + a1, dayo + aso, ..., dap, + Qgp.

O matici A typu m x n fekneme, Ze je Fadkové ekvivalentni matici B typu m X
n, jestlize je mozné ziskat matici B z matice A aplikaci kone¢né mnoha elementarnich
radkovych tprav.

Véta 1.5 KazZda nenulovd matice typu m X n je radkove ekvivalentni s matici v reduko-
vaném schodovitém tvaru.

Dtikaz této véty neuvadime. Neni sice z teoretického hlediska obtizny, je vSsak naroc¢ny
na korektni a obecny zapis vSech moznosti, které u matice, kterou chceme pomoci ele-
mentarnich fadkovych tprav na redukovany schodovity tvar prevést, mohou nastat. For-
malismus, ktery bychom museli kvili korektnimu a dostatecné kratkému zapisu dikazu
vybudovat, by zcela prekryl ptivodni, velmi jednoduchou myslenku. Proto se spokojime
s demonstraci, jak se matice na jeji redukovany schodovity tvar prevadi v nasledujicim
prikladé. S dalsimi priklady se ¢tenar muze seznamit ve cviceni.

Piiklad 1.27 Prevedeni matice A na jeji redukovany schodovity tvar B pomoci elemen-
tarnich radkovych tprav:

02 3 —41 2 2 -5 24 2 2 -5 24
4|00 2 34 02 3 —41 0 2 3 —41
22 -5 24 00 2 34 0 0 2 34

20 -6 97 20 -6 97 0 -2 -1 73

2 2 -5 24 2 2 -5 24 2 2 -5 24

02 3 —41 02 3 —41 02 3 —41

00 2 34 00 2 34 00 1 22

00 2 34 00 0 00 00 0 00
22 -5 2 4 220 2 14 2 00 18 19
02 0 -4 -5 020 - -5 020 - -5
oo 1 3 2 001 2 2 001 32 2
00 0 0 0 000 0 0 000 0 0

100 9 ¥ 100 9 ¥
Jlo20 -5 51 o010 -F =5 |_g
001 2 2 001 2 2
000 0 O 000 0 0
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Nasledujici priklady také ilustruji, jak mizeme vyuzit elementarnich fadkovych tprav
a redukovaného schodovitého tvaru matice k feSeni soustav linearnich rovnic. Tento postup
je znam jako Gaussova elimina¢ni metoda.

Priklad 1.28 ReSme soustavu linedrnich rovnic

r + 2y + 3z = 9

2r — y + 2z = 8
3r - z = 3
Rozsitena matice této soustavy je
1 2 319
2 -1 1] 8
3 0 -1 ] 3
Tato matice je Tadkoveé ekvivalentni matici
100 |
010 ] —-1|,
001 1] 3
jiz odpovida soustava linearnich rovnic
T = 2
y = -1
z = 3.
Soustava ma tedy jedné feseni x = 2, y = —1, z = 3. O
Piiklad 1.29 Resme soustavu linedrnich rovnic
r + y + 2z — dw = 3
2 + 5y — 2z — 9w = =3
2 + y — 2z + 3w = -—-11
x — 3y + 2z + Tw = =5
Jeji rozsitena matice je
1 1 2 -5 | 3
2 5 -1 -9 | -3
2 1 -1 3| -1
1 -3 2 7] =5
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Tato matice je fadkoveé ekvivalentni matici

100 2| =5
010 =3 | 2
001 -2/ 3/’ (1.17)
000 O] O
jiz odpovida soustava linearnich rovnic
x + 2w = =5
Y - 3w = 2
z — 2w = 3.

Nulovy fadek v (1.31) jsme ignorovali. Hodnotu jedné z nezndmych muizeme volit; v
obecném pripadé vSak nemuzeme vybrat kteroukoli neznamou. Ziejmé neni vyhodné volit
takovou neznamou, vzhledem k niz je soustava jiz roziesena (tedy takovou, jiz odpovida
vedouci prvek v rozsifené matici v redukovaném schodovitém tvaru). V takovém piipadé
bychom totiz museli nékteré vztahy prepocitat, coz znamena mnoho zbytecnych operaci
navic. Naopak je vhodné volit zbyvajici neznamé, tedy ty, vzhledem k nimz soustava
rozfeSena neni. V naSem pripadé je to tedy neznamé w. Volime tedy w = r, kde r je
libovolné realné, popripadé komplexni ¢islo. Pak dostavame obecné feSeni ve tvaru

r = —5+42r
y = 243r
z = 34+ 2r
w = T,

Soustava ma tedy nekonecné mnoho feseni.

Priklad 1.30 ReSme soustavu linedrnich rovnic

ry + 2:[‘2 - 3![’4 + Ty = 2
ry + 2:[‘2 + x3 — 3![’4 + Trs + 21‘6 = 3
ry + 2:[‘2 - 31’4 + 21‘5 + Tg — 4
3.%1 + 6.%2 + x3 — 9.T4 + 41‘5 + 31‘6 = 9.

Rozsitena matice je

120 -310 ] 2
121 -312/]3
120 -321]|4
361 -9 4319
Tato matice je Tadkoveé ekvivalentni matici
120 -30 -11]0
001 00 21
000 01 1] 2|’
000 OO 01O
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jiz odpovida soustava linearnich rovnic

T + 21‘2 — 31’4 — Tg — 0
I3 + 21’6 = 1
rs -+ Tg — 2.

Jako parametry je vhodné zvolit proménné x5, x4 a xg. Obecné Feseni ma tvar

Ty = r+3s—2t

To = t
T3 = 1—2r
Ty = S
T5 = 2—r
Tg — T,

kde r, s, t jsou libovolna realna, pripadné komplexni cisla.

Priiklad 1.31 ReSme soustavu linedrnich rovnic

r + 2y + 3z + 4w = 5
r + 3y + 5z + Tw = 11
T - z — 2w = -—6.
Jeji rozsifend matice je
12 3 4| 5
13 5 7] 11
10 -1 -2 ] -6
Tato matice je radkové ekvivalentni matici
10 -1 -2 10
01 2 310
00 0 0] 1

Posledni fadek této matice reprezentuje rovnici
Or + Oy + 0z + Ow = 1,

kterd vSak nemd FesSeni. Proto ani celd soustava nema feSeni.
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1.4.1 Hodnost matice

Libovolnou n-tici redlnych nebo komplexnich ¢isel nazveme n-rozmérnym (redlnym nebo
komplexnim) vektorem. Pfipomindme, Ze n-rozmérny vektor (zi,xs,...,x,) muze byt
zapsan napiiklad jako matice typu 1 x n, tedy radkovym zptisobem, nebo jako matice
typu n x 1, tedy sloupcovym zpiisobem. PiSeme

gz(azl To ... xn), T =

Budte a4, a,, ... a,, redlné n-rozmérné vektory. Rekneme, Ze tvoii linearné nezavisly
systém, nebo krétce, Ze jsou linearné nezavislé, jestlize neexistuji realna cisla 7, 7o,
.« Yn, s jedinou vyjimkou 4 =y, =...v, =0, Ze

Y18y + Y28y + 0+ Yy, = 0.
Pokud nejsou n-rozmérné vektory linearné nezavislé, fikame, Ze jsou linearné zavislé.

Zcela analogicky bychom mohli v pfedchozi definici pouzit sloupcové formy zapisu n-
rozmérnych vektori — nic podstatného by se nezménilo. Rozhodnuti o linearni zavislosti
nebo nezavislosti urc¢itého systému vektort piimo z predchozi definice znamené obvykle
vyTesit jistou soustavu linearnich rovnic. Mizeme to ilustrovat néasledujicimi priklady.

Priklad 1.32 Uvazujme vektory
a;=(1 -1 2), a,=(231) a a=(32 -2).
Hledame koeficienty v1, 2, 73 takové, ze
Y181 + 7285 + V383 = 0,

coz znamena TreSit soustavu rovnic

1 4+ 27 + 3y3 = 0

-1 + 3% + 293 = 0 (1.18)
2vi + 2 — 293 = 0
vzheldem k neznamym 1, 72, 3. Rozsifena matice soustavy je
1 2 310
-1 3 2 10 (1.19)
21 -2 |0

a je radkové ekvivalentni matici

10010
01010
00110
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Jediné feseni nasi soustavy tedy je 71 = 72 = 73 = 0. To ovSem znamena, ze vektory a,,
s, a5 jsou linedrné nezavislé.

O

Poznamenejme, Ze soustava linearnich rovnic, kterda ma na pravé strané jenom samé
nuly, se nazyvd homogenni. Tedy napfiklad soustava rovnic (1.18) s rozsifenou matici
(1.19) je homogenni soustava. Elementarni fadkové tpravy nemaji na posledni sloupec
rozsifené matice, sloZzeny pouze z nul, zadny vliv; tento sloupec lze tedy eventudlné vyne-
chat a upravovat pouze matici soustavy.

Piiklad 1.33 Uvazujme vektory
a=(123), a=(3 -10) a az=(41 3).
Opét hledame koeficienty v, vs, v3 takové, ze
V181 + 728, + Y383 = 0.
Musime vyTtesit soustavu rovnic

M o+ 3 + 4y =
271 — 1y + 1
3 — 3y =

I
oo o

vzheldem k nezndmjm 4, ¥2, v3. Soustava je homogenni a jeji matice je

W DN
|
O = W
Lo

Tato matice je fadkoveé ekvivalentni matici

oo
o~ o
o=

které odpovida jednodussi soustava (ovSem se stejnym FesSenim)

T + 73 =0
Y2 + 13 = 0.

Volit mtzeme napiiklad v3; pak volba 73 = —1 d& v; = 75 = 1. Odtud je jiz ziejmé, ze
vektory a;, a,, a5 jsou linearné zavislé. Plati totiz

Ql‘i‘ﬂg_gg):o.
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Za zminku stoji také fakt, ze neni nutné sestavovat soustavu pro neznamé koeficienty,
staci sestavit jeji matici, eventualné rozsifenou matici, kterou pak upravime na reduko-
vany schodovity tvar. Z existence nulovych fadkt pak vyvodime moznost volby nékterych
koeficientii a rozhodneme o linearni zavislosti ¢i nezavislosti.

Doposud prilis nezalezelo na tom, zda jsme pracovali s redlnymi nebo komplexnimi
¢isly. V pripadé linearni zavislosti ¢i nezavislosti vSak miize byt podstatné, zda uvazované
koeficienty mohou byt pouze realné, nebo i komplexni.

Piiklad 1.34 Uvazujme dvé komplexni ¢isla a = 1, b = i a pfedpokladejme, Ze existuji
koeficienty «, [ tak, ze
aa+ b =0 (1.20)

Pokud «, B € R, rovnost mtize nastat jediné kdyz a = 3 = 0 a nad redlnymi ¢isly R jsou
tedy cisla a, b, uvazovana jako vektory, nezavisla. Pokud vSak pfipustime, ze o, 3 € C,
muzeme volit napfiklad o = 1, 8 = i abychom doséhli pozadované rovnosti (1.20), nebot
1+i? = 0. V tomto piipadé jsou tedy &isla a, b, jakozto vektory nad mnozinou komplexnich
c¢isel C, zavisla. O

Necht a,, a,, ...a,, jsou n-rozmérné vektory a 3y, fa, ..., O, konstanty. Pak vyraz

Bray + Beay + -+ -+ Bma,,

se nazyva linearni kombinace vektort a4, a,, ... a,, s koeficienty 5y, Ba, ..., G-

Véta 1.6 Jsou-li n-rozmeérné vektory by, by, ..., b, linedrné zavislé, pak existuje index
j € A{1,2,...,m} takovy, Ze vektor b; je linedrni kombinaci ostatnich vektori. Naopak,
jestlize v = a1 by + agby + - -+ + amd,,, tvori vektory v, by, by, ..., b, linedrné zdvisly
system.

Diikaz. Necht jsou vektory by, b, ..., b,, linedrné zavislé. Pak existuji koeficienty /3,
Bay .., B takové, ze
B1by + Baby + - -+ Bnb,, =0,

pricemz mezi ¢isly 3y, Bo, ..., B existuje aspon jedno nenulové. Vhodnym pieznacenim
vektort b; a koeficient 3; mtizeme vzdy dosdhnout toho, ze 3; # 0. Pak ovSem

le_@b ﬂ?)b ﬁm

Bt Bt g
Naopak, necht
v = Oélgl + OKQQQ + -+ Oémgm

Pak také
—v + a1by +agby + -+ b, =0.
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V této linedrni kombinaci je asponi jeden z koeficientii (napfiklad u v) nenulovy, odkud
jiz plyne, Ze vektory v, by, by, ..., b,, jsou linedrné zavislé. 0

Bud A matice typu m xn. Radkovou hodnosti matice A nazveme takové &islo h, (A),
které udava maximalni pocet prvki linearné nezavislého systému, tvoreného radky matice
A. Podobné sloupcovou hodnosti matice A nazveme takové ¢islo hs(A), které udava
maximalni pocet prvku linearné nezavislého systému, tvoreného sloupci matice A. Pozdéji
ukazeme, ze fadkova a sloupcova hodnost jsou pro kazdou matici stejné, takze mizeme
hovorit pouze o hodnosti matice.

Veéta 1.7 Elementarni radkove upravy nemeéni radkovou hodnost matice.

Diikaz. Je ziejmé, ze jakakoli zména poradi radkd, tim méné vzajemna vyména dvou
z nich, hodnost matice nezméni.

Nejprve tedy ukazeme, ze hodnost matice zlistava nezménéna, nasobime-li jeden radek
nenulovou konstantou. Bud {a,, a,,...,a,} systém n-rozmérnych vektorti a predpoklé-
dejme, ze je linearné nezavisly. Ozna¢me b, = aq, b, = a9, ..., b, = ¢+ a,, kde ¢ # 0.
Pokud pro néjaké v, o, ..., 7s je

S

Y1by + y2by + -+ 50, = 0,

je

Y18y + 728y + -+ sca, =0
a z linearni nezavislosti vektord a;, aq,...,a, plyne 73 = v = -+ = y,¢ = 0, coz dava
ihned s = 0, nebot ¢ # 0. Tedy i vektory b, b, ..., b, jsou linedrné nezavislé.

Plati oviem také a, = +b,, takZe z linedrni nezévislosti systému {by, by, ..., b, } plyne i
nezévislost {ay, a,, ..., a,}. Vynasobime-li tedy fddek matice nenulovym ¢&islem, linedrné
nezavislé systémy tadkid si navzajem jednoznacné odpovidaji a obé matice tedy maji
stejnou hodnost.

Nyni ukdzeme, Ze pricteni nasobku radku k jinému rfadku matice nezméni jeji hodnost.
Necht matice B vznikne z A pfi¢tenim nasobku jistého fadku k jinému fadku. Ukézeme, Ze
h.(B) > h,(A). Necht h,.(A) = k. Pak existuje linedrné nezavisly systém {a,, a,,...,a,}
radkd matice A, ktery je maximalni. Zbylé radky matice A mtzZeme oznacit a,_,, a; .,

..y @,,, kde m > k. Pokud se zména matice A v matici B nedotkne zadného z radki a,,
Ay, ..., a, pak zajisté h.(B) > k.

Predpokladejme tedy, ze b, = a,+c-a;, by = a5, ..., b,, = a,, projistéi € {1,2,...m}.
Tvoii-li by, bs, ...,bs, b; linedrné nezavisly systém, je opét h,.(B) > k. Nechf jsou tedy
vektory b,, bs, ....,b;, b, linedrné zavislé. Existuji koeficienty 72, vs, ..., Y&, 7, které
nejsou vSechny nulové tak, ze

72@2 + '73@3 + - 'Vkék + %‘Qi = 0.
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Musi byt v; # 0, jinak by totiz byly b, = a5, b3 = as, ..., b, = g, linedrné zavislé, coz
neni mozné vzhledem k linearni nezévislosti vétsiho systému vektoru {a, a,, ..., a;}. Pak
2 73 Tm
b= —2hy— Bpy— = I,
%L v
COZ znamena, ze
g, =—Lg, - By, ... _Imy,
7 i =Z2 Vi =23 Vi 2k
Odtud plyne, ze
2 3 Tm
by=a,+ca;,=a, —c—ay—c—ag— - —c—a
1 1 1 5 5 I
Ovéfime, Ze jsou vektory by, by, ..., b, linedrné nezavislé. Necht existuji koeficienty [,
627' .- 6]% ze
Biby + Baby + -+ + Brby = 0.
Pak -
pra; — 510 510 — = 51C$Qk + Baby + -+ + Ok = 0,
coz po upraveé dava
2
Bra; + (B2 — 5107)% (B3 — 516—)(13 + (Br — ﬂ10 ) =0.
Protoze jsou vektory a;, a,, ..., a; linedrné nezavislé, je
2 73 Tk
Pr1 =P — Pre— = f3 — fic— =+ = P — frc— =0.
i Vi i
Pak ovSsem
pr=0=-=0=0,
coz znamena, ze i vektory by, by, ..., b, jsou linedrné nezavislé. Pak h,.(B) > k = h,.(A).

Zaménou roli matic A, B ziskdme analogickou, av8ak opa¢nou nerovnost h,(A) >
h.(B). Zaména roli obou matic je mozna proto, ze tprava, kterou jsme provedli byla
vratna: Je-li totiz pro ¢ # j napfr. b;=a;+c-a;jetaké a; = b; —c-b;. Zde jsme pouzili
faktu, ze v daném kroku ménime pouze jeden, a to j-ty radek, takze a, = b,. Celkové tedy
méame h,(A) = h,.(B).

O

Véta 1.8 FElementarni radkove upravy nemeni sloupcovou hodnost matice.

Dikaz. Nechf

ai Q12 aik
a21 Q22 A2k

Qm1 Am2 Ak
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jsou m-rozmérné sloupcové vektory, které jsou zaroven vybranymi sloupci matice A.

Existuji-li koeficienty x1, xo, ..., x) takové, ze

10y + 20 + - -+ xpa, = 0, (1.21)
pak také B B B

Ilbl—i‘l’gbg—f-"'—i‘l’kbkzo, (122)
pro libovolné sloupcové vektory by, b, . .. by, které ziskdme elementérni fadkovou tipravou

matice A. Vztahy (1.21), piipadné (1.4.1) nejsou ni¢im jinym nez soustavami homogennich
linearnich rovnic, na jejichz feseni nemaji elementarni radkové upravy vliv a proto maji
obé soustavy stejné feseni, tedy stejnou mnozinu vyhovujicich koeficient z1, xs, ..., x%.
To ovSem znamend, Ze je systém vektort {ay, as, . .., @} linedrné nezavisly, pravé kdyz je
systém {by, by, . .., by} linedrné nezévisly. Odtud vyplyva, Ze ani sloupcova hodnost matice
A se nasledkem radkovych elementarnich iprav nemuze zménit. O

Véta 1.9 Nenulové radky matice ve schodovitém tvaru a sloupce, které obsahuji vedouct
proky dané matice, jsou linedrné nezdavisle.

Diikaz. Necht A je matice ve schodovitém tvaru. Pak A mé tvar

0 ... 0 awy -0 oo oo Lo a;
Ao 0 0 0 O CLQ‘]Q S Qo |
0.0 0 ... 0 0 ... 0 au ... 4
kde aix,, @oky, ---, Qmg,, jsou vedouci prvky pfislusného fadku a tedy nenulova dcisla.
Pokud pro néjaké koeficienty v1, 7o, ..., vm plati

Y18y + Y289 + -+ V@, = 0,

znamena to, ze
Y1k, =0

Y1a1k, + Yolok, =0

Y11k, + Y202k, + 0+ Vmmk,, = 0.

Odtud postupné dostavame v; =0, v =0, ..., v, = 0. Pak ovSsem jsou radkové vektory
aq, 4o, ..., a, linedrné nezavislé. Dlikaz linedrni nezavislosti sloupcii, obsahujicich vedouci
prvky je velmi podobny. 0

Disledkem predchozi véty je, ze tadkova hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna
poc¢tu nenulovych rfadki. Nyni mizeme dokazat nase hlavni tvrzeni o hodnosti matice,
totiz rovnost obou hodnosti pro libovolnou matici.
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Vé&ta 1.10 Rddkovd i sloupcovd hodnost matice si jsou rovny.

Diikaz. Bud A matice typu m x n, B jeji schodovity tvar. Plati h,.(A) = h,(B) podle
véty (1.7) a hs(A) = hs(B) podle véty (1.8). Podle véty (1.9) je hs(B) > h, ( ), takze
celkové hy(A) > h,.(A). PouZijeme-li misto A matici AT, dostaneme h,(A) = h,(AT) >

h,(AT) = hy(A). Je tedy h,(A) = hy(A). O

V diisledku predchozi véty mtzeme vynechat privlastek u radkové, pripadné sloupcové
hodnosti a mluvit pouze o hodnosti matice A, kterou budeme znacit h(A).

Priklad 1.35 Urdeme hodnost matice

1 2 -5 3
5 -1 -9 =3
1 -1 3 -11
-3 2 7 =5

0N
I
N DN =

Tato matice je fadkové ekvivalentni matici

1 00 2 =5
010 -3 2
B = 0 01 -2 3
000 0 O
Matice B ma tfi nenulové fadky; plati tedy h(A) = h(B) = O

Nyni prozkoumame vztah hodnosti k souc¢inu matic.

Véta 1.11 Budte A matice typu m X p a B matice typu p X n. Pak plati
h(A) > h(AB) < h(B).

Diikaz. Rozméry matic zarucuji, Ze sou¢in AB je definovan. Oznac¢me C' = (¢;;) = AB,

A= (CLZ‘j), B = (sz) Plati
Cij = Z &ikbkja
k
takze

¢ = ( Zk ikbr1 Zk aikbra ... Zk ikbrn ) = Zaik;( bkr bk2 .. brn ) = Zaikbk-
k k

Je tedy ziejmé, ze fadky matice C' jsou linedrnimi kombinacemi jistych radkid matice B.
Uvazujme tedy matici
B
D= )
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Zminéné linearni kombinace urcuji zptisob, jak pomoci elementarnich radkovych uprav v
matici D vynulovat fadky, pfislusné matici C. Je tedy h(D) = h(B). OvSem z definice
fadkové hodnosti plyne h(C') < h(D), odkud h(AB) = h(C) < h(B). Z moznosti zamény
radki za sloupce, nebo alternativné prechodem ke transponovanym maticim, dostaneme

i druhou nerovnost h(AB) < h(A). O

Nasledujici tvrzeni je znamé jako Frobeniova veéta.

Véta 1.12 Bud Az = b systém linedrnich rovnic. Tento systém md TeSent, prave kdyz
hodnosti matice soustavy A a rozsitené matice (A|b) jsou stejné.

Diikaz. Je evidentni, ze h(A|b) > h(A), protoze matice (A|b) obsahuje celou matici A
a jesté jeden sloupec navic. Necht Az = b. Jsou-li @y, ay, ..., @, sloupce matice A, plati

b=218; + T28y + -+ - + Ty, (1.23)

takze sloupcovy vektor b je linearni kombinaci sloupctt @, @, . .. @,. Necht h(A) = k < n.
Pak mezi vektory @y, as, ..., @, existuje k nezavislych, a vhodnym eventualnim pteznace-
nim lze vzdy dosdhnout toho, Ze vektory a;, as, ... @, jsou linearné nezavislé. Pak kazdy
ze zbyvajicich vektord ayy1, Ggio, ..., @, je linedrni kombinaci prvnich £ vektord. Vyjad-
fenim téchto linedrnich kombinaci a dosazenim do (1.23) mtizeme ukazat, Ze b je linearni
kombinaci sloupcovych vektorti @, as, ... G, s nimiz b tvoif linearné zavisly systém. Tedy
plati h(A|b) < h(A), odkud h(A|b) = h(A).

Naopak, predpokladejme, ze h(A|b) = h(A). Necht {a,, ay, ..., a;} je maximélni li-
nearné nezavisly systém sloupct matice A. Tento systém musi byt maximalni i v rozsi-
fené matici (A|b), protoZe jinak by tato matice méla vétsi hodnost. Pak ovSem systém
{b,ay,a,...,0a)} je lineArnd zavisly, coz podle Véty 1.6 znamena, Ze existuji ¢isla a1, o,
..., T} s vlastnosti

b =210y + Tolp + - - + T3 .

Zvolime-li ;11 = Tp10 = -+ = x, = 0, mizeme psat
a1xr1 + Gexo + - - - + @, = b

nebo ekvivalentné

AZ = b.

Priklad 1.36 Uvazujme soustavu linearnich rovnic

r + 2y + 3z =9
20 — Yy + z =
3z - z = 3.

oo
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Tuto soustavu jsme tesili v Prikladé 1.28. Jeji rozsifend matice je

i 1 2 319 100 | 2
Ap) =2 -1 1] 8 |~[010] -1
3 0 -1 | 3 001 ]| 3

Odtud je vidét, ze h(A) = 3 = h(A|b), takze soustava m4, podle Véty 1.12, feseni.
[

Priklad 1.37 Rozhodnéme o fesitelnosti soustavy linedrnich rovnic (viz. také Priklad
1.29)

r + y + 2z — dw = 3
20 + 5y — 2z — 9w = =3
2 + y — z 4+ 3w = -11
r — 3y + 2z + Tw = —5.
Jeji rozsitena matice je
1 1 2 =5 | 3 100 2| -5
2 5 -1 -9 | -3 010 -3 1] 2
2 1 -1 3| -1 001 =21 3|
1 -3 2 7] -5 000 0] O
odkud h(A) = 3 = h(A|b). Podle Véty 1.12 soustava m4 Feseni. O
Piiklad 1.38 Prozkoumejme soustavu linearnich rovnic
r + 2y + 3z + 4w = )
r 4+ 3y + bz + Tw = 11
T - z — 2w = -6,
kterou jsme jiz Tesili v Prikladé 1.31. Jeji rozsifend matice je
B 12 3 4| 5 10 -1 -2 10
(Ajp)=1 13 5 7| 11 |~ 01 2 3]0
10 -1 -2 | -6 00 0 0] 1

Zde vidime, ze h(A) = 2, zatimco h(A|b) = 3. Podle Véty 1.12 soustava nemé feseni. [
Mizeme si v§imnout, ze Frobeniova véta, tj. Véta 1.12, nic netfikd o poctu feseni, které
dané soustava linedrnich rovnic mé, ale hovoii pouze o existenci (néjakého) feSeni.

Ctvercova matice A ¥fadu n se nazyva regularni, jestlize h(A) = n. V opa¢ném piipadé
fikdme, ze A je singularni. Piikladem regularni matice je napriklad matice jednotkova.
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Véta 1.13 Necht A je étvercovd matice tadu n. Soustava AT = 0 md jediné vesent, pravé
kdyz A je reguldarni matice.

Diikaz. Nechf A je regularni. Pak jsou sloupce @y, @y, ... @, matice A linearné nezavislé,
takze pokud Az = 0, plati

1‘1(_11+1'2(_12+"'+.Tn6_ln:0.

7 linearni nezavislosti vektort a, as, ... a, pak plyne xr1 =2y =---=1z, = 0.

Naopak, ma-li Az = 0 jediné feseni Z = 0, pak jedinou moznosti jak anulovat linearni
kombinaci
T101 + TaG2 + -+ + Tpay

je zvolit vSechny koeficienty x1, zo, ..., x, nulové. Tedy sloupcové vektory ay, as, ... a,
jsou linedrné nezavislé. To ovSem znamena, ze h(A) = n a tedy matice A je regularni. [J

Véta 1.14 Necht A je ctvercovd requldrni matice #ddu n. Pak soustava AT = b md jediné
resent.

Diikaz. Protoze h(A) = n, je také h(A|b) = n. Obé& matice maji totiz n Fadki a tedy
hodnost matice (A[b) nemtize byt vétsi. Podle Véty 1.12 ma soustava feSeni. Necht y, z
jsou dvé feSeni soustavy Az = b. Mame tedy

Ay =1b aziroven Az =b.

Pak o
Aly—2z)=Ay—Az=b—-0b=0.

Podle Véty 1.13je 2 = 7 — z = 0, odkud 7 = z. ReSeni je tedy jediné. 0

Jako ilustrace k pfedchozi vété poslouzi Priklad 1.36. Matice soustavy je v tomto
pripadé regularni, takze feseni je jediné, jak se mtizeme presvédcit v Prikladé 1.28.

O dvou ¢tvercovych maticich A, B fadu n fekneme, Ze jsou navzéjem inverzni, pokud

AB =1, = BA.

(23 (-1 3
A_<22) aB-( 1_1).

Protoze AB = BA = I, matice A, B jsou navzajem inverzni. O

Priklad 1.39 Necht
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Priklad 1.40 Necht

Abychom nalezli A™!, polozime

Chceme aby platilo

wi-(3)(2 8- ()

a+2 b+2d\ (10
3a+4c 3b+4d ) \0 1 )’

odkud dostavame rovnice

Pak ovSem

a + 2c =1
3a + 4c =0
b + 2d = 0
3b 4d = 1
Regeni téchto rovnic je a = =2, b=1, c = 2 a d = —3 (ovéite). Pak plati

Miuizeme jesté ovérit, ze

ATTA = ( B

NI N
|
Ol= =
~—
N\
L =
SN )
S~——
I
7~ N\
O =
— O
S~—
I
o

O

Nékteré matice vsak inverzni matici nemaji; o tom se mizeme presvédcit v nasledujicim

priklade.
1 2
= (12).

Abychom nalezli A~!, klademe opét

-1 __ a b
= (00

Priklad 1.41 Bud
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Ptitom chceme aby platilo

w-(31)(2 ) (39

a+2 b+2d\ (10
2a +4c 2b+4d ) o1/’

Pak ovSem

odkud dostéavame rovnice

a + 2c =1
2a + 4c =0
b + 2d = 0

2b 4d = 1

Tato soustava linedrnich rovnic nemé feseni (ovéfte napi. podle Véty 1.12), odkud plyne,
7e k matici A neexistuje inverzni matice. O

Kdyz si vSimneme podrobné€ji matic v predchozich prikladech a budeme zkoumat,
co maji spoleéného ty matice, k nimz inverzni matice existuje, miizeme si vsimnout, ze
jsou vSechny regularni. Prirozené tak vznika hypotéza, Ze regularita matice je vhodnym
kritériem existence inverzni matice. Nasledujici véta ukazuje, zZe je tato hypotéza spravna.

Véta 1.15 Ctvercovd matice je requldrni, pravé kdyz md inverzni matici.

Dikaz. Uvazujme maticovou rovnici
AX =1, (1.24)

kde A je regularni matice a X neznama ¢tvercova matice fadu n. Oznacime-li

X:(Zil .TQ an), ]:<€1 g2 Zn)a

miizeme prepsat rovnici (1.24) do tvaru

Affl :gl, Ai’gzgg, ey Ai‘n:’l,n

Kazda z téchto n soustav ma stejnou matici soustavy A a protoze je A regularni, vsechny
tyto soustavy maji jediné feseni podle Véty 1.14. Tedy také maticova rovnice (1.24) mé
jediné Teseni. Zbyva ukazat, ze také

XA=1,.

Zaménou radku za sloupce lze dokazat, ze existuje ¢tvercova matice fadu n, ze YA = I,,.
Pak Y =YI,=YAX =1,X = X. Tedy XA = [,, a proto je X inverzni k A.
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Necht A mé inverzni matici C. Pak CA = I,,. Je-li T FeSeni rovnice Az = 0, lze psat
z = 1,t = CAz = C0 = 0, takze soustava AZ = 0 ma jediné feseni z = 0. Podle Véty
(1.13) je A regularni matice. O

Poznamenejme jen, ze abychom ovérili, ze matice A, Y jsou navzajem inverzni, staci
spocitat jeden ze soucini AY, Y A. Kdyz totiz YA = I,,, pak podle druhé c¢asti dikazu
predchozi véty mame A regularni. Pak podle prvni ¢asti diikazu A ma zprava inverzni
matici X a plati X =Y.

Diikaz predchozi véty poskytuje navod, jak pocitat inverzni matice efektivné pomoci
Gaussovy eliminace. To ilustrujeme na nasledujicim prikladeé.

Priklad 1.42 Necht
1 11
A=10 2 3
5 5 1
Inverzni matici k matici A najdeme prevedenim matice (A|l3) na redukovany schodo-
vity tvar. Pokud inverzni matice existuje, redukovany schodovity tvar této matice bude
(I3|A~1). V piipadg, Ze na levé strané od svislé ¢ary nevyjde v redukovaném schodovitém

tvaru jednotkova matice, inverzni matice neexistuje. Plati (provedte podrobny vypocet
jako cviceni)

111100 100 | £ -1 —2
AL)=1023]010 |~-~[|010] - 1 2]=(54".
5511001 oo1| 2 0 -1

Inverzni matice k A existuje a plati
1B 1 _1
PRI T
509 I
4 4
O
Piiklad 1.43 Bud
1 2 -3
A=11 -2 1
5 —2 -3
Plati (provedte podrobny vypocet jako cviceni)
1 2 =3 1100 1 2 -3 | 1 00
AL)=(1 -2 1| 010]~-~[0 -4 4] -1 10
5 =2 =3 100 1 0 0 0] -2 -3 1

Od tohoto kroku je ziejmé, Ze matici na levé strané na jednotkovou matici upravit nelze,
protoze jeji hodnost (a také hodnost matice A) je pouze 2. Tedy inverzni matice k matici
A neexistuje. O
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1.5 Klicové myslenky kapitoly

e Matice séitame po slozkach. Aby byl soucet definovan, musi byt sc¢itané matice
stejného typu. Sc¢itani matic ma mnohé podobné vlastnosti, jako s¢itani realnych
nebo komplexnich ¢isel a je komutativni.

e Matice nasobime c¢islem po slozkach.

e Pro soucin dvou matic musi byt nasobené matice vhodného typu. Nasobeni matic
je asociativni, distribuuje se séitanim, ale neni komutativni.

e Matice reprezentuje koeficienty soustavy linearnich rovnic. Neni nutné prepisovat
celé rovnice, staci pracovat s koeficienty.

e SloZit&jsi soustavu rovnic (reprezentovanou rozsifenou matici) pfevadime pomoci
elementarnich radkovych tprav na jednodussi soustavu, kterd ma stejné feseni. To
nakonec z vysledné soustavy, jejiz matice ma redukovany schodovity tvar, snadno
precteme.

e Radkova (sloupcova) hodnost matice vyjadiuje maximalni pocet lineArné nezavis-
Iych fadki (sloupcit). Radkova i sloupcovd hodnost matice si jsou rovny.

e Vypocet inverzni matice k matici fadu n Gaussovou eliminaci je ekvivalentni feseni
n soustav linedrnich rovnic o n nezndmych se stejnou matici soustavy a n (obecné
riznymi) pravymi stranami.
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1.6 Cviéeni N

1. Jsou déany matice

10

= (338) e (31) e
3 2
2 —4 5

D:(g'ﬁ), E=(0 14|,
3 21

F =

Spocitejte A(BD), (AB)D, A(C + E), AC + AE, DF + AB.

o8

Vysledek:A(BD) = (AB)D = ( 66

_9 17
DF+AB_(]631)]

2. Reste soustavu linearnich rovnic:

r + oy
r — 2y

4
4

+
+
+

),A(O+E):AO+AE:(

2

W W
-

w
g

g g

oo

Vysledek:x:—2+r,y:—1,z:8—2r,w:r,r€R].

3. Reste soustavu linearnich rovnic:

T
T
2z

B

4. Reste soustavu linearnich rovnic:

+ + +
NSNS

Vysledek: v =1, y = %, z=—

Wi

2v + y

3r — 2y
r + y

6x

or — Yy

Vysledek: Nema feSeni. ]

W W W W

2z

— 2w
— 6w

— Yw
— 8w

28 8 38
34 4 41

)

O
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5. Reste soustavu linearnich rovnic:

x1+x2+x3+x4:0

T1 + x4 0
ry + 2ZL’2 + 3 = 0
Vysledek: v1 = —r, xo =r, 23 = -1, 24 =7, 7 €R
6. Reste soustavu linearnich rovnic:
r1 + To -+ 2.CE3 = -1
rT — 2552 -+ Ir3 = -5
31‘1 + To + Iy = 3

Vysledek: vy =1, 29 = 2, 13 = —2

7. Reste soustavu linedrnich rovnic se zadanou rozsifenou matici soustavy:

11
11
011 |

—_ o
— W O

Vysledek: 1 = —1, 29 = 4, 23 = —3

8. Reste soustavu linearnich rovnic se zadanou rozsifenou matici soustavy:

—_ = = =

SUR GO
W N — W
cooo

Vysledek: vy =29 =23 =0 |.

9. Reste soustavu linearnich rovnic se zadanou rozsifenou matici soustavy:

1231138
13017
102113

Vysledek: 21 =1—7r, 20 =2, 23 =1, 2y =7, 7 € R |.
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10. Reste soustavu linedrnich rovnic se zadanou rozsifenou matici soustavy:

1 -2 3| 4
2 -1 -3 | 5
3 0 1] 2
3 -3 0| 7
Vysledek: Nema feseni. ] 0

11. Najdéte vSechny hodnoty parametru a € R, pro které vyslednd soustava lineadrnich
rovnic (a)nemd Feseni, (b) ma jediné feseni, (c) mé nekoneéné mnoho feSeni.

r + y - z = 2
2 + 3y + z = 3
r + y + (a*=5)z =

Vysledek: (a) a = —2, (b) a # £2, (¢) a =2 |. O

12. Najdéte vSechny hodnoty parametru a € R, pro které vyslednd soustava lineadrnich
rovnic (a)nemd Feseni, (b) m4 jediné feseni, (c) ma nekoneéné mnoho feSeni.

r + y + z = 2
2¢ + 3y + z = 3
T+ y 4+ (a*=5H)z =

Vysledek: (a) a = £v/6, (b) a # +/6, (c) Tento piipad nikdy nenastane. |. O

13. K dané matici najdéte metodou Gaussovy eliminace matici inverzni:

1 2 3
A= 1 1 2
01 2
0 1 -1
Vysledek: A=t = 2 -2 -1 : O
-1 1 1

14. K dané matici najdéte metodou Gaussovy eliminace matici inverzni:

1 1 11
1 2 -1 2
A= 1 -1 21
1 3 3 2
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QO[O | NXO [ 0o [N
| IS

QO DNXO [ O [ Lo [ =

Vysledek: A=t =

QO | NXO [ NXO [ =00 [ =

WO O [ |~

15. K dané matici najdéte metodou Gaussovy eliminace matici inverzni:

11 11
13 12
A=119 14
59 16

Vysledek: A~! neexistuje, matice A je singuldrni. |.

16. K dané matici najdéte metodou Gaussovy eliminace matici inverzni:

A:

(S Y
S W N
—_ N

Vysledek: A= =

N Qo [ =0 [ o

— O

NIH!\'J!HMIH
1

17. K dané matici najdéte metodou Gaussovy eliminace matici inverzni:

3 1 2
A=12 1 2
12 2
1 -1 0
Visledek: A= [ 1 —2 1 ]
_3 5 _1
2 2 2
18. Zjistéte hodnost matice:
12 3 21
A= 31 -5 -2 1
78 -1 25

Vysledek: h(A) =3
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19. Zjistéte hodnost matice:

1 23 2 1
A= 0 5 4 0 -1
2 -1 2 4 3
Vysledek: h(A) = 2
20. Zjistéte hodnost matice:
12 -1 3 1
01 -3 2 3
A= 23 14 -1
-1 2 2 2 -5
31 -1 2 4
Vysledek: h(A) =3
21. Zjistéte hodnost matice:
13 20 01
21 51 20
A=13 2 51 =21
58 91 -2 2
99 4 2 0 2

Vysledek: h(A) =5
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1.7 Cviceni M

1. Jsou déany matice

4

A= , B=(5 -2), C:(l

PN
Lo l©

Pomoci Matlabu spocitejte (pokud je dany vyraz definovan): A x C, Ax B, A+ (',
BxA—-C'*xA, 2+xC—-6+xA)«B AxC—-CxA Ax A +C xC.

QYW=
O = [ =0 [ =

2. Je dana matice

A:

o = O
_ o O
oS O

Najdéte s pomoci Matlabu nejmensi takové k € N, pro které A* = I;.

3. Je ddna matice

0100
100 0
A= 0001
0010

Najdéte s pomoci Matlabu nejmensi takové & € N, k > 1, pro které A* = A.

5. Je ddna matice

1 -1 0
A= 0 1 -1
-1 0 1

Pomoci procedury polyvalm v systému Matlab spocitejte nasledujici maticové polynomy:
AY — A3+ A% 4215, A3 — 3A% + 3A.
6. Je dana matice

0.1 03 0.6
A=1 02 02 06
0.3 03 04

Pomoci Matlabu spo¢itejte nasledujici vyrazy: (a) (A% — 7TA)(A + 313); (b) (A — I3)* +
(A3 + A); (c¢) Odhadnéte, zda a k jaké matici konverguje posloupnost A, A%, A3, ...

7. Najdéte redukovany schodovity tvar matice

4 2 2

-3 1 4

A= 1 0 3
5 —1 5



Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologi VU1 v Brne

pomoci procedury rref systému Matlab.

V nésledujicich tlohéach zjistéte pomoci Matlabu, zda je matice A regularni nebo
singularni a urcete jeji hodnost. Mtzete pouzit napiiklad procedury rref.

8.
12
=)

9.
123
A=|4 56
789

10.
123
A=|4 56
780

11.
12 1
A=[0 1 2
11 -1

V nasledujicich tlohach pouzijte rref k nalezeni inverzni matice k matici A.

12.
13
(13
13.
2 1
= (33)
14.
112
A=[211
121
15.
1 -1 2
A=[0o 21
1 00
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1.8 Kontrolni otazky

1. Uvedte ptiklad dvou ¢tvercovych matic A, B, pro které AB # BA.
2. Uvedte piiklad matice A, pro kterou A = A”.

3. Uvedte priklad matice A, pro kterou A = A*.

4. Existuje redlna matice, jejiz radkova a sloupcova hodnost se 1isi?

5. Jaky je vztah mezi fadkovou hodnosti matice a fadkovou hodnosti jejiho redukovaného
schodovitého tvaru?

6. Matice A fadu n mé inverzni matici A~!. Vyjadiete hodnost matice A~! pomoci hod-
nosti matice A.
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2 Determinanty

Obsahem této kapitoly je diilezita charakteristika ¢tvercovych matic, nazyvana determi-
nant.
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Necht N,, = {1,2,...,n}. Libovolna n-tice (i, s, ...,4,) tvofenda Cisly iy € N,,, v niz
se zadn4 dvé ¢isla neopakuji (a tedy se kazdé z N,, vyskytuje, a to pravé jednou) se nazyva
permutace mnoziny N,,. Neni tézké odvodit, Ze téchto permutaci je celkem n! (pokuste
se o to jako cviceni!). Je-li ¢ = (iy,19,...,1,) permutace mnoziny N,,, fikdme, Ze 0 ma
inverzi (i,, i), pokud r < s a i, > i,. Inverze dané permutace je tedy kazda dvojice Cisel,
které se v permutaci vyskytuji, pricemz jejich vzajemné potradi se v permutaci neshoduje
s jejich pfirozenym usporfadanim podle velikosti (tj. je pravé opacné).

Priklad 2.1 Mnozina N3 = {1,2,3} ma celkem 3! = 6 permutaci. Permutace (1,2,3)
nema inverzi, permutace (3, 1,2) ma dvé inverze (3,1) a (3,2), permutace (2,3,1) ma dvé
inverze (2,1) a (3,1), permutace (3,2,1) ma tfi inverze (3,1), (3,2) a (2,1), permutace
(2,1,3) mé jednu inverzi (2, 1) a permutace (1, 3,2) mé jedinou inverzi (3,2). O

Pocet inverzi dané permutace o = (iy, is, .. ., %,) Se nazyva parita permutace o a znaci
se m(0). Permutace o se nazyva licha (resp. suda), je-li (o) liché (resp. sudé) éislo. Lze
ukazat, ze zmeénime-li v permutaci poradi dvou sousednich prvki, parita permutace se
zméni o +1.

Piiklad 2.2 Plati 7(1,2,3) = 0, 7(3,1,2) = 2, 7(2,3,1) = 2, 7(3,2,1) = 3, 7(2,1,3) = 1
a m(1,3,2) = 1. Tedy permutace (1,2,3), (3,1,2) a (2,3, 1) _]SOll sudé, kdezto permutace
(3,2,1), (2,1,3) a (1, 3,2) jsou liché. O

Necht A je matice fadu n. Determinantem matice A = (a;;) nazjvame ¢islo
det A = ‘A’ = z:(—l)ﬁ(il’i2 """ i")alilagiz c e Qg (21)

kde se sCita pres vSechny permutace (iy,is,...,4,) mnoziny N,, = {1,2,...,n}.

aix Qa2
A= )
a1 Q22

Existuji dvé permutace mnoziny Ny = {1,2}, a to (1,2) a (2,1). Pak

Priklad 2.3 Necht

det A = (—1)”(1’2)a11a22 —+ (—1)7T(2’1)CL126L21 = A11Q92 — A120921.

O

Poznamenejme, Ze tomuto zptsobu vypoctu determinantu matice fadu 2 se rika k¥i-
ZOVé pravidlo a to proto ze spojnice prvkﬁ které se v matici navzéjem nésobi vytvori

vvvvvv

minantu radu 3, zvana Sarrusovo prav1dlo, které uvadime v nasledujicim ptikladeé.
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Priklad 2.4 Necht
a1 G12 013
A= G21 Q22 (23
31 Gzz2 0asg

S pouzitim Piikladu 2.2 mizeme psat
det A = aj1agass + a12a23a31 + a13021A32 — Q13022031 — A12021A33 — A11023032.

V ¢em spociva Sarrusovo pravidlo? Clen +aq1asass je sou¢inem prvki v hlavni diago-
nale. Dalsi dva c¢leny, 4+aq2a93a31 a +aj3as1a32, jsou tvoreny soucinem prvku, které tvori
v matici dva trojihelniky, jejichz zakladna (tj. jedna ze stran) je rovnobézna s hlavni
diagonalou. Pfed témito tfemi cleny stoji vzdy kladné znaménko v rozvoji determinantu.
Zbyvajici tfi ¢leny rozvoje jsou se zapornym znaménkem. Snadno je odvodime jako sou-
¢in prvka v druhé, tzv. vedlejsi diagondle (Clen —ajzasasz;) a soudiny prvki, lezicich ve
vrcholech trojuhelniki se zékladnou rovnobéznou s vedlejsi diagonalou (Cleny —aj2a0;ass
a —@11&23G32)-

O

Pouzijme obé pravidla na konkrétnich ¢iselnych maticich.
Piiklad 2.5 Nejdiive kiizové pravidlo:

'12

3 4 ‘:1-4—3-2:4—6:—2.

Nyni si vyzkousejme Sarrusovo pravidlo:

~1-1-2+2-1-3+2-3-3-3-1-3-1-3.1-2.2.2=

W N =

2
1
1

DN W W

=24+64+18-9-3-8=24+6+18-9-3-8=6.

O

Poznamenejme, Ze pro vypocet determinantii vyssich radt neexistuje primérené jed-
noduché pomiicka, podobna kiizovému nebo Sarrusovu pravidlu. Nasledujici véta shrnuje
nékteré vlastnosti determinanti.

Véta 2.1 Necht A, B jsou ctvercové matice fddu n. Pak plati:
(i) det A = det AT.
(ii) Necht B vznikne z A vzdjemnou vymeénou dvou (od sebe riznijch) rddki. Pak

det B = —det A.
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(iii) Necht B vznikne z A ndsobenim jednoho tadku konstantou c. Pak

det B = cdet A.

(iv) Necht B vznikne z A prictenim ndsobku r-tého fadku k s-tému vddku pro r # s. Pak

det B = det A.

Dtikaz predchozi véty vyplyva piimo z definice determinantu a faktu, ze z kazdého
sloupce a z kazdého radku matice obsahuje term ay;, ag, - .. an;, praveé jeden prvek. Po-
drobnosti diikazu vynechavame. Podotknéme, ze analogické tvrzeni plati i pro sloupcové
upravy. Déle si mizeme vSimnout, Ze pokud je matice A horni (resp. dolni) trojihel-
nikovita, tedy matice, kterd ma pod (resp. nad) hlavni diagonalou samé nuly, plati

det A = a11a22 . . . App -

Je tomu tak proto, ze ostatni ¢leny rozvoje determinantu obsahuji v souc¢inu nulovy pr-
vek. Horni trojuhelnikovita matice je zaroven zvlastnim pripadem matice ve schodovitém
tvaru.

Priklad 2.6 Matice

3 21
A=10 -2 5
0 0 2

je horni trojuhelnikovita matice. Plati

det A=3.(—2)-2=—12.

O
Piiklad 2.7 Matice
300
A=| -1 1 0
2 1 2
je dolni trojuhelnikovita matice. Plati
det A=3-1-2=6.
O

Véta 2.1 umoznuje pocitat efektivné determinanty vyssich fadd pomoci Gaussovy eli-
minace. Béhem elementarnich radkovych tprav se hodnota determinantu jistym, zndmym
a definovanym zptisobem méni, takze kdyz tuto zménu adekvatné zapocteme, mizeme de-
terminant pivodni matice odvodit z jejiho schodovitého tvaru. Budeme to ilustrovat na
nasledujicim prikladé.
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Priklad 2.8 Plati

4 39 4 3 9 1 2 3 1 2 3
3 2 5|=2./3 -2 5|=-2.13 -2 5|=-2.]0 -8 —4|=
9 4 6 1 23 4 3 2 4 3 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3
— 92.]0 -8 —4|=-2.4.10 -2 —1|=-2.4.5-]0 -2 -1 |=
0 —5 —10 0 —5 —10 0 -1 -2
1 2 3 ;
— 24510 -2 —1|=-2.4.5-1-(=2)-(—2) = —120.
0 0 -3 2

Véta 2.2 Ctvercovd matice A vddu n je requldrni, prdve kdyZ det A # 0.

Dikaz. Je-li B = (b;j) schodovity tvar matice A, z Véty 2.1 plyne
det A =c-det B,

kde ¢ # 0 je vhodna konstanta. AvSsak B je zaroven horni trojuhelnikovitd matice s
diagonalnimi prvky by1, bea, ..., bun, a tedy

det A=c- b11 . b22 """ bnn

Je-li det A = 0, existuje ¢ € {1,2,...,n} takové, ze b; = 0. Z vlastnosti matice ve
schodovitém tvaru plyne také

bz‘+1,z‘+1 - bz‘+2,z‘+2 == bnn =0.

Tedy B ma nulovy posledni fadek, takze h(A) = h(B) < n. Pak ovSem A neni regularni.

Naopak, pokud det A # 0, jsou vSechny diagonalni prvky matice B nenulové, takze
h(A) = h(B) = n. Tedy matice A je regularni.
O

Nez pristoupime k dalsimu vykladu, musime provést néktera oznaceni. Oznac¢me

1,  jeli(iy,1q,...,10,) sudd permutace mnoziny N,
€ivig.in = § —1, je-li (1,142, ...,1,) lichd permutace mnoziny N,,,

0,  neni-li (i,4s,...,4,) permutace mnoziny N,,.
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Déle oznac¢me i = (11,19, ...,1,) pro libovolnou n-tici prvki iy, s, ...,4, € N,, (tedy ne
nutné permutaci) a nazvéme tuto n-tici multiindexem. Defini¢ni vztah (7) determinantu
matice A = (a;;) mizeme pak pfepsat do tvaru

det A = Z 81'11'2“.1‘”@11'1&21‘2 N am-n, (22)

7

pfi¢emz narozdil od (7) s¢itdme pfes vSechny hodnoty multiindexu 77, tedy nejen pfes
permutace.

Term ¢;,;,. s, se nazyva Levi-Civituv (zobecnény) symbol a jeho pouziti je pomérné
casté napr. v teoretické fyzice. Diilezitou a praktickou pomiickou ve vyjadfovani vztaht
mezi maticemi je také tzv. Kroneckerovo delta, dané vztahem

1, proi=y,
0ij = .,
0, proi#j.

Plati tedy naptiklad

Véta 2.3 Pro c¢tvercové matice A, B Tddu n plati det(A - B) = det A - det B.

Diikaz. Necht A = (aij), B= (b”) aC = (Cij) = AB. Plati

det A-det B = <Z Eiig...in Vliy A2iy - - .am‘n) (Z EjrjaeinO1j102j5 - - - bnj,
g‘ ird

J

- Z<€i1i2...in@1i1a2i2 ety (Y Enaen b1 D2 --bnjn>> -
i i
= § <€z‘1z‘z...z‘na1z‘1a2z‘2~~anz‘n5z‘1z‘2...z'n(§ 5j1j2...jnbz‘1jlbz‘zjz--'bz‘njn)>

g
(2

7
= E am@zz‘z---am’n<§ Ejrja.gnVirjDings - - - Vinjn
i i

%
= E 6j1j2---jn E A14; A2y - - - amnbiljlbi2j2 P binjn =

i 7
= E :5j1j2...jn<§ am%ﬁ) : <§ a2z’zbz'2jn> """ <§ aunbz’na‘n> =
j' 11 12 in

= Z 5j1j2...jnclj162j2 - Cpj, = det C = det(AB)
J
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Necht A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu n. Bud M,; podmatice matice A typu
(n—1) x (n—1) vznikla odstranénim i-tého radku a j-tého sloupce. Determinant det M;;
se nazyvd minor nebo také poddeterminant piisluiny prvku a;; v matici A. Cislo
Ai; = (—1)"7 det M;; se nazyva kofaktor nebo-li algebraicky doplnék prvku a;; v
matici A.

Véta 2.4 Pro c¢tvercovou matici A = (a;;) Tddu n plati:
(i) det A = a;Ain + aipAin + - - + ainAiy
(11) det A = alelj + a/2jA2j + -+ anjAnj

Rovnost (i) se nazyva Laplaceovym rozvojem determinantu matice A podle i-tého
Fadku, (ii) se nazyva Laplaceovym rozvojem determinantu matice A podle j-tého
sloupce.

Diikaz. Odvodime vztah pro rozvoj det A podle prvniho fadku, ostatni rozvoje jsou
analogické. Plati

det A = E Eitig...inA1i1 A2ig « + - Apg,, = E E T E Eitig..in A1y A2ig - - - Apg,, = E a1y ( E cee
7 (SR> in i1 i2

3
§ : _ E : i1+1 _
te Eitig..inA2i,A3ig « - 'anin> = 14y <(—1) ! E ce E €igiz...in W2i5A345 - - -@m‘n) =
’in il i2 in
_ § : i1+1 _ § :
= Glil(—l) ! Mlil = alilAlil-
i1 i1

Piiklad 2.9 Abychom spocitali determinant matice

1 2 -3 4
4 2 1 3

A= 30 0 -3 |
20 -2 3

Pouzijeme Laplaceova rozvoje podle tfetiho radku. Tento postup je vyhodny zejména
proto, ze treti fadek matice A obsahuje nékolik nul, takze odpovidajici ¢leny rozvoje
budou nulové a nemusime je pocitat. Tedy

i 3 _? g 2 -3 4 1 -3 4
det A = =(-1**'.3.12 1 3|+ (-1)*2.0-] -4 1 3|+
3003 0 -2 3 2 -2 3
2 0 -2 3
12 4 12 -3
+ (=10 =4 2 3|+ (=1 (=3)-| -4 2 1 |=3-(6+(—16)+0—
2 0 3 2 0 —2
—0—(=12) = (~=18)) +3- (-4 +0+4—(=12) —0—16) =3-20 + 3 - (—4) =

=60 — 12 = 48.
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Pochopiteln€é, v predchozim prikladé jsme mohli dva vzniklé determinanty radu 3
rozvinout v determinanty fadu 2 opét pomoci Laplaceova rozvoje, ovsem praktic¢téjsi bylo
pouziti Sarrusova pravidla. Obecné mtzeme Tici, Ze vypocet determinantu Laplaceovym
rozvojem byva vyhodny pro matice fadu nejvyse 4 az 5, pak naroc¢nost vypoctu rychle
nartstd. Pouze pro matice, které obsahuji velké mnozstvi nulovych polozek (tzv. Fidké
matice) mize byt Laplacetv rozvoj vyhodny i v pfipadé vyssiho fadu. Pro tzv. ,ruéni”
vypocet, tj. bez pouziti vypocetni techniky, byva nejefektivnéjsi kombinovat vice zptisobii,
napi. pomoci Gaussovy eliminace ziskat matici, ktera obsahuje vétsi mnozstvi nul a pak
tuto matici rozvinout podle fadki ¢i sloupcii s mnoha nulovymi polozkami.

Necht A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu n. Pak matici

All A21 B Anl

A Ay ... A,
adjA=| " 2.

Aln A2n s Ann

nazyvame matici adjungovanou k matici A. Matice adjungovana vznikne tedy z ptivodni
matice tak, ze nahradime kazdy prvek jeho algebraickym dopliikem v této matici, a pak
vzniklou matici z algebraickych doplnki transponujeme.

Adjungovana matice ma radu dulezitych a zajimavych vlastnosti, z nichz jednu uvadi
nasledujici véta.

Véta 2.5 Necht A je ¢tvercovd matice fddu n. Pak plati
A-(adjA) = (det A) - I,

Diikaz. Necht A = (a;;). Podle Véty (2.4) plati

Ay
( a1 Qg ... Qip ) . Azz = det A.
Ain
Podobné, je-li B = (b;;) matice, ktera vznikne z A tak, ze i-ty fadek v A nahradime j-tym

pro i # j (a j-ty ponechdme, nenahrazujeme ho ni¢im), dostaneme analogicky

Biy
B;
(bil big bzn) :2 = det B.

Bin
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Protoze vSak B ma dva stejné fadky, a to j-ty fadek na svém ptvodnim misté a také na
misté, kde diive byl i-ty Ffadek, je det B = 0. Pak ovSem plati
Ajl
Ao
(ail ;9 ... &m)' j :52JdetA
Ajn,
O

7 predchozi véty ihned plyne, jak pomoci adjungované matice spocitat matici inverzni,
pokud ovSem je puvodni matice regularni. Regularita matice A znamend, podle Véty 2.2,
ze det A # 0 a proto

o, adjA
~det A”
Priklad 2.10 Necht
3 =2 1
A= 5 6 2
1 0 -3
Pak
6 2 5 92
Ay = (-1t 0 3 ’ = —18; A = (—1)12 I ' — 17
5 6 -2 1
Ais = (DT ': =6 Ay = (=17 o ‘: —6;
31 3 —2
A= (D0 g ’: —10; Ay = (=17 ] ’: 2,
2 1 3 1
Az = (—1)3+1 6 o ' = —10; Agp = (_1)3+2 c ‘ Y
3 =2
Asz = (—1)3+3 5 6 ’ = 28.
Potom
-18 -6 -10
adj A = 17 -10 -1
-6 -2 28
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Priklad 2.11 Uvazujme matici A z Piikladu 2.10. Pak plati

3 -2 1 -18 -6 —10 —94 0 0
A-adjA=|5 6 2 |- 17 =10 -1 | = 0 —94 0| =
1 0 -3 -6 -2 28 0 0 —94
100
=-941 01 0 | =-94-1Is
001
Pritom
3 -2 1
detA=|5 6 2|=-54+0+(—4)—-6—-0—-30=-94.
1 0 =3

Plati tedy
A-adjA = (det A) - Is.

Priiklad 2.12 Vezméme opét matici A z Prikladu 2.10 a Pfikladu 2.11. Potom plati

18 6 10
94 94 94
det A Yoy Y
94 94 94

Nésledujici vété se fikda Cramerovo pravidlo.

Véta 2.6 Necht AT = b je soustava linedrnich rovnic, A = (a;;) regquldrni matice vddu

n. Pak pro j € {1,2,...,n} je

T = ,
7 det A
kde A; je matice, kterd vznikne nahrazenim j-tého sloupce matice A sloupcem pravych
stran b.

Dikaz. Podle Véty 2.4 je
det A = alelj -+ a/2jA2j 4+ 4 anjAnj.
Protoze matice A; mé, kromé j-tého sloupce, stejné prvky jako A, je také

det Aj = Aljbl + A2jb2 + -t An]bn
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Podle Véty 2.5 je

1 adjA
~ det A’
takze 1
T=A"1.bp= i A)b.
T b detA(adJ )b
Potom plati
1 det A;
ZL’j = m(Aljbl + Agjbg + -+ An]bn) = detflj .

Priklad 2.13 Uvazujme soustavu linearnich rovnic

—21‘1 + 31‘2 — X3 = 1
Ty + 21‘2 — X3 = 4
—21‘1 — To + X3 = -3.
Matice této soustavy je
-2 3 -1
A= 1 2 -1
-2 -1 1
a sloupec pravych stran je
1
b= 4
-3
Pak
-2 3 -1
det A = 1 2 —1|=-2
-2 -1 1

tedy matice A je regularni a lze proto k FeSeni soustavy pouzit Vétu 2.6 (tj. Cramerovo
pravidlo). Plati tedy

1 3 —1
4 2 -1
s e B S B S
e A I
-2 1 -1
1 4 —1
2 -3 1| -6
= = — = 3
2 IA] 2
-2 3 1
1 2 4
—2 -1 -3| _s
I3 — = — =4
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2.1

Klicové myslenky kapitoly
K vypoctu determinantu fadu 2 slouzi kiizové pravidlo.
K vypoctu determinantu fadu 3 slouzi Sarrusovo pravidlo.

Elementarni radkové tpravy mohou ménit hodnotu determinantu, avsak znamym,
presné definovanym zpiisobem, ¢ehoz pii vypoctu vyuzivame.

Determinanty vyssich fadt prevadime na nizsi (napi. Laplaceovym rozvojem), nebo
na determinanty matic, u nichz je vypocet snazsi (napf. horni trojtihelnikovita ¢i
diagonalni matice).

Principu Laplaceova rozvoje je vyuzito i pfi vypoctu inverzni matice pomoci matice
adjungované.
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2.2 Cviceni N

1 0 -2

1. Kmatici A= | 3 1 4 | spocitejte vSechny kofaktory (algebraické dopliiky) jejich
5 2 =3

prvki.

Vysledek: All = —11, A12 = 29, A13 = 1, A21 = —4, A22 = 7, A23 = —2, A31 = 2,
A32 - —]_0, A33 - ]_ . |:|

2. Jakoukoliv metodou nebo vice metodami spocitejte determinant matice

A=1| =

W =
PO T RO
oo ow

Vysledek: det A = —43 |. 0

3. Jakoukoliv metodou nebo vice metodami spocitejte determinant matice

4 —4 2 1
1 20 3
A=149 0 34
0 -3 2 1

Visledek: det A — 75 ] 0

4. Jakoukoliv metodou nebo vice metodami spocitejte determinant matice

2100
1 210
A= 01 21
001 2
Vysledek: det A =5 |. O

5. Jakoukoliv metodou nebo vice metodami spocitejte determinant matice

3 1 2 -1
2 03 -7
A= 1 3 4 =5
0 -1 1 -5



Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologi VU1 v Brne

Vysledek: det A =10 |. O

6. Jakoukoliv metodou nebo vice metodami spocitejte determinant matice

2 1 -1 2
2 -3 -1 4
A= 1 3 2 -3
1 -2 -1 1
Vysledek: det A = 36 |. O
6 2 8
7. Kmatici A= | —3 4 1 | spocitejte adj A.
4 —4 5
24 —42 -30
Vysledek: adj A = 19 -2 =30 . 0
-4 32 30
4 00
8. Metodou adjungované matice spocitejte k matici A= | 0 —3 0 | matici inverzni.
0 0 2
i 00
Vysledek: A'=| 0 —3 0 O
0 0 %
4 0 2
9. Metodou adjungované matice spocitejte k matici A= | 0 3 4 | matici inverzni.
01 -2
I _ 1 3
4 20 20
Vysledek: At = | 0 = 2 O
1 3
0 % —1
4 2 2
10. Metodou adjungované matice spocitejte k matici A= | 0 1 2 | matici inverzni.
10 3

Vysledek: A=t =

Rl e
oo
|

ENTNSSTNR TS,
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11. Reste s pomoci Cramerova pravidla:

21‘1 + 41‘2 + 6!L’3 = 2
1 + 2ZL’3 = 0
21‘1 + 31’2 — I3 = -5

Vysledek: x1 = =2, 29 =0, 23 =1 |.

12. Reste s pomoci Cramerova pravidla:

T + To — Trs = -2
ry — 41‘2 + 2ZL’3 = -1
rT — T + I3 = 0

Vysledek: 1 = —1, 29 =1, 23 =2 |.
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2.3 Cvicéeni M

V nasledujicich tlohach pouzijte procedury cofactor systému Matlab k vypoctu deter-
minantu matice A Laplaceovym rozvojem:

1 50
1.A=1| 2 -1 3
3 21
4 0 —1
2. A= 2 2 —1
0 4 -3
-1 2 0 0
2 -1 2 0
A= o 2 1 o
0o 0 2 -1
4 0 2
4. Pomoci procedury adjoint systému Matlab spocitejte k matici A = 03 4
01 -2

matici inverzni.
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2.4 Kontrolni otazky

1. Uvedte presnou definici determinantu.

2. Zdtvodnéte elementarnim zpusobem, pro¢ determinant matice s aspon dvéma stejnymi
radky je nulovy.

3. Na zakladé svych zkusSenosti porovnejte vypocetni narocnost rtiznych metod vypoctu
determinantu a inverzni matice.

4. Matice A m4 inverzni matici A~!. Vyjadiete det A~! pomoci det A.
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3 Vektorové prostory

V této kapitole dame nasim dosavadnim poznatkiim o maticich hlubsi teoreticky zaklad.
Budeme se zabyvat matematickou strukturou, ktera lezi v pozadi vétsiny aplikaci mati-
cového poctu. Strukturou, jejiz vlastnosti umoziuji, aby se linearni vztahy chovaly tak,

jak ocekavame a aby pouziti maticového poc¢tu bylo smysluplné.
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Bud G mnoZina, ¢ operace na G, spliujici podminky:
(i) Pro kazdé a,be€ G jeaob € G.

(ii) Pro v8echna a,b,c € G je (aob)oc=ao (boc).
(iii) Existuje e € G, Ze pro kazdé a € G jeeca=a=ace.
(i)
Pak se usporadana dvojice (G, ©) nazyva grupa. Mnozina G se nazyva nosnou mnozinou
této grupy, a v méné presnych tivahach se s ni ztotoziuje. Prvek e se nazyva jednotkovym
prvkem nebo nékdy také neutralnim prvkem grupy (G, <) podle toho, zda na operaci ©
pohlizime vice jako na zobecnéné nasobeni nebo sc¢itani cisel. V jednom pripadé hovorime
o multiplikativni, ve druhém pfipadé o aditivni symbolice. Prvek b z podminky (iv)
se nazyva inverzni (v pfipadé multiplikativniho nazvoslovi) nebo opaény (v pfipadé
aditivniho néazvoslovi) k prvku a.

Grupa (G, ©) se nazyva komutativni nebo také abelovska, plati-li navic také pata
podminka:

Pro kazdé a € G existuje be G, ze aob=e =boa.

(v) Pro kazdé a,b € G jeacb=boa.

Priklad 3.1 Nékteré priklady grup: (R, +); (R ~ {0},-); (Z,+); tzv. trivialni grupa
({e}, ), jejiz nosnd mnozina ma jediny prvek, takze grupovou operaci lze definovat jedi-
nym moznym zpusobem; (S,,0), kde S,, je mnozina vSech permutaci n-prvkové mnoziny
N,, a o je operace skladani zobrazeni; mnozina vSech realnych matic typu m x n s operaci
s¢itani, mnozina vsSech regularnich ¢tvercovych matic radu n s operaci nasobeni a dalsi.

O

Bud (V,®) komutativni grupa a nechf ke kazdému v € R a w € V existuje prvek
vy ©®w €V tak, ze pro libovolné a, 5 € R, u,v € V plati

(i) a

(i) (a+P)o =(a0u) o (BOu),
(iif) @ © (8O u) = (- f) Ou,
(iv)

Pak se uspotadana trojice (V, @, ®) nazyva vektorovy prostor nad télesem realnych
¢isel R. Zaménime-li mnozinu R mnozinou komplexnich ¢isel C, dostavame analogickou
definici vektorového prostoru nad télesem komplexnich c¢isel. Prvky mnoziny V
se nazyvaji vektory. Neutralni prvek grupy (V,®) se nazyva nulovy vektor. Nulovy
vektor obvykle znadime o nebo také 0. Opa¢ny prvek k vektoru v € V znatime —uv
a nazyvame jej opacny vektor. Prvky ciselného télesa, nad nimz je dany vektorovy

Oudv)=(a0u)d(adwv),

10u=u.
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prostor zkonstruovan, se nazyvaji skalary. Zduraznujeme, 7e operace @ : V x V — V|
® : R xV — V jsou uplné jiné operace, nez + : R xR — R a - : R xR — R. Operace
@ ma totiz na vstupu dva vektory, jimz prirazuje vektor tieti, zatimco 4 vytvaii ze dvou
realnych cisel jisté realné cislo. Podobné, na vstupu operace ® je realné cislo a vektor,
vystupem je vektor. Naopak, - vytvari ze dvou realnych ¢isel opét jisté realné ¢islo. Pokud
vsak nemiize dojit k omylu a z kontextu je zfejmé, které operace aktualné pouzivame,
praveé kvili platnosti pfedchozi véty si mizeme dovolit znacit oba typy operaci stejnymi
znaménky (a ¢asto tak opravdu, pouze kvili nasemu pohodli, ¢inime). Pokud jde o prioritu
operaci @ a ©®, drzime se obvyklych zvyklosti pro nasobeni a sc¢itani, v pripadé nejasnosti
radéji pouzivame zavorky.

Piiklad 3.2 Nékteré piiklady vektorovych prostort: pro libovolné n = 1,2, ... je (R, +, )
vektorovy prostor nad R, (C", +,-) je vektorovy prostor nad C i nad R. Mnozina matic
typu m X n s operaci s¢itani matic a operaci nasobeni matice komplexnim nebo real-
nym cislem je vektorovy prostor nad C, piipadné nad R. Mnozina (P, +, ) vSech poly-
nomu (mnoho¢lenit) stupné n v proménné x nad R s operaci s¢itdni polynomi a nasobeni
redlnym cislem nebo mnozina (Cipy, +,-) spojitych funkci na daném reélném intervalu
(a,b) C R s operaci s¢itani funkci a ndsobeni funkci redlnym ¢islem jsou vektorové pro-
story nad R. 0

Miuizeme tedy shrnout, ze vektory mohou byt dosti abstraktni objekty, prvky urcité
mnoziny, na niz jsou definovany vhodné operace a nemusi to tedy byt pouze usporadané
n-tice realnych nebo komplexnich ¢isel. Pozdéji uvidime, ze presto mohou byt nékteré
abstraktni vektory jako n-tice realnych nebo komplexnich ¢isel reprezentovany.

Véta 3.1 Necht (V,®,®) je vektorovy prostor. Pak plati:
(i) 0©u = o pro kaZdy vektor u € V;

(ii) @ ® o= o pro kazdy skaldr o € R;

(iii) jestlize o ® u = o, pak bud o = 0 nebo u = o;
) (

(iv) (=1) ® u = —u pro kazdy vektor u € V.

Dikaz. Ukéazeme nejprve (i). Plati o =00u @ (-00u) =(0+0)0ud (00 u) =
00ud00ud(-00u)=00udo=00u.

Dokazme (ii). Pokud « = 0, neni jiz co dokazovat, sta¢i pouzit (i). Necht tedy a # 0.
Platf a o =a®o®o=a0o®d10o=a0od(a-2)0o=a0o®a® (= ©o) =
a®(®t0o)=a0(t00)=(a-)0o=100=0.

Dokéazeme (iii). Nechf c u =o0aa #0. Paku=10u= (2 -a)Ou =

1. Oladu) =
L ® 0= o podle (ii).

QI
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Nakonec dokazme (iv). Plati u @ (—1) Qu=10u®d (-1)0u=(1-1)Ou=00u =0
podle (i). Pak —u=—-u@®o=-u®u® (1) Qu=0®(-1)Ou=(-1) Ou. O

Necht (V,®,®) je vektorovy prostor, W C V podmnoZina mnoziny V. Je-li mozné
z0zit definiéni obor operaci @, ® tak, Ze (s témito zizenymi operacemi) je (W, ®, ®) opét
vektorovy prostor, nazyva se (W, @, ®) vektorovym podprostorem prostoru (V, @, ®).

Priklad 3.3 Je-li (V,®,®) vektorovy prostor, pak ({0}, ®,®) je (tzv. trivialni) vekto-
rovy podprostor prostoru (V, @, ®). Operace @ a ® zde funguji takto:

o®do=o,
a®o=o,
pro libovolné o € R. Déle, prostor (V,®, ®) je sim svym podprostorem. O

Pfiklad 3.4 Uvazujme mnoziny Py (z) = {az?+bxr+c|a,b,c € R}, Pi(z) = {pr+q|p,q €
R}, a Po(z) = {r|r € R}. V8echny tyto tii mnoziny uvazujeme s pfirozenym zpusobem
definovanym s¢itdnim funkei a nésobeni funkce redlnym ¢islem. Pak Ps(z) je vektorovy
prostor nad R a Py(z), Po(z) jsou jeho podprostory. Kromé toho, Py(x) je vektorovy
podprostor prostoru P;(x). O

Piiklad 3.5 Uvazujme R? s obvyklym séitdnim dvojic redlnych ¢isel po slozkach a na-
sobenim dvojice redlnym ¢&islem tak, Ze se vynasobi kazd4 slozka. Pak R? je vektorovy
prostor. Libovolna piimka, prochazejici po¢atkem je vektorovym podprostorem (podpoite
ditkazem), avsak ptimky, které pocatkem neprochazi, vektorovym podprostorem v R? byt
nemohou. Diivod je prosty — neobsahuji nulovy vektor. Podobné neni vektorovym podpro-
storem v R? 74dna kruznice (i takova, kterad pocatkem prochdzi), ani napiiklad mnoZina
7 x Z.. Zdtuvodnéte.

O

Véta 3.2 Bud (V,®,®) je vektorovy prostor, neprazdna W C 'V mnoZina. Pak (W, ®,®)
je vektorovym podprostorem prostoru (V, @, ®), prave kdyz plati ndsledugici podminky:

(i) Pro kazdé u,v e W jeudv e W.

(ii) Prokazdéea e R aueW jea®W.
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Diikaz. Je-li (W, ®,®) vektorovy podprostor (V, @, ®), predevsim je vektorovym pro-
storem a jako takovy musi spliiovat (i) i (ii) pfesné podle definice.

Naopak, necht (W, @, ®) splituje obé podminky (i) a (ii). Ukdzeme nejdiive, ze (V, @) je
komutativni grupa. Podle (i) je operace @ uzaviend na V. Déle, asociativni i komutativni
zdkony jsou na mnoziné W splnény, protoze jsou splnény i na veétsi mnoziné V. Musime
pouze dokazat, ze W obsahuje nulovy vektor, tj. neutralni prvek ve strukture (W, @) a
ze vSechny vektory z W maji ve W i k sobé opacné prvky. Podle predpokladu, W # &
a tedy existuje w € W. Pak ovSem, podle (ii), je 0 = 0 ® w € W. Podobné, je-li v € W,
podle (ii) také —v = (—1) ©v € W. Tedy (W, ®) je komutativni grupa. Zbyvajici axiémy
jsou na W splnény, protoze plati ve vétsi mnoziné. O

Piiklad 3.6 Mnozina vSech feSeni soustavy redlnych linearnich homogennich rovnic o n
realnych neznamych je vektorovy podprostor prostoru (R, +, ). Vskutku, kdyz g, z jsou
dveé Teseni soustavy

Az =0,

plati také
Aly+2z)=0 a A(ay)

pro libovolné o € R. Podle Véty 3.2 je mnozina vSech feseni dané soustavy vektorovy
podprostor. O

Néekdy je uziteénd i modifikované varianta predchozi véty.

Véta 3.3 Necht (V,®,®) je vektorovy prostor, W C V neprazdnd mnozina. Pak (W, ®, ®)
je vektorovym podprostorem prostoru (V,®,®), pravé kdyz pro kazdé o, € R (resp.
a,f € C) akazdé u,v € W plati

(aGu)@ (fov)e W. (3.1)
Diikaz. Je-li (W, ®,®) vektorovy prostor, musi byt operace @ a ® uzaviené na W,

takze (3.1) musi platit. Naopak, kdyz (3.1) plati, volbou @ = # = 1 dostaneme podminku
(i) a volbou 3 = 0 podminku (ii) z predchozi véty. O
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3.1 Baze a dimenze

Necht V' je vektorovy prostor. Vektory vy, vs, ..., v, € V se nazyvaji linearné nezavislé,
jestlize pro kazdé redlné (resp. komplexni) oy, s, ..., ai plati
a1U] + Qs + -y =0 = o =09 =---=q; =0.

Maximalni linedarné nezavisly systém vektort ve V se nazyva baze. Pozdéji budeme
schopni dokazat, ze pokud v daném vektorovém prostoru V' existuje baze s n prvky, pak
i vSechny ostatni baze ve V maji n prvki. Takovy vektorovy prostor se nazyva konecné
rozmérny nebo-li kone¢né dimenzionalni a pocet prvku jeho baze se nazyva dimenze.
Chceme-li explicitné vyjadrit dimenzi tohoto prostoru, hovofime o n-rozmérném nebo-li
n-dimenzionalnim prostoru a piSeme

dimV =n.

Pokud néjaky vektorovy prostor nema kone¢nou bazi, fikdme, Ze je nekone¢né rozmérny
nebo-li nekone¢né dimenzionalni.

Piiklad 3.7 Vektorovy prostor (R?, +, ) ma napiiklad bazi tvorenou vektory e; = (1,0, 0),
es = (0,1,0), e3 = (0,0,1), ale také i jinou bazi, tvofenou napiiklad vektory f; = (1,1, 1),
fo=(1,2,4), fs = (1,3,9). Plati dimR® = 3.

[

Priklad 3.8 Vektorovy prostor (Ci.),+,-) vSech spojitych funkci na intervalu (0,1)
nema zadnou konecnou bazi. Prostor (Ci 1y, +, ) je nekonecné rozmérny. O

Az na vyjimky budeme v tomto textu pracovat vzdy s konecné rozmérnymi vektoro-
vymi prostory.

Véta 3.4 Bud (V,+,-) konecné rozmérny vektorovy prostor. Pak libovolny vektor ve V
lze jednoznacné vyjadrit jako linedrni kombinaci (libovolné) baze ve V.

Diikaz. Nechf e = ( €1 €y ... ep ) je baze ve V., x € V vektor. Z definice baze
plyne, ze systém {z,eq,ea,...,e,} je linedrné zavisly a tedy existuji konstanty v, aq, s,

..., ay takové, ze
YT + 1€y + gy + -+ -+ €y = 0,
pricemz

(v a; ... an)#(o 0 ... 0).
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Pak ovSem v # 0, nebot systém {eq, ez, ..., e,} je linedrné nezavisly. Odtud plyne
(651 [6%) (67
T=——e ——€y— " — —ey.
Y Y Y
Necht

T =161 + Toly + -+ -+ Tpey = Y161 + Y22 + - -+ Ynly

jsou dvé vyjadreni vektoru x v bazi e. Pak
(1 —1h)er + (xv2 —yo)ea + - -+ (Tn — Yn)en = 0.
Z linedrni nezavislosti systému vektora {ej, es,...,e,} plyne
T —Y1=Ta— Y2 =" =Ty — Yp =0.

O

Pokud z vlastnosti baze vypustime pozadavek linedrni nezavislosti vektori, ziskame
dalsi uziteény, ponékud obecnéjsi pojem. Necht S C V' a nechf kazdy vektor v € V lze
vyjadrit ve tvaru

V= U1 + QUg + - Qo Uy,

kde uq,us, ..., u,, € S. Pak S nazyvame systémem generatoru prostoru V a piseme
V ={(S).

Je zrejmé, ze kazda baze je systémem generatori, opak vSak obecné neplati. Pridame-li
k libovolné bazi dalsi vektor, schopnost generovat vSechny vektory daného vektorového
prostoru nezmizi, avsak linearni nezavislost ano. Takovy systém uz nebude bazi, zistane
vsak systémem generatorti daného prostoru.

Ponékud obecnéji, je-li (V,+, ) vektorovy prostor a S C V, pak mnozina (S) vSech
linearnich kombinaci vektorti z mnoziny S je podle Véty 3.2 vzdy vektorovym prostorem a
podprostorem ve V', a to i tehdy, kdyz ve V' existuji vektory, které jako linearni kombinace
vektort z S vyjadiit nelze.

Priklad 3.9 Ve vektorovém prostoru (R3, +,-) tvoii vektory f; = (1,1,1), fo = (1,2,4),
f3=1(1,3,9), fs = (1,4,16) systém generatort, nikoli vSak bézi.
O

Necht (V,+,-) je vektorovy prostor a

§:<€1 €y ... €n)

jeho baze. Pokud
T = X161 + Toly + - -+ Tpey,
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miizeme také psat maticove

x1
) _
.77:<€1 ey ... en)~ . =e- 7.
L,
Cisla 1, 29, ..., z, se nazyvaji souradnice nebo také slozky vektoru = v bézi e.

Pfiklad 3.10 Ve vektorovém prostoru (R*, +,-) jsou dény vektory

1 -3 2 -3 9
_ 2 _ 0 _ 1 _ 3 _ 3
U = —9 ) Uy = —4 ) Uz = 1 ) Uy = -9 ) Us = 7
1 3 -1 6 —6

Ve vektorovém prostoru L = ({u, Uy, U3, Uy, Us}) vybereme z vektort uy, Up, Uz, Uy, Us
linedrné nezavisly systém (tedy bazi v L). Kritériem linearni nezavislosti téchto vektori
je mnozina vSech TfeSeni rovnice

ZL‘ll_Ll + IQ@Q + ZL’3ﬂ3 + I4Z_L4 + I51_L5 =0. (32)

Napriklad linedrni nezavislost vSech péti vektort by vedla k jedinému feSeni xy = zo =
x5 = x4 = x5 = 0. To oviem neni mozné, protoze v R* mohou byt nejvyse ¢tyfi nezavislé
vektory. V nasem piipadé tedy vybereme nejvyse ¢tyfi, mozna vSak i méné vektoru z
{, Uy, U3, Uy, Us}. Rovnici (3.2) mizeme piepsat jako soustavu

rT — 3552 + 21’3 — 3554 + 91’5 =0
21‘1 + r3 + 3.%4 + 31’5 =0 (3 3)
—2.%1 — 4.%2 + r3 — 9.T4 + 71’5 =0 '
ry + 31’2 — rs + 6:['4 - 61‘5 = 0
a jeji rozsifenou matici prevedeme na redukovany schodovity tvar
1 -3 2 -3 9]0 1o 22 210
2 0 1 3 3]0 01 —5 5 =20
-2 -4 1 -9 710 00 00 010
1 3 -1 6 -6 |0 0 0 00 010

Nyni uz zbyva jen spravné interpretovat vysledek. Nalezeny redukovany schodovity tvar
matice soustavy (3.3) znamend, Ze v jejim obecném feSeni muZeme volit libovolné tfi
neznamé xs, Ty, Ts a dvé zbyvajici snadno dopocteme z rovnic

1
T + 5!L’3 + §ZL’4 +
Ty — 5[L’3 + 5[[’4 —

Ty =
Ty =

0
0.

=
W
N oo
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Volime-li napt. x3 = —1, 4 = x5 = 0, miZzeme z (3.2) zpétné vypocitat, ze
_ _ _ 1_ 1
Us = T1U + Tolly = 5l — 5. (3.4)

Podobné, jinou vhodnou volbou mtizeme také vyjadrit uy nebo us, vzdy jako linearni
kombinaci vektori @, up. Odtud jiz vyplyva, ze vektory @; a Uy staci ke generovani celého
podprostoru L, v némz tvori bazi. Plati dim . = 2. Pochopitelné, kdybychom zménili
poradi vektort, uvedeny postup povede obecné k jiné bazi prostoru L; tato alternativni
baze bude vSak mit opét dva vektory a dimenze L je samoziejmé na volbé baze nezavisla.

Z rovnice (3.4) mizeme usoudit, ze ¢isla % a —% jsou slozky vektoru ug v bazi
u= (1w )

vektorového prostoru (L, +,-). Maticové mizeme tento fakt prehledné zapsat vztahem

Zptuisob zépisu pouzity ve vztahu (3.5) mé vyhodu, Ze respektuje vlastnosti maticového
nasobeni a po dosazeni sloupcovych vektorti za bazické vektory prejde vztah (3.5) pfimo
v maticovou rovnost

NN =
[ e

1 -3
_ 2 0 ( z )
U3 - 1 .

—2 —4 -1
1 3
O
Piiklad 3.11 Jsou dany vektory
1 2 0
a=|11], aa=10], aGa=|1

0 1 2

Tyto vektory jsou linearnd nezavislé a tvori tedy bazi v (R3, +,-) (ovéite). Muzeme chtit
napriklad vyjadrit vektor

jako linearni kombinaci vektort @;, @z, as a tedy najit slozky vektoru b v této bazi. Musime
tedy fesit rovnici
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coz po dosazeni ¢iselnych hodnot dava

1 20 T
1 01 i)
01 2 I3

Tedy musime upravit rozsifenou matici této soustavy na redukovany schodovity tvar

120 | 1 100 | 3
101 1 ]~~1010] -1
012 ] =5 001 | -2
Pak slozky vektoru b v bazi a = ( a; Gy ag ) jsou
3
=1 —1
—2

Necht jsou e = ( €1 €
prvky béaze f vyjadrit pomoci e, tedy

fi = tuer + taes
fo = tier 4+ taes
fm = timer + tomes
coZ, psano maticove je
f=(hH f fm ) =(e1 e en )
kde
t11 ti2
t t
7 2‘1 22
tnl tn2

€n ) a’i_:: ( j& jé

fm ) dvé baze ve V. Pak lze

+ tnlen
+ tn26n

+ tnmena

ti1 tiz ... lim
t21 t22 .. t2m

thn
t%n

tm

je tzv. matice prechodu od baze e k bazi f. Podobné miizeme vyjadiit bazi e pomoci

vektorii baze f, tedy

e=f-S

(3.7)
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Pak ovSem

e=e- TS, [f=f-ST

7 Véty 3.4 vyplyva, ze
T-S=1,, S-T=1,.

Na maticové nasobeni miizeme pohlizet tak, ze nasobenim matici zprava vytvafime rtzné
line4drni kombinace sloupcii matice vlevo, nebo, zcela analogicky, Ze nasobenim matici zleva
vytvarime linearni kombinace fadkd matice vpravo. Hodnost souc¢inu matic tedy nemitize
byt vétsi, nez hodnost matic, které nasobime, jak ostatné rika jiz dokizana Véta 1.11.
Protoze h(I,) = n, je h(T) > n, h(S) > n a z poc¢tu fadka matice T', resp. sloupci
matice S naopak plyne, ze h(T) < n, h(S) < n. Tedy h(T) = h(S) = n. Vyjdeme-li z
druhé rovnosti a matice I,,, dostavame zcela analogicky, ze h(S) = h(T) = m. Celkové
tedy n = m a obé baze maji tedy stejny pocet prvki. Zaroven odtud vyplyva, ze matice
prechodu je vzdy ¢tvercova a regularni. Také odtud plyne, ze

S=T77"1 T=8§"

Nyni se mtzeme podivat, jak se zménou baze transformuji slozky vektoru. Jsou-li e,
[ dvé baze ve V, mezi nimiz je dan vyse uvedeny transformacni vztah (3.6), resp. (3.7),
plati pro vektor x € V'

2 (3.8)

x:g-a_::]_“s-i":]_‘-a?’:g-T-x
kde ¢arkované jsou oznaceny soutadnice vektoru x v bazi f. Z Véty 3.4 o jednoznacnosti
vyjadieni vektoru v bazi vyplyvaji transformacni vztahy

z=T-2, /=8-17. (3.9)

Mizeme si vSimnout, ze soufadnice se transformuji pomoci jiné matice prechodu nez
k nim odpovidajici baze — pro transformaci souradnic je tieba pouzit inverzni matici
prechodu. Protoze literatura neni vzdy jednotna v oznacovani matic prechodu, je lépe se
vzdy spoléhat na konkrétni (vyse uvedené) transformad¢ni vztahy, nez na slovni vyjadieni,
od které baze ke které dana matice prechodu vede. Z kontextu nemusi totiz byt vzdy
stoprocentné jasné, zda se mysli skutecnéd transformace bazi tak, jako uvadime v tomto
textu, nebo jen transformace odpovidajicich souradnic ¢i slozek vektort.

Piiklad 3.12 V (R3, +,-) jsou ddny dvé béze a a b tvorené vektory

2 1 1
61: 0 5 5/2: 2 5 dg— 1
1 0 1

S
S
Il
w w o
Sl
[\
I
|
SCRISNN
S
|
O U O
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Zaroven je dan vektor
4
z=| -9
5

Nasim tkolem je vyjadrit vektor  pomoci slozek v obou béazich a najit obé matice pie-
chodu mezi bazemi.

Pro vyjadreni vektoru z vyjdeme ze vztahu
T=0"T,=0b" n,

k némuz sestavime pfimo odpovidajici rozsitené matice, které prevedeme na redukovany
schodovity tvar

2 11 4 1 00| 4
0 2 1 -9 010 | =5
1 01 ) 001 ] 1
a
6 45 4 100 ] 1
3 -1 5 | -9 010 ] 2
3 32 5 001 | -2
Pak
4 1
Ty = -5 a Iy = 2
1 -2

Pro matice pfechodu plati vztahy

a-T=5b a b-5=a.

To jsou maticové rovnice, které muzeme fesit opét pomoci rozsifenych matic a jejich
transformaci na redukovany schodovity tvar (tj. Gaussovou eliminaci), tedy

21 1] 6 45 1002 21
06021]3-15]~1010]|1-12
1013 32 001 ] 1 11
a
6 45211 100/ % 3 -2
3 -15]021|~1010] —-% —5 3
3 32101 0011 -1 0 2
Pak plati
> 21 B
T=(1 -1 2 a S=| -5 -1 2
1 11 -1 0 2
Mohli bychom jesté ovérit, ze
i’a:T Iy a .Tb:S'i'a
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T-S=1I, tj. S=T"
(provedte).

Zvoleny postup pochopitelné neni optimalni z hlediska tspornosti vypoc¢tu. Mame-li
jiz napriklad souradnice vektoru v jedné bazi a prislusnou matici prechodu, souradnice
v druhé bazi jiz nemusime pocitat pomoci feseni soustavy linearnich rovnic Gaussovou
eliminaci, ale mizeme je vypocitat pomoci matice prechodu. Podle toho, které veli¢iny
skutecné potfebujeme, muzeme vypocet vhodné kombinovat a prizpusobit. 0

Piiklad 3.13 Uvazujme vektorovy prostor vSech polynomi nejvySe prvniho stupné v
proménné t, tedy (Pi(t),+,-), a polynomy p; =t, ppo =t —3, ¢ =t—1lagp =1+ 1.
Nasim tukolem bude najit matice prechodu mezi bazemi p = ( p1 P2 ) aq= ( Qo )
v prostoru (P1(t),+,-) a najit slozky vektoru (tj. polynomu prvniho stupné) w = 5t + 1
v obou béazich.

Abychom mohli nalézt prislusné slozky vektoru nebo matice ptechodu, musime néjak
sestavit odpovidajici transformacni rovnice. Vzhledem k tomu ze nasimi vychozimi objekty
nejsou usporadané n-tice c¢isel, ale polynomy, nemizeme polynomy jednoduse zapsat do
matic a pouzit Gaussovu eliminaci. Muzeme vSak v (Py(t),+,-) zvolit pomocnou bézi,
vzhledem k niz vyjadiime zadané vektory velmi jednoduse pomoci slozek, a pak pouzijeme
osvédcené maticové postupy. Takovou bazi tvoti jednotlivé mocninné funkce, v nasem
pripadé 1 a t. Miizeme tedy psat

e (1), meto ().
o= (1 t).(‘}), o= (1 t).(}).

Pak, oznacime-li e = ( 1t ), mame

BZE'(? _i’) a gzg(_} 1) (3.10)

Zaroven také

Vektor w lze vyjadrit v obou béazich

odkud
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a protoze je vyjadreni vektoru v bazi jednoznacné, mame

(? _i’)-wpz(é) (3.11)
(_1 1)-@:(@). (3.12)

Podobné, necht T', S jsou matice pfechodu mezi bazemi p, ¢, uréené transformacnimi
vztahy

a zcela analogicky dostaneme

Dosazenim z (3.10) a vyuzitim jednoznacnosti vyjadieni vektoru v bazi dostaneme mati-
cové rovnice

((1) _?)'T:(_ii) a <_11)'5=((1) _i’) (3.13)

Nyni jsme ve stejné situaci jako v Prikladé 3.12. Existuje vice moznosti, jak a v jakém
poradi rovnice (3.11), (3.12) a (3.13) Fesit. Proto uvedeme pouze vysledky:

v (4) =-(3)
r- 2.

=L Do
|
QO |00 [
N—
Wn
I
N\
NN [~

3.2 Prunik a soucet vektorovych prostoru
Bud (V, +, ) vektorovy prostor, Ly, Ly C V dva podprostory V. Ozna¢me
Li+ Ly = {x+y|x€ Ll,y c Lg}

Mnozinu L, 4+ Ly nazyvame souc¢tem vektorovych prostori. Soucet L + Lo se nazyva
primy, pokud L; N Ly = {o}. V tom piipadé znacime pfimy soucet pomoci znaménka +,
tedy piSeme L; + Lo.

Véta 3.5 Necht (V,+,-) je konecné rozmerny vektorovy prostor, Ly, Ls C V jeho dva
podprostory. Pak plati

(i) Ly + Lo, Ly N Ly jsou vektorové podprostory ve V.,



Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologi VU1 v Brne

(i) dim(Ly + La) + dim(Ly N Lg) = dim L; + dim Ls.

Diikaz. Cést (i) je snadné dokazat. Jsou-li u,v € Ly + Ly a «, 3 realnd nebo kom-
plexni ¢isla (podle toho nad kterym ¢iselnym télesem jsou uvazované vektorové prostory
zkonstruovany), existuji uq, vy € Ly a ug, va € Ly tak, Ze u = uy +ug a v = vy + ve. Potom
au+ v = (auy + Pur) + (aug + Pug) € Ly + Lo, nebot Ly, Ly jsou vektorové podprostory
a plati Véta 3.3. Podle této véty je pak také L, 4+ Lo vektorovy podprostor prostoru V.

Podobné, jsou-li u,v € LiN Ly, pak také au-+ pv € Ly a au+ Bv € Ly podle Véty 3.3.
Pak ovsem au+ fv € L1 N Ly, takze opét podle Véty 3.3 je L1 N Ly vektorovy podprostor
prostoru V.

Dokazme nyni (ii). Nechf by, by,. . ., by tvoii bazi v LiNLy. Systém vektort {by, by, ..., by}
lze doplnit vektory a4, ao, ..., a,,, resp. vektory ci, cs, ..., ¢, na bazi prostoru L, resp.
prostoru Lo. Pak L méa bazi aq, as, ..., ay, by, ba, ..., by a Ly ma bazi ¢y, ¢, ..., ¢y, by,
ba, ..., by. Odtud plyne, Ze dim(Ly; N Ly) = k, dim L; = k +m a dim Ly = k + n. Zbyva
dokéazat, ze dim(L; + Lg) = k + m + n. Je zfejmé, Ze vektory ay, ag, ..., m, b1, ba, ...,
by, C1, Co, ..., ¢, generuji prostor Ly + Lo. UkéZeme, Ze jsou nezavislé. Necht

Q1G1 + Q@ + - - A QG+ B1b1 + PBaby + - - A Brb +y101 + Y202 - - A e = 0. (3.14)
Oznac¢me
U= 1041 + Qa0 + + -+ + Oy Gy

Je zfejmé u € Ly, avSak také z (3.14) vyplyva, ze
U = —ﬁlbl - 5252 — @cbk — 71C1 — Y2C2 — = VnCn, (3-15)
odkud vsak plyne u € Ly N Ly. Tedy existuji koeficienty o1, da,. .., 0 takové, ze
w = 81by + Gaby + - - - + Oxby,

odkud
041a1+042a2+~-~+04mam—(5161—(52b2—~-~—(5kbk:u—u:0.
Protoze aq, as, ..., am, b1, ba, ..., by tvoii bazi v Lq, musi byt
al:OQ:"':am:61:62:"':5m20-

Tedy u = 0 a z rovnice (3.15) dostavame

Bib1 + Baby + - - - + Brby + 161 + y2c2 + - - -+ e, = 0.

Protoze by, bs,..., by, ¢1, Co, ..., ¢, tvorl bazi v Loy, je také
V (3.14) jsou vSechny koeficienty nulové, coz znamend, zZe jsou vektory ai, asg, ..., Gy, b1,
by, ..., by, c1, Ca, ..., c, linedarné nezavislé. Pak plati
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Piiklad 3.14 Ve vektorovém prostoru (R*, +,-) jsou dany vektory

1 0 1 1 -1

_ 1 _ 1 _ 0 _ 1 _ )
,U]. = O J /02 = 2 ? ,US = 1 ) U4 = _6 ? ,U5 = 1
—1 1 -1 -3 0

Tyto vektory generuji dva podprostory L, Ly C R* dané vztahem

Ly = ({vi,v}), Lo = ({vs, vy, 05}).
Nasim tukolem je najit baze a dimenze prostord Ly, Lo, Li + Lo a Ly N Ly. V ptipadé

prostort Li, Lo, L1 + Lo jsou znamy jejich generatory, takze nalezeni baze je analogické
Prikladu 3.10. Plati

10 10
(1_] . )_ 11 N 01
R 0 2 0 0
-1 1 00
a tedy dim L; = 2, baze je napriklad ( U Uy ) Dale
1 1 -1 1 00
(17 —_— ): 0 1 -5 N 010
B 1 -6 1 00 1|
-1 -3 0 0 00
takze dim Ly = 3 a bazi je napriklad ( U3 Ug s ) Nakonec
10 1 1 -1 100 3 —4
(1_}1_}1_}1_}2_}>_ 1101—5N010—2—1
R A 02 1 -6 1 001 -2 3
-1 1 -1 -3 0 000 0 O

Odtud plyne, ze dim(L; + L) = 3, pfi¢emz jako bazi lze zvolit napiiklad ( T Ty Tg )
Z Véty 3.5 vyplyva, ze

dim(L; N Lg) = dim Ly + dim Ly — dim(L; + L) =243 -3 =2.
K nalezeni baze ovsem tento jednoduchy vypocet nestac¢i. Sestavme rovnici
Q10 + Qe = —QgU3 — Qily — Q505 (3.16)

ktera na levé strané vyjadiuje obecny vektor z prostoru L; a na pravé strané obecny
vektor z prostoru Ls. Tyto vektory si musi byt rovny, maji-li predstavovat prvek, ktery
patii do priniku téchto prostorti. Zaporna znaménka na pravé strané nejsou podstatna,
ale po prevedeni vsech cClenti na jednu stranu rovnice se obecny zapis velmi zjednodusi,
pokud znaménka budou formalné stejna.

a1 U1 + s + ai3U3 + iy + 505 = 0 (3.17)
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Rovnice (3.17) je vlastné soustava ¢tyf homogennich linedrnich rovnic, zapsana ve vekto-
rovém tvaru. Jeji rozsifenou matici mizeme sestavit ze sloupcovych vektort vy, vy, v3, 7y,
Us, a upravit na redukovany schodovity tvar:

10 1 1 -11]0 100 3 —41]0
11 0 1 =510 010 -2 —-110
02 1 -6 107" "loo1 -2 3]0 (3.18)
11 -1 -3 010 000 0 010

Z redukovaného schodovitého tvaru vidime, ze obecné feseni rovnice (3.16) resp. (3.17) lze
vyjadrit pomoci parametrii oy, as. Pro nas je dilezity ovSem pouze parametr as, ktery
potiebujeme k vyjadieni obecného vektoru z € Ly N Ly uzitim pravé strany rovnice (3.16).
Z tietiho fadku (3.18) mame rovnici

Q3 —20&44‘3065 = 0,

odkud

3 = 20&4 - 30(5.

Pak obecny vektor z Ly N Ly ma vyjadieni

T = —QgU3 — QU4 — QA50V5 = (—2064 + 30[5)1_}3 — QU4 — Q5V5 =

= —064(1_14 + 2’1_13) — 045(’1_15 — 31_]3)

Pak napriiklad vektory

3 —4

_ 1 _ -5
w, = 4 a Wy = _9
-5 3

tvori bazi v Ll N LQ.

3.3 Linearni zobrazeni
Necht (V,+,-) a (W, +,-) jsou vektorové prostory, g : V. — W zobrazeni. Rekneme, Ze je
g linearni, jestlize plati:

(i) Pro libovolné u,v € V plati g(u + v) = g(u) + g(v).

(ii) Pro libovolné w € V a &islo « (reélné, pripadné komplexni) plati g(a-w) = a- g(w).
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Predpoklédejme, 7e e = (e1 ez ... e, )jebazeveVaf=(f fo ... fm)
baze ve W. Zvolme libovolny vektor x € V', pak plati

r=e-T = E x;e;,
i

a z vlastnosti linearniho zobrazeni plyne
g(x) = Q(Z Ti€;) = Zg(ﬂﬁiei) = ing(ei)a

odkud je vidét, ze celé zobrazeni g : V' — W je pln€ urceno svymi hodnotami na bazickych

vektorech. OvSem pro libovolné i € {1,2,...n} je g(e;) € W, takze miZeme pokracovat

a vyjadiit vektor g(e;) jako linedrni kombinaci vektorti baze f. Existuji koeficienty g, g,
.., g takové, ze B

glei) = gufi+ gaifo+ -+ gmifm = Z%‘zfaﬁ
J

odkud

g(x) = Z Z 7iGjifj-

Polozme G = (g;;), pak mizeme psat maticové

g(x) =f-G-T.

Matice G reprezentuje zobrazeni g. Chceme-li slozky vektoru g(x) v bazi f, staci matici
G vynasobit zprava sloupcem Z slozek vektoru x v bazi e.

Piiklad 3.15 Uvazujme vektorovy prostor (Pa(x),+,-) a zobrazeni d : Pa(z) — Pa2(z)
dané vztahem d(p) = p/, kde p’ je derivace polynomu p podle proménné z. Z dobfe
znamych vlastnosti derivace plyne, ze d je linearni zobrazeni. Nalezneme jeho maticovou
reprezentaci v bazi tvorené vektory mocninnych funkci. Klademe tedy

e=(1z a?),
pak pro libovolny polynom p € P(x) plati

P
p:g-]‘):(l x 352)' p2 | =p1+ pox + p3a’
b3

Pak

D1
d(p) = d(p1 + pax + p3a®) = prd(1) + pod(z) + psd(a®) = ( d(1) d(z) d(2?) )-| po
b3
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Mame
0
dl)=(1 = 2*)-( 0 |,
0
1
diz)y=(1 z 2>)-[ 0 |,
0
0
dz®)=(1 = 22 )-| 2 |,
0
odkud
010 P1
d(p):(le:Z)- 002 ]| p |=e-D-p
00 0 s

Matice zobrazeni d je v uvazované mocninné bazi

D=

o O O
o O =
S NN O

Vezmeme-li na zkousku néjaky polynom z Py(x), napiiklad p = 322 — 2z + 1, jeho slozky

(z)
v bazi e jsou
1
p=| —2
3

010 1 -2

D-p=|002 ]| -2 |= 6

000 3 0
Tomuto sloupcovému vektoru skutecné v dané bazi odpovida derivace polynomu p, ktera
je d(p) = p’ = —2 + 62. Na derivovani polynomi mizeme nahliZet jako na nésobeni
vhodnou matici, coz miize byt uzitecné zejména kdyz zvolime néjakou jinou, specialni
bézi (slozenou z urcitych specidlnich, napt. ortogonélnich polynomi). O

Nyni ukazeme, jak se zméni maticova reprezentace zobrazeni g, pokud zménime baze
ve vektorovych prostorech V' a W. Necht ¢’ a f' jsou dvé dalsi baze ve vektorovych
prostorech V' a W a necht

Is)

'=e T, f'=f-5,

kde T, S jsou prislusné matice prechodu. Pak plati

F=T-7 a f=f'"-57"
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takze
glx)=f"-S7'GT - .

V novych bazich je tedy dané zobrazeni reprezentovano matici

G' = S7'GT. (3.19)

Piiklad 3.16 Je dano zobrazeni [ : R?* — R3 piedpisem

L1 Iy — T3
l i) = 21’2
T3 31’2 -+ 21’3

Nasim tikolem je zjistit, zda je zadané zobrazeni linearni a pokud ano, najit jeho maticovou
reprezentaci ve standardni bazi v R3.

Plati
T 1 0 -1 T1
l T = 0 2 0 T s
T3 0 3 2 T3
matice zobrazeni [ je tedy
1 0 -1
L=102 0
0 3 2

Linearita je jiz trividlnim disledkem toho, Ze zobrazeni [ lze takto reprezentovat (pomoci
souinu matic).

O

Piiklad 3.17 Jak se zméni matice zobrazeni z P¥ikladu 3.16, pokud zménime v R? pti-
vodni, standardni bazi na novou bazi (pro vstupni i vystupni hodnoty), tvofenou vektory

~ 1 ~ 0 ~ -1
h=101], =11, A= -1]7
2 1 0

Matice piechodu od standardni baze e, jejiz sloupce tvoii jednotkovou matici, k bazi f je

1 1 1
= — s pricemz - _g ??
210 —3 ~3 3
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Nové matice zobrazeni [ tedy, podle vztahu (3.19), je

T -3 i 1 0 -1 10 -1
L'=T'LT=| -2 % 3 02 0]-{01-1]|=
-2 -3 3 03 2 21 0
B
3 3

3.4 Jadro a obor hodnot linearniho zobrazeni

Necht (V,+, ) a (W, 4+, -) jsou vektorové prostory, g : V' — W linedrni zobrazeni. Mnozina
ker g = {z| z € V, g(x) = o} se nazyva jadro zobrazeni g. Dale ozna¢me Im g = {g(z)| x €
V'} obor hodnot zobrazeni g.

Véta 3.6 Necht (V,+,-) a (W,+, ") jsou vektorové prostory, g : V. — W linedrni zobra-
zeni. Pak ker g je vektorovy podprostor prostoru V.
Diikaz. Necht u,v € kerg a o, 5 € R (resp. «, 3 € C). Pak

glau+ pv) = ag(u) + Bg(v) = a0+ fo = o,

a tedy au + Bv € ker g. Podle Véty 3.3 je ker g vektorovym podprostorem V. O

Véta 3.7 Necht (V,+,-) a (W,+,") jsou vektorové prostory, g : V. — W linedrni zobra-
zeni. Pak Im g je vektorovy podprostor prostoru W'.

Diikaz. Necht u,v € Img a o, 3 € R (resp. «, 5 € C). Pak existuji vektory x,y € V
takové, ze g(x) = u a g(y) = v. Potom vSak plati

glar + By) = ag(x) + Bg(y) = au + B,

takze au + fv € Im g. Nyni mizeme opét vyuzit Véty 3.3 k dokonceni dikazu. 0

Véta 3.8 Necht (V,+,-) a (W,+,-) jsou konecné rozmérné vektorové prostory, g : V —
W linedrni zobrazeni. Pak dim(ker g) + dim(Im g) = dim V.
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, a ta-

Diikaz. Zvolme bazi by, bs,. .., by v prostoru Im g. Existuji vektory aq, ao, ...
kové, ze g(a1) = by, g(az) = ba, ..., g(ax) = by. Pfedpokladejme, Ze pro vhodné koeficienty
aq, g, ..., O, plati
Q101 + Qe + - - - + QpQE = O.
Pak ovsem

a1by + agby + -+ -+ agby = ang(ay) + asg(ag) + - - - + agglax) =
= g(a1a1 + asas + - - - + agay) = g(o) = o.

7Z linearni nezavislosti vektort by, bs,. .., by plyne
ap =ag = --=q; =0,
takze i vektory aq, as, ..., ai jsou linearné nezavislé. Polozme

H = ({a1,as,...,a;}) .

Pak H je vektorovy podprostor V' a plati dim H = k. Ukazeme, ze

kerg+ H =V.

Bud z € V libovolny vektor. Pak g(z) € Im g a tedy existuji koeficienty /1, s, ..., Bk, Ze
g(x) = Biby + Baby + - - - + Biby.
Polozme
y = pray + Paag + -+ + Bray
a
z=x—y.
Je zfejmé, ze plati
r=y+z a yeckH
Pak
9(2) = g(x) — g(y) = Bib1 + Paba + - + Bbr — Brg(ar) — Baglaz) — -+ — Brg(ar) = o.

Je tedy vidét, ze z € ker g, odkud plyne

x €kerg+ H.
Predpokladejme, ze x € ker g N H. Pak existuji koeficienty 41, do, ..., 0 takové, ze

.T:(516L1 +52a2+---+5kak,

protoze x € H, takze také

g(z) = d1g(ar) + d29(az) + - - - + dpg(ax) = d1by + d2bo + - - - + dxby, = o,
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protoze z € ker g. OvSem vektory by, bo,..., by jsou linedrné nezavislé a tedy
0y =0 ="---=0=0.

Potom vsSak x = o. Tedy
kerg N H = {o}
a tedy soucet ker g + H = V' je piimy. Podle Véty 3.5 pak plati
dim(ker g + H) + dim(ker g N H) = dim(ker g) + dim H,

odkud
dim V' = dim(ker g) + dim(Im g).

Piiklad 3.18 Jadrem linedrniho zobrazeni d : Py(x) — Pa(x) z jsou polynomy kon-
stantni, tedy kerd = Py(z). Oborem hodnot tohoto zobrazeni jsou polynomy nejvyse
prvniho stupné, tedy Imd = P;(z). Plati dim(ker d) = 1, dim(Im d) = 2, dim Py (z) = 3.

([l
Piiklad 3.19 Uvazujme zobrazeni [ : R® — R? dané vztahem
1 0 —1 T
(@=02 o] [ a
12 -1 3
Nasim tkolem je najit baze v prostorech ker/ a Im.
V prvnim piipadé prosté fesime rovnici ((Z) = 0, tedy
1 0 -1 0 1 0 -1 0
02 00|~|l01 00 (3.20)
12 -10 00 00O

Oznacime-li z3 = t, pak obecné feseni ma tvar

ry = t
Ty =
r3 = t,
kde t € R, coz zapsano vektoroveé dava
1
z=t-| 0
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Baze v ker! je tedy tvorena jedinym vektorem, napiiklad

a plati dim(ker!) = 1.

Pro nalezeni baze v Im( je vhodné si uvédomit, Ze prostor Im ! je generovan obrazy
generatort defini¢niho oboru, tedy v nasem ptipadé R3. Je tedy

Im! = ({l(e),(e),l(es)})

kde
1 0 0
ee=| 0], e&=[11], e=1]20
0 0 1
Pak
10 -1 1 1
le)=( 02 0 ]-10]=1]0
1 2 -1 0 1
Analogicky
0 -1
l(ég) = 2 a l(ég) = 0
2 -1

Z redukovaného schodovitého tvaru (3.20) plyne, Ze napiiklad vektory I(e;) a I(e;) tvofi
bazi v Im! (srov. Piiklad 3.10).
0

3.5 Vektorové prostory se skalarnim soucinem

Bud (V,+, -) vektorovy prostor nad R, resp. nad C. Skalarnim souéinem nad R, resp.
nad C rozumime zobrazeni 0 : V XV — R, resp. 0 : V x V — C, které spliuje nasledujici
podminky:

(i) o(u,u) > 0 pro libovolné u € V', u # o;
(i)
(i)

)

Q

(
(u,v) = o(v,u), resp. o(u,v) = o*(v,u) pro viechna u,v € V;
o(u+v,w) =o(u,w) + o(v,w) pro viechna u,v,w € V;

(

(iv) o(au,v) = ao(u,v) pro kazdé u,v € V a o € R, resp. a € C.
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Pozornost si zaslouzi zejména vytykani konstanty z druhé slozky skalarniho soucinu v
pripadé, zZe se jedné o skalarni soucin ve vektorovém prostoru nad C. Pak totiz plati

o(u, Bv) = o(Bv,u)* = (8- o(v,u)* = B~ o(v,u)" = 8" - o(u, ).
Dale, skalarni soucin jakéhokoliv vektoru s nulovym vektorem je nulovy
o(o,w)=0(0-w,w)=0-0(w,w) =0,
a tedy pro libovolny vektor u je

o(u,u) = 0 pravé kdyz u = o.

Piiklad 3.20 Pro libovolné u,v € R? polozme
o(u,v) = ugvy + ugve + uzvs.

Pak o je tzv. standardni skaldrni soucin na R3.

Priklad 3.21 Ve vektorovém prostoru (Cioz2nxy, +,-) je skalarnim soucinem napi. zobra-
zeni

o(u,v) = /0 " u(z)o(z)dz.

Necht (V,+,-) je vektorovy prostor se skaldarnim soucinem o. Pak normou (neboli
velikosti, délkou) vektoru v € V rozumime nezaporné realné ¢islo |v| = /o (v,v). Norma
vektoru je vzdy realné nezaporné ¢islo nezavisle na tom, zda uvazujeme vektorovy prostor
se skalarnim souc¢inem nad R nebo nad C. Nulovou hodnotu mé norma pouze v jediném
pripadé, a to pro nulovy vektor. Poznamenejme, ze normu lze zavést i v obecnéjsich
matematickych strukturach, nez jsou vektorové prostory, a to i bez skalarniho soucinu
(napt. axiomaticky). To vSak presahuje zna¢né ramec tohoto textu. Vektor v € V se
nazyvéa jednotkovy (vzhledem k danému skaldrnimu souc¢inu ¢i normé), je-li |v| = 1.

Pokud pro dva vektory u,v € V je o(u,v) = 0, fikdme, Ze jsou vektory u, v navza-
jem ortogonalni (neboli kolmé). Baze vektorového prostoru, jejiz vSechny vektory jsou
navzajem ortogonalni, se nazyva ortogonalni baze. Pokud jsou navic vSsechny béazické
vektory jednotkové, nazyva se takova baze ortonormalni. Zpravidla byva velmi vyhodné
takovou bazi ve vektorovém prostoru mit k dispozici a pouzivat ji.
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Priklad 3.22 Vektory

1 0 0
a=10], =|1], &=1]o0
0 0 1

tvori ortonorméalni bazi v R3 vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soudinu.

Nyni si ukdzeme, jak mtzeme libovolny vektorovy prostor se skalarnim soucinem vy-
bavit ortogonalni a posléze ortonormalni bazi. Postup, ktery popiseme, se nazyva Gram-
Schmidtav ortogonalizaéni proces. Necht (V| +, -) je vektorovy prostor dimenze n € N
se skalarnim soucinem o, a necht aq, as, ..., a, jsou libovolné bazické vektory. Postupné
klademe

by = ag;

by = ag + B2 by,

pfi¢emz pozadujeme, aby o (by, by) = 0. Urcime koeficient ;. Chceme aby platilo

o(ba, b1) = o(ag + Ba1b1,b1) = o(ag, by) + Ba10(by,b1) =0,
odkud
_o(az, b)
o(b,b1)
Nyni provedeme tzv. indukéni krok. Predpokladejme, Ze jsme jiz sestrojili navzajem or-
togonalni vektory by, b, ..., bi_1. Polozime

Pa1 =

b = ag + Br1by + Braba + -+ + Brr—10k-1.
Pozadavek, aby o(bg,b;) =0pro j=1,2,...,k—1 dava

(b, b;) = o(ap + Braby + Braby + - - - + Brr—1br—1,b;) =
= o(ag, bj) + Br1o (b1, by) + Brao (b2, bs) + - + Brjo (b, bj) + -+ + Brr—10(bg—1,b;) =
o(ax, b;) + Bijo(by, b;) = 0,

odkud (b))
o\ag, 0; .
=——— kdej=1,2,....k—1
Ori o (b, b;) °
Tak pokracujeme pro k£ = 1,2,...,n. Vysledkem jsou vektory by, bs, ..., b,, které jsou
navzajem ortogonalni. Nakonec polozime
bi

h; kdei=1,2,....n.

il

Vektory hq, hs, ..., h, tvori ortonormélni bazi ve V.
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Priklad 3.23 UvaZzujme vektorovy prostor (Py(x),+, ) vSech polynomi stupné nejvys 2
nad R v proménné z se skalarnim soucinem o(u,v) = fo u(z)v(z)dr. Nasim tkolem je

najit v Py(x) ortonormalni bazi.

Mocninné funkce 1, z, z* tvori bazi v (Py(z), +, -), kterd oviem neni ortogonalni a tim
méné ortonormalni. Aplikujeme na ni Gram-Schmidtiiv ortogonaliza¢ni proces. Klademe

by =1,
by = & + a1y,
kde . -
Bo1 = v x>bl) _ _fo rdx _ [%]o _ __
(b1, 01) [i1de 2l 2’
tedy
1
b2 =T — 5
Déle
by = x” + P31b1 + P3202,
kde ) .
G olh) s[5 1
o (b1, by) fol ldx (7], ’
a
Bay o2 by) _fol *(z — 3)dx Jo (@ = 32%)dx _
(b2, b2) fol(x — 3)2%dx Jo (@ = 5)%dx
_E-FL G-
5z =3, iz
Pak . . )
b3—x2—§—(a:—§)—x2—x+6.

Vektory by, bo, b3 jsou navzajem ortogonalni, avsak jesté nejsou vsechny jednotkové. Proto
klademe

o — by B by - 1_1
1= = =-=15
” b ” U(bl, bl) 1
by b
ey = = —2\/§a:
? Hb2H \/U(bz, bz) A /

b b P-4

e3 = 8 — 3 _r-e 6 —6v52% — 6vV5x + V5.

03] Vo (bs, bs) \ /F}o

Vektory ey, ey, e3 tvori ortonormélni bazi vektorového prostoru (Py(x),+, ) vzhledem k
zadanému skaldrnimu soucinu.

O
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Uké&zeme nyni, jak lze reprezentovat skaldrni soucin pomoci matic. Necht (V,+,-) je
vektorovy prostor dimenze n € N se skalarnim soudinem o, a nechf ey, e, ..., e, jsou
vektory tvorici bazi ve V. Zvolme dva vektory u,v € V. Jejich vyjadreni v bazi e je

U=€- -U=1UE] + Uty + ... UpEy = E U; €5,
i

V=€V =u01e] + ey + ...0,6, = Zvjej.
J
Pak
o(u,v) = O'(Z u;e;, Zvjej) = ZZuiv;a(ei, ej) =
i j i g
oler,e1) o(er,ea) ... oler,ey) v}
o(eg,e1) o(eg,e3) ... oleq,ey) vy
:(Ul Ug ... un) . . . . . =
olen,e1) olen,e2) ... olen, en) vl
=Uu- G- _*7
(3.21)
kde
oler,e1) oler,ea) ... oler,ey)
o(eg,e1) o(eg,ea) ... o(es,ey)
G —
o(en,€e1) olen,e2) ... olen,en)

je tzv. Gramova matice daného skalarniho soucinu v bazi e.

Miizeme si vS§imnout, ze Gramova matice spolu se zvolenou bazi dany skalarni soucin
plné definuje; je totiz urcena skalarnimi souciny bazickych vektori. V pripadé, Ze je zvolena
baze vzhledem k danému skalarnimu soucinu ortonormalni, je Gramova matice jednotkova
a plati zjednoduseny vztah

*

o(u,v) =u- 0"

Je-li Gramova matice dana, nezalezi jiz na tom, jakym a jak abstraktnim predpisem je
skalarni soucin zadan — v takovém pripadé lze totiz skalarni soucin spocitat jako pouhé
maticové nasobeni s vyuzitim Gramovy matice a slozek vektord v dané bazi. Tato re-
prezentace skalarniho souc¢inu mé ovsem nevyhodu zavislosti na zvolené bézi. Ukazme
tedy jesté, jak se Gramova matice zméni, zménime-li bazi daného vektorového prostoru.
Uvazujme ve V' jesté jinou bazi, feknéme

i:(fl f2 fn)ZQT,
kde T" je matice pfechodu od baze e k bazi f. Necht v této bazi maji vektory u, v vyjadieni

u:j_”-ﬁ/, v=7f-v.
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Soufadnice nebo-li slozky vektort se transformuji podle vztahu (3.9), takze plati

v=T- -u, v=T- 0.

Odtud také plyne

u=1u" = (T u) —u" T =TT,

Muzeme tedy dosadit do vztahu (3.21)
olu,v) =u-G-v* =o' -T"-G-T*-v".
Nova Gramova matice daného skalarniho soucinu, vyjadieného vzhledem k bazi f tedy je
G =TT'GT". (3.22)

Dusledkem transformac¢niho vztahu (3.22) mimo jiné je, ze Gramova matice je vzdy re-
gularni. Lze totiz k danému skalarnimu soucinu nalézt ortonormalni bazi, jejiz Gramova
matice je jednotkova a tedy regularni. Jakakoli jind Gramova matice je pak soucinem
vhodné matice pfechodu a matice k ni transponované, které jsou obé regularni.

Priklad 3.24 UvaZzujme vektorovy prostor (Ps(z),+,-) vSech polynomt stupné nejvys
2 nad R v proménné x se skalarnim souinem o(u,v) = fol u(z)v(z)dr. Mame nalézt
Gramovu matici skaldrniho souéinu o vzhledem k bézi, tvofené mocninnymi funkcemi z2,

x, 1 (v tomto poradi).

Plati .
0(1,1):/ lde =1,
0
1 2.1 1
0(1,x)—0(x,1):/ xdx:[x_] ——
0 0 2
1 351 1
o(1,4%) = a(e, ) = ol 1) = [ 2o =[] = 2.
0 0 3
1 441 1
2 2 3
— — d — —
o(xz,x2%) = o(z*, x) /Ox T [ ]0 T
1 5.1 1
2 .2 4
- de — _ -
oz, x%) /Ox T [ }0 :
Pak

W [t =
DN | =00 [ [ =
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Priklad 3.25 Opét uvazujme vektorovy prostor (Po(z), +, -) vSech polynomi stupné nej-
vy$ 2 nad R v proménné z se skaldrnim souc¢inem o(u,v) = fol u(z)v(z)dzr. Nagim tkolem
je spocitat skaldrni souéin dvou vektorti (polynomt) z°> + 1 a z — 1.

To mtizeme udélat v zasadé dvojim zpisobem. Nejprve pfimo z defini¢niho vztahu pro
skalarni soucin

! ! 1 1 1
a(x2+1,x—1):/ (a:2+1)(x—1)dx:/ P SIS PR S
; ; 1379

1 1 1 3-4-6 7

a potom také uzitim Gramovy matice. Nejdfive vyjadiime piislusné polynomy jako vek-
tory v bazi pomoci jejich slozek

1 0
?+1l= (2 z 1) 0], z—1=(2> = 1) 1],
1 -1

a pak vyuzijeme vztahu (3.21), tedy

o(z*+1Lz—-1)=(10 1)-

QO [=ot | =
DN | =00 [ =i [ =
= [ =00 [ =00 | =
—
—~
o]
W
SIS
~
—

9-16

12

4
3

|
Sl

3
1

Priklad 3.26 Necht (V,+,-) je vektorovy prostor se skalarnim soudinem o, jehoz Gra-
mova matice v bazi e je

G:

W [Rot =
N[00 [ [ =
=N =00 | =

Nasim tikolem bude najit Gramovu matici skaldrniho soucinu o v bézi f, jestlize matice
piechodu T' od béaze e k bazi f, tedy takovd matice T', Ze

f=e T

je
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Podle vztahu (3.22) je

101 T I3 10 -1
T 1 1 1
1 1 1
-1 01 5 5 1 10 1
i 10 -1 513
= 5 %+ 3 o1 o= 241 17,
413 Lo 1 114
15 4 3 5 4 15

3.5.1 Ortogonalni priumét vektoru do podprostoru

Bud (V, +, -) vektorovy prostor se skalarnim soué¢inem o, L = ({hy, ho, ... hy}) podprostor
prostoru V', generovany linearné nezavislymi vektory hi, hs, ..., hg, u € V libovolny
vektor. Abychom nalezli primét vektoru u do L, musime nalézt vektory v, w € V takové,
ze

(i) u=v+w,
(ii) ve L,
(i) o(w,z) = 0 pro kazdé x € L.

Z (ii) plyne, ze musi existovat koeficienty oy, ao, ..., ay takové, Ze

v =arhy +axhy + -+ arhy = Zazhz

Z (iii) plyne pro w = u — v, ze

o(u—wv,h;) =0 prokazdéj=1,2,... k.

Pak
O'(U - Z Oéihi, hj) = 0,
odkud
O'(U, hj) — Z Oéi(hi, hj) = 0,
takze
> aio(hi hy) = o(u, hy).
Maticoveé
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a po transponovani
H' -a=1w,. (3.23)

Matice H = (o(h;, h;)) je vlastné Gramovou matici skalarniho souinu o na L, takze je
matice H regularni, a stejné tak matice H?. V piipadé reilného vektorového prostoru
je navic HT = H, v ptipadé vektorového prostoru nad komplexnimi é&isly je HT = H*.
V kazdém pfipadé soustava (3.23) mé jediné feseni a. Pak

v = Zaihi, w=u— Zaihi. (3.24)

Vektor v se nazyva ortogonalni primét vektoru u do podprostoru L. Jsou-li navic
vektory hy, hs, ..., hy ortonormalni, pak

O'(hi, hj) = 5ij7

a tedy
a; = U(U, hl)
Potom
v="> o(u,hih; (3.25)
Nyni predpokladejme, Ze jsou vektory hi, ho, ..., hy vyjadieny v néjaké bazi ve V

pomoci slozek, plati tedy B
hi :Q'hi, kde 7 = 1,2,]€

Pak také ~

kde G = G** je Gramova matice skaldrniho sou¢inu o v bazi e. Odtud

U:Zg-ﬁi-ﬁf-G*~ﬂ:g(ZEi-ﬁ?-G*)ﬂ:

by
o ] 1
=e (hl hy hk;)' i -G*-u=¢e-P-u,
b
kde
by
o ] b
P=(h h he )| -G (3.26)
by

je tzv. matice ortogonalni projekce na L. V pifipadé, Ze je baze e ortonormalni (napfiklad,
kdyz V = R" se standardnim skalarnim soucinem a e je tvorena sloupci jednotkové
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matice) je G = I,, a mizeme psat
hj
| w
N (3.27)
by

Poznamenejme, ze k tomu, aby matici ortogonalni projekce na podprostor L bylo mozné
vyjadrit pravé popsanym zptsobem, je skutecné nezbytné, aby zvolena béaze hy, ho, ...,
hi v L byla ortonorméalni vzhledem k zadanému skalarnimu soucinu.

Priklad 3.27 Ve vektorovém prostoru (R*, +, -) se standardnim skaldrnim souinem o (%, v) =
ULV + UgUg + UgV3 + Uy = U - U jsou dany vektory

, U3 =

0

_ 0 _ 0 _
1
0

N~ O =

které generuji vektorovy podprostor L = ({7, T, 13}) C R* prostoru (R*, +,-). Nasim
ukolem je najit ortogonalni primeét vektoru

1
_ 2
S |
0
do L a vzdéalenost z od L.
Vyjadiime z ve tvaru
T=7y+Zz,

kde y € L a z L L. Pak existuji oy, as, ag, ze
’!_J = 1V + Qs + (33

a také plati

Odtud jiz vyplyvaji rovnice
O'(.i‘, 1_}2') = Oé10'(’l_}1, ?_)Z‘) + 0620'(1_}2, 1_}2') + 0630'(2_)3, 1_}2')
pro i = 1,2, 3. Konkrétné dostaneme soustavu

170&1 + 3062 + 100(3 = -1
30(1 + gy + 4063 = -1
].00(1 + 40(2 + 2].063 = —3,
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jejiz rozsirend matice je

17 3 10 | -1 1 00 | 3
31 4] -1 |~ 10| —% ],
10 4 21 | -3 001 ]| 3
odkud
1 10 1
=3z, @=-7, 0=z
Tedy
1
_ 110 1_ 0
y—gvl—gw §U3— 1
0
Pak
0
I
z=-y=1
0
Tedy ortogonalni primét vektoru z do podprostoru L je vektor
1
_ 0
(O |
0

a vzdalenost d tohoto vektoru od L je rovna délce vektoru z. Tedy

d=|z]=0o(%2) =V + 2102+ 02 =2,

Nasledujici priklad ukazuje, jak je mozné podobnou tlohu fesit alternativné pomoci
ortonormalni baze v prostoru, do néjz promitame. Pokud nemame vhodnou ortonormalni
bazi k dispozici, mizeme ji sestrojit napriklad Gram-Schmidtovym ortogonalizacnim pro-
cesem.

Priklad 3.28 Ve vektorovém prostoru (R?, +, -) se standardnim skaldrnim sou¢inem jsou
dany vektory

2 L
_ 3 _ V2
hl = % a hg = 0
_ 3 1
3 V2
Ukolem je promitnout vektor
2
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ortogonalné do podprostoru L = <{Bl, i_zg}> a najit vzdalenost u od L.

Protoze jsou vektory hy, hy ortonormalni, feSeni je neobycejné jednoduché. Polozime
=70+ w,

kde v € L a w L L. Podle (3.25) plati

R - - 2 1 2 - 1 1 -
o= 0@ ) +o(@ ) =2 241 =3 Y+ (2 —=+1-0+3- —=)hy =
v =o0(u,h)h + o(a, hy)hy = ( S—i- 3 3)1+( \/§+ + \/i)hz

_2 5 41
1 5 9 2 18
= Th 4+ ——hy = _1 + 0 - _1
st (8 (s 3
9 2 18
a
_5
18
W=u—10= 5
2
18

Vzdalenost vektoru % od L je

1= 1ol = () + (5) 4 (5) — g = 3 =1

Priklad 3.29 Ve vektorovém prostoru (R3, +,-) se standardnim skaldrnim soucinem je
nasim tkolem najit matici ortogonélni projekce na podprostor, zadany v Piikladé 3.28.

VyuZijeme vztahu (3.26), resp. specialniho vztahu (3.27). Bazi v e v R? volime stan-
dardni ,nula-jednickovou”, tj. takovou, jejiz vektory jsou tvoreny sloupci matice I3. Pak
je kazdy vektor, zapsany sloupcové, roven svym vlastnim slozkam v této bazi. Plati

2 1 72
Por oy (b P 33 5108
Ptk (G )=\ 5 D) (e 2)-( 3 0
’ T3 V2 V2 V2 8 9 18

Na zkousku miizeme spocitat P - &, méli bychom dostat vektor v z predchoziho ptikladu.
Vskutku,

w2 1 9 4
b (% 1 B (3 I
. u = = = — = — — =
sy 3
18 ~9 18 18
Podobné vyjde P-@w = 0, P - hy = hy, P - hy = hy (ovéite a zdfivodnéte, pro¢ tomu tak

je). O
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3.5.2 Ortogonalni doplnék vektorového podprostoru

Bud (V, +, -) vektorovy prostor se skalarnim sou¢inem o, L C V jeho podprostor. Oznac¢me
L+ = {z|z € V,o(z,y) = 0 pro kazdé y € L}. MnoZina L+ se nazjyva ortogonalni
doplnék podprostoru L ve V.

Véta 3.9 Necht (V,+,-) je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem o, L C 'V podprostor
prostoru V. Pak také L+ je vektorovy podprostor V.

Diikaz. Zvolme u,v € L* a koeficienty a, # a ozna¢me w = au + Bv. Necht y € L.
Pak
o(w,y) = o(au+ fv,y) = ao(u,y) + fo(v,y) =0+ 0 =0,

takze také
we Lt

Podle Véty 3.3 je L+ vektorovy podprostor V. 0

Véta 3.10 Bud (V,+,-) vektorovy prostor se skaldrnim soucinem o, L C V podprostor
prostoru V. Pak plati

(i) V=L+Lt
(ii) dimV = dim L + dim L+

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze LN L+ = {o}. Je-li x € L N L+, pak o(x, z) = 0, odkud
x = 0. Tedy LN L+ = {o0}. Je-li nyni v € V, podle (3.24) a ptedchozich vipocti je mozné
rozlozit vektor u tak, ze
uU=v+w,

kde
vel, welLt
Tedy
V=L+L",

pfi¢emz tento soucet je piimy. Tim je dokazano (i). Tvrzeni (ii) je pak jen specialnim
ptipadem (ii) ve Vété 3.5. O



Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologi VU1 v Brne 105

Piiklad 3.30 Ve vektorovém prostoru (R*, +,-) se standardnim skaldrnim soucdinem je
dan podprostor L jako mnozina vSech feSeni homogenni soustavy

I + ) + Ty = 0
21’1 — X2 0
T2 — X3 + ry = 0 (328)
31’1 + To — X3 + 2554 = 0
Zadany vektor

1
| o
- 1
-1

mame rozlozit na dvé slozky v, w tak, ze
U =v+ w,

kdeve Lawl L.

Pochopitelné je mozné nejdiive vytesit soustavu (3.28) a najit tak generatory nebo
bazi prostoru L. Potom bychom mohli pokracovat analogicky jako v Prikladé 3.27 nebo
Prikladé 3.28. AvsSak tento postup neni nejlepsi mozny. Muzeme vyuzit zvlastni shody
okolnosti, Ze totiz zvoleny skalarni soucin je standardni a jeho zptsob vypoctu se shoduje
se zptisobem zapisu soustav linedrnich rovnic. Soustavu (3.28) totiz mtizeme ¢ist také jako

kde vektory wi, ws, ws, W, ziskdme z koeficientti matice soustavy (3.28), ¢étenych po
radcich:

1 2 0 3
_ 1 _ -1 _ 1 _ 1
Wy = 0 ) Wy = 0 ) w3 = -1 ) Wy = -1
1 0 1 2

Polozme si otazku, jaky je vztah vektort w;, i, i3, Wy a prostort L, L. Je ziejmé, Ze
w; € Lt pro i = 1,2,3,4. Oznacime-li tedy W = ({iwy, @y, s, W, }), vidime, ze W C L*.
Oznadéime-li matici soustavy (3.28) jako A, je AT = ( W Wy Wy Uy ) Z vlastnosti
soustav linedrnich rovnic vime, Ze dim L + h(A) = n a z Véty 3.10 plyne také dim L +
dim L+ = n. Tedy dim W = h(A) = dim L+ a tedy W = L. Tedy vektory iy, iy, w3, iy
jsou generatory L. S vyuzitim vektor® i, itn, s, Wy miZeme prosté role prostorti L a
L+ zaménit a pocitat dale analogicky jako v Piikladé 3.27, aniz bychom museli soustavu
(3.28) Tesit.

Podobné jako v Prikladé 3.27 mame

W = QW1 + QoWsy + QzWs + Qg Wy
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a také plati

Q

(v, wy) = o(v, we) = o(v, w3) = o(v, wy) = 0.

W
Odtud a ze vztahu u = v + w jiz vyplyvaji rovnice

J(Q_L, z) = 0410(1_01, ﬂzi) -+ 0620(1_02, l_UZ') -+ 0630'(’17)3, ﬂ)i) + 0630(1_04, ﬂ)i)

pro i = 1,2, 3,4. Po dosazeni konkrétnich hodnot mame

30y + oy + 23 + 6ag = O
oy + 5062 — a3 + 50&4 = 2
20 — g + 3oz + day = -2
60(1 + 50(2 + 40&3 + 150&4 = 0
Matice této soustavy je
3 1 2 6] 0 1001 | ¢4
1 5 -1 5 | 2 0101 | 0
2 -1 3 4 | -2 0011 | —g
6 5 4 15| 0 0000 | 0

Soustava ma nekonecné mnoho feseni, lze totiz libovolné volit jeden koeficient, naptiklad
(a nejvyhodnéji) ay. Tento vysledek dostavame proto, Ze vektory iy, @, ws, Wy nejsou
linearné nezavislé (a tedy netvoti bazi v L+, pouze tvofi mnozinu generdtorii prostoru
L*). Nejjednodussi je volit ay = 0, vektor i, tim viibec nepouzijeme. Pak odtud plyne

4 B 6

. -0
5

a tedy

|
w3
I
[SHINSHISNSHTSHN
]
I
I
|
IS
I
O QOO U DTN =

3.5.3 Prvek nejlepsi aproximace

Polozme si otazku, jak mizeme nejlépe aproximovat nejlépe vektor u € V vektorem x € L,
aby odchylka (méfena skalarnim soucinem) |u — x| byla co nejmensi. Oznac¢me
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Pak

lu—z|” = o(u—2,u—x) = o(u, u)—}-a(x x)—20(u x) =
= Ju)? +ZZ:)&Z:KJ (hi, hj) le ;

Mizeme predpokladat, ze baze hq, hg, ..., hy prostoru L je ortonormalni. Pak
O'(hi, h]) = 6ij>
takze

lu—z|” = Jul® + Za:iz - Zina(u,h Jul® + sz — QZa T =
= |ul? —i—le —QZaxmLZOzl ZO" Jul? +Z (27 — 27505 + ) —
—ZozZ M Zaz +Zx2 a;)

(3.29)
Z (3.29) vyplyva, Ze |u — x| se minimalizuje pro x; = a; = o(u, h;). Nejlepsi aproximace

nastava pro
xr = Z O'(u, hl)hl,

i

coz je praveé ortogonalni primét vektoru u do L.

Priklad 3.31 V prostoru (Cy 1y, +,-) se skalarnim soucinem o(u,v) = fol
aproximujme co nejlépe funkci e” polynomem druhého stupné.

u(z)v(z)dx

Promitneme ortogonalné funkci e” do podprostoru Ps(z) C Cyg,1y. Ortonormalni baze v

Py (z) je tvorena napiiklad vektory hy = 1, hy = 2¢/32—/3, hy = 61/5 22—6+/5 2+/5, jak

se mtzeme presvédcit v Ptikladé 3.23. Podle vztahu (3.25) plati pro ortogonalni pramét
f(z)

f(z) = o(e®, h1)hy + o(€®, ha)he + o (e, h3)hs. (3.30)

1
o(e®, hy) = / e“dr =e—1,
0
1
a(e”, hy) = / e*(2V3z — V3)dr = —V/3e + 3V/3,
0

Pritom

o(e®, hs) = /01 e (6vV5 22 — 6vV5z + V5)dr = 7V/5e — 195,

Dosazenim do (3.30) dostaneme
f(z) = (210e — 570)2* + (—216¢ + 588)x + 39¢ — 105 =
=0,8392 2%+ 0,8511 2 + 1, 0130.
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3.6 Klicové myslenky kapitoly
e Vektory z néjaké mnoziny jsou linearné nezavislé, praveé kdyz je aspon jeden z nich
linearni kombinaci ostatnich.

e Maximalni linedrné nezavisly systém vektorti v daném vektorovém prostoru se na-
zyva baze.

e Pocet prvki baze (je-li koneény) se nazyva dimenze daného vektorového prostoru.
e Kazdy vektor 1ze vyjadrit jednoznacné jako linearni kombinaci vektorti baze.
e Baze mizeme vzajemné transformovat pomoci matic prechodu.

e Pomoci matic pfechodu se transformuji i slozky vektord v rtiznych béazich, ale jinak
(opa¢nym smérem) nez baze samotné.

e Matice pfechodu jsou vzdy regularni.

e Linearni zobrazeni mezi vektorovymi prostory je urc¢eno matici, ktera zavisi na volbé
bazi v obou prostorech.

e Pii zméné baze v nékterém z prostorii se i matice linedrniho zobrazeni transformuje
pomoci matice prechodu.

e Skalarni soucin dvou vektorti je reprezentovan tzv. Gramovou matici. Ta je pro
ortonormalni bazi jednotkova.

e Pii zméné baze se Gramova matice transformuje (jistym zptisobem) pomoci matice
prechodu.

e K nalezeni ortonormalni baze slouzi Gram-Schmidttv ortogonalizacni proces. Zis-
kané ortogonalni vektory je tieba jesté normovat.

e Je-li baze vektorového podprostoru ortonormalni, ortogonalni primeét vektoru do
tohoto podprostoru se spocita zvlast jednoduchym zpisobem.

e Ortogondlni primét daného vektoru aproximuje tento vektor nejlépe ze vSech vek-
tortt podprostoru, do néhoz je dany vektor promitan.
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3.7 Cviceni N

1 4 —2 -1
1. Které z nasledujicich vektorat a = | 1 |, b= 2 l,e=| -1 |,d= 2
1 —6 1 3
4 2 -2
jsou linedarnimi kombinacemi vektort v; = 2 |, = 1 |,u3=1| -1 |7
-3 -2 0
[Vysledek: b, ¢ } [
2. Které z nasledujicich vektoria= (-1 4 2 2 ),b=(1 2 0 1),c=(-1 1 4 3),
d = (0 11 0) jsou linedrnimi kombinacemi vektort v, = ( 1 001 ), v, =
(1 -1 0 O),g3:(0 1 2 1)?
[ Vysledek: z4dny ze zadangch vektort } . O

3. Které z nasledujicich vektort a(t) =t +t + 2, b(t) = 2t* + 2t + 3, ¢(t) = —t* +t — 4,
d(t) = —2t?*+3t+1 jsou linedrnimi kombinacemi vektorii p; (t) = t2+2t+1, po(t) = t*+3,
ps(t) =t —17

Vysledek: a(t), c(t) } O

4. Které z nasledujicich mnozin vektorti generuji R*?

A={(1001),(0100),(1 11 1),(1110)}

B={(1210),(11-10),(0001),(0000)},
C={(6 4 —24),(2001),(32-12),(56 -32),(04 =2 —1)},

D={(1100),(1 2 -11),(0011),(2121)},

[ Visledek: A, D ] 0

5. Které z nasledujicich mnozin vektori jsou linedrné zavislé?
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A={(1 12 1) (100 2)(1686).(0321)}
B={(1 23 -1).(-2 4 6 2)},
C={(111 1) (231 2) (312 1) (221 1)}
D={(4+2 -13).(65 5 1).(2 13 5))

Vysledek: A, D ] N

6. Jsou dany vektory

1 3 11 7
’l_Jl = 2 5 1_22 - 2 5 1_23 - ].0 1_24 - 6
2 1 7 4

Vyberte z téchto vektorii bazi vektorového podprostoru W = ({y, vy, U3, U4 }) prostoru R?
a urcete dim W.

[ Vysledek: Napiiklad 7 a T, tvoid bézi ve W, piicems dim W = 2. ] 0

7. Jsou dany polynomy pi(t) = t3 + 1% — 2t + 1, pa(t) = t* + 1, p3(t) = t* — 2t, pa(t) =
2t3 + 3t? — 4t + 3. Mezi témito polynomy vyberte bazi prostoru P = ({p1, p2, p3,pa})-

[ Vysledek: Napiiklad p; a py tvold bazi v P, pFicem? dim P = 2. } . N

8. Ve vektorovém prostoru R® jsou dany vektory:

g1:(2 1100 1),@2:(2 2110 O),g3:(2 -1 1 -2 0 3),
b =(01010 -1),b,=1(422002)b;=¢(110210).
Ozna¢me Ly = ({ay, as,a3}), Ls = ({by, by, b3}). Stanovte dim Ly, dim Lo, dim Ly + Lo,
dim L; N Ly a ve vSech vyjmenovanych prostorech najdéte baze.

[ Vysledek: dim Ly = 2, dim Ly = 3, dim Ly + Ly = 3, dim L; N Ly = 2. Plati (pouze
v tomto konkrétnim piikladé), ze Ly + Ly = Lo, kde bézi tvoii napiiklad b,, b,, bs, a
Ly N Ly = Ly, kde baze je tvorena napiiklad vektory a; a a,. ] O

9. Ve vektorovém prostoru R* jsou dany vektory a, = ( 1100 ),QZ = ( 0110 ),
az=(0011),b,=(1010),b,=(021T1)b=(1212).
Ozna¢me L; = ({a,,0a,,a3}), Lo = ({by,by,05}). Najdéte bazi v prostoru L; N Ly a
urcete jeho dimenzi.
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[ Vysledek: Bazickymi vektory v L; N Ly jsou naptiklad vektory u, = ( 0110 ) a
uy=(1111),dmLNL =2 |. O

10. Ve vektorovém prostoru V = R? jsou dany dvé baze

1 -1 0 -1 1 0
e= , 01,1 a f= 1], 2 1,11
1 0 2 0 -1 0
1
Naleznéte obé matice prechodu a slozky vektoru v = | 3 | v obou bézich. Pfitom tyto
8

slozky pocitejte nejprve primo, potom také s vyuzitim matic prechodu a jiz vypocitanych
slozek ve druhé bazi. Vysledky porovnejte.

-2 -5 =2 -2 1 =2
Vysledek: f =e- T, T=| -1 -6 -2 |;e=5-5,5=T"'=[ -1 0 -2 |;
B 1 2 1 4 -1 7
2 -9
t=e-0=f-0,0=T-7","=|1], "= -8 ] O
B 3 28

11. Zopakujte pfedchozi cvi¢eni pro V = Py(t), e = (t* + 1,t — 2,t 4+ 3), f = (26> +¢,* + 3, 1),
v =8t% — 4t + 6.

2 10 T 3 —3 8
[vysledek:T: 1 -2 2 | s=rr= I 2 1) w=|-2]-=
0 Z 2 1 Z 3 -9
5 5 3 3 2
3
2 } O
7

12. Necht f : R? — R? je linedrni zobrazeni, pro které plati

AG))=05) »((0)=()

Urcete f (( (Z )) a matici zobrazeni f (vzhledem ke standardni kanonické bazi v R?).

o1 ((5)) = (L )= (52 ) (3))

13. Necht f: R* — R3 je definovano vztahem f(z,y) = (z,z +y,y). Urcdete ker f.

O
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Vysledek: ker f = {(0,0)} |. O

14. Necht f : R% — R* je definovano vztahem

o 10 -1 3 —1 o
; Pl 1o 02 2
Sl {20 s - s
4 00 -1 1 0 o
Ty Ty
Najdéte baze prostori ker f a Im f.
Vysledek: Bazi v ker f tvofi napiiklad vektory
2 0 1 0 0
0 L 0 1 0
1 1,1 0 |; bazivImf napiiklad vektory 0 | ol 1
1 0 1 —1 0
0 0
] O
15. Necht f : R* — R3 je definovano vztahem
o Tty
Yy — _
S . =| y—=2
Z—w
w
Urcete dim ker f.
Vysledek: dimker f =1 ] O
16. Necht f : R?® — R? je definovano vztahem
o r+y
f y = < N )
z y— 2
1 0 —1
V R? je ddna standardni kanonickd baze e a baze e/ = 11,1 1], 1 , vV
0 0 1
R? je déna standardni kanonickd béze f a jina baze f' = _1 , ( ; )) Naleznéte

matice zobrazeni f pro vSechny ¢&ty¥i kombinace volby baze v R? a R2.
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2 _1 _1
[Vysledek:Prog,]_‘: (1) i _(f);prog/,]_‘:(f 1 8);prog,]_”:( i3 _i);
3 3 3
-1 =1 9
’ogl. 3
prog,]_‘.( 1 %0)] O

17. Pouzijte Gram-Schmidttiv proces k nalezeni ortonormalni baze v podprostoru V' C R?
generovaného vektory (1,—1,0), (2,0,1).

[Vysledek (L —20), (&, L. L) ] 0

18. Pouzijte Gram-Schmidtiiv proces k nalezeni ortonorméalni baze v podprostoru V' C R4
generovaného vektory (1,—1,0,1), (2,0,0,—1), (0,0, 1,0).

[vysledek (L, =220, 1), (Z5, 4.0 0 0,1,0)] O

\/57 7\/5 bl \/127\/2127 bl f2) (

19. Vyjadiete vektor u = (5,2, —2,2) € R* jako soudet dvou vektorti u = v + w, kde
v je linearni kombinaci vektort (2,1,1,—1) a (1,1,3,0) a w je k témto vektorim kolmy.
Pouzijte standardni skalarni soucin.

Visledek: v = (3,1, —1,-2), w = (2,1, —1,4) ] N

20. Najdéte ortogonalni pramét vektoru v = do podprostoru L C R*, generova-

w N O -

ného vektory

|
a" o o§|"
O = O O
§|H o o§|'d

[ Vysledek: V tomto pripadé je v € L, takze primét vektoru v je roven vektoru v. } O

21. Podprostor L C R3? je generovan vektorem a = (1,—2,1). V podprostoru L+ C R?
viech vektorti z R? kolmych na L najdéte ortonorméalni bézi.

[ Vysledek: Ortonormalni bazi v L* tvoi{ napi. vektory (%, %, %) a (_T 0, %) } O

22. Podprostor L C R* je generovan vektory a = (1,1,1,1) a b = (2,1,—1,1). V pod-
prostoru L+ C R* viech vektorti z R* kolmych na L najdéte (ne nutné ortonormalni nebo
ortogonalni) bazi.
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Vysledek: Baze v L je tvofena naptiklad vektory (0,—1,0,1) a (2,-3,1,0). |. O
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3.8 Cviceni M

V nasledujicich cvi¢enich pouzijte Matlab ke zjisténi, zda je dany vektor ¢’ linearni kombi-
naci mnoziny vektort S. Pokud ano, najdéte piislusné koeficienty této linearni kombinace
a vektor v pomoci vektori z S vyjadrete.

1.v=(0,1,1,1), S = {(1,0,0,1),(0,1,1,0), (1,1,1,1)}.

0 1 2 —1
2.9=| 5|, 5= 21,1 =1 ], 8
—2 1 0 -3

10 1 2 2 -1 -3 1
o= (o 1) s={000) (0 2) (0 )}
4.v=1242+4, S={t—-1,t+ 1,2+t +1}.

V nasledujicich cvi¢enich pouzijte Matlab ke zjisténi, zda vektory z mnoziny S tvoii
bazi ve vektorovém prostoru V.

5.5 =1{(1,2,1),(2,1,1),(2,2,1)}, V = R3,

6. S ={2t— 2,12 — 3t + 1,2t — 8t + 4}, V = Py(1).

7.5 =1{(1,1,0,0),(2,1,1,-1),(0,0,1,1),(1,2,1,2)}, V = R*.

8.5 =1{(1,2,1,0),(2,1,3,1),(2,-2,4,2)}, V = (S).

9. 5 ={(1,2,1,0),(2,1,3,1),(2,2,1,2)}, V = (S).

10. S ={(0,1,-1), (1,1, 1)}, V ={(a,b,¢) | a,b,c € R, b+ ¢ = 2a}.

V nasledujicich cvi¢enich pomoci Matlabu urcete slozky vektortu a, b, ¢ v bazi e vek-
torového prostoru V.

1 2 1 8 2 4
11. e = 2 1,1 11],[o0 ca= |4 ], b= 0 |,e=1 3
1 0 2 7 -3 3
12. e = ((1 0,1,1) (1,2,1,3),(0,2,1,1),(0,1,0,0)), a = (4,12,8,14), b = (3,0,0,0),
=(1,1,1

(1() ) (o)) o)) (ot)o=(
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V nésledujicich cvicenich pouzijte Matlab k vypoc¢tu matice pfechodu 7' od béaze e

k bazi f a matice pfechodu S od baze f k béazi e vektorového prostoru V. Ovétte, Ze
TS =ST =1, kde n =dim V.

1 0 1 2 1 1
14. e = L.l ],lo]].f= 1, 2],(1
0 1 1 1 1 2

15. ¢ = ((1,2,3,0),(0,1,2,3),(3,0,1,2), (2,3,0,1)),

e =
f=((1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0), (0,0,0, 1))

16.e=(t — 1, t+ 1,2+ t, 83 —t), f = (12,1 —,2 — 2,3 + t?).

17. Ve vektorovém prostoru V = R? jsou dany t¥i baze

[
[
[
—_
(]
[\V]

2 - 1
g= 1, 2], -2
1 1 1

Pomoci Matlabu sestrojte matici ptechodu T od e k f, matici pfechodu S od f ke g a
matici prechodu U od g k e. Zjistéte, jaké vztahy plati mezi maticemi 7', S, U.

V nésledujicich tlohach najdéte pomoci Matlabu béazi v prostorech ker f a Im f line-
arniho zobrazeni f(z) = A - Z. Urcete dimker f a dimIm f.

1 2 5 5

-3 2 -7
19. A= 2 -1 4
2 =2 6

3 3 -3 1 11
20A=| 4 -4 7 -2 -19
2 2 =3 1 9

V nasledujicich dlohach je dano linearni zobrazeni f : V' — W, baze e prostoru

V' a baze [ prostoru W. Najdéte matici A zobrazeni f, ktera reprezentuje zobrazeni f
vzhledem k témto bazim.
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;,; . 1 1 0
21. V=R W=R2f| [ y :(x+ _35),g: 1, 2], 1
2 y 1 1 —1
1 2
=()(7))
2 (2 (0
2.V =R, W =R, f@) = | 5 | o | ®e- A A
10 2 L 1 2
1 1 0 0
1 1 1 0
L= T I I N O R |
2 0 ~1 0

V néasledujicich tlohach pouzijte proceduru gschmidt systému Matlab k ziskani or-
tonormalniho systému vektort ze zadaného systému vektori S.

1 1 0
23. 9 = 1], o], [1
0 0 1

24. S ={(1,0,1,1),(1,2,1,3),(0,2,1,1),(0,1,0,0)}.

1 2 0
25. Necht W C R* je podprostor prostoru R* s bazi e = (1) , _(1) ) (1)
1 0 1

Najdéte ortogonalni projekci w vektoru v = do W a vzdalenost v od W. Navod:

_= = O O

Vzdélenost v od W je definovana jako |v — w|, tedy jako velikost vektoru @ kolmého k
W a takového, ze v = u + w. Mtzete pouzit procedury Matlabu dot a norm.
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3.9 Kontrolni otazky

1. Uvedte pfesnou definici vektorového prostoru.

2. Mohou mit dvé baze téhoz vektorového prostoru rtzny pocet prvka? Jak je to se
systémy generatort daného vektorového prostoru?

3. Pro dva vektorové podprostory Ly, Lo C V platidim L.y = 2, dim Ly = 3, dim L1+ Lo =
3. Co muzete fici o vztahu L; a Ly? Urcete dim L; N Lo.

4. Je v kontextu predchozi otazky mnozina L, U Ly vektorovy podprostor V7 Jak je to v
obecném pripadé?

5. Uvedte presnou definici linedrniho zobrazeni.

6. Rozhodnéte, zda zobrazeni, které pritadi realnému c¢islu jeho absolutni hodnotu, je
linearni.

7. Rozhodnéte, zda kazdé zobrazeni f : R — R, jehoz grafem je pfimka, je linedrni.
8. Jaké je jadro prostého linearniho zobrazeni?

9. Necht f : R® — R3 je linearni zobrazeni, jehoZ oborem hodnot je cely prostor R3.
Urcete dim ker f.

10. Dokazte, ze ortogonalni projekce vektoru na podprostor je linearni zobrazeni, aniz
byste vyjadrovali ortogonalni projekci pomoci souradnic.
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4 Vlastni hodnoty a vlastni vektory

Vracime se opét k maticim. Vime jiz, Ze linearni zobrazeni je urceno vhodnou matici.
V této kapitole studujeme dilezité charakteristiky linearniho zobrazeni a matice, zvané
vlastni cisla a vlastni vektory. Tyto charakteristiky umozni popsat chovani matic jedno-

dussim zpiisobem.
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Necht A je ¢étvercova matice fadu n. Hledame vektor z € R™ takovy, Ze
Az = \Z,

kde A je vhodné (redlné nebo komplexni) ¢islo. Pak postupné dostéavame

AT — AT =0,
Az — M\, 7 = 0,
(M, — A)z = 0. (4.1)

Rovnice (4.1) se nazyva charakteristicka rovnice pfislusnd matici A. Jde v podstaté
o homogenni soustavu linearnich rovnic vzhledem k neznamym xy, xs, ..., x,, zapsa-
nou maticové. Tato soustava mé netrividlni feseni, pravé kdyz je matice soustavy (4.1)
singularni, coz je pravé tehdy, kdyz je determinant této matice nulovy; tedy

det(A, — A) = 0. (4.2)

Vyraz na levé strané rovnice (4.2) se nazyvéa charakteristicky polynom matice A a jeho
kofeny A1, Ag, ..., A, se nazyvaji charakteristické hodnoty (také vlastni hodnoty,
po piipadé vlastni ¢isla) matice A. Reseni 7 soustavy

NI, —A)z =0

se nazyva charakteristicky, nebo také vlastni vektor matice A. Mnozina vSech vlast-
nich vektorti matice A se nazyva charakteristicky nebo také vlastni podprostor ma-
tice A.

Piiklad 4.1 Nechf

1 2 -1
A=|(1 0 1
4 —4 5
Pak
A—-1 =2 1
det(M3 —A)=| -1 A—=0 —1|=X—-6A2+11A—6.
—4 4 A—5

Za predpokladu, ze charakteristicky polynom maé celociselné kotreny, mtizeme, napiiklad s
pouzitim Hornerova schématu, provést rozklad na kofenové c¢initele

N =6+ 1A —6=(A—1)(A—2)(A-3).

Odtud jiz vyplyva, ze Ay = 1, Ay = 2, A3 = 3.

Nejprve zvolime A = A\; = 1 a feSime rovnice

(1[3 - A)f = O,
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0 —2 1 T 0
-1 1 -1 2 | =1 0 |. (4.3)
-4 4 -4 T3 0
Pomoci Gaussovy eliminace, aplikované na rozsifenou matici soustavy (4.3) dostaneme
0 -2 110 10 310
-1 1 -1 ]0|~[01—=31]0],
-4 4 -4 10 00 010
odkud vyplyva
T + %l’g = 0
To — %1’3 =0
Resenim soustavy (4.3) je tedy vektor
K
2
’

pro libovolné (realné nebo komplexni) ¢islo r. Tedy pro r = 2 je

vlastni vektor matice A prislusny vlastni hodnoté A\; = 1. Zcela analogicky, dosazenim
A = Ay = 2, popripadé A = A3 = 3 dostaneme vlastni vektory

-2 -1
Vg = 1 a U3 = 1
4 4
Mizeme se presveédcit, ze
1 2 -1 -1 -1
A ’l_Jl — 1 0 1 1 = 1 - ’l_Jl,
4 —4 5 2 2
1 2 -1 -2 —4
A ?_)2 = 1 0 1 1 = 2 = 2?)2
4 —4 5 4 ( 8
a
1 2 -1 —1 -3
A= 1 0 1 1] = 3 | =315
4 —4 5 4 12
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Budte A, B ¢tvercové matice fadu n. Rekneme, 7ze A, B jsou podobné, existuje-li
¢tvercova regularni matice P radu n takova, ze

B =P 'AP.

Véta 4.1 Podobné matice maji stejné vlastni hodnoty.

Diikaz. Necht jsou matice A, B podobné. Pak existuje regularni matice P takova, ze
B = P71AP. Spoc¢itame charakteristicky polynom matic A, B. Plati

pa(B) = det(\l,, — B) = det(\,, — P*AP) = det(A\P"'I,P — P"'AP) =
= det[P"Y(\],P — AP)] = det[P"}(\I, — A)P] =
=det P! - det(A\,, — A) -det P = det P~" - det P - det(\,, — A) =
=det(P~'- P)-det(\, — A) = det(1,) - det(\], — A) = det(\, — A) = px(4).

Obé matice maji stejny charakteristicky polynom, tedy stejné jsou i jeho koteny, charak-
teristické hodnoty. U

Poznamenejme, ze opak Véty 4.1 obecné neplati. Mohou existovat matice se stejnymi
vlastnimi hodnotami i vektory, aniz by byly navzajem podobné.

Veéta 4.2 Viastni vektory redlné symetricke matice a komplexni samoadjungovane matice,
které prislusi navzdajem riznym vlastnim hodnotdm, jsou navzdjem ortogondlni vzhledem
ke standardnimu skalarnimu soucinu.

Diikaz. Necht z,7 € C" jsou vlastni vektory samoadjungované matice A = AT*,
prislusné vlastnim hodnotam A\; # X,. Pak plati Az = \Z, Ay = Aoy, odkud také
AT = \iz. Potom

ATy = Mz -
a také
ATy =z (AY) =z (A7) =z (Np)" = haz - §7,
odkud plyne
iz -yt =zATY = oz - g
Tedy
(A —A)-z-9"=0

a protoze A\; # Mg, plyne odtud pro standardni skalarni soucin vektort z, y
Y wyi=z-y =0

Vektory z, y jsou tedy ortogonalni. Protoze je redlnd symetrickd matice zvlastnim pripa-
dem komplexni samoadjungované matice, tvrzeni plati i pro redlnou symetrickou matici.

O
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Véta 4.3 Komplexni samoadjungovand i redlna symetrickd matice maji, véetné nasob-
nosti, pravé n redlnych vlastnich hodnot.

Diikaz. Necht je A samoadjungovani matice. Pak AT* = A. Bud 7 # 0 vlastni vektor
prislusny vlastni hodnoté A € C. Pak

AT = \Z,
coz dava
(A:f)T* _ )\*ﬁ*,
odkud
Q*AT* — )\* *’
a nakonec
Pak ovSem

AT = \-z* - T,

T =Y, z;x; kladné ¢islo, a tedy A* = A. Proto A € R.
O

>~

*

| ¥ I8
*

8l

Il

|8

a vzhledem k tomu, ze z # 0, je

Priklad 4.2 Nechf

0 0 -2
A= 0 -2 0
-2 0 3

Vlastni ¢isla matice A najdeme vypoctem

A 0 2

det(Ms—A)=1]0 A+2 0 |=2A+2)A=3)—4A+2)=A+2)(A(X—=3)—4) =
2 0 A—3

=(A+2) (A2 =32 —4)=A+2)A+1)(\ —4).

Pokud tedy ma byt
det(Al3 — A) =0,
musi byt A = A\ = =2, A = Ay = —1, nebo A = A3 = 4. Postupné tedy resime
(AMil3—A)-Z2=0 pro i=123.

Pro A = A\{ = —2 mame

o O O
S = O
o O O
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Této rozsirené matici a jejimu redukovanému schodovitému tvaru odpovida reseni

0
r

0

)

kde r je libovolné volené ¢islo. Mtizeme napiiklad volit » = 1 a dostaneme

0
’1_11: 1
0
Podobné, pro A = Ay = —1 mame
-10 210 10 -2 10
01 0] O0O|~{01T 01O
20 -4 1] 0 00 010

2
=1 0
1
Nakonec, pro A = A3 = 4 dostavame
4020 103110
06 0] 0)]~[010]0
20110 0001 O
a
-1
U3 = 0
2

Vektory vy, vy, U3 jsou vlastnimi vektory matice A, prislusné vlastnim hodnotam A\; =
—2, Ay = —1, A3 = 4. Miazeme si vSimnout, ze tyto vektory jsou navzajem ortogonalni
vzhledem ke standardnimu skalarnimu souc¢inu. Polozme

2 1

_ 7 _ 7 NG _ 7 G
L= D=2 0|, =B = 0
Jv1] 0 [va 1 Jvsl 2

v v

Pak h = ( by hy hs ) je ortonormélni baze v R® (piipadné v C?) tvofena vlastnimi
vektory matice A. O
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Véta 4.4 Bud A ctvercovd samoadjungovand matice, pripadné symetrickd redlnd matice
radu n. Pak v C", pripadné v R", existuje ortonormdlni bdze, tvorend vlastnimi vektory
matice A.

Dikaz. Vétu dokdzeme pro obecnéjsi piipad komplexniho n-rozmérného prostoru C",
varianta diitkazu s readlnymi ¢isly je analogicka. Také je ziejmé, ze staci ukazat existenci
baze z vlastnich vektord. Vlastni vektory prislusné riznym vlastnim hodnotdm jsou or-
togonalni podle Véty 4.2, v rdmci jednoho vlastniho podprostoru lze pouzit napiiklad
Gram-Schmidttv ortogonalizacni proces.

Nechf A\i, Ag,..., A, od sebe rtizné, podle Véty 4.3 vSak redlné vlastni hodnoty matice
A; Ly, Lo, ..., L, C C" k nim pfislusné vlastni podprostory. Ozna¢me L = Ly + Ly +
-+ + L,, ukdzeme, ze L = C". Budeme postupovat sporem. Predpokladejme naopak, ze
L € C". Pak existuji v C" vektory ortonormalni k L, které tvori ortogonalni doplnék
U = L* podprostoru L v C". Potom plati

C'=Li+Ly+---+L,+U=L+U. (4.4)
Bud z € U vektor. Ukazeme, ze pak Az € U. Protoze Az € C", podle (4.4) existuji
vektory 9, € Ly, o € Lo, ..., 4. € L,, u € U, tak, ze plati
AZ=fj1+p+ -+ + 0. (4.5)
Pak

yAZ=y kbt A G W) =yt Yl byl Y Ty =

(4.6)

protoze pro i # j je Y7y =0 standardni skalarni soucin vektort y;, y;, které jsou podle
Véty 4.2 ortogonalni. Podobné také y,u=0, nebot prostor U je ortogonalnim doplitkem
prostoru L a plati y; € L, u € U. Ale také plati

yiAz = (A7) 2 = (\Nm)" = Nyz =X - 0=0, (4.7)

) 7

Kombinaci (4.6) a (4.7) dostaneme, ze |3|° = Y% = 0 atedy § = 0. Ze vztahu (4.5)
pak vyplyva, ze Az =u € U.

Nyni ukazeme, ze rovnice
Az = Az (4.8)

ma TeSeni v U, coz povede ke sporu s tim, ze L je prostor vSech vlastnich vektorti matice
A. Zvolme v U ortonormalni bazi h = ( hi hy ... M ) a shodné oznac¢me matici
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tvofenou ze sloupcovych vektort této baze. Pro vektor u € U mizeme psat
u=h-u=H-u,
coz je vyjadieni vektoru u v bazi h prostoru U. Protoze je baze h ortonormalni, je nutné
H™H = I.
Uvazujme rovnici
H™AHZ = )2 (4.9)

Matice Q = HT*AH je samoadjungovana (pfesvédcte se o tom !), takZe existuje redlna
vlastni hodnota A € R a sloupcovy vektor Z € CF, které rovnici (4.9) spliiuji. Polozime

Z=H-Z. (4.10)

Odtud mimo jiné plyne, ze z € U jakozto linearni kombinace vektort hy, b, ..., hy € U.
Nyni rozsitime matici H o dalsich n — k sloupcti, navzajem ortonormalnich vektort z Ly,
Lo, ..., L, tak, aby vznikl4 matice H' byla ¢tvercova n-rozmérnd matice. Vzhledem k
ortonormalnosti vektorti, které tvori sloupce matice H plati

HIT* . Hl — I
a jak jsme ukazali v poznamce za Vétou 1.15, také plati
H -H™ =1,.

Tedy matice H', H'™* jsou vzijemné inverzni. Nyni vyjadiime vektor z pomoci matice
H'. Vezméme vektor Z a rozsifme ho o dodateénych n — k slozek, které jsou rovny nule
tak, aby vznikl n-rozmérny vektor Z. Plati tedy

Z
Z

Q>
I
Ead

a pak
P=H % (4.11)
Z (4.10) a (4.11) plyne H'Z = HZ, takZe dosazenim do (4.9) dostavame

H™AH'2 = )3, (4.12)
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Matice H™ ma oproti H"* navic n — k fadka. Tyto fadky jsou tvaru h}, kde j € {n —
k+1,n—k+2,...,n}, piicemz h; € L;;, kde i; € {1,2,...7} je vhodné ¢islo. Piitom
h*

’L]'_j7

BSA = (Ahy)™ = (Aihy)™ = A
a tedy
h5AZ =\ hiz =0,

nebot Ej, z patii do navzajem ortogonalnich prostorii, po fadé L, U. Pak ovSem (4.12)
lze rozsitit na

H™AH'2 = \2. (4.13)
KdyZ vynasobime (4.13) z leva matici H’, dostaneme
AH'z = \H'Z,
odkud, s pomoci (4.11), plyne
Az = A\Z.

Tedy z je vlastni vektor matice A, prislusejici hodnoté A, ktery nepatii do zadného z
vlastnich podprostort Ly, Ls,... L,, coz je spor. O

Béhem ditkazu jsme se setkali s matici H’, k niZ inverzni matici bylo mozné ziskat velmi
snadno, pouhym transponovanim a ndhradou vsech prvkia matice komplexné sdruzenymi
¢isly. Takova matice se nazyva unitarni. Pokud pracujeme s realnymi maticemi, operace
komplexniho sdruzeni nema na matici vliv. V takovém pripadé rikame, Ze je dana matice
matici ortogonalni.

Véta 4.5 Necht A je samoadjungovand matice, pripadné redlnd symetrickd matice fddu
n. Pak existuje unitdrni, pripadné ortogondlni matice H takovd, e D = H'AH je
diagondlni matice, kterd v diagondle obsahuje vlastni ¢isla matice A.

Dikaz. Podle Véty 4.4 existuje v C", pripadné R", baze z vlastnich vektori. Vek-
tory prislusné riznym vlastnim hodnotam jsou v pripadé samoadjungované komplexni
matice nebo realné symetrické matice automaticky ortogonalni podle Véty 4.2, v ramci
jednoho daného vlastniho podprostoru najdeme navzajem ortogonalni generatory Gram-
Schmidtovym ortogonaliza¢nim procesem. Nalezené vektory podélime jejich normou, ¢imz
dostaneme tedy celkem n navzajem ortogonalnich a jednotkovych vlastnich vektort, tj.
ortonormalni bazi, feknéme hy, ho, ..., h,. Témto vektortim odpovidaji vlastni hodnoty
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(z nichZ nékteré mohou byt stejné) Aj, Mg, ..., A,. Sloupcové zapsané vektory sefadime
do matice
H=(Mh h ... b, )
Pak plati
A-H=(An Ahy ... Ahy )= (Ml Xohy ... MNhy, )=
A0 0 A0 0
(kR ) 0 X\ 0 _ (?)\2 0
0 0 )\,; 0 0 An
Tedy
A0 0
HlAH — 0 )\2‘ 0
00 .. A
0

Piiklad 4.3 UvaZzujme matici

0 0 -2
A= 0 -2 0
-2 0 3
Jejl normované a ortogonalni vlastni vektory, prislusné vlastnim ¢islim Ay = —2, Ay = —1,
A3 = 4 jsou po tadé
2 1
_ 0 . v . s
hh=111], h= 0], hs= 01,
0 L 2
V5 V5

nebot tak jsme je uréili v Pfikladé 4.2. Pak

2 _ 1

NG

H=11 0 0

0 L 2

VG

a také

01 0
_ 2 1
HY=H'=| 5 0 &
-1 90 Z
V5 NG
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4.1 Klicové myslenky kapitoly

e Vlastni hodnoty matice ziskdme reSenim tzv. charakteristické rovnice.
e Vlastni vektory matice ziskame reSenim jisté homogenni soustavy linedrnich rovnic.
e Symetrickd nebo samoadjungovana matice ma vSechny vlastni hodnoty realné.

e 7 vlastnich vektori symetrické nebo samoadjungované matice fadu n lze vytvorit
bazi v R".

e Pokud lze z vlastnich vektorti ¢tvercové matice vytvorit bazi, lze tuto matici prevést
podobnostni transformaci na diagonalni tvar.

e Vlastni vektory symetrické nebo samoadjungované matice prislusné rtiznym vlast-
nim hodnotam jsou navzajem ortogonalni.

e Symetrickou nebo samoadjungovanou matici lze pfevést podobnostni transformaci
na diagonalni tvar pomoci ortogonalni matice.
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4.2 Cviceni N

1. K dané matici najdéte vlastni hodnoty a vlastni vektory:
1 -1
A= ( Lol ) .
, _ 1 _ 1
Vysledek:A1:2,>\2:3,vlz(_1),v2:<_2)]. N

2. K dané matici najdéte vlastni hodnoty a vlastni vektory:

1 0 0
A= -1 3 0
3 2 =2
6 0 0
Vysledek: )\1 = 1, )\2 = 3, )\3 = —2, v = 3 s Uy = 5 s U3 = 0 O
8 2 1

3. K dané matici najdéte vlastni hodnoty a vlastni vektory:

2 23
A=[1 21
2 —2 1
1 2 8
Visledek: Ay = =1, Ay =2 As =4, 5= | 0 |, o= =3 |, 5= [ 5 ] N
-1 2 2

4. K dané matici najdéte vlastni hodnoty a vlastni vektory:

o OO =
(a]

S W W w

N W N
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1 1 9
, 0 -1 3
Vysledek: )\1 = 1, )\2 = —1, )\3 = 3, )\4 = —2, V1 = 0 , Uy = 0 , U3 = 4 >
0 0 0
29
7
Vg4 = 9 :| . O
-3
1 2 3
5. K dané matici A= | 0 1 0 | najdéte matici P takovou, ze D = P~'AP je diago-
2 1 2
nalni matice.
1 -3 1
Visledek: P= [ 0 0 —6 ] 0
1 2 4
3 -2 1
6. K dané matici A = [ 0 2 0 | najdéte matici P takovou, ze D = P7'AP je
0 00
diagonalni matice.
1 2 1
Visledek: P=[ 0 1 0 } 0
00 -3

7. K dané matici A = ( ; g ) najdéte ortogonalni matici @) takovou, ze D = Q1AQ

je diagonalni matice.

Vysledek: @ = ( 0

|
shsh-
shsl-
SN—

8. K dané matici A = najdéte ortogonalni matici ) takovou, Ze D = Q1 AQ

o O O
NN O
NN O

je diagonalni matice.

1
Vysledek: Q = [ 0 —
0

§|H§|“ o
§|H§|H o
|
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0 -1 -1
9. K dané matici A= | —1 0 —1 | najdéte ortogonalni matici () takovou, ze D =
-1 -1 0

Q7 1AQ je diagonalni matice.

Vysledek: () =

SHSIFS

o H“ﬂ“

SIeE-S-
O

10. Najdéte baze v podprostorech vlastnich vektort, prislusnych vlastnim hodnotam ma-
tice

0 01
A=10 2 0
0 0 2
1 1 0
Vysledek: \; =0, e; = 0 Ay =2, 5= 01,1 1 . Baze v podpro-
0 2 0

storu vlastnich vektorti neni urcena jednoznacné, tedy i jiné feSeni muze byt spravné. }

O
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4.3 Cviceni M
Ptikaz eig v Matlabu vytvori vlastni hodnoty a mnozinu ortonormalnich vlastnich vektort
symetrické matice A. Tento prikaz pouzijte ve tvaru

[V, D] = eig(A).

Matice V' bude obsahovat ortonorméalni vlastni vektory matice A a D bude diagonélni
matice, v jejiz diagonale budou odpovidajici vlastni hodnoty.

V prikladech 1 az 3 pouzijte eig k nalezeni vlastnich hodnot matice A a ortogonalni
matice Q takové, ze QT AQ je diagonalni matice.

1.
6 6
1=(5 o)
2.
1 2 2
A=\ 2 1 2
2 21
3.
410
A= 1 4 1
01 4

Piikaz eig mize byt aplikovan na jakoukoli ¢tvercovou matici A, ale matice V' vlastnich
vektorti nemusi byt ortogonalni. V nasledujicich cvicenich 4 az 7 rozhodnéte, jestli V' je
ortogonalni. Pokud neni, rozhodnéte, zda miize byt pro konkrétni zadanou matici A matice
V' nahrazena ortogonalni matici.

4.
1 2
()

5.
21 2
A=\ 2 2 =2
31 1
6.
1 -3
=5 2)
7.
1 00
A= 011
011
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4.4 Kontrolni otazky

1. Definujte pojem vlastni hodnoty a vlastniho vektoru.

2. O ¢tvercové matici A vite pouze, Ze je singularni. Uvedte aspori jednu jeji vlastni
hodnotu.

3. Uvedte priklad matice, kterd méa realné vlastni hodnoty, ale neni symetricka.

4. Uvedte priklad regularni matice fadu 3, kterd ma pouze jedinou vlastni hodnotu, které
vsak prislusi tii nezavislé vlastni vektory.

5. Ukazte, ze kazda ortogonalni matice ma determinant, jehoz absolutni hodnota je 1.

6. Uvedte pfiklad ortogonalni matice fadu 3, jejiz determinant je —1.
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5 Kvadratické formy

V této kapitole aplikujeme nase ziskané poznatky o maticich na studium kvadratickych
forem. Kvadratické formy jsou diilezitym nastrojem popisu chovani nékterych fyzikalnich
velicin a slouzi také k vyjadieni jistych dvourozmérnych ploch ve tiirozmérném prostoru.
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Kvadraticka forma radu n je zobrazeni K : R — R, které vektoru x € R" pritadi ¢islo
K(z) podle predpisu

K(z) = alle + agex® + -+ annxi + 2019219 + -+ -+ 201,01 + -+ 2001 0T 1T

Tento defini¢ni vztah je mozné psat maticove

K(z) = zAz,
kde
a1 Q12 ... Qi
A Q12 Q22 ... Q2q
A1p A2 ... QApp

je realna symetricka matice.

Priklad 5.1 Je dana kvadratickd forma K(z) = zy29 + 2125 + x2x3. Nasim tkolem je
urcit, jakou plochu tvoii mnozina bodii v R3, které vyhovuji rovnici K(z) = 4.

Maticové vyjadiime kvadratickou formu vztahem

11
O 3 3 I
1 1
’C(.T):(l’l i) ZL’3) 5 0 ) i)
1 1
5 3 0 ZT3
Zménou baze muzeme prevést matici
11
) 7%
Tl
3 3 U

na diagonalni tvar. Tento tvar bude forma K(z) mit v ortonormalni bazi, tvofené vlastnimi
vektory matice A. Diagonalni tvar matice A ovSem miizeme zjistit i bez toho, abychom
pocitali konkrétni vlastni vektory. Staci znat vlastni ¢isla. Resime rovnici

by 1
2
det(\[3—A)=| -2+ X —
-
Po tpravé mame
4N -3\ —1=0,
odkud plyne \{ =1, Ay = A3 = —%. V novych soufadnicich bude mit forma K(x) tvar

K(z) = 2'D7’, (5.1)
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kde

D=

oo
|

0
0
1
2

oN= O

Mizeme si polozit prirozenou otazku, na ¢em zavisi poradi vlastnich hodnot v diagonalni
matici D. Odpovéd je takovd, ze poradi uréi to, v jakém poradi jsou fazeny prislusné
vlastni vektory do transformac¢ni matice H, kterda danou matici A na diagondlni tvar
prevadi vztahem D = H 'AH. Tedy dand matice A mé vice diagonalnich tvart, které
se lisi pofadim svych (diagonélnich) prvka. Ale vratme se k nasi kvadratické formé. Z
maticového vyjadieni (5.1) ziskdme roznasobenim

1 , 1

K(z) =2} — 372 — 5:1752

Nyni se zamé&Fime na to, jaky typ plochy v R3 vytvoii mnoZina vsech feseni rovnice

K(z) = 4,
tedy
1 1
z'? 5:1:'22 - 5:1752 =4
Upravou dostaneme
o2 xR af )
4 8 8 ’
odkud
z? T T

2 @2vDr (v >
Vztah (5.2) je tzv. kanonicky tvar kvadratické plochy a ze stfedni Skoly bychom méli
jiz znat prislusnou klasifikaci. Pokud si stale nejsme jisti, pfevedeme jednu ze soufadnic
na druhou stranu, kde ji povazujeme za konstantni. Tim vlastné provedeme fez dané
kvadratické plochy rovinou rovnobéznou s jednou ze tii souradnicovych rovin. Problém
se prevadi na klasifikaci ktivek, které vzniknou pfislusnym fezem, a s tim bychom si
uz méli poradit, pokud si nepamatujeme prislusné kanonické tvary kvadratickych ploch.
Prevedeme-li napriklad soufadnici x} vpravo, dostaneme po Gpravé

/2 /2 2
) ) Iy

+ =——1
(2v2)2  (2v2)? 4
Odtud je jiz vidét, Zze na fezu dostavame kruznice, pokud je |z}| > 1. Pro |z}| < 1
nema rovnice feseni, plocha tedy bude dvoudilna, rotacné symetricka, osou rotace bude
soufadnicova osa 7. Provedeme-li podobnou tpravu se soufadnici x5, dostaneme

2 (22 8
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a na fezu tedy vznikd hyperbola. Analogicky, hyperbolu dostaneme i ve tfetim fezu s
pevnou soufadnici x%. Plocha je tedy dvoudilny rotac¢ni hyperboloid.
O

Na kvadratické formé z Prikladu 5.1 si mizeme vSimnout, ze dosazenim rtznych hod-
not vektoru x muze byt hodnota K(x) kladna, nulova nebo zaporna. Také si mtzeme vSim-
nout toho, ze vysledna hodnota zavisi, kromé zvolené hodnoty x, také na formé samotné;
v podstaté na vlastnich ¢islech jeji matice. Tomuto jevu se souhrnné tikéd definitnost
kvadratickych forem. Tento pojem dale upresnime, jedna se o diilezitou charakteristiku
kvadratickych forem a protoze jsou tyto formy reprezentovany zpravidla realnymi symet-
rickymi maticemi, i o charakteristiku téchto matic.

Bud K(z) = 2AZ kvadraticka forma na R". Rekneme, Ze je K(z)
(i) pozitivné definitni, jestlize K(z) > 0 pro vSechna x € R™, x # o,

(ii) pozitivné semidefinitni, jestlize K(z) > 0 pro vSechna x € R", pfidem? exis-
tuje x € R", x # o, ze K(z) = 0.

(iii) negativné definitni, jestlize IC(z) < 0 pro vSechna = € R™, x # o,

(iv) negativné semidefinitni, jestlize K(z) < 0 pro v8echna x € R"™, pfi¢emz
existuje x € R™, x # o, 7e K(z) = 0.

(v) indefinitni jinak, tj. ve vSech ostatnich ptipadech.

Bud A matice fadu n. Necht B je matice, vznikla z matice A odstranénim n — k radku
a stejného poctu sloupct, 1 < k < n. Pak det B se nazyvd minor matice A fadu k.
Minor det B se nazyva hlavni, jsou-li diagonéalni prvky matice B zaroven diagonéalnimi
prvky matice A. Hlavni minor se nazyva rohovy, je-li matice B tvofena prvnimi k fadky
a prvnimi k sloupci matice A.

Véta 5.1 Kvadratickd forma K(z) = zAZ na R" je

(i) pozitivné definitni, prave kdyz jsou vsechny rohové hlavni minory matice A kladné,
coZ nastavad prave tehdy, kdyz jsou vSechna vlastni ¢isla matice A kladnd,

(i) pozitivné semidefinitni, pravé kdyz jsou vsechny hlavni (nikoli pouze rohové) minory
matice A nezaporn€, coz nastdvd prave tehdy, kdyz jsou vsechna vlastni ¢isla matice
A nezapornd;

(i) negativné definitni, prdvé kdyz jsou vSechny rohové hlavni minory matice A nenu-
love, stridavych znamének, pricemz a;; < 0, coZ nastavd pravé tehdy, kdyZ jsou
vsechna vlastni c¢isla matice A zapornd;
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(iv) negativné semidefinitni, pravé kdyz jsou hlavni (nikoli pouze rohové) minory lichého
radu nekladné a sudého radu nezdporné, coZ nastava prave tehdy, kdyz jsou vsechna
vlastni cisla matice A nekladnad.

Diikaz. Dikaz vyplyva pfimo z moznosti vyjadiit kvadratickou formu K(x) v diago-
nalnim tvaru

MO0 ... 0 x)
0 X ... O x!
Ka)=(a) o ... )| . 7 . 2
0 0 ... M\, x,
O
Priklad 5.2 Je ddna kvadratickd forma
K(z) = 622 — 62179 — 27103 + bas + 3.
Jeji matice je
6 -3 —1
A= -3 5 0
—1 0 1
Pak
6 3 6 -3 —1
a1 =6 >0, =21>0, -3 5 0|=detA=30—5—-9=16>0.
-390 -1 0 1

Rohové hlavni minory matice A jsou tedy kladné, z ¢ehoz plyne, ze forma IC(z) je pozitivné
definitni.

O
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5.1 Klicové myslenky kapitoly
e Kvadratickou formu K(Z) lze vyjadiit pomoci bilinedrniho zobrazeni se symetrickou
matici, jehoz prvni i druhy argument je stejny vektor .
e Ve vhodnych souradnicich ma matice kvadratické formy diagonalni tvar.
e Definitnost kvadratické formy je urcena jejimi vlastnimi hodnotami.

e Aniz bychom museli pfevadét kvadratickou formu na diagonalni tvar a zjistovat jeji
vlastni hodnoty, mtizeme definitnost kvadratické formy zjistit podle znamének jejich
hlavnich minor.
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5.2 Cvicéeni NM

Kde je to mozné a vhodné, pouzijte ke kontrole vypoc¢tu MATLAB nebo jiny matematicky
software.

1. Najdéte matici kvadratické formy K(z) = —32% + bxzo — 223.

| Visledek: A = ( _g’ _% ) B 0

2. Najdéte matici kvadratické formy K(z) = 222 + 3z129 — 5123 + TTom3.

3 5
2 5 =3
| Visledek: A= {20 %] | O
_5 I 0
2 2

3. Najdéte matici kvadratické formy K(x) = 322 + 2129 — 22103 + 13 — 4daoxs + 423,

3 3 -1
Vysledek: A = s 1 =2 . O
-1 -2 -2

4. Rozhodnéte o definitnosti kvadratické formy s matici A = ( ; Z )

[ Vysledek: pozitivné definitni } . [

5. Rozhodnéte o definitnosti kvadratické formy s matici A = ( _; _? )

[ Vsledek: indefinitni } . 0

6. Rozhodnéte o definitnosti kvadratické formy s matici A = ( :1 _51)) )

[ Vysledek: negativné definitni ] O

7. Rozhodnéte o definitnosti kvadratické formy K(z) = —62?2 — 6x129 + 27123 — Hs —
I% + 41’21’3.

[ Vysledek: negativné definitni ] 0

8. Rozhodnéte o definitnosti kvadratické formy K(x) = 527 + 423 + 622 — 10223 + 4wo73.
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[ Vysledek: pozitivné semidefinitni |. O

9. Kvadratickou formu K(z) = 27 + 23 + 23 + 22,22 prevedte (ortogonalni transformaci
soufadnic) na diagonalni tvar a urcete jeji definitnost.

[ Vysledek: K(x) = 2 + 227, pozitivné semidefinitni ] O

10. Kvadratickou formu K(z) = 227 + 223 + 223 + 22129 + 22123 + 22925 prevedte (orto-
gonalni transformaci soufadnic) na diagonélni tvar a urcete jeji definitnost.

[ Vysledek: K(x) = 7 + ¥ + 42, pozitivné definitni ] : O

11. Urcete typ kvadratické plochy v R? dané rovnici

22 4 2% + 222 4 2yz = 1.

Vysledek: elipsoid ] . O

12*. Urdete typ kvadratické plochy v R?® dané rovnici
22% + 2% + 42% — 4oy — 8xz — Syz + 8z = 15.

Névod: Pouzijte nejprve linearni transformaci soufadnic (vhodnou substituci), pomoci niz
eliminujete linearni ¢len 8.

Vysledek: jednodilny hyperboloid |. 0
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5.3 Kontrolni otazky

1. Uvedte pfesnou definici kvadratické formy.

2. Kvadraticka forma X ma matici s vlastnimi hodnotami \; = 2, \y = =3, \3 = 1.
Urcete jeji definitnost.

3. Je mozné, aby matice kvadratické formy méla vlastni ¢islo A = —i? Odpovéd zdtvod-
néte.

4. Rozhodnéte, zda zobrazeni, které pfifadi vektoru & hodnotu skalarniho sou¢inu o(Z, %),
je kvadratickd forma. Pokud ano, jakou ma definitnost? Zalezi odpovéd na piedchozi
otazku na tom, jakou mé dany skalarni souc¢in Gramovu matici?
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6 Tenzory na realném vektorovém prostoru

Zobecnénim linearnich vztahi mezi velicinami jsou vztahy multilinearni. Nastrojem vhod-
nym k popisu takovych vztahii jsou tenzory. Se specialnimi pripady tenzori jsme se jiz
setkali v predchozich kapitolach.
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Tenzor je realnéd funkce nékolika vektorovych argumenti, ktera méa urcité specialni vlast-
nosti. Prikladem tenzoru je naptiklad skalarni soucin, ktery dvojici vektort priradi realné
¢islo. Jinym ptikladem tenzoru je determinant ¢tvercové matice, ktery opét nékolika vek-
tortim, které tvori sloupce dané matice, priradi realné cislo.

V této kapitole budeme oznacovat V = R™. Zobrazeni ¢ : V¥ — R se nazyva k-linearni
nebo také k-tenzor na V, jestlize je linearni v kazdém ze svych k vektorovych argument
pii libovolnych, avSak pevnych hodnotéach zbyvajicich k—1 argumentti. Specialn€, 1-tenzor
se nazyva linearni formou na V. Podobné, 2-tenzor se nazyva bilinearni formou na
V. Mnozinu vsech k-tenzorti na vektorovém prostoru V budeme znacit TV . Mtzeme si
vSimnout, Ze tato mnozina ma strukturu realného vektorového prostoru. Skutecné, pro
libovolné dva tenzory ¢, € T*V a &islo ¢ € R polozme

(o + ) (v1,v9, ... v) = @(v1, V2, ..., Uk) + PV (V1, Ve, . .., VL)

(C ' SO)(/UD Vg, ... 7Uk) =C- QO(/Ul, Vo, ... ,’Uk).
Snadno se provet, ze (T*V, +, ) je vektorovy prostor nad R.

Pokusme se zjistit, jak bude tenzor reprezentovan v pripadeé, ze jeho vektorové argumenty
vyjadiime v bazi. Necht vy, vq,..., v, € V jsou vektory, e = ( €1 € ... € ) baze ve
V. Kazdy vektor v; lze vyjadrit jako linearni kombinaci vektortu baze, tedy

kde jsme tmyslné vynechali suma¢ni symbol ) ., nebot pouzivame v tenzorovém poctu
béznou tzv. Einsteinovu sumacni symboliku. V této symbolice nebudeme vypisovat symbol
sumy a budeme automaticky predpokladat, ze opakovani indexu znamené soucet pres
vsechny jeho hodnoty. Je zfejmé, zZe scitaci index muize byt v pribéhu vypoctu libovolné
prejmenovan, zatimco u volnych indexi se musime drzet ptivodniho oznaceni.

Z linearity v kazdé slozce dostaneme

_ J1 J2 Jk _J1, 02 Jk
90(711,7)2’ . ~>Uk) - 90(7]1 €1, V3 Cjpy - - -, Uy, ejk) =V vy ...y Qp(ejvejz?""ejk)

a oznacime-li

Pirjo-de — Sp(ejﬂ €jay - s 6jk)7
miizeme psat
_,J1, 02 Jk
Qp(vla Vo, ... 7/Uk) =01 Vy ... U Phrjga.. gy

O k-rozmérném poli ¢isel ¢j, ;, ;, pak fikdme, Ze reprezentuje tenzor ¢ v bazi e. Vskutku,
tato ¢isla nezavisi na volbé vektort vy, vs,..., vp a naopak zavisi pouze na zvoleném
tenzoru ¢ a zvolené bazi e.
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Piiklad 6.1 Tenzor ¢ € T?R3 je d4n matici

2
1
1

N O =

1
(pij) = 3
—1

kterd jej reprezentuje v standardni bazi na R®. Uréime hodnotu ¢(u,v) kde vektory u, v
jsou dany slozkami

(wh=1{0 a (V)= 0
1 —1

opét ve standardni bazi. Plati
o(u,v) = Uivj%'j,

takze s¢itaci index pro slozky vektoru u bude fadkovy index matice (y;;), s¢itaci index
pro slozky vektoru v bude tedy druhy z indexti, tedy j. Pak

1 -1 2 1
eu,v) =u-(py)-v=(10 1)- 3 01 0| =-3
-1 21 —1

6.1 Dualni prostor

Jak jiz bylo feceno, linearni formy, nebo-li 1-tenzory tvori jednoduchy, ale vyznamny
piiklad k-tenzort a proto stoji za zvlast peclivé prozkouméni. Necht vektor v € V' mé
vyjadieni v bazi e dané vztahem

v="1'e. (6.1)
Zvolme index i pevné a uvazujme o zobrazeni ¢’ : V — R, daném vztahem
e'(v) = v;.
Snadno se ovéti, 7ze zobrazeni e’ je linedrni forma (provedte jako cvideni) a také, Ze plati
; ; lproi=y
e'(ej) =6; =
] . .
0 pro i # j.
Je-li w: V — R libovolna linearni forma, mtizeme, na zakladé jeji linearity, psat

w(v) = wv'e) = v'w(e;) = w(e;)e' (v) = wie' (v), (6.2)
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pficemz jsme oznacili w; = w(e;). Odtud plyne

w = w;e'. (6.3)
Vidime tedy, Ze jsme vyjadfili formu w jako linedrni kombinaci forem el, e€2,..., €™ s
koeficienty w; = w(e;). Snadno se provéii, Ze jsou formy e!, e?.... ) €™ linedrné nezavislé.
Vskutku, necht

a;e' = 0. (6.4)

Pak
0 =(e')(e;) = aie'(e;) = a0} = ;.

Koeficienty v linedrni kombinaci (6.4) jsou nutné nulové, coz znamend, ze formy e*, e?,. ..,

e™ jsou linedrné nezavislé. Oznac¢me TV = V*: z pfedchozich ivah mame
dim V* =m.

Prostor V* linearnich forem na V ma tedy dimenzi m. Nazyva se dualni vektorovy
prostor k V.

Piiklad 6.2 Necht V' = R3. Standardni baze ve V je tedy tvofena vektory

1 0 0
er=1| 0], ee=|11], es=1]0
0 0 1

Libovolny vektor v € V' se vyjadii jako linearni kombinace baze ve tvaru
U:§'2_)2<61 €y €3 )1_}:]3?_):1_}

a je tedy roven sloupcovému vektoru svych vlastnich slozek. Linearni forma, jakozto kazdé
linedrni zobrazeni musi byt reprezentovatelna jistou matici, jak jsme zjistili v Kapitole 3,
odstavci 3.3. Aby vysledkem aplikace formy na vektor bylo jedno realné ¢islo, musi byt
tato matice jednoradkova. Linearni formy jsou tedy reprezentovany radkovymi vektory,
mezi nimiz zvlastnim pripadem jsou formy

e'=(100), ¢€=(010), &=(00 1),

které tvori tzv. dualni bazi v prostoru linearnich forem V*. Ptitom aplikace formy na
vektor spociva v maticovém nasobeni. Mtzeme si vS§imnout, ze skutecné plati

e'(ej) =€ -e; =0,

kde tecka v prostfednim vyrazu zde znamena maticové nasobeni.
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Pokud si déale vSimneme, jak se linearni forma aplikuje na vektor a jakou roli v tom hraji
slozky, vidime, ze plati

w(v) = wiv', (6.5)

coz velmi neodbytné pripomina standardni skalarni souc¢in dvou realnych m-rozmérnych
vektort. Abychom v8ak mohli vztah (6.5) povazovat za skalarni soucin, musime pracovat
s obéma vektory ze stejného vektorového prostoru, tedy bud se ,zékladnimi” vektory z
V', nebo s ,odvozenymi” formami z V*. Potfebujeme tedy kanonické, bijektivni a linedrni
zobrazeni h : V* — V, které z linearni formy z V* vyrobi vhodnym zptsobem vektor z V'
(popiipadé zobrazeni, které vede pfesné obracené a je k h inverzni). Plati

h(w) = h(wie') = wih(e') = wh? (e')e;, (6.6)

coz je zatim pouze obecné vyjadreni linearniho zobrazeni h : V* — V v prislusnych bazich.
Konkrétni kanonické zobrazeni h dostaneme tim, jak predepiseme chovani i na bazickych
vektorech z V*. Abychom dosahli pozadovaného cile a mohli diky zobrazeni h pracovat s
linedrnimi formami, jako by to byly prvky ,zakladniho” prostoru V', predepiseme h tim
nejjednodussim moznym zpiisobem, totiz

h(e") = e;.
Pak
e; = h(e') = h(e')e;,
odkud
B (e") = 6.
Vztah (6.6) pak ma tvar
h(w) = w;07e; (6.7)

a zaroven plati
— Iy
h(w) = we;.
Protoze je vyjadieni vektoru v bazi jednoznacné, mame
w! = w;0Y. (6.8)

Ve vztazich (6.7) a (6.8) je pochopitelné w; = w’, funkce Kroneckerova delta 6% je pouze a
¢isté formalni — slouzi pouze k ,, zvednuti” indexu. Zobrazeni h : V* — V funguje prosté
a jednoduse tak, ze vezme slozky linearni formy, vyjadiené jako linearni kombinace béaze
tvorené formami e!, €2,..., €™ a pouzije je jako koeficienty linedrni kombinace bézickych

vektort ey, es,..., €, v ,, zadkladnim” prostoru V. Tim urcité formé
w=we +we’+ - +wyemeV*

odpovida vektor
h(w) = wieg +waes + -+ + wpey, € V.
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Piiklad 6.3 V kontextu Prikladu 6.2 spociva zobrazeni h v operaci transponovani line-
arni formy, reprezentované radkovym vektorem, na vektor sloupcovy. Naptiklad,

2

a((2 -1 3))=| 1

3

Situace se ponékud zméni, jestlize prejdeme ve V' k jiné bazi, tvofené vektory e, €5,. ..,
el.. Mezi obéma bazemi existuji transformacni vztahy, vyjadfené matici pfechodu. V této
kapitole pouzivané Einsteinové sumacni symbolice maji tyto transformacni vztahy tvar

Y
e; = tle;. (6.9)
Vektor v € V' vyjadiime v ,,¢arkované” bazi pomoci vztahu
11 1iyJ
t;

v=uv'e =V tej,

coZ srovnanim s (6.1) da
v =o't (6.10)
Pomoci stejného vztahu se transformuji i slozky w’ vektoru h(w) € V; i tento vektor

bychom mohli vyjadfit pomoci ,édrkovanych” slozek w' v | ¢drkované” bézi e}. Mezi sloz-
kami tedy plati transformacni vztah

Wl = W't (6.11)

Nyni do (6.5) vlozme ,navic” Kroneckerovo delta a postupné dosadme z (6.8), (6.10) a
(6.11).

w(v) = W' = WitV = W = W™ (6.12)

Zaméime se na rovnost poslednich dvou vyrazi v (6.12), a zapomenme na chvili na prostor
linearnich forem a na cestu, po niz jsme k témto vyraztim dospéli. Clen

w!v?

predstavuje z hlediska prostoru V' standardni skalarni souc¢in dvou vektort, jejichz slozky
v ortonormalni bazi jsou w’ a v*. Jemu je roven vyraz

w”tftiv’k,
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ktery piedstavuje tentyz skaldrni soucin dvou stejnych vektort, jejichZ slozky w’ a v jsou
nyni vyjadieny vzhledem k jiné, ne nutné ortonormalni bazi ve V. Povsimnéme si jesté
vyrazu

_ 4J4J
gik = t;ty,.
Matice
G = (9ix)
je Gramovou matici standardniho skaldrniho soucinu ve V' vzhledem k ,¢arkované” bazi
tvofené vektory €}, €,,..., el . Poznamenejme, ze teoreti¢ti fyzikové tomuto skaldrnimu

soucinu, ktery je podle definice symetrickym 2-tenzorem, fikaji metricky tenzor. Z toho,
co jiz vime o skalarnim sou¢inu mizeme vyvodit, Ze ¢islo g;; (pro pevné indexy i, j) je
rovno skaldrnimu soucinu vektort e; a €}. V ve specialnim pfipadé ortonormalni béze je
pak matice GG jednotkova a plati g;; = ;.

Vztah (6.12) mtzeme pomoci metrického tenzoru prepsat na

w(v) = w'g;v". (6.13)

Priklad 6.4 Budeme pokracovat v Piikladé 6.2 a 6.3. Necht

1 0 -1
eg= 11, e=| -11], e= 0
0 1 1

Mezi bazemi e a e’ ve V je vztah
ﬁ/ =€~ Ta

a protoze sloupce baze e tvori jednotkovou matici, matice prechodu je

1 0 -1
T=|(1 -1 0],

0 1 1

matice k ni inverzni je

1 11
a IR
S=T"=| 3 —3 3
1 1 1
T2 2 2

Duélni baze k bazi €’ je tvorena Ffadky matice S, tedy
n_ (11 1 2_ (1 _1 1 B_(_1 1
'=(3 3 3) =(3 -3 3), £=(-3 3

Pritom plati

[N
~—
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1 n
a tedy S je i matici pfechodu od duélni baze € = | e* | k dudlni bazi & = | ¢
3 3

Pro slozky vektoru v € V' plati

v="T-7,

<

takze, je-li w linearni forma reprezentovana radkovym vektorem w vzhledem k bazi e, je
wv)=w-1=w-T- -7,
takze

Ww=w-T

je fadkovy vektor, ktery reprezentuje formu w vzhledem k bézi e’. Konkrétné, je-li napii-
klad
w=(2 -1 3),

je také
w=(2 -1 3)
1 0 -1
w=(2-13)(1 -1 0]=(141),
0 1 1
a tedy

wv)=(1 4 1)7.

Muzeme si také vS§imnout, ze w’ jsou slozky formy w v dudlni bazi e prostoru V*. Plati
totiz
! =/

w=w-e=w-T-S-e=w-¢e,

a pro konkrétni vyse uvedenou formu w pak

w= (14 1) e? | =¢"+4€”+".
6/3

Standardni skaldrni soucin, ktery ma ve standardni bazi e prostoru V' jednotkovou Gra-
movu matici a tedy vyjadieni

o(u,v) =u"v"'=u-0,
ma vyjadieni v ,Carkované” bazi

otu,v) =o' -TT-T -
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a tedy jeho Gramova matice v této bazi je

2 -1 -1
G=T"T=|( -1 2 1
-1 1 2
Jak jsme jiz ukazali v Prikladé 6.3, je
2
hw)=w''=o=| -1
3

Tento sloupcovy vektor mizeme vyjadrit v ,,Carkované” bazi
h(w) = ¢’ - I (w),

kde
2 2
-1 1= 3
3 0

K(w)=T" hw)=

DD [N | =
NN [N [~

DD [N [~

Pak miizeme vyjadfit aplikaci formy w na vektor v pomoci skaldarniho souc¢inu (nebo-li
metrického tenzoru)v prostoru V' vzhledem k ,¢arkované” bazi. Vysledek musi byt tentyz,
jako jsme spocitali vySe. A vskutku,

) 2 -1 -1
w(v) = o(h(w),v) = (K(w))"G'=(2 3 0) —1 f ; v=(14 1)v.

Jesté bychom mohli spocitat hodnotu formy w na néjakém konkrétnim vektoru, naptiklad

5
v=| —3
4

Jeho slozky v bazi e jsou shodné se samotnym vektorem v, tedy v = v, slozky v ,,c¢arko-
vané” bazi ¢ dostaneme

1 11

I N R R T

N N A by
~2 3 3 4 —2

V obou bazich pak shodné dostavame, ze
5 3
wv)y=(2 -1 3)-| =3 |=(141)-( 6 ]=25

4 -2
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Myslenka poditat skalarni soucin (nebo-li hodnotu metrického tenzoru) na dvou vekto-
rech, aniz bychom potfebovali Gramovu matici (nebo-li soubor koeficienti g;;) je pomérné
sviudna a ldkava (pro nékteré matematiky a teoretické fyziky) a vedla ke vzniku nasledu-
jicich pojmi. Kdybychom oznacili

V" = gy, (6.14)

mizeme ¢&isla v povazovat za slozky vektoru v € V' v jisté bazi ef, €},..., e/, (obecné
odligné) od ,carkované” baze, kterou oznac¢ime za kovariantni bazi ve V a éislim v;
budeme iikat kovariantni slozky vektoru v € V. Carkované bazi budeme iikat kontra-
variantni baze ve V. Cisliim v budeme fikat kontravariantni slozky vektoru v € V.
Protoze matici prechodu od kovariantni baze ke kontravariantni bazi (béze se transfor-
muji opacné, tj. inverzni matici, nez slozky) je Gramova matice G = (g,;), v pfipadé, ze je
jedna z obou bézi ortonormalni, obé baze splyvaji. Tak je tomu naptiklad v pripadé stan-
dardni béze (zde ,necarkované”) s vektory ey, es,..., €,. Ta je soucasné kontravariantni

i kovariantni. Vztah (6.13) mizeme pfepsat do tvaru

w(v) = W™,
5
Priklad 6.5 Budeme pokracovat v nasem Pfikladu 6.4. Slozky vektoru v = [ =3 | v
4
kovariantni bazi e” jsou
2 -1 -1 3 2
V=G-v=| -1 2 1]|- 6 | = 71,
-1 1 2 —2 -1
a pak
B 2
wv) = (K(w)"-2"=(2 3 0)- 7 | =25
-1
Samotné vektory kovariantni baze ve V pak dostaneme pomoci vztahu
1 1 1
2 2 2
_l/ — ﬁl G—l — ﬁl T—l . (T—I)T —e (T—I)T —=¢ % _% % ’
1 1 1
2 2 2
odkud
1 1 _1
" = % " = % " =1 %
1 1 1
2 2 2

Zde jsme vyuzili faktu, ze ve standardni béazi e jsou vektory rovny sloupcovym vektorim
svych vlastnich slozek.
O
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Matice pfechodu od ,necarkované” baze ei, ea,..., e, k Carkované bazi je, jak jsme jiz
fekli a vyjadiili v (6.9), T = (t]), pficemz plati

Y
e; =t;e;.

Pomoci inverzni matice S = (s!

(2

) miizeme zapsat zpétnou transformaci ve tvaru

e; = sle. (6.15)

J

Podle (6.2) plati

takZe s vyuzitim (6.15) mame
w(v) = w(sle))e' (v) = w(e))sle'(v).

Vektor v € V vystupuje na obou stranach rovnice jako argument a mizeme jej vypustit
(nebot zobrazeni si jsou rovna, pravé kdyz nabyvaji na stejnych vstupnich hodnotéch
stejnych hodnot). Pak

"

_ NI ot ol
w = w(e))sje’ = w;sje! = we”,

kde jsme oznacili w; = w(ej) slozky v nové bazi ve V*, dané transformacénim vztahem
e = sjel. (6.16)
Slozky linearnich forem se transformuji podle

wi = wjs]. (6.17)
Nyni jsme v analogické situaci jako pred vztahem (6.9), kdy jsme zménili bazi ve V.
Aplikaci formy w € V* na vektor v € V muzeme chapat jako skalarni soucin ve V*, ktery
je v ptivodni, ,necarkované” bazi e!, €2, ..., e™ standardni, tj. ma jednotkovou Gramovu
matici. Vztah (6.5) mtzeme upravit na

w(v) = wiv' = wv;. (6.18)

Zde v; jsou ,necarkované” slozky linearni formy, ktera je vzorem vektoru v € V v ka-
nonickém zobrazeni h : V* — V a v tomto kanonickém zobrazeni je v; = v'. Z (6.17)
vyplyva, ze také

V; = U;S

S~

Dosazenim do (6.18) dostaneme

w(v) = wisysiv},
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a po oznaceni

97 = si5
mame nakonec
w(v) = wigv] (6.19)

coZ je vztah analogicky a duélni s (6.13).

Povsimnéme si vztahu mezi v, tj. ,Carkovanou” slozkou linearni formy, kterd je vzorem

vektoru v € V| tj. formy h~!(v) € V*, a slozkou v vektoru v v kovariantni ,¢arkované”
bazi ve V. Plati

Jo_ 4k g0 i
S = L S0 = 0;v; = vy,

me o5 gkgk 15 4k k 4k _ 4k
v = g vY = titjv =tv =tv = tivj
Pojmy kontravariantni a kovariantni baze ¢i slozek miizeme analogicky definovat i v du-
alnim prostoru V*. Nyni vidime, Ze mame-li v jednom z prostord V', V* vyjadien prvek
ve slozkach baze jednoho typu, pomoci kanonického zobrazeni h : V* — V miizeme re-
prezentovat tento prvek i ve druhém z obou prostorti stejnou m-tici ¢isel, povazujeme-li

tuto m-tici za slozky v bazi druhého typu.

Priklad 6.6 Pokracujme dale v Piikladu 6.4 a Pfikladu 6.5. Dudlni bazi e/ = S - € z
Prikladu 6.4 prohlasime za kontravariantni ve V*. Pak kovariantni bazi ve VV* dostaneme
podle vztahu

E”: (G*)_lé,: (S'ST)_I'E/: (S_l)T'S_l'EIZTT'T'EIZG'E,:TT'E,

kde jsme symbolem G* oznacili Gramovu matici skalarniho soucinu ve V' vzhledem k
kontravariantni bazi € ve V*. Protoze baze e je tvofena fadky jednotkové matice, jsou
vektory kovariantni baze €’ ve V* tvoreny fadky matice 77, tedy

g”l:(l 1 0)7 Q”QZ(O -1 1)’ g//?):(—l 0 1)‘

Vratime-li se k Piikladu 6.5, mizeme snadno ovérit, ze tato baze spliiuje s kovariantni
bazi ¢’ ve V vztahy duality, tj. Ze

MmN M S S
4 (ej)—ﬁ ej_(sj'

Forma w, se slozkami ve standardni bazi w = ( 2 -1 3 ) ve V* ma v kovariantni bazi
ve V* slozky dané vztahem

DD [N [ =

DD [N [ =

=(230).

DD [R [
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Vratime-li se k vysledktim predchozich ptikladii, mizeme nyni zkontrolovat, Zze pro vektor
5
v=| —3 | plati
4
w(v) = wi = W' =W = WGV = W' G = 25.

(Provedte jako cviceni.)

Ziskané poznatky shrneme v nasledujici véte.

Véta 6.1 Ndasledujici objekty jsou dany:

Ve wvektorovém prostoru je ddna tzv. standardni baze ey, es, ..., en, kterd je kterd je
ortonormdlni vzhledem ke skaldrnimu soucinu o : V- x V. — R a (obecné jind) tzv. kon-
travariantni baze €}, €y, ..., el . Mezi témito bazemi necht existuje transformacni vztah

¢} =tle;, (6.20)

kde T = (t]) je matice piechodu od standardni bdze ke kontravariantni bdzi, vzhledem k
niz md skaldrni soucin o Gramovu matici G = (g;;) = (tFth) =(o(e}, €})). Kromé toho
uvaZujeme ve V' jesté tzv. kovariantni bazi ey, €, ..., el .

V dudlnim prostoru linedrnich forem je ddna tzv. dudini standardni bdze ', €2, ..., e™

kterda je ortonormdlni vzhledem ke skalarnimu soucinu o* : V* x V* — R a (obecné
Jind) tzv. dudlni kontravariantni bdze €, €%, ..., e™. Mezi témito bdzemi necht existuge

transformacni vztah
" = sje, (6.21)

kde S = (3;) je matice prechodu od dudlni standardni baze k dudlni kontravariantni bdzi,
vzhledem k niZ md skaldrni soucin o* Gramovu matici G* = (g7) = (sis],) =(o (", €7)).

Kromé toho uvazujeme ve V* jesté tzv. dudlni kovariantni bazi €', "2, ..., e/

Obé standardni bdze i obé kontravariantni baze jsou vdzany vztahy duality

e(e;) =07, €i(e)) =6, (6.22)
Vektor v € V. ma vyjadrent ve trech uvaZovanych bazich na V

v="v'e; = v"e, = "], (6.23)

pricemz po kovariantnich slozZkdch poZadujeme, aby

V" = g0 (6.24)
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Linearni forma w € V* md vyjddrent ve trech uvaZovanych bdzich na V*
w=we =we =we", (6.25)

pricemz po dudlnich kovariantnich slozZkdch pozZadujeme, aby

w! = g" Wi, (6.26)

Mezi prostory V* a V' je definovdno kanonické zobrazeni h : V* — V| jehoZ matice je pri
pouZiti standardnich bdzi v obou prostorech jednotkovd.

Pak plati zejména:

(i) Matice T a S jsou navzdjem inverzni, tedy
thsl =061, st =4l
(ii) Matice G a G* jsou navzdjem inverzni, tedy
Jik gkj = 53, gikgkj = 5;
(iii) Pro vektory kovariantni bdze ve V' plati
el = g" e = sé» e;.
(iv) Pro vektory tzv. dudlni kovariantni baze ve V* plati
" =gyl =tled
(v) Obé kovariantni bdze spliugi vztahy duality
e (e) = 53
(vi) Obraz h(w) formy w € V* md vyjddreni
h(w) = wie; = wje; = wie! € V.
Zejmena plati

h(e") =e;, h(e") =€, h(e") =¢,.

[
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(vil) Obraz h™(v) € V* vektoru v € V' md vyjddreni
h_l(v) — Uiei — U/lieli — ,Uliel/i cV*.
Zejmena plati

ht(e) =¢', h ) =¢€" hnt()=¢"

(vill) Pro aplikaci formy w € V* na vektor v € V plati

w) = o(h(w),v) = c*(w,h (V) = w' =W =w

1", 1
) )

(%

Krome toho plati take:

(ix) Pro transformaci sloZek vektoru v € V' plati

"y .J n (%)

L Y A _ o igo
v =07 =vs;, v =Us; = gUv .

(x) Pro transformaci sloZek linedrni formy w € V* plati

R A R/ 7 Y RN //
wi = w;s; =Wty wp = wit; = giw;.

(xi) Pro aplikaci formy w € V* na vektor v € V plati

N S B Y B
w(v) = w; g;;v"7 = w;gv™.

Diikaz. Vsechna uvedend tvrzeni néjakym zplisobem vyplyvaji z Gvah, které jsme pro-
vadéli jiz pred formulovanim této véty. Bude ale uzitecné diikaz provést znovu, tcelnéji,
jasnéji a jednoduseji, coz je mozné predevsim proto, Ze se uz nemusime zabyvat vlastni
vystavbou teorie.

Dokazme (i). Aplikaci (6.21) na (6.20) dostaneme, s vyuzitim (6.22)

6] = e(e;) = (ste®)(tier) = sitie (er) = sitid) = tisl,

(2 7

coz znamena, ze T'S = I,,,. Druha rovnost je jiz splnéna automaticky, jak jsme ukazali v
dikazu Véty 1.15 v Kapitole 1.

Podobné, s vyuzitim (i) dostaneme také

gig™ = tithshsl = tlls] = tls] = &7

1rer 77

takze GG* = I,,,. Druha rovnost plati ze stejného dtivodu, jako v piipadé (i). Tedy také
(ii) je dokazano.
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Dokéazeme (iii). Necht v € V. Podle (6.22) a (6.24) plati

1! " _n

_ _ I/ I/ AN SN AN SN
v=0Te =06 = gijuie; = U gji€; = U gije

70
kde jsme také vyuzili symetrie Gramovy matice G = (g;;). Nechame-li vektor v probihat

postupné vSechny vektory k kontravariantni baze, dostaneme

’ "
ei - gljeja

odkud s pomoci (ii) dostdvdme vynasobenim obou stran rovnice inverzni matici G = (¢*)

"o i 1o ik "o ij !
ei_(sj@j—g grj€; = g€,

coz jsme chtéli dokazat. Déle, dosazenim z (6.20) dostaneme
no_ iggk,,  _ Gigdgk,  _ isk, i
e; = gvtier, = sis)tjer, = sjo;er, = sje;.

Kromé toho, tvrzeni (iii) plyne i z faktu, Ze slozky a baze se transformuji vzajemné
inverznimi maticemi (ktery jsme odvodili v Kapitole 3) a vztahu (6.24).

Tvrzeni (iv) je dudlni k (iii) a vzhledem k symetrii a zdménnosti prostort V' a V* je neni
tfeba dokazovat, nicméné diikaz by se vedl velmi podobné ditkazu (iii). Lze doporuéit,
aby si ¢tenaf provedl dikaz sam jako cviceni.

Dokazeme (v). Z (iii) a (iv) plyne
e (e) = (gxe™) (9" el) = gng" " (e)) = ging"0! = gixg™ = girg™ = 0.

Vyuzili jsme pfitom symetrie matice G* = (¢%) a vztahu (6.22).

Dokazeme (vi) a (x). Vztah h(w) = wse; plyne ze samotné definice zobrazeni h, jehoz
konstrukci a vlastnosti jsme probirali jesté pfed formulaci dokazované véty. Zbyvajici
vztahy musime odvodit z transformacnich rovnic pii zméné baze. Forma w € V* ma
podle (6.25) vyjadieni

7 / 123

W= wie = w;e .

Do tohoto vztahu mizeme dosadit z (6.21), takze dostaneme

YN Y
w = wjsje". (6.27)
Mame tedy dvoji vyjadieni formy w ve stejné bazi, odkud plyne rovnost odpovidajicich
slozek. Tedy
— eI
wi = wis;.
Tim jsme mimodék dokézali (x), ovSem plyne odtud, z (iii), symetrie matice G* a ze
vztahu (6.26) postupné také

R S ISR AV / AN A | S5V AN ¥ B N AN /Y
h(w) = wisie; = wiel = wig’'e; = g'wie; = wi'el,
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coz jsme chtéli dokdzat pro (vi). Volime-li postupné formu w jako ¢, €/ a ¢, dostaneme

prislusné specidlni vztahy v (vi). Zbyvajici vztahy v (x) vyplyvaji z jiz dokazanych, nebo
ve vété formulovanych tvrzeni a vzajemnych vztahi mezi maticemi 7', S, G a G*.

Dokazeme (vii) a (ix). Pro vektor v € V' plati podle (6.23)

v="1'e; = 0",

a dosazenim z (6.20) dostaneme

v =vte;. (6.28)
Vyjadreni vektoru v bazi je ovSem jednoznacné, takze

vt = t;
Tim jsme dokazali prvni vztah z (ix). OvSem spolu s kombinaci (iv) a (6.24) odtud ziskame

- L e
hH(v) =v'e' =07t = v7e" = v7ge" = gue = v"e",

coz je vztah v (vii), ktery jsme chtéli dokazat. Postupnou volbou vektoru v jako e;, e/

a e dostaneme odtud i zbyvajici specialni vztahy v (vii). Zbyvajici vztahy v (ix) opét
vyplyvaji z jiz dokazanych, nebo ve vété formulovanych tvrzeni a vzajemnych vztahti mezi

maticemi T, S, G a G*.

Dokazeme (viii) a (xi). Vztah w(v) = o(h(w),v) = o*(w, A7 (v)) = wv' vyplyvéa piimo ze
zvoleného oznaceni, definice skalarniho soucinu a definice kanonického zobrazeni h. Ovsem
dosazenim z (ix) a (x) dostaneme

w(v) = wysfv7th = w8k = W'
a s vyuzitim (6.24) a (6.26) ziskame

/17 <k /o1 ik ik 1 17 "1
w(v) = w67 = wpv” gjig" = 9" wrgiv? = wiv
Tento vztah dokazuje (viii) 1 (xi).

O

7 vyse uvedeného vyplyva, ze neni podstatny rozdil mezi linedrnimi formami a vektory.
Vektory lze povazovat za ,formy” na prostoru forem, tedy prvky prostoru V** ktery je
kanonicky identifikovatelny s V', tj. V = V**. Aplikace formy na vektor ¢i vektoru na
formu je prakticky totéz a navic lze tuto aplikaci reprezentovat plné ve V nebo ve V*,
kdyz objekt z druhého, dualniho prostoru reprezentujeme pomoci kanonického zobrazeni
h, resp. h™!. Obraz naseho objektu dostaneme snadno vyménou kontravariantni baze
daného prostoru, obvykle pouzivané pro jeho piivodni objekty, za bazi kovariantni. V této
kovariantni bazi je pak obraz objektu z dualniho prostoru urcen stejnymi souradnicemi,
jako ma tento objekt ve svém vlastnim prostoru a kontravariantni bazi. Mizeme si tedy
pamatovat:
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e Prienasime-li objekt z piivodniho prostoru do dualniho, nemusime ménit souradnice,
ale dame jim jiny vyznam — zaménou baze kontravariantni za bazi kovariantni v
duélnim prostoru (pfipadné naopak, tj. baze kovariantni za bazi kontravariantni v
dualnim prostoru).

e Aplikujeme-li dva objekty na sebe (tj. formu na vektor), mizeme pouzit jejich sou-
fadnice v jejich ,,domovskych” prostorech, v tom piipadé pouzijeme soutradnice stej-
ného typu (kontravariantni s kontravariantnimi, kovariantni s kovariantnimi). Nebo
jeden z objektii pieneseme do prostoru (pro néj) dudlniho; pak pouZijeme sourad-
nice riiznych typi (kontravariantni s kovariantnimi — v daném prostoru, v némz s
prvnim objektem a obrazem druhého objektu pracujeme). Pak vysledek aplikace je
dan souctem soucinii odpovidajicich si slozek a pocita se analogicky, jako skalarni
soucin s jednotkovou Gramovou matici.

Rekli jsme jiz, Ze bazi, v niz ve V vyjadiujeme vektory, obvykle oznac¢ujeme jako kontra-
variantni, kdezto formy (které jsou podobné ve V* obvykle vyjadieny v kontravariantni
bézi), se reprezentuji ve V stejnymi slozkami, ovSem ve speciélni, nové bazi prostoru V,
kterou nazyvame kovariantni.

Zacneme-li tedy slozkami v"* vektoru v € V v prostoru V, tyto slozky maji ve V* vyznam
linearni formy, vyjadiené ovSem v kovariantni bazi prostoru V* a pfeneseny zpét do V,
maji vyznam formy na prostoru forem V*, tj. prvku z V** = V| ovSem v kontravariantni
bézi tohoto prostoru. Proto se nékdy (zejména ve fyzice) ¥ika, ze vektor je ,kontravariantni
1-tenzor”, nebo-li ,kontravariantni linearni forma”.

Podobné, za¢neme-li se slozkami w! formy w v prostoru V*, tyto slozky reprezentuji vektor
ve V' (ktery je jejim kanonickym obrazem), ovSem v kovariantni bazi prostoru V. Proto
se také nékdy fika (opét napriiklad v teoretické fyzice), Ze linearni forma, nebo-li 1-tenzor,
je vlastné ,kovariantni vektor”.

Nékdy se také v literature oznacuji jako kovariantni ty tenzorové velic¢iny, jejichz slozky
byvaji znaceny pouze dolnimi indexy, naopak kontravariantni jsou ty tenzorové velic¢iny,
které maji slozky znaceny hornimi indexy. NaSe oznaceni s timto pristupem v podstaté
souhlasi. Je tieba si ovSem uvédomit, ze ,,domovskym” prostorem kovariantnich 1-tenzort
je prostor linedrnich forem V* a ve V' pracujeme pouze s jejich kanonickymi obrazy (kvili
¢emuz pravé zavadime druhou, tzv. kovariantni béazi ve V).

6.2 Tenzorovy soucin

Tato c¢ast bude pojednavat o tom, jak z jednodussich tenzori, jako jsou naptiklad linearni

vvvvvv

a n € T'V, tenzory. Definujeme novy k + [-tenzor vztahem

(W@ n)(v1,v2, ... Vgry) = W(V1,V2 .., V) - (Va1 Vg2 - -+ 5 Vgt (6.29)
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pro libovolné vy, vy, ... v, € Vi & Upi1, Vkto, - - - Vpy € Va. Zobrazeni w @ n: VFx VI - R
je linearni v kazdé ze svych slozek, tedy je to k + [-tenzor, ktery se nazyva tenzorovym
soucinem tenzorti w a 7. Mnozinu vsech takovych tenzorfi oznacujeme T*V; ® T'V, a
nazyvame tenzorovym soucinem prostortt T#V; a T'Vs.

Véta 6.2 Nechtc € R; w,wi,ws € T*Vi; n,m1,m9 € TWs a p € T™Vy. Pak plati
(i) (Wi+tw)@n=w1@n+wr @,
(i) w® (m+m) =wm +wen,
(ii) (c-w)@n=w®(c-n)=c- (wn),
)

(iv) (w@n)@p=we np).

Diikaz. Tvrzeni plyne pfimo z definice tenzorového soucinu (6.29) a vlastnosti ndsobeni
realnych ¢isel. Po dosazeni piislusnych argumentt do vSech tenzorti, které v téchto vztazich
vystupuji, vzniknou realna ¢isla, pro néz plati asociativni i distributivni zakony. O

V disledku asociativity tenzorového soucinu vyjadiené vztahem (iv) piSeme w @ n ® p
namisto (w ® 1) ® p nebo w ® (n ® p).

Poznamenejme vsak, Ze tenzorovy soucin neni komutativni, obecné totiz neplati rovnost
mezi tenzory w ®n a n®@w. Definiéni obor tenzoru w®n je V¥ x Vi, zatimco defini¢ni obor
tenzoru n ® w je Vi x V[, coz jsou rtizné mnoziny. Avsak i kdyz Vi = V5 a oba kartézské
soufiny lze povazovat za stejné (presnéji kanonicky izomorfni), rovnost obecné neplati.
Ackoliv je ndsobeni redlnych ¢isel komutativni, dostéavaji tenzory w € T*V, an € T, v
kazdém z obou soucint jiné argumenty, takze souc¢iny mohou nabyvat i riiznych hodnot
na multivektorovém argumentu vy, va, . . . Ug4y.

Véta 6.3 Budey,es,...e, €V bdze ve vektorovém prostoru V', el e?,...e™ € V* dudlni
baze ve V*. Pak tenzorové souciny

MR- @e*,  kde iy,ia,..., 0 € {1,2,...,m},

tvori (tzv. kanonickou) bdzi prostoru T*V , pFicemz dim T*V = mP*.

Diikaz. Nechf w € T*V a necht vy, vs, ..., v; € V. Pak kazdy z vektort vy, va,. .., vs lze
vyjadrit jako linedrni kombinaci baze a tedy plati

v; = vje;.
Zaroven vsak mame

e (v;) = elvle)) = vlel () = vl6] = v,
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takze
v; = €l (v;) - e
Potom
w(vy, Vg, ..., v) = w(e{(vl)eh, eé(vg)eﬁ, . ei(vk)ejk) =
= 631(1}1) -6%(1)2) """ 6%(016) 'w(ejvejm""ejk) =
= W(€jy,€jps--s€j,) € REP R @ (v, v, ..., 0).

Kdyz na obou stranach rovnice vynechame multivektorové argumenty, dostaneme vyjad-
feni tenzoru w jako linedarni kombinace k-tenzort e’! ® ¢/2 ® - - - ® e’*, tedy

— J1 J2 Ik
W=w(€j,€jp,---,€,) T Re?R-- Qe

K dokonéeni ditkazu nam zbyva ukizat, Ze k-tenzory €' ® €2 @ --- ® e/* jsou linedrnd
nezavislé. Pfedpokladejme tedy, Ze existuji ¢isla Cj,;, ., Ze
C; N ReP R ®ek =0. (6.30)

1J2---Jk
Pak plati

0 :<Oj1j2---jk e Re?R-® 6]’“)(62-1, Cigy v+ eik) = Ojlj?---jk et (eil) 6]2(6i2) el (elk) =
_ J1 57 Ik _
= Cjpjp. g 03, 012 . 078 = Ciyiy. iy
pro libovolné i, iy, ..., 1 € {1,2,...,m}. Tedy vSechny koeficienty v linedrni kombinaci
(6.30) jsou nutné nulové, coz znamend, ze k-tenzory /' ® €2 @ - - - ® e/* jsou linedrné ne-
zévislé. ProtoZe indexy j1,j2, ..., jx € {1,2,...,m} lze vybrat pravé m* zptisoby, existuje

mF takovych tenzorti a tedy dim 7%V = mkF.

O

Priklad 6.7 Skalarni sou¢in o : V x V — R s Gramovou matici G vzhledem k bazi e
vyjadiime v bazi tenzorového soucinu prostora V* ® V*. Pro libovolné vektory u,v € V'
o(u,v) = giyu'v! = gij - e'(u) - € (v) = (gi5 €' @ /) (u,v),

odkud

o=gie Qe

Konkrétnéji, je-li napfiklad V = R? a

G:

= N[00 [

QO [ =t =
DO | =00 [ = [ =
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mame
1 1 1
O':561®€1‘f‘Z(el®62+62®€1)+§(61®€3+€2®62+€3®61)+

1
+§(62®e3+e3®62)+e3®e3.

Zobrazeni o : V x V' — R ziejmé je symetricky kovariantni 2-tenzor.

Piiklad 6.8 Vyjadiime aplikaci app : V* x V' — R linearni formy na vektor pomoci baze
tenzorového soucinu prostort V ® V*. Pro libovolné w € V* a v € V plati

app(w,v) = w(v) = (Wiei)(v) = Wiei(v)‘
Avsak také plati

w(e;) = wpe®(e;) = wpdf = wy,

odkud
app(w, v) = w(e;)e'(v) = (e; ® ') (w, v).
Tedy
app = ¢; ® e

Pritom jsme povazovali vektor za linearni formu na V*, tedy prvek prostoru V**, ktery
ztotoziujeme s V. Konkrétné, pro V = R* mame

app:el®el+eg®e2+63®e3+e4®e4.

Ptitom zobrazeni app : V* x V' — R je v prvni slozce kontravariantni a ve druhé slozce
kovariantni smiseny 2-tenzor.

O

Disledkem Véty 6.3 je, ze T*V = V* @ V* ® --- ® V*, kde nasobime k stejnych kopii
prostoru linearnich forem V*. Podobné také TFV* = V@V ® --- ® V, kde vpravo od
rovnitka je tenzorovy soucin k stejnych kopii dvojnasobného dualu V** prostoru V', ktery
jsme oviem v predchozi kapitole ztotoznili s V. Prvky prostoru 7%V se nékdy nazjvaji
kovariantnimi k-tenzory (a linedrni formy na V' jsou jejich specidlnim ptipadem). Naopak,
prvky prostoru T*V* nazjvaji se kontravariantnimi k-tenzory (a za jejich specialni ptipad
lze povazovat vektory z V).
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Dale je uzitecné si uvédomit, ze na misté vektorovych prostort Vi, V5 z definice tenzoro-
vého soucinu mohou byt jakékoli vektorové prostory, zejména vSak ,zakladni” vektorovy
prostor V' a nebo prostor linearnich forem na V. MiuzZeme tedy polozit napiiklad V; =V
a Vo = V*. Prvky prostoru 7"V @ T'V* jsou tedy tenzory, které v prvnich k argumen-
tech akceptuji vektory z V', a jsou v téchto k argumentech kovariantni, naopak v dalsich
[ argumentech akceptuji linearni formy a jsou v téchto | argumentech kontravariantni.
Témto tenzortim se pro k # 0 # [ tikd smisené tenzory. Obecnéji mohou smisené tenzory
vzniknout jako prvky tenzorového soucinu vice kopii TV = V* a T'V* = V, pficemz
oba navzajem dualni typy multiplikanttt musi byt zastoupeny. Zaroven je ziejmé, ze baze
v ruznych prostorech smisenych tenzort lze ziskat pomoci tenzorovych soucinti bazickych
vektorti e’ z V* ae; z V. Tedy napiiklad v prostoru 7'V @T?V*QT'V = V*@VeVeV*
je baze tvorena smisenymi 4-tenzory

€®e;@e,®el, kde i,j,p,q€{1,2,...m}.
Pak také
dim(T'V @ T*V* @ T'V) = m*.
Dtikaz téchto tvrzeni by byl velmi podobny dikazu Véty (6.3) a ¢tendr si jej miize provést
sam jako cviceni.

6.3 Antisymetrické tenzory a vnéjsi soucin

Tenzor w € T*V se nazyva antisymetricky, jestlize zméni znaménko pfi vyméné jeho dvou
vektorovych argumentti, tedy, kdyz

w(v1, v, . ., Vi1, Uiy Vigts - - HUj—1, V5, V1, - - ,Uk) =
= —W(Ul,’l)g, Ce 7/07;717’0]'7/07;4»17 Ce ,vj,l,vi,vjﬂ, .. .,’Uk).

Snadno se ovéri, ze soucet dvou antisymetrickych k-tenzort je opét antisymetricky k
tenzor, podobné, jako se antisymetrie k-tenzoru zachovava pii jeho vynasobeni realnym
¢islem. Tedy mnoZina vSech antisymetrickych k-tenzorti na V, kterou znacime A*V, je
vektorovym podprostorem prostoru 7%V . Pochopitelné nés zajimé dimenze prostoru A¥V,
tu vSak urc¢ime pozdéji, az k tomu budeme mit prostiredky.

Oznac¢me
1,  jeli(iy,19,...,10) sudd permutace mnoziny {1,2,...,k},
g2 = & 1 je-li (iy, iy, ... ,45) lichd permutace mnoziny {1,2, ..., k},
0,  meni-li (41,49, ...,49) permutace mnoziny {1,2,...,k}.
tzv. Levi-Civitiv symbol v indexech i1, 4s,..., i;. Pro libovolny k-tenzor w € T*V a
vektory vy, vo, ..., vp € V klademe

(Alt w)(v1, vy, . .., V) = — M2 (v, iy, - 5 Vi) (6.31)

1
k!
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Priklad 6.9 Je zfejmé (piimo z definice determinantu), Ze zobrazeni, které m-tici m-
rozmérnych vektort prifadi determinant matice, jejiz sloupce (nebo fadky) jsou tvoreny
témito vektory, je antisymetricky m-tenzor na R™.

Vé&ta 6.4 Necht w € T*V je libovolny k-tenzor na V. Pak plati
(i) Altw je antisymetricky k-tenzor.
(i) Je-li w antisymetricky k-tenzor, pak Altw = w.

(iii) Alt(Altw) = Altw.

Diikaz. Tvrzeni (i) je zfejmé, je pfimym dusledkem definice operace Alt a vlastnosti vyse
definovaného Levi-Civitova symbolu. Dokazme (ii). Je-li tenzor w € T*V antisymetricky,
plati

W(Vi,, Vig, - -, V3, ) = V2% w(vy, vy, ..., Ug).

Kdyz odtud dosadime do (6.31), dostaneme

(Alt w) (v, v, ..., v5)

iy _iviz...ip
3 ‘€ w(v1, Vg, ..., V),

T k!

kde vpravo od rovnitka mame, po vynasobeni a vyruseni obou Levi-Civitovych symboli,
pravé k! stejnych sc¢itanci. Tedy vskutku,

(Altw) (v, v, ..., v,) = w(vy, Vo, ..., k).

Tvrzeni (iii) vyplyva pfimo z (i) a (ii).
0J

V disledku predchozi véty se operace Alt nazyva antisymetrizace tenzoru. S jejim pouzi-
tim mizeme definovat novy typ tenzorového soucinu, jehoz vysledkem je vzdy antisyme-
tricky tenzor. Pro libovolné w € T*V, n € T'V klademe

(k+ D!
kY
a tento antisymetricky k + [-tenzor nazyvame vnéjsim soucinem tenzori w a 1. Ackoliv

je vnéjsi soucin definovan pro libovolné tenzory, zpravidla jej aplikujeme na tenzory jiz
antisymetrické. Zakladni vlastnosti vnéjsitho souc¢inu shrnuje nasledujici véta.

wAn= Alt(w ®@ 7). (6.32)
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Véta 6.5 Nechfc € R; w,wi,ws € A¥V; n,m1,me € AV a p € A™V . Pak plati

(i) (Wi +w) An=wi An+ws A,
(i) WA +m)=wAn +wAns,

)
)
(iii) (c-w)An=wA(c-n)=c-(wAn),
(iv) wAn=(-1)"nAw,

)

(V) (wAn) Ap=wA(®Ap).

Diikaz. Dukaz (i) az (iv) je sice ponékud technicky, avSak neni obtiZny a Ctenér si jej
muize provést jako cviceni. DokéZzeme pouze obtiznéjsi tvrzeni (v). Podle defini¢niho vztahu
(6.32) a Véty 6.4 plati

(k+l+m)!AIt(w/\n)®p): (k+14+m) (kE+1)

(WA Ap= Alt(Alt(w ®n) ® p) =

(k+1)!'m! (k+0!m! kN
B (k+l+m)!A1t
= g Atwen@p).
Podobné se ukaze, ze také
(k+14+m)!

O

V disledku asociativity vnéjsiho sou¢inu vyjadiené vztahem (v) piSeme w An A p namisto
(wA M)A pnebo wA(nAp).

Nyni se budeme zabyvat uréenim dimenze prostoru A*V a konstrukei jeho baze.

Véta 6.6 Budey,es,...e, €V bdze ve vektorovém prostoru V', el e?,...e™ € V* dudlni
baze ve V*. Pak vneéjsi souciny

ETNERN - Ne®, kde 1<id <ig<---<ip <Kk,

tvord (tzv. kanonickou) bdzi prostoru A*V, pricemz dim A*V :( m) =

k) T R (m—k)"

Diikaz. Necht w € A*V. Podle Véty 6.3 miizeme vyjadiit tenzor w ve tvaru

w = w’ilig...ikezl ® eZ2 ® tet ® ezk.
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Avsak podle Véty 6.4 je

w=Altw = wiiy. i, Alt(ele Re?®---Q ei’“) =k wiiy.iy LA A A =
= Z Wiyigoiy - €PN EZ Ao Ak,

1<i1<ia<...ix<m

Tedy antisymetrické k-tenzory et Ae2 A--- Aetv, kde 1 < iy < iy < ...7p < m generuji
A*V . Linearni nezévislost téchto tenzort se provéii na bazickych vektorech prostoru V
stejné jako v diikazu Véty 6.3. Ctenaf muize tuto ¢ast dikazu provést sam jako cviceni.
Déle je ziejmé, Ze indexy iy, is, . . ., i lze vybrat z mnoziny {1,2,...,m}, je-li jejich poradi
jednozna¢né uréeno, pravé tolika zptsoby, kolik m& mnozina {1,2,...,m} k-prvkovych
podmnozin, tj. tolik, kolik udava kombinac¢ni ¢islo (7:)

O

Priklad 6.10 Vyjadiime determinant pomoci kanonické baze v A"V, kde V = R™. Pro
libovolné vektory vy, vo, ..., v, € V plati

det(vy,va, ..., 0m) = ghizeim vill . vi eV = g el(vil) . 62(1)2-2) €™y, =
- €i1i2~..im(€1 & 62 K- ® em)(viluviw cee 7Uim) -

=m! ~Alt(61®62®~--®6m)(01,v2,--->vm):

= ("N N Ae™) (V1,02 V).
Celkove tedy plati pro zobrazeni det : V™ — R vyjadieni
det =e' N> A---Ae™,
kde e!, €2, ..., €™ jsou prvky baze v prostoru V* linearnich forem ve V' = R™, ktera je

duélni ke standardni bazi ey, es, ..., €, ve V =R"™.

O
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6.4 Klicové myslenky kapitoly

e Tenzor ¢ k-tenzor je multilinedrni zobrazeni, které z nékolika (pfesnéji k € N)
vektori vytvori realné cislo.

e Specialnim piipadem tenzoru je tedy linearni forma.

e Tenzory jsou zaroven i vektory, protoze mnoziny tenzori daného typu maji pri-
rozenou strukturu realného vektorového prostoru. Lze je sc¢itat a nasobit readlnym
¢islem.

e Je tedy mozné definovat tenzory, jejichz vstupnimi hodnotami budou opét néjaké
(obecné jiné) tenzory, napiiklad linedrni formy.

e V zasadé tedy pracujeme s tenzory, které vytvari realné cislo z vektorit zakladniho
vektorového prostoru — témto tenzortim rikdme kovarianini, a tenzory, které pracuji
s linearnimi formami — tém fikame kontravariantni tenzory. Kromé toho, existuji i
tenzory smisene.

e Formy jsou dudlni k vektoriim. V soutradnicich nelze pfesné odlisit, zda aplikujeme
linearni formu na vektor ¢i obracené, vektor na formu. Vektor lze tedy povazovat za
kontravariantni 1-tenzor.

e Mezi vektory a linedrnimi formami existuje kanonicky vztah, uréeny zaménou bazi
v prislusnych prostorech, zatimco hodnoty soutradnic ztistanou zachovany.

e Ptenasime-li tedy objekt (vektor ¢i formu) z ptivodniho prostoru do duélniho, nemu-
sime ménit souradnice, ale dame jim jiny vyznam — zaménou baze kontravariantni
za bézi kovariantni v dudlnim prostoru (pfipadné naopak, tj. baze kovariantni za
béazi kontravariantni v duélnim prostoru).

e Aplikujeme-li dva objekty na sebe (tj. formu na vektor), mizeme pouzit jejich sou-
fadnice v jejich ,,domovskych” prostorech, v tom ptipadé pouzijeme souradnice stej-
ného typu (kontravariantni s kontravariantnimi, kovariantni s kovariantnimi). Nebo
jeden z objektti pfeneseme do prostoru (pro néj) dudlniho; pak pouZijeme soutrad-
nice ruznych typi (kontravariantni s kovariantnimi — v daném prostoru, v némz s
prvnim objektem a obrazem druhého objektu pracujeme). Pak vysledek aplikace je
dan souc¢tem soucinii odpovidajicich si slozek a pocita se analogicky, jako skalarni
soucin s jednotkovou Gramovou matici.

e Pomoci operace tenzorového soucinu lze slozitéjsi tenzory konstruovat z jednodus-
sich, napriklad linearnich forem. Z vhodnjch tenzorovych soucinti lineadrnich forem
lze vytvorit bazi v daném prostoru k-tenzort.

e Specialnim pripadem tenzoru jsou antisymetrické tenzory, které mohou byt opét
kovariantni, kontravariantni nebo smisené.

e Tenzor lze antisymetrizovat pomoci operatoru Alt.
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e Vnéjsi soudin tenzori zachovava (narozdil od tenzorového soudinu) antisymetrii.

e Pomoci vhodnych vnéjsich soucinti linearnich forem lze opét vytvorit bazi v prostoru
antisymetrickych k-tenzori.
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6.5 Cviceni NM

Kde je to vhodné, pouzijte k feSeni MATLAB nebo jiny matematicky software.

1. Na vektorovém prostoru V = R3 je dédna linedrni forma w : V — R pomoci matice
w = ( 4 -1 3 ), ktera tuto formu reprezentuje v bazi ve V', tvorené vektory

1 1 -1
€1 = 1], e= 1], e= 1
1 0 0

v tom smyslu, Ze w(v) = w - v, kde ¥ jsou slozky vektoru v v této bazi. Najdéte matici w’
formy w, ktera reprezentuje formu w stejnym zptusobem ve zménéné bazi e’ ve V' s vektory

1 0 1
ef=1-11, es=111], e=10
0 0 1
Vysledek: o' = (=3 1 3) |, O

2. Na vektorovém prostoru V = R? je dan (kovariantni) 2-tenzor ¢ : V x V — R pomoci
matice

1
F= 0
-1

S = O

1
01,
1

ktera jej reprezentuje ve standardni bazi e ve V. Najdéte matici F’, kterd tentyz tenzor
reprezentuje ve zménéné bazi ve V', tvorené vektory

1 0 1
e) = 0], eb= 1], =10
1 1 0
20 2
Visledek: F/ = [ —2 2 —1 ] 0
01 1

3. Ve V = R3 je déna standardni béze
1 0 0
€1 — 0 s €y — =
0 0 1

—
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a jina baze

1 1 0
=101, e=[11], e= 1
1 1 —1

Vysledek: e'=(1 0 0), ¢&=(010), &=(00 1),

=(2 -1 1), =(-111), #=(10 1)

4. Pokracujte v predchozim cvifeni a najdéte matice G a G’ standardniho skalarniho
soucinu na V = R? v obou bézich e a ¢’ na V.

100 2 2 —1
Visledek: G=[ 0 1 0 |,a'=| 23 0 ] N
00 1 10 2

5. Pokracujte v predchozim prikladé. Bazi e’ ve V' povazujte za kontravariantni. Najdéte
kovariantni bazi e’ ve V' a k ni najdéte také bazi dudalni.

Vysledek:
2 —1 1
ei=1-11, &= 1|, e= 0],
—1 1 —1

T=(10 1), ¢®=(111), =(01 -1)]

6. Pokracujte v predchozim prikladé. Vyjadiete vektor

a formu
w=(-26 3)

pomoci slozek ve vSech trech uvazovanych bazich na V', resp. V*. Také pomoci téchto
vyjadfeni spo¢téte hodnotu w(v).
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Vysledek:
3 4 -2
7= 71, v=| -1, ¥= 5 |,
-5 8 12

7. Je ddn smiSeny 3-tenzor n = 2e! @ e; @ 2 +3e?®e; Vel —el @e; ®e? na V = R2.
. —4 2
Urceten(u,w,v),kdeu:( 2), w:(l -1 ), v:(l)

Vysledek: n(u,w,v) =10 ] O

8. Je dan 2-tenzor p = e! @ el +el ®e? —2e2®@e® +3e® @ el + €2 ® e na R3. Urcete
matici I zobrazeni ¢ vzhledem ke standardni bazi ve V = R3.
11 0
Visledek: F= [ 0 0 —2 } 0
30 1

9. Je dan 2-tenzor n = e Ae? +e2 Ned + e Nel a 1-tenzor w = e! + €% + 2. Pomoci baze
prostoru A%V, kde V = R? vyjadiete tenzor n A w.

Vysledek:n/\w:fﬁel/\eZ/\eS]. O

10. Vyjadiete 2-tenzor n = e* Ae? +e2 Ae3+e3 Ael z predchoziho prikladu v bazi prostoru
T?V = V*®@ V*, kde V = R? a urcete jeho matici A vzhledem ke kanonické bézi tohoto

prostoru.

Vysledek: n=1(e'@e? -2 @e' +? @ —* @+ @el —e! ®@e?),

O NN =

A= - ] O

NI = O
= O N
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6.6 Kontrolni otazky

1. Uvedte pfesnou definici k-tenzoru.
2. Uvedte piiklad symetrického 2-tenzoru.
3. Uvedte priklad antisymetrického 3-tenzoru.

4. Popiste a zdtvodnéte, jaky tenzor vznikne aplikaci operatoru Alt na tenzor urceny
skalarnim soucinem dvou vektort.

5. Uréete dimenze prostortt T?R3, T3R?, A2R3, A3R3.
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7 ReSeni a odpovédi na kontrolni otazky

1 Matice a soustavy linearnich rovnic
1. Viz. napt. Priklad 1.12.

2. Napt. I5.

3. Jakakoliv redlna matice, napt. Is.

4. Ne.

5. Jsou si rovny.

6. Obé& matice jsou regularni, tedy h(A) =n = h(A™1).

2 Determinanty

1. Nechf A je matice fadu n. Determinantem matice A = (a;;) nazyvame ¢islo
det A= |A] = z:(_l)ﬁ(il’i2 """ in)alha’Ziz o Opgy
kde se séita pres vSechny permutace (iy,is,...,4,) mnoziny N,, = {1,2,...,n}.

2. Determinant pfi vyméné dvou fadk musi zménit znaménko, avsak jsou-li tyto radky
stejné, jeho hodnota se zaroven nezmeéni. To je mozné jen tehdy, je-li roven nule.

3. Obvykle se uvadi, ze vypocet determinantu Laplaceovym rozvojem muze byt efektivni
pro matice fadu nejvyse 4 (pokud se nejednd o matice specialniho tvaru). Pro vyssi fad
v efektivnosti vitézi Gaussova eliminace.

-1 _ 1
4. detA = Jeta-

3 Vektorové prostory

1. Bud (V,®) komutativni grupa a necht ke kazdému v € R a w € V existuje prvek
vy ©®w €V tak, ze pro libovolné a, 5 € R, u,v € V plati

(i) a®(udv)=(a0u)® (o),

(i) (a+ PO =(a@u)® (SO u),
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(iii) 0 ® (BOu) = (- B) Ou,
(iv) 1O u=u.

Pak se uspotadana trojice (V, @, ®) nazyva vektorovy prostor nad télesem realnych
Cisel R.

2. Ne. Ano.
3. L2 = Ll -+ L2, odkud Ll g LQ. Tedy Ll N L2 = Ll a dim Ll N L2 = 2.
4. Ano, obecné ne.

5. Necht (V,+,-) a (W, +,-) jsou vektorové prostory, g : V — W zobrazeni. Rekneme, 7e
je g linearni, jestlize plati:

(i) Pro libovolné u,v € V plati g(u + v) = g(u) + g(v).

(ii) Pro libovolné w € V a &islo « (redlné, pripadné komplexni) plati g(a-w) = a- g(w).

6. Neni, napt. |—1- 1| # (—1) - |1].

7. Neni, pokud dana pifimka neprochéazi pocatkem.
8. Obsahuje pouze nulovy vektor.

9. dimker f = 2.

10. Necht L C V je podprostor, do néjz se promité ortogonalni projekci w : V' — L vektor
v. Pak v = @+ w, kde © € L, w L L, pficemz tento rozklad je jednozna¢ny. Mizeme
tedy psat 7(v) = 4. Pro libovolné o € R plati ot = ol + ad, pficemz ai € L, o L L.

Tedy at je projekce vektoru ad, tj. m(av) = au = an(i). Analogicky se provéti, ze
7T(171 + ?72) = ’/T(’Ul) + 7T(172).

4 Problém vlastnich hodnot

1. Nechf A je ¢tvercova matice fadu n nad C, Z € C™ n-rozmérny sloupcovy vektor, A € C,
spliujici rovnici Az = AZ. Pak A se nazyva vlastni hodnotou a zZ vlastnim vektorem
(prislusnym vlastni hodnoté A\) matice A.
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4. I5.

5. Je-li Q ortogonélni, pak Q@ 1=QT a tedy QQT = I. Pak det(Q)-det(QT) = 1, a protoze
det Q = det Q7 je |det Q| = 1.

-1 0 O
6 0 -1 0
0 0 -1

5 Kvadratické formy

1. Kvadraticka forma fadu n je zobrazeni I : R®™ — R, které vektoru x € R™ prifadi ¢islo
K(z) podle predpisu

]C(I') = aux% + CLQQI'Q + -+ Clnnl'i + 2@12£L’1$2 +--- 2a1nx1xn +--- 2an_1nxn_1xn.

2. Indefinitni.
3. Ne, kvadraticka forma ma symetrickou matici, jejiz vlastni hodnoty jsou vzdy realné.

4. Ano. Forma bude pozitivné definitni. Na konkrétni Gramové matici nezalezi, ta jen
vyjadiuje formu (skalarni soucin) v riznych soutadnicich.

6 Tenzory na realném vektorovém prostoru

1. Zobrazeni ¢ : V¥ — R se nazyva také k-tenzor na V, jestlize je linedrni v kazdém
ze svych k vektorovych argumentii pri libovolnych, avsak pevnych hodnotach zbyvajicich
k — 1 argument.

2. Libovolny skalarni soucin.

3. Zobrazeni, které trojici tfirozmérnych sloupcovych redlnych vektori priradi determinant
matice, sestavené z téchto sloupcii.

4. Vznikne nulovy 2-tenzor.

2. 9,8, 3, 1.
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