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P ed&luve

P edloŽené skriPtun je určeno pro poeluchače 3. očníku interrníhogtudta i gtudia p i ganěetnání učitelsklích konbinací g natematikou.
a

Tématieky je fozvrženo do
základního kurgu z patematieké
ady v oboru reáln eh ěígeI. Po

všímá číseln eh ed a kladn mi
ly je vxnován drlležiténu po.jmu
ěísel .

dvou ěágtí, které jaou p edněten v kladu
anal zy. První z nich studuje nekoneěné
uvedcní základních pojnrl ai poctrobně Ji

ělerry e ad alternujících. Závěr kapito-
abgolutní a neabsglu,tní konvergence ady

Druh ténettek eelck "}ťekonečné acly funkeí v oboru reáln ch ěí_sel" n irozeně navezuje (a v jistén smyslu zobeeňuje) na cclek p edcho_zÍ. Po P ehlednén uvedení základníeh pojmrl a vlastností pgsloupiostí
e ad funkeí jc Pozorrnoat věnována moeninn m adán , zv1ustu p.; adě
Taylorově e Maclaurinově . závét kapitoly podává typické ukázky rržití
teorie mocninn ch ad p ibližn v počet funkěních hodnotr Božnosti
inte8race uŽitín nocninn ch ad. Poelední čágt aplikací uváděj íct mož_nosti P ibliŽného urČování obecného p ípadně.partikulárního ešení
diferenciálních rovnie navazuje a v jiatén smyalu rozvíjí téuatick
celek o diferenciálnÍch rovrnicích, kter je goučágtí učebního plánu
matematické anal5ízy p edchozího roěníku učitelského studia. 

_

závěrečrryt tématick eelek uvádí gtručnou inforuaei o základních
Pojnech a rnetodách prácc t nekonečn mi adani v oboru čígel komplexních.

Text cvičení z matenatieké anallízy těgně navazuJe. na učební texty
vYdané P Írodovědeekou fakultou: V.Novák: "Nekonečné adyr, V.Novák;
"Anal za v komplexníun oboru", v niehž je podán systernatick v klaťl zá-
kladního kursu nekoneČn. ch ad. Octtud vyplynulo celkové po jetí tohoto
skriPta. Teoretické pasáže .jsou napsány eo ne jstručně ii, z vět jsou
uvdděny p edlevšín t}r, které ge používají ve v,Ýpočtech.
V textu jern' ae pokusill p edvést ne južívaně.jší postupy ešení. p íkla-
dY joou ČÍslovány pro každou kapitolu prriběžně, p ípadné odkazy na jed-
notlivé Části Pogtunu eŠení *ioou provedeny pro každ, p íklad samostatně.
V Poznánkáeh v textu jeou stručně popsána jiná nrožná ešení p ípadně
naznaěenY aouviglesti t jin mi ěáEtmi textu. Soubory cvičení, prrlběžně
za g zované e ěíglované v textu, jsou v chozím materiálen pro gamggtatnou
Práci i k dalŠÍmu proeviěování. P íklady cvičení jeou ešeny od jednc-
duŠŠÍeh k obtíŽnějŠÍn. U všeeh .joou uvedeny v sledky, obtížnější jsou
oPat enY popisen dÍlčích krokrl v poětu. Teprve gamostatn n ešenín
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o iklnd,,l .9e nos}uchač n esv4dčí do iaké míry zvládl teorii a doveťle

ji nouž{ t. útorry dfrkpzového a nr,oblémového eharakteru jsme do uČebního

t extu neza p zorrr,li , jaou gouč ástí gkrint V,Nováka "

v závěru vyslovujeme up ínrné poděkování oběma recenzentr}m

dce. RNDr. ing.Dr. tech.Jogcfu B ezinovu, CSc. , vědeckénu Pracovníkovi
katedry matematiky strojní fakulty Vysokého uČení technického v Brně

a doc.RNDr.Janu Chvalinovi, OSc. , vedoucímu katedry rratematiky pedago-

gieké faku}ty UJEP v Brně t zá peělivé posouzení rukoPisu i za cenné

p ipomínky a náměty, jejichž rcalizace text obohatila,

Brno, květen 1987 Auto i
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Teorie nekonečn ch ad ěísel i firnkeí v obonr reáln ch čígel 
]

vznik].a v drrrhé polovině l?.gtoletí epolu koncipovánín záktad infinite-
zimátního počtu. Umožnila integrování funkcí, jejichž integrály, nejoou
elementární funkce, a gta],a se základnín proet edkeai pro v poěet tabulek
dr}ležit ch elementárních funkcí (gonionetrick ch, logaritniek;fch, xpo-
neneiálníeh aj.). ňaa bylo rovněž epěšně použito k int,egrování dife-
renciálních rovnic hned v poěáteční etapě jejich rozvoje., Je však 7
hi torie:znáqoo že t někte í v znamrrí mgtematikové 9e dopustili p i po-
čítání a edami omyl.rl. Proto je nezbytné dokonalé zvládnutí teorie ll -
ronečn eh ad pro spěšnou práci v rrlzn ch oblaptech matenatiky.
Dneg 1q"] íci , že teorie nekoneěn, ch ad je slln m matematick m pro t ed-
kern umožňu.jíeím ešení nejrozmanitějších riron t zQjnéna numerické povahy.

Neztnácí nle na gvé aktuálnoeti aní, t igta 1et po. svém vzniku, epíŠe
nnonek. s použitím nejnodernĚ.iší vlípočetní techniky bude nepoe'trybně
je.ií v znem neustále vzrrlstat. í

syst.emptiek kurg nekonečnlrch aťl .je p edmětern vysoko kolgk ch
učebnic natemqtické ,anal zy, nap íklad 3

Banach, S. : Differencialnoe i integralnoe igčislenie.
Fichtengolc 1G;M. : Krrrg differencialnogo i integralnogo isěisleni ja,

Ir, III.
Grebenča, M.K.-Novogelov, S.I.: Uěebnice matenatické anal zy II..
tlarník, V.: Piferenciální poěet I, II.
K1uvánek,I.-Mišík'L.-Švec,M.3MatematikaII..
I richal, V.-Bašta, Ao- Piš19 }í.-Rektorys, K.3 Matenatika II.

Vilenkin, N.Ja.3 Zadačnik po kursu matematiěeskogo anali zs,o T:'
Vorobev, N.N.3 Teorija jadov.

Skripta p írodovědecké fakulty UJEF:
Novák, V. : Nekoneěné ady. Bqno, U.IEP 1981.

Novák, V.: Anal za v konplexnín oboru. Praha, SPl{ 1984.

Doporučené ebírky torr 3

Bermen, G,.Ň. : Sbortrik zadaě po kursu. matematiěeekogo analiza.
Denidoviě, .B.p.: Sbornlk zadaě .i uorgžneni j rto matenatiČeskonu ,analizut.

i
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NEKo EčNÉ ŘlDY v oBoRU R] ÁtilÝfit č ÍsEL

].. zÁxmnwÍ poJ},Iy

\ech[ {""} :, .je poslouprro"t reáln ch ěígel.Symbol
oor
1= 9n tj' e]. + a2 + 

'3 + .,.. o
I1-.l

nqz váne nekong.ČJlqq;PÍ seEtgu qdou. Čísla eí, á2, ,83 r . 
j. 

. . .naz váne' -

lenv, gdy (].). Foeloupnoot t""} , i., kde e1 = 81 ,, 2 = al + 92l...l

squ.t gdy (1). Exietuje-li vlastní. linir" l!r*"n = ,s, nazveme ji
,l

ětem ady (1). Také íkáne, že Ťada (1) konveryu.ieipíšene stručně
ari = 8. Jegtliže posloupnost t""J , diverguje, (tj. 

*ť**"
ada ( 1) je {iy_et

ou
tOt
n=1

neexistuJě, o ípadně 
}rj*"" = +oo , *l1"" = -oo

Poznánka 1. Se eymbolen (1) ne}ze zaQházet jako e souěten koneěného
počtu gčít_aner}. Tak ada 1 + (-I) + 1 + (-1) + ...diver-

gu.je1 Drotože e1 = L, ,az = O, "3 = ]-, u4 = O, ..., lim s,, neexigtuje.

lergu je;*- ' 
'

- Řaaa [r + (-].)] + [r + (-1)] +8n = 1, 
*i%"" = '1 

tetily 8 = 1. 
, .

....konverguje; n = O, 
*11"" = O, tedy a = O.

, It?go

.Iedná ae o rrlzné ady. První ada ná členy 8L = 1, a2, = -ll ,3 = 
', .

..., druhá ada ná ělerry a1 = 1r,82 = (-1) + 1, .3 = (-1) + 1, ....,
t etí ada má člerry al = 1 + (-1) t 82 = 1 + (-1) , .....
Mezi člerry nekonečné ady nelze tedxr Iibovolně rozilíslovat závor l -

':

u někter ch ad sg,tín nění jejich vlaetnosti.
Poznánka,2. ňaaat zn-l tj.1+ 2+ 4+o.. zeJPědiverguje.

n=1

Kdyb.ychon však p edpokládali , že konverguje a tedy platí ,1

+ ooo_3 g a p i určení souětu postupovali taktol
+ 2 + 4 +
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=1+
8=1+
8 "= 1 +

=-1

aaa

2 + ..e )

2+

2(r
2

4+
+

dogtali byehom nesDrávn v sledek.
UveČme několik oř* ,

,

ě í sla.

oo oo

n=k+l @zge naz vá zbvtek . ady
@ n=l
|-
L b, jsou konvergentní
n=1

an

an

an po k-tén Členu.
@

ady-, L 8n=Él,
n=l

Věta 1.1. NechT, ade t án konverguje a ná souěet o Nech {*"} ň
n=1

ip rostotreí nosloupnost o irozen eh ěísel. 'Pak také ada@

f. b,,l kde b1 = 81 + a, +(_ Urr !n=l " 2 + ... + 
"*r'

b2 = "*, *1* ak, +2 + .., f'*r, b3 ='*, +1 +,*, 
+2

"' 
L"nr, ".. 

má t ž součet 9. 
@

Véta L.2. Necnť f &nr Z_ b. jsou konvergentní ady, Z án =
n=1 n=]. n=1

Z b,, = S. Dále nechi c, d jsou libovo].ná reálná
*-1 llIr-l

Pak platí Z c"n = csr Z (car, + dbn) = c + dS.
n=1 n=1

\Iět a 1.3. Nech{ k je p irozené ěíslo. Pak ady L 8n, L
n=I n=k+1

buóto obě konver8ují nebo obě divergují. Jestliž 
" Ž

n=1
konverguje r, platí rowrost

Věte ]..4.

n=l @
Řada 1 _ an

n=k+1
@

Nech{ Z 9n,

@ n=l

L_ brr =n=l ,
Pak 9!
je také

Jestliže

Obrácená

S. Dále nech 9n 'O,, pro každé p irozené číg1o R.

S. Jestli že alesnoň pro j ednu hotlnotu n je ar, ( brr l
s( S.

oa
aaa f an konver8ujel pak lin "n = O.

n=I n+
věta k větě l. 5 neplatí jak .ukazu je pŤík}ad 1 .

Věta 1.5 ?
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l P íklad f..
@

Ř'dg ž
n=].

Buá m

} aio"rguje.

p irozené ěíslo,
+ t - + * ... +

(n-1) t = ]. +

že lim a- =n-}oo u
1

fr diverguje.

2. Petom

1 *.} : + * } * ...
L;_J Ě_,--

8-

2

u2*=1
Et=

É,
aL=

2n

=1**"

;" vidět,
oo

Řaaa ru
n=1

2tm
"}.
+6 .

Řada
oo

L
n=1 *e

P íklad 2.
@

ŘaOaZ_ aqn-l, kde a #O, tzv. nekoneěnáreonetrig.ká ada, '
n=l l

(q je kvocient geometrické ady)9 konverguje pro lql( r.
Je sn = a + aq + ... + aqn-l (1)

Fo vynásobení rovniee (1) q, O

sn(r-q)=a aqn (proqtl)
1-n

yr = a l- - Q_
Iq

=.rh=9-aqtro, 'n, 1 q 1 - q

pro lql < 1 je J.irn qn O, proto
n +oo

Pro q>1 jelimqn=+@rpro
n-žoo

Souhnrrně Lze íci, že pro lol)1
.Je_li q = 1, je sn , **:"

geometrieká ada součet nená.
.+@ PrO a)O.

= }iP t" =i -; ňil á<o.n-) oo

tvar a *,(-a) + a + (-g) + ...,
ngexietuje. Fro lqt ,= 1 geometrická

l

iim8n=--.
n-+oo -- J- q

q( -1 limita qn nbexigtuje"

Je-li q = -}, ná geometrická ada

_.z á pro n liché , lin 8-8n =lO pro n sudé 'n,r@'

ada rovněž diverguje.



P íklad 3.

Vyjád ete

Je Or21' =

0,2ÍB =

ve
2
1,

2
m,

9

tvaru zlomku v základním tvaru ěíslo O1215.

+ (.L+ *}.{.**t * ... )
10,_rr.:.'

.,..3
7.L

330
11
5*re=

?
}

},

qí ?
3

1

1]--6"3 1
FíD

3\lT
aaa

2 ,ÍÍ,) -lr aaa

V sl.

V sl.

V ,s1.

V sl.

V sl. :

V sl.

V sl.

V sl.

V sl.

V sl.

3_,6

1+

J
2

14
L5

19a.

3
2

n, 3n * 2né'' L .tL,l1=r| O

Vyjád ete ve tvaru

h. o rfz

i. o,0?6'

j. o )2632,

( \E - 1) - (3

zlonnku v základním

':

,tzT
d.

a

f.

,l2 1

}-t+
J* 2
442
125+?

-1+

]-

-*2é

+L
43

-b

-b-}-... U

)
+ S- 1 ...

4+

-b-b***..o

tvaru

4-33
7L

9m
13o3t
495oa

Soubor

Určete

B. ].

b. 1

evičení 1.

součet ady

].1],



P íklat{ 4.

Určete gouče t aťly

P íklad 5. (9

Určete goučet ady Z
n=1

8rr-2 =

1r-1 =

8n=

- 1O. -

ó
F 1og 2n
#;.rc,

].oc 2nEL_

?n

3|,*nloe2
2n

ž r, = }' - 
,(t) Log 2_ n ].9e 2

1-+ 9 
zre,_*2

Tedy = li1_:rr = 21og 2 = 1og 41 rn-}O " n=l

(1)

Q)

.o, ď
2n

=rn 4

Platí el =. ,,/3-- 2 {_ 'd2,' ťT.:r,.6a:.\E
a" l= ť5 --2 ,tT.*-\r

'J-\--

::
aa

., a o

( \6-;T - zffiiT * ň-).

' an =1-,ÍT- "-T+'/i1,2--
8 = Iim 8ň = 1- lE* lin ( \6-J- - \6l + 1

j9,@ " n-r@

rt+-,fi- + r/i-T:T

b:t)_ ro
.2n-
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Peznárnka 3,'Vzorec Pro n bychon něli dokázg.t netodou metematické
indukce. ukgžme v tonto p ípadě podrobn postup -v dalšíeh p íkladech nebudene tento dr]kaz provádět.

Pro n=l je sl =1-z fi+y'Í=al .....platí
Pedpokláde.jme,Žep1atíak.=1-,IT..,m*GrT,dokážeme,Že
pletí 6k*1 = 1 - ,{T -\ffi *1ffi3.

-\

Platí gk*l =gk*.k11 =(1 -\E-\Fí*ffiT|*( F-l _

_ 2ťň;T.+ ffiJ; = 1_ ÝT -{tr, *{lll.
Tedy Dr6 keždé p irozené ěíglg n ,platí 9n = 1 - 6u 1ffi![ + ffii
P íklad 6.

Určete goučet ady
a

oO

'1
bttot n (n+ 2)

1 = A(n + 2) + Bn

1=G+B)n+?A,

k. je p irozané ěíslo.

Po].ožíme il#rT#* * ,-.%
Pak

0dtudl

Tedy

P íklecl ?. oo

Určete goučet ady L_ ;1;{;=, , kde
a=1

Položíue 
ť*=*-#-E

Odtud 1 = A(n + k) + Bn, tedy

. A+B=o
A,k =1

A=}rB=-}.

n = al + 
^2 

+ ..... + 8n_1 + an = t (r _ }) * * ( t - Ť )l... +

-} (*=-r}r)-} (*-*T) = }(, **- h_j=)
oo

Ě ffi+zI =i

A = + , B = - ť.
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111-z-ffi*3-3:1-E'n

n

B=lin|n=*(r"*"
'lL+a

oubor evičení 2.

Určete součet atly
@8oL#
n=l é

@']
b, L ;*T

n=l J
a
) 2n-1C. -_ --:S-
n=I 1

ťfl
. 2n-1

ltl ' l- ^t}-1?ílal é
0

A_ T_ , i ,v' n=O 2n
@

Z
n=1
@

Z
n=1

@

n (1og 2 )n-1

. . .í1-1n(a].n a)
3n

4n3h.L #L-nJ+2n'+3n
n=l

1
E (r - *!-n11

T=:E * z.
1)

n+kl

= * (r - } " t * ... " * - +T -' 13. - ;;fu, - -+-.- )

]. ,.

3 * ..o - t)

V o1.: 2

'o
V sI. : t

V sl. : 3

V s1.: 6

V s1.: 2(a + 1)

V;/sl.: J 
ao(1 - 1oB 2)-t.

r VÝs1. : 3 
5' (3 - sin a)'

V sl.: diverguje
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Soubor cvičení 3.

Urč ete
oo

9rZ
n=1
&

b.L
n=1
ooc.Z
n=1
0o

d.L
, n=l

rZ
n,il
li

1o 1fu:-ffi-
j. ri*-É,

oo

L
'|La1

souč et acty

'1

n(n + 1)

1
;ffi-rTI

]"(n+1) (n+ +'

].ffi1

V s1.: 1

V e}.: +}

1
3

1
T

]-
F

4

1-4

diV.

k. V s1;: B$t

V s1.: ie

V s1.: ffi

V sl.:

V sl.:

V sl.:

V5is1. : 1

V sl.:

V sl.:

2n

F

1
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?. Ř*nx s KIÁDNíMI čroNy

@

ňaaa L an.r /L/, kdc arr) o pro'každé p irozené číglr
n=1

ada s klarlnÝni ělenv.

rnta (nna jorantní ada ) aay

platí pr. každé p irozené ěíslo n 3 
'r, 

! 8n.

^ |OQ

Yšta 2.1. ňada 
tr 

," e klad4 ni ěleny konve3,rj r existuje-li k ,rí ]

konvergentní ma.ioranta. Je-li ada 
tran 

a kladn nni člerry
í --

divergentní, .je divergentní i každá je jí na joranta.

Poznámka. Neexistu ja ada , .která by sloužlla jako univer zálnt ná joranta,"
ěi minorenta pro lib,ovolnou adu. Majoranta.p ípadně ninoranta
e určuje zvláši irro každou adu.

Věta ?.2. Podílové kritériugr konvergence d'Alemberto}o.
Nechi (1) .je ada s kladn ni členy. Existuje-li ěís1o

čísto k tak , že pro všechna ,, ) k je
je ada (} ) konvergentní. .Iestliže existuje p irozené

tak, že pro všechna ,, } m je +3 l }, pak ada (1)

suje . Ze.jnéna existuje-liJjt+ = Qr pgk pro O Í

ada (1 ) konvergu je a q*o q ) ], ada (1) divergu je.

Věta 2.3. ,Odmocninové kritériun konvergence - Cauch;rho.

Nechi (1) je ada nezáoorn;ini členy. Existgje-li ěíslo
l

_ q( 1 a p irozené číslo k tak, že pro oSucr,r,u ,' Z k je

i6(9r je ada (1) konvergentní. t}estliže e.-,ti-stuje p iro-

zené číslo m tak, že pro všechna ,, },* ;" . " ! 1, pak

ada (1) diverguje. Ze jrnéna existu.je-li lim k" = Q l pak

Dro q< 1 je ada (1) konvergentní a p"3* r 
' 

ada diver-

g_uje. Pro q = 1 nelze o konvergenci ady (1) pcr,:le vět
? ,2 , 2 "3 rozhodnout.

n je čígelná

oo\

,"r'

q<1

5Ét.^
ct rYl
-t1
ěíg1o "u

aiven-

q( 1
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VBta 2.4e

Věta 2.5. Integrální kritérium konvergence - Cauclryho - Maclaurinovo.

}i:l: : r ":'],:,:iadn 
mi členy existuje,spojitá funkce

]-. Na intervalu ( K, oo ), kde K je ně jaké reálné Crsro,
je nerostoucí.

2. f(n)=an pro,.),o,kde Do ťpirozenéěíg1o.
Existuje-li vlastní limita lim,o jrt*) axl ,pak adg (1)

.t t-r r

konvergu je. Je-li lim I r t* ) dx't oo , pak adla (1) di-
t*o"*

Poznámka. Ukažme nap íklad divergenci harnonickét
Je f(x) = * l potom l.iul_ Í * u" = }i,t-roo 1 ^ t+o

= lim (tn t ln 1) = ]-iro ln t =oo.t*oo t-r oo

Tedy harmonická ada diverguje,.

Kri térium konvergence ; ilaabeoÝo.

Nech[ (1) je ada kladn.rtmi členy. Existu je-li ěís1o r ) 1
a p irozené čís1o k tak, že pro všechna a k je

n ( ft - t ) r, je ada (1) 
.konvergentní. Jestliže

existu;á p irozené čís1o m tak , že pro všechna n t m je

" (h - ,) ! 1, pak ada (1) diverguje.

zejnéna existuje-li *TJ (h - ') = r, pak pro r>1 
,

ada (1) konverguje a pro r(1 ada /L/ diverguje.

@
adyf_ * .

n=l
r rt
Lr" ,*t Jr =

P íklad B.

Dokažte, že ada konverguje.

.t\1
Je ví) qffi o

oo

také aaaf, qBtJ;,

oo

L
n=1

pro kažcté o irozené
\F* 3n

číslo n

rlrotoŘada 7 + konvergujel
_ ^lattri 5

váty 2.7-.

konverguje, dle



I

-16-

P íklad 9.

Rozhodněte konvergénei ady

1i, 5ÉL = limnrÉ -n n-+oo

E + ( 1; ada konverguje.
v3 . - v--

.ú

@

á #f " kladn ni

. r = }#..tr*

o ěler1 .

.liu.
nroo

,\

n31
(n+]. ) 3n+1,

3,

Vyšetete,zdatonver8ujeada.LŤekIadnfutě1erry.

}*," * = *LL #$íŤt+ . ;#- =, šL (#-)i ? 
-+,ni"o\n+r/,-,,r(fl

oo
konvergenci *:Ě . *_

)_11 ň;;'
= .2 á< 11 ,, ada konverguje.

P íklad 1]. .,

Rozhodněte, zda konverguje ade r"*rr)* , a ) O e reálné číelo..- _\crr-g vělt l v -

lt+oo .-aÝ- 
T

ňaaadivergujepro a) +, konvereujepro o<;< + rrg"'=+
ne1zepod1eodnocninovéhokrltériarozhodnout.

F íklqd ]:2.

Rozhodněte o

ě 1er5r .

].in "**'. = limn-roo -n n.+q,

=*iL #a#;TL +"L- +" - r = 1.

PodÍlov n kritérien nelze o konvergenci rozhodnout. použijene-l1

8 kladq ni

qětu

u+'- o -.4nz 4n+r

,n+1
(n+1) 3



Ale ul' -.. . . >4n--4n+1
p eevěděírne v počten

konverguje

P íklad 13.

-17-

1 pro ekono všechna p irozená---_ ,2limity: lim 9'- - " -- = +tl+ú4n-_4n+1 '

'číela n,

> 1. Proto

o čemž e

ada

Rozhodněte o konÝerg"t3i ad g kJ,adrl ni ěleny;ooi.
8o Ž -aa2 , b. _4, , kde r ) 1 je reálné ěíslo.

n=l 1 + n' n=l tl' \

Qo !\rnkee f(x) = *e
věty 2 .5. t
Je l lim. r E-.CE-. 

=t+o.J t+x'
= } u, ťr" (]. + *)1 t+6

@

eplňuJe v

*ri, ré t+oo nJ

- rn Z] =

lntervalu

**=t
+@ .

x (rr foo

V5ls1. :
\

!

) podnínky

-t
+ *2) l =t

) podmínky

l, konvergujc

(r, +oo

r].in l tn
t+rc L

(1

Řaaa , *fo dlvergrrje,.

b. Funkee f(x) = l r) 1 splňuje pro

věty 2.5.

lT"" /'F=i*t+"=-]: =

; 
=-ll%tr*,. 

-1 ] = +
podle věty 2.5,

t-Tfibt-*-]]
a

.Řada 7 rr}
, tlrl

Soubor cviěení 4.'

Rozhodněte: o konvergenel
60ls1

,8o t- :n=l Ýn .?

J
nn

ady

oo

b. I
n=1

pro každé
ěíg1o n )

-L, l l.
\ffi' ' n'

pro každé
ěíglo n )

p lrozené
,1

div.

p irozené

1-/ 1

r



@
ť. f^ *Tt|=é

@, ,.I_ . l- _

n=0 (n+1) 3n

-18-

V5|s1.

V eI.

V o1.

V sl.

pro každé

r. \ 1_

- 

) 
-?Lnaín'

pro kažťlé

}.
(n+1) 3n

konv.

div.

konv.

div.

konv.

div.

p iroz.,ěíelo

diV.

p iroz.ěíglo

(;F ; konv.

r

oo

'n5' áab.

n=1 2"

= 
.2n+].

)l_
#o ,3n-1
@

n!h- -n

Ý .rJn

-

n=l (2n 5)l
6
, _a*_
bsn=I 2" (2n + 1)
@á

nJ
k, 6TT-
@|
L }g(n .t 1ln=l 3 r-nn"

l, f'

a

Lr

h.

j.

k"

V sl.:

V sl. l

V ,s1. 
:

Y sl.

V sl. :

Soubor cvíěení 5.

Rozhodněte o konvergenei arly
oo

I
n=1
oo

L
n=1

t
n=l
@

I
n=1

á.

b.

\ra

d.

í n\'t
\r" " 1l

; , .?1--
(, + L)*\ n'l

.1.,-_
1"8'(n + 1)

. n]"arcs].n t

V sl. : konv.

V sl.: konv.

V5Ís1 . : konv.

V sl. : tonv.



f.

a

o

h.

i.

j"

k;

@

L
n=1
oo
Z-
n=1
oot
naI_
ót
n=1

oot
n=1

@

I
n=1

oo

I
n=l

n2

otti>or cviěení 6.

[i,ozhodněte o konvergenci
(o

-,í1
'-'i- _

l1-2 (2n - 1)' - 1

r'o
tr

, nL

}9

V5ís}. ; konv.

V5is1. : konv.

V sl. : konv.

V sl. 3 konv.
a

V sl.: konv.

V el. ! .konv.

V sl. : konv.

V5lsJ.. ; konv.

V sl. ; konv.

V sl. : div.

V5Ís1. : div.

V sl. : konv.

2JLn Srn 
lň-

2n
lii T-Tr
(r, )'2 _
(n+l;D,D

n2,rry
1

Ftr+f,)
/n+l \ť
l_ l\ nlJ-

o'-1
QnZ

ady

b.
--------

oo
í2nC.L
n=lní+1
@

t
n=2

oo

L
n=1

oo

I
n=1

d.

r

Qn - 3)

,1 .. .
(n + 1) fi''

f. 1
-+--nInn V52s1. : div.



@f
n=2

oo

L
n3].

oo

t-
n=]-

oo

L
n=3

oo

Z
n=o

$o

h.

a
1o

aJ.

k.

(n+1)
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3. ALTBItNu.rící fuor

Větn 3 . 1 . Kri térium konvereenee pro alt.ernu j íc í ady Leibnizovo

Necht [ "r, } ;, je nerostoucí posloupnost kladn eh
@

pak ada t (-1)n-1
oo n=],

Řaaa Í 
( -1)n-1 9n ge

n=1

an konversuje, jestliZe:}1 8n

naz vá {tesnLliíť__ F{q-l

ěísel.

=O.

(-1)n-l 3*+\
oo , _.1-1

8o Řada *, '-*'": konverguje, protože oosloupnost { *} ; je

klesajícíalim!=O.
n -?co

@

tt. Řacta Í {rt*"r'i, rovněž konverguie, protož posloupnoet
. n=1

P ík].ad 14.

Rozhodněte o konvergenci alternujících ad:
-oo.r@

a T (-r )n-1g. ftr o -, b. Ě, {*# c- E,

í ]- 
)oo

lmnfr#.=r klesá,#s
@

c. Řada Z._ ( -1)n-1 **+i je
n=1

rl od.nínku konvergence rr!!"r,

1_
ffi-(fi-a-Tr = *],

clivergentní , proto že nesplňu je nutnou

= O.

Soubor cviěení 7.

Rozhodněte o
oo

í ( -1)n-1q' n=l 3n 1
@

. í (-1)n-1
\)a t 

-

\)' 
ftrte" 1)3

^ , (-})n 6\"Frn+1OO

konvergenci alternující ady

V sl. : konv.

V5[s1.: konv.

V sl. : kony.



@
d.L

!=1
@

oZ
n=1

oo

f.L\
n=1

(-l)o _g-
5n - 2

.(-1ln

, .r\ ein2 n
\ -4 / 

-;--

(-1)'
ll,---1í n

o

oo

L
tll

Lr-
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NEABsoI;;TNĚ KoNi,, Bcprlrrtí

@
Mě.jne nekoneěnou číselnou adu E. Bn .

n=l
Utvo mg rryní O"* seetavenou.z abgolutních horlnot

ňedta (1) ge nazvá abaolutně konvergentnírkonverguje-li ada (2).

V p íped, že ed,a (1) konver6ujel ale ada (2) diverguje, íkáme, že

ada (1 ) konverguje neabsolutně .

P íklad 15. .

Vyšet ete absolutní p ípadně neabsolutní'konvergenci ad:
0O@@\

6o L_ (-]_)n-1 + , b.Z_ (-1)n-1 '* a , co Z_ (-i)n-l . }Fr . n2n 
' n=l n=l \6'

;;t konver8uj9, protože ná konver-

(],)

členrl ady ( 1)

, (2)

Bo Řaaa i. l (-1)n-1 *-l = ,n=l - *'
gentní majorantu L' -t-

oo n=rF
Zévér;Řaaa t, 

(-1)n-1 
"Ť 

je absolutně konvergentní. 
.

b. Řgaa ť_t(-1)n-1 'Ť'l= ť_ "*+ je adá 9 kladlni člerry..
n=1n=l n=],

Diverp,uje, protože i11 8n =rr|1 l*J = a t O.
ó n+OO n,)

Řede t (-1)n-1 **J je alternujíeí e divergu.jsr protože nespl-
nEi

@_^t.{Í''.

záiél: Řada L_ (-1)n-1 
"*+ diverguje.

n=1
oo oo

co Řaaa Zt_l;D-l +l= L 1 j" áda,tc1 {n .lLn1 
!/-n

neUoř je najorantiu harmonicti ady L
n=L@

Řa.aa L (-1)n+1 + je alternující.n=r Ýn :

klesá a lin '= = O, je konvergentní.
n.ró ootlí

kladrl ni ěleny. Divergujel

n',,t,, ( +}*Protože posloupnost { -I n Jn=l\

Závét: ňada , (-]. )n-1 # je neabsolutně konvergentní.





Věta 4.4. Kritériun Abe}ovo.

Nechi 
{ "r, } ;, 

je
l

neehi nda ,i, 9n

- 25 -

nonotónní a

konverguje.

F íklaťl 1?. 
oo

lJkažte , že ada , 'r*e
volné red].né ě{g1o B.

Ukažme, že pivolbÉ %=
chletova kritéria; Platí:

co B + cocl 2a + ... + eoB

,l.'

laol = |coe a + cog 2a + ... + co

pogloupnost 
t* }ň je klesající,

oo

Řaaa I iťg _ 
konverguje podle

. 1fr1

F íklad 18.

p irozené ěíelo, konverguje pro libo-

ohraniě ená posletrpnoat a

Foton ada 
,"ru, 

konverguje.

\

pcidnínky Diri-

't,n Je

cog D8 r
1;cn = J8ou splněrry

na=

oo

raay f
4tl1

ern $

na[= [co" &P 
" . ,"in B., l

"T"3* 
''

věty 4.3 ..

l"r" á l

0.
'r*Et'

nl-,".r/n co na
n

podle věty 4.4.

, n je p irozené číelo,Roz lodněte o konvergenci

a je ěíslo reá].né.

}t-1> OO

eOB na l? *-!.-ar-t - 5 ! ! ., ! ^- - -, ^,Vo].me n = .\t , 8n = Ť* . V p íklad.ě L7 jsme dokázali, že ada

f' e9.8-ng konverguje.' pogloupnost t qn };, je ohraniěenár. nebo

]* -;, ;:";;;;,;-;"-oo"rn,*nost t \/,J ;, je monotónní,.
n+oo n+l *.. 

- ': .

Ale \F'> 
*lffi právě tehdy, když ,rn*l ) (n+J.)n. Poglední tler(;|v-

nost je ettvivn].entní nerovností n ) (r " *)o)" a ta je,eplněna pro

každé p irozené číelo n b 3, neboi, poslouono". I al * *)" } ,,X je

rostoueí, lin (], + *l" = e { 3 Proto posloupnoot t\6ffi}.i=r je tso'o-

tónnívr"r.trlJ ?ro

Řaaa ž Ví-eog na konvergujebn
?Lc1

coo *. . in



l

Soubor evičdní B.

Vyšet ete, které
gují absolutně:

N
B. 

' 
!-rť-fiErI+n

m
l_ 

' 
(-1)n

Uo{_-
n=l n Vn
@

é. L . (-1)n ln &
, t1=2 n

d. Z ,, (-1)D

?:? Vfi' + (-1)n
ď
)i (_1)n
ftr ň-Tn-fr-
@
7 (:1)n-1 n3
-

3

]

V sl. :

o

f.
n=1

(.Ú

p,a Z-
'7=.1

2n

( _], )n-1 2n2T

sin nď.:
tt'

-"É
lnn

ady

V sl.

V sl.

V3/s1.

V sl.

V el.

V3ía1.

konv.absolo. pro
libovot.né reáiné o{

konv. áb$ol.

konv. a baóI .

@

b.L
n=1
oO

coL
n=1

konve pro
reálné ď

trOnVr PTO
reálné ď ,

kony.

libovo].né

].ibovolné
a to absol.

h. L ein.nal
n=l rt'
@

í.. ť_ (_1)n (zn - tf
n=l \ 3FT:Z/
oo

: Ý sinnť. r 

-

#., (ln 3)n

soubor eviěení g.

_ríyšet ete konvergenei
@

8. 7 sill noc
ň!r n

ady diverguJí,

-26-

konverguJí neebgo].utně l konver-

V al. : konv..neabso1.

V5ío1.: konv.abool.

-l )

V sl..3 konv.neabgol.

div.

V5ís1. : konv. ngabsgl.

V o1. ; konv.absgl.

V sl.; div.



A

d. T silLn e_in nz
fi=r n

@

. Z cos,go4 ,8)n=1 tl"

fr
? 

' 
qin noc_*' l- ^n

oubor evičení }O.

o. Ur ete eouěet ady

b. Určete eoučet ady

E2T-

V sl.:

V sl;:

konv..

konv. pro libovolné
reálné,ď , 4 1É ?kJt ,
k ce].é číal-o, a libovolné
a >0

V sl. l konvr pfo libovolné
reálné ď

1_
1.2

oo

L
n=],

.].* z;T V o1.: 1

É
co Urěete souěet ady L

n=].
(-1)n 2n+1._n (n+]. )

podnínkad. Zjiotěte, je-li eplněna nutná
konvergence ady

1- .$ - b - 8í - ....

. Rozhodněte o konvergenci ady

15É-#-#"ffi*.-..
ť. Rozhodněte o konvergenei ady

@

L ?.1_1*,ln=l nh

Rorhodněte o konvergenei ady
@

=rffi
Vyšet ete, zda ada diverguje, konverguje
neabeo}utně, konverguje absolutně

0o
Ý , -.[*]- 1L\-I/ ffitlal

-1

E.

h.

V sl. l U
V sI. :

. 
V s1.: ano

]

V sl. l kony.

V al. : div.

V sJ-. : div.

V s1.: konV. 8b .



1" Vyxet ,et.e 
o

nepbsol rttnX

Ž (-1)'*}
n=1

?8

zrl a arln diver,puje o konvergu je
, kon,lergu je abeolutně

Iffi

V sl.: konv.neabgol.

V sl.: konv.abgol..
pro ].ibovo}né
reálné ď

j. Vyšet ete, zda ada diverguje, konverguje
neabgolutně, konverguje absolutně
oo,L si.q ao4n=1 n!

T



- ,29 -l

\

N § K o u\p č N ft,
]

Řlnr FuN
čt

v 0BoRUKct
sEL

*lÍLNÝcE

1. zÁrumÍ poiruy

Nejprve uvedeme definici tzv. bodo.véJonvlr ,rqgnce oo'sloupngflti fůnkoí

I r"} ,,], k l'mitní fifitkci f .

NechT t '"} ":, 
je'poeloupnoet reáln ch firnkeí defingvan eh na inter_

Posloupnost..Iestliže tato ěíeelná posloupnost má vlastní linitu1 ozl19-

číme jť f (x), 
'.i.rr}L frr(x) = f(x)., Pť*_" vŠe_9h x *p:' néŽ

nstní rÍ-'Ít _pogloupnosti {rJ"r ,, i"ri"r" @-.--l ,l @yertene9._p.p.q}o:pnosti funkcí tr r" } "!r. 
Každénu x , M je pŤi azena

:^á-- ť__r_^^- !r-_\ .,--*ť7-^l ?- f t ,_y r). yjednahodnot-'l("Tl=ffn(x).'':-:Ťur|en1nannožiněIíífrurkcef,
kterou nazven" iiq:is"i'*qr.LJr9..9jp,pilfu {rrr} ;r. píšeu1 

1111 fr, = f ,

0o
V raz Z _ro = f' + ť2 + f3 +

'll a.|

naz vdn9 ŤsÉoq-fu!&cdl, Funkce fn je n-t n členem adyady (1). Posloupnoet

t*rr},r:a' *9" sl = fl, 92 = fl + fzr..., Bn = fl * fe * _... + frrr....
naztrlvárre (1). Limitní funkci 9 l

posloupnosti { "rr} #, naz váne eoučet ady funkcí (1), obor konverg|9nce

posloupnosti'{ 
""} ň na,,gra^" obor \onverq_ence a{v funkcí (1).'

P íklad l.

Urěete obor konvergence ady

Urěíme, pro která reáln'á ěísla x, x l -4t číeelná aaa f.;- 
konvergu j . Uži jme nep . podílové kritériun 

qlel|

(1)

0o

funkcí L_ fr,r kde frr(x) = *n=l É
r z* Ý\Fa,/.
L, ( 2x 'É-
-.-.ě.n \x + 4l'

1in
nroo



Řaaa

,-30-

konver$rje pro každé reálné ěíalo x, pro něž

2 1xl ( lx+4l . Řeq_e,"í této nerovnice jsou x ,, (- $ ,
ho x = - Í jde o itgetr,"L-"a" E, 

!*ť-, rteie

Dro x= 1dostáváne adu 
a*, 

kterrádlverguJe.

,.Ie tedy obor konvergence ady M = ( - *, 4).

P íklgd 2.
É

Určeteoborko4ver8enceadyfunkcíá,'o,kdcf,,(x1=;fuffi.
Vraz3x2+4x+2=3(x*?l,-3>opro1Í.bovo1nérearnj-*..
Vytvo íme*konvergenci číse],né ady (x je ].ibovolné reálné ěíelg )

En1fr;r ;Fr (ffitr
o"'33 ryi."l =iťLlr # =*;.
pro + <1 adafr]tonverguje.'3xa+4x+2

Ěešíne nerovnici 3x2 + 4x + 2 >1

3(x * 3)'- } >o

(x n 3)'- t}l2> o

konverguje l

t1]

Pro x=-1 tpro
dlvergrr je. líá tedy

M

P íklpd 3.

Určete obor konvergeTcc ady

Pro každé x reálné je 
},i%

llaaa bude konvergovat pro 8

x = _ } ao"táváme ěíge}nou adufr,*1- , která

ada funkeí obor. konvergence

, = (-oo r -1) U i_ } , oO ).

lein3x l < r
i;;;;ik t
Isin * l< Ě

Ě<einx( +

L-r



Poeleťlní nerovniee platí

Pro x = 
'- 

{, .. kJa a X
ooo*@

adf_ l=#,Z +n=l n- n=.l n
Fence prlvodní aťly funkcí

3l- -

pro x .Ll, (- -E + k.rc, , + * ka )véz E|

, = + - k,lL 
_ 
vyšet íme konverg"rroi číeeln eh

. Obě ady konvergi,r.jí a proto je obor konver-

M=YÍ-++kJt,+*krx>
Pro zkoumání vlngtností souětu ady funkcí, p ípadně linitní funkce
posloupnosti funkcí. je t eba definovat tzv.otejnoměnnou konvergenci.

Řekneme, že ppqlou,pnopt fgnkcí { r"} ň 4oqvergu.ig na, množině {
st,e.ingmě, n E_JN!+c_i f , jestliže ke každénu É > O exietuje' ěíslo Do

tak, že pro všechna p irozená ěísla n, ,, } Do a každá xé M, platí
lrrr(x).- f(x)l<e . píšeme fr, =+ f.

Řtknene, že &lda fuqkCí Z, f.. konvergu.ie na nrrožině M ste.inoněrpě

E_ťunlcgl , jestliže *"*lJ""
ady kopverguje stejnoněrně na nnožině M k funkci o

Pclznámka 1 . Jestli že . {, '"} Í, konverguje na mno žině M ste jnoměrně'

k funkci f , konverguje také bodově k liunitní funkci f .
Obrácené tvrzené neplatí.,

P íklgtt 4.

Z,ii stĚte r zda

aa

trr,} š , kdeooqloupnost funkcí
f_(x) = -3! -:rll\lt" - 

L*n2*2

b. rr,(x) = t#tr
konvergu je na. interva].u ( O , r) ste jnoněrně.

áo Pro každé x e (O, 1> pJ-atí 
"]rě 

frr(x' =rr t' F = O. Je tecl;y

lipritní frrnkee f : y = O, D(fl =(o, 1) .

Pro každé x intervalu (Orr) platí:

[rot*) -ft*)|=l#fo-o l=ffu. .,

pro x=* (o, 1) je|rrrt*l-r(x)[ =ffi-=f..
''- 'l n2

Proto pro E (or1) nem&že platit I frr(x) - f (x) l< e pro každé
' xÉ(o, 1) , t9ay posloupnost { rrr} Š neÉonverguje k f stejno-
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měrně nR inťervplu {Orr; o

b. Pro

J.
l.

Pro

kažťlé x e { c,l} 
"i" ** f,r(x)

y = o, D(f} = (orr) je ].imitní
každé x intervalu (orr} je 

l

= lin -í4--n+oo !*x'í1'
firnkc í.
frr(x) - r{x) 

|

= O,

=-2,Ť=
L+nexd
2x;;ar =

plat{

ffle= fr, protože --,&x-r+nT

2xA
frffi-u

(nx - I)2

a

t
n ír, ťje }o

pro každ6 x' reálné a kažťté n p irozené ) .

Budeme-lirrrotokIibovolnámu >O vo].it

bude platit pro každé p irozená ěíslo n, n

Do tak, že

a každé

Dg=*

reálné
č{gle x intervalu{Or1} *<*"=e ,

I r,,tli - f(x) ! = #fo Í *rh = s tj. l

T.lroto pooloupno st { 'r, 
} - konver&u je k

množině Ll = ( o, 1} * .

P, .i z ji |í tov ání toho , ada poeloupno st funkc í
nom rně n& množínň IU k funkci f , je často

Roghodněte, zda posloupnost {r"} Ji,
otejnoněrně Rg unožině (Orr) o

Pro ka dé reálné x intervalu { O 11 )

= lin *'(1 - *') = o, tedy fz y = o
xl -ry ?O

. Urěíme lokální maxiuun funkcí frr(x ) .

3 ,r*'-1 (1-2xnl; {t*l = o pro xl !i o

pro x2= 
{tr 

je f,,(x2'=(ry
fo( 1) = O.

{ 'r} ň konverBuJ stej-
v hodné u ít tvrzení;

kde frr(x) = xl - ,*2n konversuje

je lin (xn - ,,2ň) ,,,
n+@,

je limi tní funjg:e í .

,Ie t{txl = ,r*n-l ] ,*2n-l

e'x,?=;!t

-(#rťi-t=t,fn(o)=o,
\-aí,/

frr(x ) -

funkel

f(x)|<e.I
f ntejnoměrně na

V tg ]..1. Foslouonost. funker { rrr} ň konvergu.je stejnoměrně k funkci

f na *rroZírre M, jestJ,iže ěíselnÉ pooloupíroet, { ",ro lrnt*l a

-f(x)l}ň konversujeknule. xeM

P íkl,ad 5.



proto up tfrr(x)-r(x)|
xe(o,1),--

fo(x) = } .

Protož"*TT gup ,^ _ [ rr, (x ) -
n,roo. xe (or1)

posloupnost funkeí tro} fr
Soubor cvičení 1.

Určete, pro která reálná

"r-

-33

= max , J frr(x) - f(x)| = max
x é (c,1) x (o, r)

f(x)l =*lL * = * iO, nekonverguje

k funkci f stejnoněrně na množině (Orr)

ěísla konverguje ada l

v;|sl.: (-t, t)

V sl.; (-1, 1)

a]

V e1.: (- +,+>,

9o

b.Z
n=1
@

";Z*"-,* n=l
,@

d.L
n=1
@

".. 
z_
n=l
Ň

.?Lra n=J
oO

rZ

ffi
,r2 *'

2n-1 *.-1

*n*1

(l l trn2 *'\J. . 
lf/

í''",IL
n!

*zn-i'

1O2n (2x - r;2rr-1

(-x)n
3r-1 \J"

##+ *2n

(xr..+ B )3n
n2

(-3, 3

(-Ňl

(-9, -7}

(1r45; 1155)

h.

1o

V ol.

V s1.

V sl.

V el.

V sI.

V sl. oo)

j.

k.

n=1
oo

Z
n=1

@
L
n=1

@

Z
n=1

ď
L
at=1

V sl.

V sl.



Soubor evičení 2.

určete obor

fF
l(
nt

@
8oZ

n=].

@

boZ
n=1

@'
GoL

n=1

@

d"Z
n=I

@a
Cr #,

@
ť.'t-' n=l

ú
8.Z

n=1
@

h. Z'
fi.4

,, { , l
, ,:. , ,--&*-*,,_,

V sl.s (_ -

konvergenee aťly:

v sl.: (-t, 1)
,c

]

V5la1.: ( - $ , 4 )

V sl. z (-2t 2lí_1 ln+l 
- 
f

l A,' 
2^ o ll

2x rtttx+ 4'

2
e-h x

=bts*.2"

, _ tí1-1 =2' 
- 1

\-..l' 

--
' 

, 

.2n'- 
1

\E\
J -T '

n.\fF

Soubgr cviěení 3.'

Zjistěie, zda

k ].initní funkci na
4}

n0o frr(x) = ť'

b., fo(x)

c, , fr, (x)

d. frr(1) =

VtrÍsl. : ano

V a1.: ne

V a1.: ano

:-

V5íe1. l eno

V5ls1. : eno

= oo _ ir,I}I

= -J- J = (o. oo.1x+n

.r = (o; 1>

V sJ.. l
,,

V5ís1. :

V sl.:

V sl. :

poslbupnost { ,r, } :a konvergu je ste jnouěrnii

danén intervalu J.



ot,

p.

t-

9r fo(x)
n

= --Á V sl. l ano

Y slo 3,tl

V e1.; ano

V s].. : ano

:,
V e1.: ano

.V sI. j De

1+f

f.

$,l "

h.

ll\

"in( )

i. ď(x) = arctg nx

J" ďt*li = "-'*-")'

J= (-OOrO0)

J= (-O0rď)

.l; (oroo), 
l

o!, J = (-E, n) D je

lib.kladné číg1o

P, J= (-oor@)

frr( x)

frr( x )

frr(x) =

=rť "#
'= 

-.^ L!

l

:

I V sl.: ne

V sl. : gno

Y s1.: ne



Věta 2.1 . Cauch;r-Bolzanovg kritérium
Poq}oupnost funkgí { rrr} á tosveríuje tejpo
žině M právě teMy, když ke každému e > O eri stu je n_

- 

v- -,, -:-r- --o

takové, áe pro každé n, rn p irozené, n}no,,ioo apro
všechna x , lf, platí lr",(x) - fr,(xl! <e, . .fuaa tuntglr f f_Bl I. 

-fiÉr 

n

, ;:';:"'-]ii: 
-::',-"

pirozenérr,3Dor,}ilo aprovšechna x !í platí:
. ,^ , 1 á , .l ' ?

] eme, že a g fuqBcí á rn 
, ,

jestliže konvereuje ade funkcíŽ, 1ro l .
n=_

Těta 2.2. Weierstressovo kritérium
fo(x) t Í an

@
Nech Z_ fn je ade funkcí a neeh , prati l

n=r Il 
',

pro každé p irpzené číslo n a v echna x M. Jestliže
@

číselné ada 
, 

9n konver8uje l pak ada funkc 
' *, 

f,

konverguje abeolutně a stejnoměrně na mrrož.i.ně M.
'a

P íklad 6.

ňaaaě,?;lkdef,.(x)=ffizejněkonversujeprox=k&,

kde k je celé číslo. Pro každé p irozené ěíslo ull platÍ:

-36-

2. vIÁ INosTI po IoUPNo TÍ A ŘEp n NK,3f

kg cté x (-oo;oo ).l%{x)[ =ffiffi'{F,=f pro:2l-LI 
^ 

á, 
=

V a'**' *
Je1ikožěíge1ner.a"$konverguJe,konvergujeadafunkcín=ln Í 

.

základní v znan má věta

@

].fn



Poznánka

Věta 2.1,

Věta 2.5.

Vět.a 2 .6.
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vrta 2,3, 
:::l"*;] lr"i:,,";'"::T:"il;';.:':": il,lil'" s)a,t

, NechI pro každé p iroz. ěíslo n ,exi,otuje vlestní limlta
lim fr, (x ) = bn.
x->a* .,
pak existují také vtastni linity 

*rL 
"*r(x), * _ 

bti

a platí lin f (x ) = lim b,. r t.!.x-+a+ n-+ "
lim ť rr, rrr(x)] = lin f rim fnt*1_|
16 --98* n.+99 n-},ro- x -ž a+ n -J

2. Analogické tvrzení platí i pro linitu zleva a rinitu v bodě B.

něórr[ { '"} 
'Í, konversuje stejnoměrně k funkci f na inter-

valu .I. Jeou-li všechny fimkce 1" spojité na intervalu . J,
je také ].imitní funkce ^f spojitá na interva].u tr.

Nechd adla í\rnkcí Lrfn konversuje etejnoněT::rntervalu
ll=.

,.T. Jgou-].i všeehny frrrrkce fn spo jité v *1.1!elv_9}9 _ 
J, je

eouěet ady funkcí " 
]iurrťgó bpojitá na intervalu .r.

W"g!.i 9o1loupfiost funkeí t rJ á konverauje ste jnom rně

.k ftrnkei f ne interval1 (a|_ b > . Jegtliže všecnny firnkee

fn jsou iiteg"abilní na i"t""""r,, 4", b ) , je také frrnkce f
integrabílní na, intervalu 1r, b > a platí

frr(x) ax tj.

fn konvergu je ste j:rromélně na intervalu

(., b) a ná gouěet s, Jestliže všechny funkce fo Jeou

integrabilní na intervalu ( 
^, 

b > , je také funkce g inte;
grabiJ-ní na interva}_u 1r, b > a platí :

b-b
7 e(x) dx =Ž _t / ,ot*l dx ] tj.

e-, . L=l-á j

,}cE, ro(x)] dx = Err jl f,,(x) o*J

bb.
/ r(*)a* = lim laJ n+ď á
b_

|ni^.frr(x)] dx
aJ n-,oo

@
Větg 2.,f . Nech ada funkcÍ L

= *lŤr/ f"(x) ax

c



38

Věto 2.e,. Neehi vŠechn.'1 funkee fr, mají derivaei ťrrr(x) pro každé x
int.erv.,ilu (arb). IťechI, posloupnost {r"'-)] T=a konver5luje
pro nlespoň jedno x e (arb) a nech posloupnost funkcí

{'' r, } [, konvergtr je ste jnoruěrně v intervalu (a , b ) .

Pak platí:
ál Pos}oupnost {r"} T=, konver8uje stejnoměrně v intervalu

(arb) k funkci f = J*" fr, .

b. Funkee f má derivaci v intervalu (arb) a platí
f'(x' =ršL frrr(x) pro všechna x (arb).

Věta 2.9 . NechT aaa , rrr(xoj konvergu je pro alespoň jedno *o (a, b)

;"::;:'":,:,;:":::"{*j"; :"";",;":::ffi:"::";":::;;",*n=l 't
v interva].u (a, b ) a je jL součet 8 má derivaci v intervalu
(arb) a rrlatí g'(x) = , 

r'rr(x) pro všechna x (arb).
19 ť;* @píšeme."*él 

, rrr(x)]'=ňfrrr(x).

ukážeme užití txehto vět na p íkladech.

rnayĚ '=-.n=I n . 2^'

UveŽovqná ada z ejmě konverguje abso}utně. Dále funkee frr(x) = *'-1
jgc},_ integrabilní na intervalu (O, } ) pro každé n p iro zené g platí

'|rf

J*"-rdx=[Slo'5= 1 
=o ;L" J_o n.2D

Řada funkcí f_ *'-l je nekonečná geonetrická ada, která na intervalu
n=1

(o, }> konversuje stejnoměrně a má součet s(x) = 1$
Froto je pooíi" věty 

'.7 : 
frygkce s integrabilní na intervaru (o, } )

eplatí rs(x)dx=' t*'-Idx=' 1=.
0 ť o,_ n=1 i n=1 n,2"

Ale 
{"t*l 

dx = l *; u" = t- ln |r -IJ;|' = - ln (r o,5) +

+ ]-n 1 = - 1n 0r' = ln 2 a oroto

f 
-};fr, 

= ln 2.
n=ln.Z"

F j} 1od 7,

urče te goučet číselné
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I

/

í

P íklad 8.
?t

Určete goučet adv L Tl-" n=l 3n

Řada z ejurě konverguje absolutně. l*o ady 
ě, 

fn, 
á 

fi, , kde

fo(x) = r*, f|(x) * ;n-1 platí , že konvergují 
"rójio*ěrně v intervalu

Proto podle věty 2.g platí

(á 
"Í 

=á (*"; l=Lr*'-l prokaždé x intervalu

(O, 1 - t ), >O.

Porovnejme v počtem
@L =3-;?
ó
,E.

n=l 3..

oo

z
n=1

n t.I;-=l*5*J

@

) JL-J
r3n4

11r-(-f-+

31 3J

ql,|=i 9tedy Z#=ž
ttn4 J
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Soubor cvičení 4.

VŽitÍm VJeierstraasova kritéria doknžte stejnoměrnou konvergenci
ady funkcí na r]aném intervalu:

|&

^. Z-
n=I

oo

b. L l:}','= .

ň=r x+2n
oo

CrZ
n=1

&
d.L

n=1

a

.L
n=1

oo
oTlr l_

n=1

O<r

oL
n=1

oo

h.L
n=1

oo

i.Z
n=1
oo

J.L
Ť= 2-

].mx +n

x
1-"4-7

nx
1- i{F
s"ig n

nl

x (-ool@)

x (-2, oo )

0, oo )

x (-@, oo)

x (-ool )

x (.-*roO)

x (-oor.r)

x - (-oo r @)

xé, 1o ,rlo )

x,e (., oo), a >

xé (

p9q Lx
n VŤ'

arctg n:K'_ an'
'.

aretg 4"x-+n3

*2 
"-ilX

1gg
,rX



3. UlocNINNÉ fuor

Buň {t} i=o pooloupnost reáln ch

|íocqingoq ( potenční ) adou o et edu

-41 -

ěísel, xo libovolné reálné ěíe}o.
xo a koeficientebh an rozumíme.,

:

adu funkcí tveru

áo + :r(x - xo) + ar(x - *o)2 +

-9 -

= ta"(x-*o),, ,

Poznámka 1. ubstitucí x -

aof al + r2Y2

,,,
xo = y p ej{e: ada /L/ v

eOl

+ ... + 
"rr 

D *' ... = LIl n3

adu

"rr ''

která ná st ed, _v poěátkrr. Staěí tedy vyšet ovat mocninné

ady pouze v jednom z uvedenlích tvarrl (1) ,. ( 2 ) . Získané
v sledky ge již, ngznaěenou transfonuecí p evedou, na p ípad
dnrh .

Všinněte si, že na rozdíl od p edeh ozího textu o adách

funkcí začínáme zpravidla indexen n = O .- mocninné aily
jsou jist m zobecněnín nnohoělentl a nají, adu enalogick ch

vlaetnoetí. 
.:

Platí 3
Věta 3 . 1 . Ka žd á mbcninná ada konver8u je ve svéno st edu.

Věta 3.2. Konvenguje-li eda (1) v některén ěígle xl * xor . konverguJe

abeolutně pro všechna reálná ěísla x ,z intervalu ,

(- |*r - *ol , l*1 + *ol ).

,Dlsledek věty 3 .2.

Diverguje-li aťla (2 ) v některén

všechna ly l ) lxrl .

Yěta 3..3. ňaaa (1) konverguje

a/ jen v ěísle xo právě tehdy,

b/ pro všechna reálná ěígla právě

Q)

(1)

=oÓ 
'

ČÍsle . y = x1, diverguje p:po

./
l'

',jé-li lin bup
nžea

tehdy, 
'",-r' 

j;: "un fi= o:

''i1



ě/ pro

R=
].in up

n-*É

a 42 -

číala int,ervalu (*o - Rr

: , je-li 
'*T ""p \ffil}9a

v e* gng reálná Xo+

é (o,

R), kdle

+ oo ).

Reálné číelo R naz váme p}opj!!..konv.erae c,e (1),

interval (*o - ,Rt xo + R) je kotveJi8gnčJrí intgJnvel adv
(l).

Pgznámka 3. V číelech xo - n, xo + R mrlže rgda konvergovat i divergo-
vat, takže konvergenČní interval mocninné ady ae obeoně

nekry je 6 oboi.en konvergence této ady. .

Jsou-li. koeficienty ady (1) takové , že existuje

:1i"-ffi = q p ípadně existuje*:l*l= 9r ná

ada (1) po].oněr konverg"n"" n = t; (pokud- q = O, 
_ť_

R=*oo; pokucl q=+ to, je fi=O).

funkcí

Itl
-. n-l

Řaaa trl má gt ect ,xo. = 5. Zab vejme 99 adou ,rn t*, - 2)o,

x' * 5, která je hodirotou ady t 1] v^ !!s3.e x = xl. Pogloupnost 
.

neboť skoro všeehpy její člerry jsou větší než l. Řaaa t r] diverguje

pr všechne reálná čís]-a x * 5; R ,= O.

P íkled 10. ,

Určete poloněr konvergenee uocninrré ady

]. + 2i;--1) + 3(x-.r)'+ zlíx-1)3+ 32(x-1)4*..r i2rlt*-rl2n-1*
,+3n(x t)2'+co.é .Ý1 tr]

={r, W,\F, Yí..., zUrP,\ff,..-J l

g1o ";"tfi" :U# tj, \[Ť,Pro "keždé o irozené ěísIo n je "V



l8n lProto lim up t
, l-)oo
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'/í. odtud n=aF.
roO
IJn=l -

P íklad 11. 
@

Určete r pFo lcteré reálná č ísla_tconvereu je adg Lplatí: lim \Il .J = lirn \ / 
-lJ

*: +utta,,l =_::V ťFT = * = q;
IIaw 

,n-+ ' .. . J

R = 3, konvergenční interval (-3, 3).
ituaci v čísleeh -3 r 3 musíme vyšet it zvlá t. Pro x = -3

en-l oO

#=L(-})n-1
l.:ter'á je elternující a konvergu.je. Pro x = 3 dostáváme adu
}* 3'_-1 _ 1 t_a_,u:, 

J vvg

Ía n . ďffi =na fr , kt,erá diverguje.
o9- n-]

Zlvěr: Řada ž: é+T konver8uje pro všechna reálná číslan=ln.3'
intervalu (-:, 3 )

Vti';g 3 .4. Jsou-li koeficienty ady (1 ) takové , že existuje
lin ll'tl l

n_+ ..| 
,r. -l = q l má ada (1) poloměr konvergenee 1 = * i

(pokudq=O, je R=+@tpokud q=+@, je n=O).
12.

-A n.3'*l'

2n

do stá-
1

,

Pť {klad

U3,č ete ,

Plgtí:

=0=cl

ZÁvór:

N x kt,eré

}lll t'|= *l: #+eá}+

@

pro která reálná čísla konverguje ada L
tl1

(2n) l
,,r *| an | ;* (2n +T)T-- =

2n n!

-U

(2n) ! ^

lin =1 ==nn*. éA + I

Řada [ 'k# *2n konverguje pro každé reálné ěíglo.n=1

vlest.nosti moeninnjíeh ad.

Vxta 3 . 5. Neehi polonriír konvergenee R mocninnó ady /L/
nuly. Potom ,r"á kaŽdé ČÍs1o xl, pro které platÍ

@

-ada L ar, (x, - *o )' absolutně konvergu je.n=o

je rrlzn od

l*r xol< tt,
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Věta 3.6. ( o snoiitogti goučtu moeninné ady)

Nech{ polorněr konvergenee R "'ady (1) 
"je 

kladn. Nechf s(x)
je součet ndy (1). pnk funkee ".(=) 

je ápojitá na otev enén

intervalu {xo - Rr xo + R),

Věta 3.,f . (o derivování p íp.integrování mocninné ady Člen Po ě]-enu).

Neeh{ R je poloněr konvergence ady (1). Pak R je i Polo-
měrem konver8ence 

"t.,.
:al + Zar{x - xo) + 3a3(x

... = [ narr(x - *o1*-1
'",Én=I

.2XoJ

ér
íffi

' l-
áo (x - *o) " -2+-tx

.... + k (x - xo;n+} =

Řítáme, ža ada (3) vznihe z ady (]-) derivovarri' ě}én Po

členu, ada (4) vznikne z ady (1) integrováním Člen po Členu-

3 . 6. Nec hi poloměr konvergenee R , mocninné ady ( 1 ) je klaťln ,

Neehř s (x ) je součet ady (1) . pak platí :,
oo

narr(x - *o)'-.1 = s'(x), xQ,,(xo R, xo i R),
tln 1

3 . 9 . Neehť polomňr sonvergenee R moeninné ady (1 ) je 1adn5í,

,- Neehi ;(fi-..i*:iso,rc"t moeninné ady (1) , potout n8 interva}u

(*o R, xo + R) plat í :

Ě }'-.(* *o)'*1 = J",x)dx tÉt*la*] x=xo , kdel_
n=0

t /- t x )a* J x=xo znamená hodnotu neurěitého integrálu

3.1o.Necbt s(x) je součet mocninné ady (1), 
]:r'n :"i"::i.:o:-

ver*ence R je kladn . Nech{ a, b jsou libovo],ná čígla z

,9- or ao 8n Fr-L ^| 
,nt* *o)oox =L k ['o *o)'*'

;FÓ a _r 
v 

b^ n=(

]a, *o)'*'J= 
^l 

s(x)dx

Věta

'ra 
r"

Věta

-|
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Vě tg 3 " }1 . tii gch{ po loměr konver8ene e
potom nr každé n iroa*né

@

mocni nné ady [ [*_ t *
n=OL "

v ěísle
1in
x+(*o+

e(xo + R)

tj. s(x)

s(xo - R)

určete konverr.renční
je.ií goučet.

intervnl ady

4n+l
= Llú {ffii =

tl,roo
Plr tí : 1im

n+p

R nscnir:né ady ( } ) je kladn .
čieio k je poLoněr konvergence

*o)" J (k)

4 s(x) ) g platí:
R)-

a(x), ,

_l e(x),
- R)-

&r *4n-3
I _t ,_ 4n-3nĚ4

t1l
R

n+
an 1 = q; n = 1, konvergenění interva].

_t, LzJ

č ís1o
x̂' a mé

= [ -PLa5a "_ 
(x r r-k s(k) (x), p ičemž g(x)= ,,!n 1rrŤ[fT an (x - *o)"-'' = , ičemž e(x

je goučet mocninné ady (1)

Věta 3"12. Nechi g(x) je součet mocninné ady (1), jejíž poloněr kon-
. verfienee R je kladn . Potom Dro koeficiénty ady ( 1) platí :

an = h "(n) 
(xo) pro n = O, 1, 2r....

Vxtn 3.13. (o jetlnoznaěnosti vy já,r ení funkce rnoeninnou adou ) .

Nech funkce s ( x ) je n8 otev eném ,íntervalu .I eouěten

ryroeninné edy (1) a mocni.nné ady I brr(x * xo)D,
n=0 ll

Nech[ *o J, pak pro n = O, 1, 2, ... plat,í Bn 6 bn.

Věta 3"l4. Neehf s(x) je gouěet mocninné ady (1), jejíž poloměr kon-
vergence R je kladné číslo. Iliechf ada (1) konverguj i

xo + R (p ípattně xo - R). Poton exietuje

e(x) (p ípadně lin
x _-+ (xo -

*rrf = lim
x > (*o + R)-

(*o + R) spojitá zleva,

(-].)n 
"rrť = ].im

x *ž (*o

t.{. e (x ) je v (*o - R) sno ji"tá zprava.

p íklad ].3.

R)-

-Y-{_
n=O

jev
&r

n=0

(-l, 1). ,a_

Řgda tr] vznikla integrovárrím člen po ělenu ady L *4n-4

jejíž poloměr konvergence je rovněž | = 1. Pro t.Zlil"eálné
intervalu (-1, 1) je ada [Z] geometrická kvobienten q =

scluěet



Proto ada trl má gouěet I ,(x)dx = /#;4

Tedy/*t= } /*=*}/#=- /rŤr=
závé1Ě #=Žr"l ++ l-arctgx,x (-1,

-

+=B-+I+x

|.+ D)(1 -

Cx+D_ .Aa

1+x'
=2).

1zln
1).

1* rsl^
1 xIl a"c tg*. :

P íklad. ].4.

Určete "or'ičet adyL n(n-]-) ...(n-k+].)*'-k,
, n=k' &

ňačta trl vznikla z ady L x[, lZJ , tak,

jeme čLen po č]-enui Prot"r:--h *D = 1 + x + *2
n=O 

c9
11-T s(x), ( -1, je t1), n (n-1)

lz7 p, platí:

1.

Irl

Ial

-T = s(xr, pro x e (-ll L|, Je 1fu 
tl(l!-IJ

[",-, ] 
(k) 

= ( T+* )(k) =,*ft;ry r p'o

P íklpd l.5.

Určete součet ady 1 -l* }- t"...'t (-1)n

Řada trl je hodnotou unocninné ady

x - * -+ - ť -'... + (-l)n-i #
v ěísle x = 1. Studujne podrobněji

lin q,fi{r=lin \rT=l8q
D _>oo Il+ O

1;
n

I aaaa

adu
'

oT)
,4L-

Derivovánín ady ÍZJ člen 'po členu dostaneme adu

1- x + *2 - J + ... + (-1)n-1 *'-1 + .o. ,
!

která je geometrickgu adou g kvoeientem q = -xo Pro

č{sla x golňu.jíeí podmín}nr l* [< r je 1 - x + *2 -

+ (-r)n-l *'-1 = r# . proto

v _ *2 - ť _ *4 - + (_1)n-1X - T'3. - T * ...

[:l
všechna

.J + o.

reálná
+

i

+ = /í*- =,ln (1 + x),lxl< 
'..
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Řada Irl je alternující číeelná ada, která konverguje..Iejí

8 = lim ].n(], + x) = 1n2.
x-} 1-

Závěr: 1 - } - + - } * ... + (-1)n * = 1n 2.

Poznámka 4. Uveden postup ge často používá p i v počtu souětu
gentníeh číseln ch ad.

součet

konver-

fi -
V;lís)..:Ž_ n.xD= .x-, lpío xe(-1, 1)n=l (1 ň2 |

oo

h. Určete goučet ndy r (-1)n+1 *T1t .. ;liiT-TInrí

Soubor evičení 5, 
@

Br Určete eouěet moeninné ady H
NÁvod. Dnngp i(adu gi ngpíšeme ve

Návcrd.

n=1

n(n + 1) ,D =
n=1

určete součet moeninn ch

n.XD
oO o,o

tv"ruf n.x[=*[n.xtr-ln=l n=].

a
_ n+l

V sl.: Ž_ (-1)n+1 +n=} n (;;;J = (x+1) , ln (x+1) -

Určete gouěet ady r (-1 )n-1 *2n-1
n=l \-J,/ ffiT

o
vs1.:[ (-1)n-1 ?#i=arctgxrpo xe(-r, 1)n=l 

&
Určete goučet ady t (-1)n (2n + 1) x2n

n=O
@

V. sl. : f (-1)n (2n + 1) x}n = ..l - x2
nao 

\-L| 'i pro ,( (-1, ],)

Určetc goučct r"ay n(n + 1) xD

xr pro x (-1r1>

2x
{ffi pro x e (-1, 1)

ooraaL*',Ě (Ť)"
@

= t# *", pro x , (-1, 1)

Pro

n=1

C.

d.

8r

oaLV, sI.:

óOL
n=O

@

*' + (Ť)"

f.

V el.:



V s1.: s(x) = cosh x = ď t "-j ,
x reálné čís].o

1 t L 
'," (]. - x),

x e (-1r1), x É o

*l*1;ffiJ,
V5ls1. :

V sl,: e(x)'=

V s1.:

V sl. :

V s1.:

s(x)=$rX (-1r1)
Vl - x

g(x) = (x+i) tn(x+l) - x,

x (-1r1)

s(x) = ii:fF , lx l< 1

2
g(x) = 

"lift,, 
|*l<r

s(x) = ,rjb, txl<1

. určete součet

&
-.-nV5ía}. .: L ť-

n=b

* 
*2n-18o fi=1 2pT

i. ",.*!#t

1 * } " + *Ť t -'
.!l aa ao

*2 x3T---u::3*...

_^nI1n
: 

- 
x

é

rIl)" r pfo x e (-1, 1)

{><)

mocninn ch aa )-ffi
1-21 

""n2n^

48

._(]9_

XB, ž_
n=O

tY,}

= (á
oaL

n=O

Soubor evičení 6.

Užitím derivovr{ní netro integrování ady člen po členu určete
funkei, která .je součtem ady :

V sl.: a(x) = } r" F+* , txl<r

V e1.: g(x) = arctg x, lxl : 1

Cr

d,

Ě
n=O

x_5

1.2l , aaaa

+ ( -1)n*1

9,

Ie

r

h.

i.
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4. ŤAYtonovA A l[^á,cLAUruNovA Řnm

iiíkáme , že funkei f (x) Ize v intervalu r' rozvinout rr uocninnou adu.

Řadu (1) naz. váme v tornto p ípaťlé Elcjzyo..ieq] fiilLki_g f (x) (v mocninnou

Věta 4.1, P],atí-li v intervalu rI .= íro - b, iu.* b), b>or.rovnlcc {t)r]

Pak koeficienty Bnr 11 = O, 1, 2, ..., jeou jednoznaěně urče-

fr (x^)
al =Ť, á2=*FL ...., 9n tl,

Věta 4 .2.

, a..aa

N99ht_ t je firnkce,

n-tou d,erivaci. Nechi

stupněr p o ktcr

a

která má v čísle xo první, druhou, .. . ,

(k),
X=Xo

fr(x^) r''(x_)
+ + (x - *orr) * |pt= - *o)2 + ... +

Rozdíl ť - Trr(x) naz váme z}Iít,ke. .fqnkeg f po Taylorov

polynomu n-tého stupně a oznaěíme ho \r+r(x).

Tr, ( x ) je pol3mom ne jv še n-tého
I

= f 
(k}'*o) pro k = O, ]., ..., tl.

Poton platí:

Trr(x) = f(xo)

f(n',*o) ť1- f(i)(x^)
+ --TrL- (x - xo)D = ,L + (x - *o)j.

PoJ.ynon T_ (x ) se naz, vá TayJorrlv _polv4om nrg f_uqkei f vIt

čísle xo..Ie to polynom, .jehož hodnota v čísle xo 8e gho-

duje g f(xo), první derivgee v ěísle xo se ehoduje

f '(xo ), ..., n-tá derivaee v čísle xo se shoduje a f(n) {*o).

ny ,vztahy



9o

pozndmkn 5. Znnlost zhytku R r*1 
(x ) riinožriu je z.iistit, a jakou p esností

arrroximu.j Taylorťrv pclJ_;,nnom ťunkc i f .
Nee ht ť .je funkee , ktení mri v reálném č ígle xo derivace

všech ád,1, Tay,}gno,yg .Ěqtq" ..{}.lBFe.e. f v čísle xo rozumí-

ťg ,(n) (xo)
me mocninnou gdu L --n1- (x

n=O

rl- Xo/ .

Je-li xo = O, mluvíne o Ť ,lě Mqclgtrqi*ově._

Poznámka 6. Taylorova ada funkce

dou o st edu xo. Její
TayJ-orov n polynomem

f v bodě xo je tedy nocninnou a-

n-t částeěrl součet je totožn g
Trr(X).

Věta 4.3.

1r ta

Nech[ f 3e funkce, která rná v ně jakénn reálném čísle xo

derivace všech áclrl. Taylorova ada funkce f v číslq xo

konvergu je na n6 jekém intervalu J ,/obsahu jícín ěíslo xo /
k funkcl f právě tehrity, když je po loupnost Taylorov ch

r )oo
zbytkrl t U" (xo) J ,=r nu]-ová.

Nechi funkee f má na otev eném intervalu J = (*o - b,

xo + b), b >O, derivace všech ád a nechi posloupnogt

{r("' J lo je na J ste jnomxrně

adn funkee f v libovolnérn bodě

intervalu J k funkci f.

ohrnni čená . Pak bay]-orooa

*o .I konvergu je na

Poznámka 7 . Posloupnost

existuje-li t
všechna n =

Věta

.J ste jnoněrně

pro všechna, x

lr(r')t*l l É K.

{r'"' } 
"=',akové číslo

1, 2) 3, ..

je

K,

.,

na

ze

je

ohraničená,

,J apro

Taylorova věta.

Nechř x, xo jsou dvě r zná reálná ěísla

funkce, která ná derivace až do ádu n +

tervalu J, jehož krajní body jsou číela

f(x) = Trr(x) + Rn*l(x), kde

a neeh f je

1 v uzav enén in-
x, xo. Pak platí
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Poznámka. Zbytek je v tzy. tagrangeově tvaru.

P íklad 16.

Rozviňte firnkci

Pro k=Orlr2)

eX = 1 + ŤT -*

P íklad ].7.

Rozviňte:funkgi f(x) = cog x,
v taylorovtr adu v ěígle xo

b. v Mnelaurinovu adu.

9r Pro k = O, !r2,,.. je co (4k) 
*

f(x) = X, x reálné ěíslo, v Maclaurinovu adu.

.. o ,"x; (k) 
= éX, [,"") 

(k) 
J *=o = 1 .

n -99.+:..*ft*...=h
:

x reálné číslo,
=4,4,

ť
nt

(4k+3; T vT
_=-co8**-. -?:.=-,

,' -1r f'"n" *1(4t+') ]*=o

po doeazení:
, o2 _4 .,6co x=l-i_:fu-fri+

sin x, x

je
I

It"i" *;(+t

r
= 1, | (sin,lJ 

x=O

P íklad 18.

Rozviňte funkeí
Fro k = O,1,

[:"," *, t +tl ]
r
I t"i" *1 

(4k+t

eO$x= uZn
t,"l"

oo

(-1)n

f(x) =

2, .:..

+2) ]

reólné čís3.o, v Maclauyinovu adu.

= O,
x=O

-1

*1(+r+31 J
T=o

= -1,



,2

po dosazení:
.,3 -.' n7 _ _ t .,2n+1 .einx=x 3t*Ť- Ť+... + (-1)"fu567r*.:.. ,

;,-].)n# , :r reálné ěíg1oTrnx= L
h.e

Věta 4.6. Pro každé reálné ěíg1o ď a pro ka dé re4lné ěíg].o x (-1,1)
platí
(1 +*)*=t-(i) x-ft)*'*...f (É)++...., (2)

a,a

, ku" (ť) - *íť_-1\({.-2).,.!o<--kti) , k = 1r 2r:.. ,($)= 1.
(t , Řgaa (2) e naz.rfvá biaooická qdg-

P íklad' 1!,. . 
,

Rozviňte funkci f (x) = ln(].+x) r x (-1r1) v Maclaurinovu adu. ,

ň"ay lrl , [.l

:

v binomiekou adu

uR + .l. [rl
(O, x> dogtáváne

= ln (1 -+ x) =

nx T E r-rr1),
n ' ^-:- \ ,r

+ ( -]. )n-1 ť
n

Irl

Ial
ěíslo x absolutně.
1

Ž , dostaneme

1;-"-*, . xNapište Maclaurinrlv rouvÓ5 furrkce f(x) = 2,
Víne, že

"* = 1 .* tŤ * * h *' + ... * h *' * ....

Dosgdíne-li de trl (-x) za *r_jl

ěx = 1 - }ry * - *T *2 * ..o * (=}),l *'

Seětene-li. t rl

}a.* + 
"-*) =

konvergují pro kažťlé reálné

a [rl a nágobíne-li eoučet

1 + * -Ť+ - :.. * #Tí - oob , x reá].né ěíslo.
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P íklad 21.'

Rozviňte funkci

Potožíne -x2 =

Pro t

(r + t),

t, poton

o,

Je(-111)

],7=

3
:+

..J X (-111).

v

.1

ffi=1*to2* #r4*ffi.r6* \..

'1 . 3 . 5. ... (2n-1)
92' + o...

ělenu'v intervalu ( O,

a

= eregin x aregin o

+-... +

, x (-1rl).

Irl
\

x ) doetáváme

= arcsin x =

f(x) ='T*r l x (-1r]-) v Maclaur.inovu adu.

1rá.*L=*l(-,.e
lt 2t )

+ r;}l t :l , r'iá]l.. . t -JE=\ l 
tn +

nt

,\
Vrátíme-li e k orJvodní oroměnnér. dostaneme

1 . },--g-5. . gr.(2P--t},t[ + ..o....2" . ň!
!

* t -tl t-ii t:i ) .l +
3t

]

oo.. 3 1 _"+ 1a }l 12

l

Mac.laurinovtr adrr.
1

TTTr,

#?=1+I*'*+,J-J-x4+b
+

P íklad ?2.

Rozviňte funkci r(x) = arcgin x, x (-1r].)

Pro každé reálné g" (-1r1) je (arcsin u)'

?, p edchoztho p íkladu víne, že

2n. D!

Tntegrací ady [ '] 
. člen po

x6
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Soubor eviěení 7.

8r Rozložte v Tay3.orovu adu funkci f(x) = * v ěísle xo = 2,

= _ž[, **ž'* #+ 
(x+?i3 * ... * (xŤť+ ..-J

b. Roz]_ožte v Teylorovu aclu frrnkci f(x) = ,ÍÍ 
" ěísle Xo = 4,

'E = 2[, - b (x-4,, -#(x-4)2 + its (r-413 - ", ]V al. :
-:

á 
( 1)o-1 (x-4)" ] ,

=' 
Q (O, 8)pro t

co fiozložte v Taylorovu adu firnkci f(x) = "X v ěígle xo = -1,_

,* =."-2 [ r * Ťta - +'* tď " ... *-.-ať " .., J =V5|s1. :

= e-? [], + ť rrifl:], pro 1 reá]-né

d.. Rozložte v íaylorovu adu funkci f(x) = coo f v ěísle Xo = ?
r. Tí l 1(| í,_ -l|l l-_l1-1

\[s1.':coá=8F#W):$1....ft)..
-",] ,prokaždé x ";n",n

_Tr
o Nppi te Taylorovu adu funkce f(x) = gin ?x v ěíg]"e Xo = -f,,

v sl.: sin 2x=É+*+tr[*o"+ 2#i- ?fu-
ll=

. ]lprokaždé'x 
reáIné
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l Soubor cvičení B.

: Rozviňte v Maclaurinovu adu funkcc:
2

v s1., 
"-*á 

= } - x2,* { - ?.. + (-l)n*l
'i

b. f(x) = -1
1

V S1.: lu = 1
. l+xo

x reálné
,a

o f(x) = ,ln(l-x)

V sl. : J.n (1-x ) !3

d. f(x) = ].Ox

*2 
(n-1)

T;I-[TT Ý ", ,

I

a

- *2 +x4 -

ě íg1o

f(x) = ginh x 
:

V5ls1.: ginhx =ŤT*#- *- o..

f (x) = ain x2

ÝYs]..: sin i2 = i - h *6 * t "*
x reálné ěíg].o

-i

a

....l x (-trr)

. *2n-1+ ft6l1i + ... , x reálné ČÍglrrt

" , n_.1 _4n-2+ .oo + (-1)"-' řrffiIi- '

x reálné ěís].o

o

h.



a1o Ilrěete prVní dva

sp].ňuje rovnici

Vs1.:y= -f +

Urče_lg první t i
splňuje rovnici l

y3+:ry=1

eT-eY=xy

'qy+"*=y
Y' = ln(l+x)

xx3
3 r 6T - ....

- 58 -

členy Maclaurinova rozvoje pro funkci

2sinx'+siny=x-J,"
5JT- ""
ělerry Maclaurinova rozvoje

V o1, : y = 1

y' která

.'

pro funkci r která

_j.

k.

1.

Bo -xy

V sl. l y

,V S!..3
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5. uŽrrí MocNINNfcit na1

A.

F íklad 23.

Vyoočt te sín ].8o e 6rbou nenší než 10-4o

Víme , že pro ka ,dé reálné číslo x je

Pro nevnó zvolené re álné číg1o xo = * je t r l *rt""nující Jtr*rrro,,
adou. Proto máne-li určit sin 18o = ein S s chybou menší než 1o-4,

lnsinff3fr--ry ,

neboť chYba ď , kleré ge tím dopusiíme, je menší než první vyn""rr"rry
člen * rozvoje t rl r (iento ělen je men í než 1o-4) ;

/+)' n5 -E - 4DL. ,íT

einS.;#-#
sin ff * or3o9

P íklg,ď 24.
cl-Vyoočtěte 4 ]..Zg na 4 deeetinná místa.

=

=

|r-,vgZ

W= ?',fiffi= rr !- ? _.--------- ]_

'4z7 + 1=Vz?ft + + ) = 2 (1 + L )T =2T' 
b \* L28.

= 2 [, -(i) Tb"{t) *-... -{ )*F*,...J =

= 2 [, ++T*u - +t i)*":.. -ií) ;h- -"._]

1+ n*r #,;h,* ", -(Í) *i ..- ].ll
1+ oroo111 _ orooooo3?3 + ... J; 2roo22

?2

2t
2t
2 ,0o



? íklact 25.

Vyoočtěte ěíe].o ln 3 ctlybou

rozvoje fuňkce 
'" ** .

Víme, e ln(l+x)=x -*-*
Dosadímq-li ťlo [ 'J 

(-x ) za )t

2J
].n(l-x) = -x -?

_5p-
l

menší než 1ď4 užitín Maclarrrinova

+ r;r1-1[-l ,l + ... PrO X (-l1l),,ť,
n- q.a

,je

1n(}+x) - }n(l-x) ="2,'(x

=3 pro *=}." 
"

- ť,_
n

rn} =

Ale tif
= ?,

Pro adu

x3*3.

(

;.

t

( 2n+1 '1 2én+L

2n+1 ]. . !fiii3 Ť <Ť

[,]

Proto zbytek ry, = "o 4 . i. tj.
qlL-4

Foťlle zadání má b t R,<z#c6

1
3

, tj.

,1 ,

20000

2ooo0 ,

1ffi
3. (2n+1) ,Zn+L

eoá je splněno pro n = 5.

Tedy ln3 Z2 (+*+=aJ-=+ 111

- 

-Ť=5
7 -2l 9,2' 11 .2-*



8o

'b.

A\.a

d,.

a

f.

o

'h.

a1c

j.

k.

Soubor evičění 9.
t

Užitím noaninnJrch ad vyěíslete

Epenogtína
't

].n 1r 2

arctg O,8

arcsin o r45

gin 360

arcts .f'

na
.i

:, ll9

na

na

na

na

na

1. ln 2

a_

\z+t

Í,tr, 
:

(1 
r 1 )1,2

\6-
4qí
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g po ado?anou p egnogtí;

aetiny V s1.3 4112

tisícirly 'V eI. l 3 rOO5

oetiny V eL.: 2rO9

etiny Vlís!. s l}12
.]

setiny V a1.: Lr65

tloíclql V sl.: 017?8
.'

tisícirly V e}. !' o,182

etiny, V lo!0t67

na tisíciny V sl,: 0146?

na tisícirry V sl.: Qr58a

na degetitieícirry
V g}.; 0,5?63

\

na desetitleíciny
V sI" l O16931

f
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B. Iglegl

P íklad ?6. 
x

Vy jád ete ruoeninnou adou funkci ,/ l-a'Ur.
Víme, žepro každé x, ": = 1 * ft * # "... * # * ... tr]
Dosadíme-li do t rJ. (-t2)'za x náne \

"-" = ]. - ti - *- f, * (-1)n + - ...,

oÍ.-" 
dt = 

,!| 
,r--ť;á1:t-.o. ]',-r)"#-...) dt

^!Í "," ťlt = J( r 
=$ 

- *- r* + o.. l (_1)n .áffi"í - ".}.,
o

x reálné ěíelo.

P íklad 2?.

Vynočtěte urěit integrál 'Íe-xz dx.
oJ

Z p edchozího p íkladu je

|Í,r*'dx = 1 - *iT * 5+* - ?.h * ..o +

Řadn [ 'l 
je alternujíeí. Proto vezmen -li

6].erry, tlosteneme pro c rybu ď odhad

d<nh=*,
11--3 10,
urěen 9 c}rybou

(-1)nrmfum,r " trl
v adě [ r] nap o pívrrí t i

4n 
^

l"-*'dxi1-
0'

zaden lntegrál je

Poanámka 8. rntegrál ,l "'" dt
pravděpodobnosti .

1nenší než E .

je v znamq \í teorii

P íklad ?8"

Vyjád ete mocninnou gdou prinitivní funkci k furrkci

chyb a v počtu

f(x) = sin x2.

Víme, že

ginu=u u3 u5r 5 

-3 t ,! Ir]

--l}.



Dosazením u = t2 9o L rJ dostáváme:
. É ,tí\ |t .

ain t2= t2 - # " # - $| * ... + (-l}n $ff+' *'... [z]
Integrovánín [z] člen po členu v intervalu (o, ") 

je:. il
XF

i "r,, t'at = l*-*-n#-í#i*... +.(-lfffi-
ou -rX .. -.-r.

x + "'Jo
f "ur2a! =+-'T*ť-,ŤH-í#T*... + (-1)n.t#iirr" l, *..

oJ

P íklpd 29. 
q$

l # g p esnogtí n9 tisícir5r.Vynočtěte tintegrál 
o'J 1ry i ťU""""":r_"r,

$=(1+*4)-i.=.i--ri)x4-fi)x8+ti)*12+....=Vr**4 . : .'

- ! 
x4 _ť* i)_ *8 *É t)Í:t)É BJ ,*tzi .... =

'= l, --#

a

0tín
ídx.
l 

-3
J ťr**4

0

0 1497
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Soubor cvičení 10.

Vyjád ete adou integrá]. :

^-Í*u* vs}.:c x3 x'- 3;5i, T Ť.5ť ,
re,álné číg].o_

x?_ .a.
'l .7l. '

b. /* u*
Jx"

+ ],n l*l "***;f, * ....,V s1.: C

+x

'x

-!x
x

+x

... ,

,XC
Jq

co 
/Ť*

,reá]-né ěíelo nenulové

-*3-uť,- T7g 25 fu+ ""

o

V g1.: C

o

} r"c}*tl u' v sl.: c + x - 4- 4 - 4
ol ff 

ot vYgL 
2ž 

*.7 - 3.* "o' '
2q , a Ý-, -q$^ x reá].né ěíe].o

l

/t6 u" v s,..: c + x + }4 - 2h { r...o ; x

žgdovanou p esností:Vyjátl ete adorr a vypočtěte poi

T *dx g p eoností na tisíeiny, vJr 1.3 32, B3],

o
0.n

7 #" " p esností na tisíciny V5l's1.: ot'l94

'r,
/' "ou x dx 's p esností na oetiny V sl. : O, ?6

J
0 r,ír

l ! ancte f dx, s p esností na eetiny V si. l Ol12
,|J

Vyjád ete adou a vtrpoětěte :

7 n -Z'r ln(l+x) u* v el. : Š -JxL2

(-t, 1)

<-1, 1>

f.

o

h.

1o
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C. P ibližné ešeqí diferenci{lgích Lo_vnig*

P íklaťt 30.

Řešte diferenciální rovnici
,ll

-AY + y = O"

ve tvaru mocninné ady.

Obeené ešení rovniee trl hledejne ve tvaru ady:
a

P edpo.kládejne, že ada LZJ konverguJe v .Jietén lntervalu rr.
Pek nlatí: \ ,

Irl

.aaa

1X- + ... =

''A

y'= a} + larx + 3arx2 + 4anx3
,l)y = 2^2 + 3.2arx * 4.3a*x- +

Po 
, 
dogazení do rovnice I t]

(2a, +'ao) + (3.a_a, + ár) x +

ao

al

a2

= O a2 =

= O "3 =

=O e
4

= o "5 =5 .4a, + u,

= O + Ox + Ox2 + Ox3 + ...

Odtud 2r2 +

3 .2"3 i
4 .3"4 +

Po dosa zen! do l_ZJ e tedy

y=áo+alx -}'r *z -it*'
*2 x4y = ao (1 - fu + f,i, -

J.e vidět, že ady v závorkách

eqg x a sin x, Lze tedy psát

Y =9ocogx+alginx,
eož je obecné ešení rovnice I t ] . Víme , že v

rovnice t r] urěit z charakteristické rovnice.

ní tliferenciálníeh rovnic užitín nocninn ch ad

ao Bo-fi= -T
'1 "l- 

-: 

- _3.2.1 ,- 3t
8.1 aq a^

- TT3 = Edffi=
Íl- 8,-ffi=fr

* iŤ *n " ;+ *5 _ ....
-3. *5

) + el (x - fi + ft: :... )

jsou Maclaurinovy ady pro funkce

tolnto p ípadě ):de ešení

Určení p ibližného eše-

provádíne 'zejnéna v téch
.;
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p ípadeeh, kdy nelze urěit obecné eŠení pomocí elementárních

koneěn ur počtem operaeí -

P íklad 31.

Řešte difereneiální rovniei

.Y" * kxy = O

k reálné č íslo , uži tírn Maclaurinovy ady .

Řešení rovniee [ ' ] 
hJ.ede jme ve tvaru ady

y = y(o} + tjg)- - + y+{gJ x2 + ť(ot *r +,"(llto))(+ + ...

Rovnice I rl je druhého ádu. .Tejí obecné e.šení bude obsahovat dvě

nezávislé konstanty AlB. Zgvedeme o?,načení y(O ) = A, ' (O ) = B; ada

funkc í

I tl

tzl

I r ] nab vá tvar

y = A + Bx * r2í0,) ,2 - ry x3 * "(lltol *+ + ...
j.lerivori,,:irrí_rn vz-talru V] .dostáváme 

:

, 1,r ír-i) __ :í"(r:) 2 ,,,(4)1rD 
x3 + ... ,:,I = }:; o ,'i jt 

". T. + Ť :t* * *-Ti--

.fo= :,,"'([l) + +P T + /*- x,2

[:]

+ ... .

a. obč st ran .y rormic e upravímeJ)osa,c] l'lilrl r]<l

-*'l t' , ,, \
,Y \.\/.i -l-

q it-| li:{(i\ _|-

1evó stlrrrty :,ovnic t-, I i J 4c. _:r, }I"
4| ! n\ _.,. li)r ,., r 1 ,,(. T ) r rr rťq),.r'-'
il ?l

Bx + ",Jgj ,''J 
'r_ 

"1$r) 
-{j{_ 

j{Ť}g/ ,{-' -+- ... ) =?! 1|

l,,'orovit;Íirlc-_l_j_ lcoeficient:i u ste;jir;í*1, rnccnin x rrll

d-ost ává:,,.r1

'' ia t'i//(l) 2 v'.].'/íí,t) l,-.-j--:- :i. _i. j-=- J x, ... +

ů + 0,:i -l- 0...,t2+ ... [+J .

oboLt s,Lraná.ch rovniee [+]

,,) 
|

}"'(0) = ů,

"ro' (a) J }-ir í_l-=i1-- J- ,i"u{" = L,,

ťa ) . .y.fi;(t-]) + kB = 0,
2a!

, v v 2 l r.1Ubecne resen]- Tovn]_ce L lJ Je

y = /r. + lx - $ y3 - ffi

:,r"' (a) = -1 ,

u('l)'o' = -Zk].l, atd.

pa}'"

4 ,4lt2]Á 6X * -tr-i- X + ...

1
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P ík]-.rt 32.

určete partikulární e ení rovnice
yn=l+x y2

p i počáteční podmínce y(O) = 1.

Dosadíae-li porlnínku do rovnice I rl , náme

O 12, odtud y' (O ) = 0.

1l dogtáváme;

... ,

lJ p i dané podnínce.

Postupn ni derivacemi rovnice t
y" = ]- Zyy'

' ;l "' = 2y,2 Zwn

o(+) - _4yryrr 2y, yr, - 2y ''r= - 6y, y, - 2yy"'

i
Or] t rtd po do ga zení :

y,, io) = 1, y'n'(o) = -2, y(4)to) = 4r....
lr t.iku}ární ešení rovnice I r l hlede jme nap . v tvaru

ť"*:tly y = y(o) + tP - * v](o), *2 + y:í9J ; * #, =o

I'(i í osa,aení

y = 1 +*"'
eaá je partilnrlární

P ,í klad 3 3.

Určete partikulÉ.:ní ešení rovnice

xr(4) * 4y"'- xy - 1= O

p i poě áteěních podrrínkách Jr (1 ) = -1l y' (1 ) =

y t'| (1), = 6,

Řešení hlectejrne ve tvaru Taylorovy ady 
lr.

y = y(ll * |l{P (x-1) + q{+) (x-1)2 * vli,Ítl

L rl

Maclaurinovy

. a aaa

i;-t*4-
ešení rovniee t

Ir]
I, y' (1) = -2l

(x-1)3 +
o(a)(r)

4!

[z]

(x-} )4 +

+ ....

Dogazením oorlmínek tlo

v(l)tr) + 4.6 - 1(-1)

Ir] máme

ěili y(4)(1) = -. 24.

rovnl"ce

ní.r-lv'



Fo dosazení do t
y = -1 + (x-1) +

y É -1 + (x-1) - (x-]. )2 + (x-]. )3 -
a'

což je pnrtikulárrrí e ení rovnice

Soubor cviěení ť1.

d. Y'

e.. '

$. Y'

h. Y"

- 66 -

27 e pravě

.$i(*-]. )2 +Ga)
2! + T (x-l)3 - J:Í+J (r_1)4 + .o..4t

áo Dokažte, že ada y(x) = H
b. Dokažte, žé ada v(x) = Ě

VYjéd ete adou Partikulární ,ešení ťtifereneiéiní rovnice p ipočátečních podnínlrác,h ;

C.'yt - y2 - x(x+l) = O, p i podrnínce y(O) = 1.
' V o1.: y = 1 + x + } "'- 3 J + o...
+ ,ryl - 2 eog x - O, oO' podnínce (O) = l.

= 1 + ?x _ } *a _ 3 *'+ ....
a)

+ a'y = O, p t podnínkách y(O) = O,'(O) = 8r

V3ío1. : y = 9x - S "' + S -l - * *' + .c.

- "*y = Or p i podmínkách y(O) = |. yr (O) = 1.

V s1;: y = 2 + x + x:2 + $, - ....

-r

LtJ p i uveden eh podnínkách.

xl
;, Dz vyhovuje rovniei xyo + y'

*4'
T4fr,r7 vyhovuje rovnicl

-y=

dan ch

O.

f . Y'

- y co x, - r = 0, p i podrnínkách y(O) = 1, yr(o) = o.
V5ís1.: y = ]. ****- ....

= ,2y, p i podmínkách y(o) = o, y, (o) = 1.
oÉ

V sl.: L *4n+1n=ď (4r

i. xy" # y' + ]qy '= O, e* podrnínkách y(O) * 1, J'(0) = o.

V sJ..; y = 1+ (-1)n _-L2l
n=]. '
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Soubor evičení 12-

Vyjád ete iradou obecné e ení diferenciální rovnice;

8. (t*xz) y" G xy, G 2 = Q

V.sl,:y =A+B(fr**- #+,_..) +2(*-íf1'-
+ 64x6 * ___.)Ť8. * ....)

b.y"+a;1f'+y=O
V g1.: y= A(1 - * -* - .") + B(x - + * * -' ",

C. y' + ry = O

V o1. : y = A(ť - },s *' - rfu3 *6 + ", ) +

a

d. y" + gx2y = O, a reálné ěíslo

V oJ..l y = A(1 - L,3 8x4 - #,2*8,- "o ) +

+ Bx(l - #"*4 + W"2*8 - ... )

r4xy"+,2y'+y=o

V s1.1 y = A co rE-* B gin \F, x ) O
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NEKONEčrÉ ŘlD BORU KOMPLEXNtCH

Pro nodrobnó gtudirrm ad v oboru kómplexní proměnné jsou nezbytnéznalostí z tcorie funkeí komplexní proměrré. v této kapitole pouzennstíníme, jak je moŽné uvégt základní po jm.y pro ady komplexníehčísel.

č t s E f,

1. čťsnr,rqÉ fupr v oBoRU Ko}ípl,pniíctt číspr.,

Buá t-"j":oaloupnost komplexních čísel. Symbol

dl + dz+ U3+...=Ě*_
;=i n (1)

0nekonečnéadě(1)ekneme,žeje@,jest1ižekonver8uje

PoslouPnogt {%}:r, kde 6L= o, , 6z= *L+ *r, .... ,6n = *' + U, + ..o + &n, ... , kterOu naz5íváne @
částečJqÝ.ch součt{ ady (1). Číato 6= lim 6

n +oo n na zJÍváme součet ad.y

(1).P iPomeňme některé vlagtnosti posloupností komplexních čígel:
Poglourlnost [n"ť1 má lirnitu ď- , jestliže ke každérnu reálnému číelu
e > o existuje P irozené číslo Dg takové , že pro každé n p irozené,
n )no, platí l*,.-d(l< .,
Poznámka 1.,Ie-li &n = an+ brri , ď,= a + bi, je lďn-ď l=

= |/("o ,)2 + (b, b)2.
Pos]-oupnost [""JÍ { "" naz vá ohraní,čená, existuje-li
takové reá]-né číslg K>O, že platí l"'"lÍr pro všeehna
p iro zená čígla lo

Věta 1.1. Poeloupnogt tU"}I, n, kde d ,, = an +

právě tehdy, když jcou ohraničené obě
r- -\ @
t b" J n=l reáln eh čígel.

b.i, .je ohraniěená

pos}oupnosti {"" J T=r,



.je
&f

n=1

bn

Je tedy vidět, áe pro v.yšet ování konvergence ěi divergence nekoneěné
ady komplexními ěleny mrlžerne užít obdobná kritéria jakó pro ady

reálr\ íni členy. Tyto věty zde nebudene znovu uvádět, ukážeme je jich
použití na p íkladech.

P íklad 1.

Rozhodněte o konvergenei ady ť +.nt? I+ Vn
Obecn člen atty [ J.l je komplexní číslo, jehož reálná ěágt 8n

imaginarní část bn = +. Obě ady Ě." = Ě --J-L+ 16 
vvv 

n:a " n=O1+ ,tÁ'
cro\^

=/ - - -( jsou čígelné ady 8 ěleny
n=O ]_+ fr

ltnčí, srovnáme-li je 8 harmoniekou
\_3 2íProto ndn / š# divergUje.im 1+ ,ffi,

P íklaťl 2,

Vňt,a 1.3. Řade 
Ě r 

", 
kťte ď r, = an + bni ,

tehdy, když .jsou konvergentní ady

P i tom, .ieo tli že 9n= 
'

&f
n=1

Věte L.2. Foslouonogt {a.

a má limltu &

Rozhodnxte o konvergenei ady

-69-

, kde &n = 8n

bi, existují-li

+ bri, je konvergentní

1im 8r, = a, lim br, = b.
ll -+ oo A.:l a

konvergentní právě

\e

. J ,r=t

=e+

oof
n=1

&
8nr f,

n=J.
@

=Srje ,

n=1

bn'

&o = g + i :

Irl
=3
oo 1* ,rfr'

O"=

kritérie ' 
.a9-

Mě jrne nekonečnou adu g komplexníni ěleny fti & n
Utvo rne nyní adu sestavenou z absolutních hodnot

v ténže oor"aí ,r[ l o nl

z oboru reáln eh čísel a divergují-

adou o nlž víme, že diverguje.

1im 2

n+ao

(1)

ělenrl ady (1)

(2)

ftt-i#,"
Je l1 "ťi %l =i:,., l* - i f l= tjl El,

4

= Ž ( 1, proto adg konverguje podle odmocninového



Řa{a (1) cie

V p ípadě, že

že ada (1 )

Věta 1.4. Řada

když

ó
Závér; ňada f

P íklaťt 1. 
hr tt

H [*"l , kde. dLn- an
' .oa

konvergují aav_L_ l "ol

*ť abso].utně konver*;g.

brri , konvgrguje právě tehdy,

f lu_l.n=l "

70-

naz vá , .konverguje-J.i ada (2 ) .
ada (1) konverguje, ale ada (2) divenguj l íkáne,

bonverpu.i p neabsolEtr.lě .

P íklad 3.

et ete absolutní p ípartně neabsolutní konvergenci acly
- .tn ( li -J)n

Vyš
@L

n=1
Použi jeme podílové kritérium:

9n = Lalf tť , án+l =

vyčíslíme: liur l:+an.ža l on

_íl
2

1in
n+ oo

Ett 
=n

Vy$et ete absolutní p ípadně
@

(-J.)n (#- r*rT)na1

neabso].utní konveťgenci ady

Irl
Obeen ěren ady [ 'l 

je konnplexní ěíslo ,9 reálnou č ástí

8o = #,, imagi,nární ědstí **+: . ňuay á 0n = Ě á*+l )

FlŤ Š" +S jsou alternující ěíselné ady a obě konvergujík brr=k ffL . c 
né adYa konvergu.

podle Leibnizova rrit,eira: Řada Ě #}: konvergujeu protože posloup-

nost {*- }:, je klesajíeí ]*= 2*;T- = o. ňaaa Ě #*+:

rovněi konverguje; pouroupnost f*};, k].esá, 1i:1^ *rT.= 0., n,>é

Podle věty 1.3. ada t rl konverguje.



všinněme gi 'nyRí ady r |t-rl"

p],etí Ě |,-r,"(u#L)l= ť|r[l-L==Ě W.ffi V (2rr-].)' (2n+l)c fiál ,4n'-1

[r]

Ale pro každlé p irozené 4n'- 1' 4d' 4n'-1 nVZ

a proto e je minorantní adou [ 'l ,
oo

ŘadaL
n=1

J-= L=L
n,,lT /U fra

číglq n je

].

,: ""ergrrje

/1
f _ _( 2n-1

adg trl diverguje.
.@

Závěr : ňaaa (-1)n je neabso].utně konvergentní.i\
Zn+L l



uocŇrlr, Řnor Y

Uvedeme pouze základní
ě íael.

ďrnk-
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oBoRU KoMPLEXI\IÍCH Íspl

pojny pro mocninné ady v oboru konpJ.exníeh

Moeninnou cdou o st edu .zo = xo + i o a koefieienteeh

naz váue adu
a

L
&o = ao+bol

(3)

= o:
kde z'. = Tn _* 

yni. Opět
-C9-tj. gdani 
h 

*" 'a o

'".)O ,

e ,nrlžeme zab vat pouze adaui, kde

je .qqgll É ada v oboru konplexníeh číeel.

a = 0, konverguje

2o

(1)

Věta
ď

Necht E *r, zD
n=O ]

označme a =r,1y.uuo q/ira"t. Je-li
ada 

!U 
) pro libgvo].ňé komplexní 'číslo 

1 je-li a = oo, kon-
vergu je ada U) pouze pro z = O.

Pro o(a( oo položme r = * . Pak ada (4) konver8uje pro
libovolné kornplexní ěíslo r DTo néž l ,l < rr a diveTguje pro
libovolné komplexní číg1o pro něž J"t> r. číg1o r G,e

' naz;Ívá rro_],omĚr. ,Bo.{rvergPnee a4y. ( 4 ) . ;" ' 
korrplexní ur"r" l pío

Bterá l " l .= r, je nutné konvergenei vyšet it zvláš .
Poznámka 2..Ie uŽiteČné uvědoueit si geonetrickou interpretaci uveaenych

po jmrl. Zoar^ríne-li komple111! číg1o /. = a + bi v Gaussově
rovině komPlexních ěísel l pak nrnožina kompJ,tlxrrích ěísel,
v nichŽ mocnirmá ada ( 4 } konverguje, vyplňrrje vnit et knrhu
e gt edem. v poěátku a a po!-oněrem r; r ,je poloněr konver-

8ence ady (4). .re-li r = O, konver8u je ada- t+ l pouze

v počátku systénu,gou gdnie, je-li r = oo , konver$rje ada
(4) ve vŠech bodeeh Gauesovy .roviny. Obrazy konrplexních ěíeel
g, splňující podnírrku lo l - !r vyplňují kružnici ee gt frem
v poČátku a poloměrem ío Na ní mohou ],eželt obrazy komplexn'íeh

ěísel, v nichž ada ( 4) konverguje, ale i obrazy tomplGrnten

ě ísel, v nichž ada ( + ) aiverguje. Vyšet ováyrí zde m gíne pro-

vádět zvlášť.
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F íklad 5. g
Ur ete ooloměr konvergence ady)_ ,, un .

n=O

Zde & n = ]. pro každé p iro zené číelo tlo

a = lin gup \nďoT = lim gpp 1 = 1, tedy r =_ l,
tt-)oo 

Y ! Il r 
nž.r

Řeag konverguje pro libovolné konplexní číe}o, které gplňuje poduínku

l" l < 1,

Jinak: Řa,Ja je také gebmetrickou adou, kde 81 = 1, q = Zl Konverguje

pro Iql<r tj. lzl< 1. Souěet této ady je funkce konplexní

proměnné 6(ň = #, definiění obor této firnkce 8rďl =f z C

lz l < r.J.

P íklad 6.

V praktick ch aplikacíeh naJí velk v znam nÍŽe uvedené t i ady ;

@

Řaaa r_
n=O

_n
fi1 tor,rrergu.ie pro každé konplexní číg1o. .Te totiž

a

Pro z

pdou

= }i* .up q/tr =r,}rj * = o.

= :";o.i jde o i-J" # # 
_g 

níž víme, že je Maclgurinovou

pro firnkei y - "X. Mr3žeure t'edy definovat pro kowrplexní ČÍg1o

.Én
aZ = ) g-e .= /-,= tT .

n=U

Dostáváne tak drlležit vztah
a

el Ěcogy +isiny
Analogicky dostaneme

e--i = eog y

a z rovností (5) e (6)
-igin
plyne

lY

Yt Y

reálné číg1o.

reálné ěíg1o

i siny

$)

(6)

a.t

co'y="Yí"-jI-9siny=#



Je p l,rozené'rozší it definlci
a.rgument z takto 3

eog ú=1 -'2--'1 -,'6fr+fr- fi;+.,o
-3 -5 -7gin z = z - fu + ft - fr * ..o

- 74 -

funkcí sinug a koginus

&t
a=O

ecg z = 1+ -"-= ., sln z = "'" ir"-'u .
L

Ty et ovet vlagtnogtl tekto dlefinovan ch funkeí konplexní
nenrlžéne bez znalogti teorie furrBoí konple ní proměnné.
Nem žene proto ani podrobněji etudovat adly v konplexnín

(-1)n a# ,

,Zn+L
TffiTTr

pro konplexní

proměnné

]

oboru;

Mrlžeme gnadno p eavéděit, že pakee

a

Poznámka i. Je jigtě irervepující, že nap . coe i = 
gi'i i "-i'i =

"-1 
+ el láx. '- . -=TL1''43}r..retedyvidět,,ž"v1aetnostifilnkcí

konplexní proměrrrré nohou b t velui zajíuavé.
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A. P,ibližŇ vpočet
]

B. Integrace užitín

_-i^ l...r.57
a a a a a a a a a a a , o o r i ó o r r,oo, 
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