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Pfedmluva

Pf¥edlo¥endé skriptum je ur&eno pro posluchade 3.roéniku internfho
studia i studia p¥i zaméstﬁéni uitelskych kombinacf{ s matematikou.

Tématicky Jje rozereno do dvou &éstf, které jsou predmEtem vykladu
zékladnfho kursu z matematické analyzy. Prvni{ z nich studuje nekone&né
¥*ady v oboru reélnych gisel. Po uvedeni zskladnich pojmd si podrobn&ji
v3imé &{selnych ¥ad s kladnymi &leny a ¥ad alternujfeich. Z&viér kapito-
ly je vXnovén dﬁ1e21tému pojmu absolutni a neabsolutni konvergence fady
Efsel.

Druhy témrticky celek "Nekone&né rady funkei v oboru redlnych &1-
sel" pFirozen& navezuje (a v jistém smyslu zobecnuje) na celek pedcho-
2{. Po pfehledném uvedeni z#kladnich pojmd a vlastnost{ posloupnosti
a ¥ad funkci{ je pozornost vdnovéna mocninnym raddm, zvl43tE pak radd
Taylorové a Maclaurinovd. Zévér kapitoly podévé typické ukdzky uZitf
teorie mocninnych Fad - pribliZny vypo&et funk&nich hodnot, moZnosti
integrace uZitim mocninngch #ad. Posledni &dst aplikaci uvéd&jic{ mo%-
nosti pribliZného urdovéni obecného pfipadné partikulédrniho Pe3eni ‘
dlferenclélnich rovnic navazuje a v jistém smyslu rozviji{ tématicky
celek o diferencidlnich rovnicich, ktery je souldsti udebniho plénu
matematické analyzy predchoziho ro&niku uéltelského studia.

Zévéreény tématicky celek uvéd{ strudnou informaci o zékladnich
pojmech a metodéch préce s nekonednymi Fadami v oboru &{sel komplexnich.

Téxt cviZeni z matematické analyzy t&sn¥ navazuje na u¥ebnt texty
vydané prirodovddeckou fakultou: V.Novék: "Nekone&né rady", V.Novék:
"Anslyza v komplexnim oboru", v nich¥ je podén systematicky vyklad z4-
k1sdnfho kursu nekoneZnfch ¥2d. Odtud vyplynulo celkové pojeti tohoto
skrlpta. Teoretické pesd¥e Jjsou napsény co newstruénégl, z vét jsou
uvédEny predeviim ty, které se pou¥fvajfl ve vypol&tech.

V textu jsme se pokusili predvést neju?ivansjs{ postupy feSeni. Pr{kla-
dy Jisou X{slevény pro ke%dou kapitolu prib&Zn&, p¥ipadné odkazy na jed-
notlivé &4sti postupu FeXenf jasou provedeny pro ke?dy pPiklad samostatn&.
V poznémkdch v textu jsou struné popsédna jind mo%nd Feleni pi{padnd
naznafeny souvislesti s jinymi E4stmi textu. Soubory cvi¥eni, prib&ing
zafazované a &islované v textu, Jjsou vychozim materidlem pro samestatnou
préci i k delSimu procvidovéni. P¥{klady cvident jsou reSeny od jedne-
du38{ch k obtf{¥n&j3im. U v3ech jsou uvedeny vysledky, obtiZn&j3i jsou
opatieny popisem dfl&ich krokd vypodtu. Teprve samostatnym FeSenim



0F{k1rA% se nosluchad oresv3d&{ do jaké miry zvlédl teorii a dovede
ji rnour{ft. Ulohy dfkezového & problémového charakteru jsme do udebniho
textu nezaPrzovsli, jesou sou¥dsti skript V.Novéka.

V zéviru vyslovujeme up¥imné pod&kovéni ob&ma recenzentim
doc.RNDr.ing.Dr.tech.Josefu Bfezinovu, CSc., videckému pracovnikovi
katedry matematiky strojni fakulty Vysokého ufeni technického v Brné
a doc.RNDr.Janu Chvalinovi, CSec., vedoucimu katedry matematiky pedago-
gické fakulty UJEP v Brné, za pe&livé posouzeni rukopisu i za cenné
pripominky a néméty, jejich% realizace text obohatila.

/

Brno, kv&ten 1987 Autofi




UvoD '

Teorie nekonelnych $ad &isel i funkc{ v oboru redlnych &isel
vznikla v druhé poloviné 17.stoleti spolu s koncipovénim zékladﬁ.1nf1nite-
- zimdlniho po&tu. UmoZnila 1ntegrovéni funkei, JjejichZ integrély nejsou
' elementdérni funkce, a stala se zékladnim prostiedken pro vypodet tabulek
dileZitych elementérnich funkci (goniometrickych, logaritmickych, expo-
nencidlnfch aj.). Rad bylo rovn&Z usp&3n¥ pouzito k integrovéni dife-
rencidlnich rovnic hned v poldteni etap& jejich rozvoje.: Je viak z
historie znémo, %e i n&kteX{ vyznamni matematikové se dopustili p¥i po-
&{tdnf s Padami omyli. Proto je nezbytné dokonalé zvlédnuti teorie ne-
koneéﬁych ¥ad pro usp&3nou préci v ridznych oblastech matematiky.
Dnes 1lze: fic1, %e teorie nekonelnych rad je silnym matematickym prostied-
kem umo¥nujfcim Pedenf nejrozmanitdjdich uloh, zejména numerické povahy.
Neztréc{ nic na své ektudlnosti ani t¥ista let po svém vzniku, spile
neonsk. S pouZit{m neimodern&iS{ vypoletni techniky bude nepo~hybné

jeil vyznem neustdle vzristat. .

Sysfemnt1cky kurs nekoneénych red je predmitem vysokoékolskych
ulebnic matemntické enelyzy, naprikled:

Banach, S.: Differencialnoe i 1ntegralnoe is&islenie.

Fichtengolec,G.M.: Kurs differencialnogo i 1ntegralnogo 1sélslenlga,
II, IiI. ,

GrebenZa, M.K.-Novoselov, S.I.: U&ebnice matematické analyzy II.

Jarnik, V.: Diferencidlnf polet I, II. . 'u.‘

Kluvének, I.-Mi3fk, L.-3vec, M.: Matematika II.

Knichal, V.-Bas8ta, A.- Pi3l, M.-Rektorys, Kot Matemat1ka II.

Sal4t, T.: Nekonedné ¥ady. - : l

Vilenkin, N.Ja.: Zadaénlk po kursu matematléeskogo anallza. Tom 2.

Vorobev, N.N.: Teorija rJadov.

~ Skripta p¥{rodov&decké fakulty UJEP:
Novék, V.: Nekone&né rady. Brno, UJEP 198l.
Novék, V.: Analyza v komplexnim oboru. Praha, SFN 1984.

DOporuéené sbirky uloh: A
Berman, G.N.: Sbornik zada& po kursu matematléeskogo analiza.
Demidovi¥, B.P.: Sbornik zadal'i upra¥nenij po matematideskomu - anallzu



NEKONESNE RADY V OBORU REALNYCH 8fSEL

1. zAkiADNT POJMY

oo .
Necht {ank 2:1 je posloupnost redlnych &{sel.Symbol

2:: a L PRI S S R M S (1
nazyvéme nekonednou &f{selnou radou. Gisla ai, a5, a3,.....nazyvéme e

[>¢] :
élenz fady (1). Posloupnost {s p=l? kde 31 = 89y 8; =87 t+ 85,000,

8, = 8 +a, + a3 + eee + Bl ....nazivéme posloupnost &dstednych

soudtd Fady (1). Ex1stuJe-11 vlastni limita 11m s, = s, nazveme Jji

n
gguétem fady (1). Také Fikéme, Ze rada (1) konverguje1Piéeme strudné

2:  a, = 8. JestliZe p?sloupnost {sn} dlverguJe, (tje lim s

el o=l n-»oa %
neexistuje, p¥ipadn& lim én = +00 , lim én = -00 ), ¥ada (1) je diver-
n-» o0 ’ nseo :

gentni a soudet nem4.

Poznémka 1. Se symbolem (1) nelze zachdézet jéko se soudtem kone&ného
po¥tu s&itancl. Tak Feda 1 + (-1) + 1 + (-1) + ...diver-

guje, protoée»sl =1, 8, = o, 8y = 1, 8, = 0, ¢cey linm 8, neex1stuJe.
s ) . n-%oo

1:[ C+ [(-1) + ‘.l] + ... konverguje;

+

ﬁada 1+ [(-l)

s, =1, lim s =1, tedy s = 1 ﬁgada [1 + (-1)] + [; + (-1):[ +
n=>xn + . ‘ .
.+ e s kOnverguje; s, =0, lim 8 = O, tedy s = O.

N-»o0 . ]
Jednd se o rizné Fady. Prvni Fada md &leny &) =1, ay = -1, ay =1,

ey druhé Fada mé Eleny a; =1, a, = (1) + 1, ay = (-<1) + 1, ....;
tret{ Yada mé Slery a; =1+ (<1), a, = 1 + (-1) 4, eeues

Mezi &leny nekone¥né rady nelze tedy libovolné rozmistovat zévorky -
u nékterych rad se'tim m&ni jejich vlastnosti.

Pozndmka 2. Rada E: ah= -1 tje L+ 2+ 4 + ... zFejmd dlverguge.
n=1
Kdybychom v3ak predpoklédali, Ze konverguje a tedy plati'l + 2 + 4+

+ ..o = 8 a pPi ureni souttu postupovall takto:




8 =1+2+ 4+ .44
8=1+2(1+2+ .,.)
s =1+2s

s =-1,

dosteli bychom nesorivny vysledek.

Uvedme n&kolik vat:
v ' . o0
Véta 1.1. Necht Fada z a  konverguje a méd soufet s. Necht {k }

n=1
w rostouci posloupnost prirozenych &isel. Pak také rada

+ eeo A, ... mé t¥Z soulet s.
v Oo ey 5 A oo . .
Véta 1.2. Necht Z a,, Z b, Jsou konvergentni fady, Z a, = 8,

fore) n=1 n=1 - n=1

2. b_ = S. Déle nechi ¢, d jsou libovolnd redlnd &isla.

n=1 n
o0 (o7

Pak plati Z ca, = cs, Z (can + dbn) = ¢cs + dS.

n=1 n=1
00

V&ta 1.3. Nechf k je prirozené &fslo. Pak Pady Z_ a, Z: a
n=1 n=k-l;2cl,

budto ob& konverguji nebo ob& diverguji. JestliZe Z'_ a
=1

n

n

lggnverguje,, plati rovnost oo

Z_ an=a1+a2+...+ék+z_ a,.

n=1 00 ‘ n=k+1 o0

Rada Z a_. se nazyvé zhytek Fady Z a, po k-tém &lenu.

n=k+1 o n=1
00 o0 oo

Vita 1.4. Necht Z 8,9 Z bn Jsou konvergentni rady, Z a, = 8,

n=1 n=1 ) n=1
Z by,

Pak s

ll

n n

<

je také 8 < S.

m -
Véta 1.5. JestliZe Fada Z_ a, konverguje, pak lim a, = O.
n=1 n->00
Obrdcend véta k vété 1.5 neplati jak ukazuje p¥ikled 1.

n=1

S. Ddle nechf a 5 b. pro ka¥dé prirozené &islo n.

S. Jestli¥e alesnon pro jednu hodnotu n je a,<b,




Pr{klad 1.
00

Rada Z -11; diverguje.
n=1

Bud m prirozené &isle, mg 2. Potem

= 1.1 ‘ 1 ; Mt GRS 1 1 1

s =1 + = + + a0 +==>1 + + + + eee +* T e + T =
2" 273 i 22 2 2m=1,y 2"
4_ e A1) xivanca

=1+%+(m—1)%=1+hm%.’ ‘
Je Vid&t, Ze 1lim s = +00.,
S w ' n+m m ‘,.~_. i s e e & e e o
Rada Z i diverguje. Rada : i se nazyvé harmonickd #Fada.

n=1 n ; o= n : -s...m,..‘._.,a-_-_-_:e:m...,..,..V..
P#iklad 2.

)
Rada Z aq®™, xde a # 0, tzv. nekonedné geometrickg ¥ada,
=1 ;

(q je kvocient geometrické #ady), konverguje pre |q}< 1.

Je S8, =8+ 8g + .. + aqn-:L ‘ : (1)

Po vynésobenf rovnice (1) q #0
q8, =aq+ aq2 * as },aqn-l + aq® _ (2)
OdeZteme~-1i od rovnice (1) rovniei (2)

‘s, (1 -q)=2a-a"™ (proq#1)

n
n
sn=al'q
1=-q
n
5, = a__ .89
1-q 1-gq :
i % n ' . a
1a1€1 je limq = O, prote lim s _ = .
Fre n->e ’ / n-soo l1-4q

Pro gq > 1 Jje lim qn = +00 , pro q¢ =1 limita qn neexistuje.
n->»oo

Souhrnné lze ¥#fci, Ze pro |q|> 1 geometrickd Fada soulet nemd.
~+o0opro ad»o.

Je=li q =1, je s = na, lim s, = lim na = _
’ - n ’ Sofgb P o N ~00 pro a<g 0.
Je-=1li q = -1, mé geometrickd Fada tvar a + (-a) + a + (-a) + ...,
_ - & pro n liché . 1lim sn neexistuje. Pro lql =1 geometrické
8h N0 pro n sudé n-® T ~

fada rovn&%Z diverguje.




Priklad 3.

Vyjédiete ve tvaru zlomku v zdkladnim tvaru &islo O,ZEE.
Je 0,215 = 2= + ( 22—+ 42, )

10 3 5
_lhgp 1C
5. .2, 10 1,15  _1,1 .1
0,25 =15 * T 1 5% 0 . 99 5 ' 66330
2 L]
10
15 = Lo
0,215 = 330
Soubor cvileni 1.
' Urkete soudet Fady
1,1_1 G T 2
a. 1-2+4 8+ s 0. | Vyslcoj
be 1--A-sdlo L. R Vysl.: 3 = V3
V3 3 V3 2.
1 ’ V2
Ce -1+ ( \[2- - 1) - (3 -2 \/_2-) + eee Vysl.: 1l + T
V2 -1
1,1,1 ,1 ,2_,1 TS RO |
d. 2 + 3 + 2 + 7 + -T + .T"’ L K X i j ; VySlo. 2
2 3 2 3
3,2 ,3_ ,2 1
€ o, + wwe § e P + oo . vySl-o
4 42 43 44 T%
1 2 3 .1 2 .19
f. i R + S+ ==+ + eee vyS].oo .
> 52 53 54 55 gg 62
g 3n + on
&e 2: n Vysl.: %
Mn=4 6 .
Vy jédrete ve tvaru zlomku v zékladnim tvaru
h. - 0,12 , “ Vysl.: - %
i. 0,078 Vysl.: g(%

j. 0,26325 Vysl.: zgg%a




. Je 8, =

P¥{klad 4.

Ur¥ete soudet fady

. log

2 .

lo

- 10.-

Z:-g—zn
N=1
zn-l

n
&

——

s, = log 2

(5*—-—*‘....4-—-_-_1-

2

2 \
g 2 log log 2R
2 + cee + 21'1- . + 2n

+2 log DY (n;}% log 2 ; n_log 2

2° 2 _ on

n-1 n :
- . + pr ) log 2 .

Rdﬁnlcl (1) . nésobme % g

2 ®n ( 2 *

Odeétenim.(2) od (1)

2 n-1

_—+ eoe +

> DRUE

no>ofm+ 2 +Vn + 1

- V2 +

i (1,1 1 - nlog?2
2 °n T ( 2 * 22 ¥ At on ) log 2 - on+l
‘ n , _
1 y e
1. _11-(3
58,=5 $2) log 2 - B log 2
n
1 - -5 2
. o0 “
Tedy s = lim s = 2 log 2 = log 4, ) L1282 = 1044
n-»coo - 2 :
n=1
P¥{klad 5. a
Uriete souéet f‘adyz (Vn+2-2Yy¥n+1+ \/-r-x'_).
, . n=1 ) '
Plat{ &) = Y32 V2+1
az"ﬁ-Z 3+"\/—
33”\(3'2\/_—+\/'_
an_2=,\fﬁ'-2 n-1+\/n-2
a_y = Vn+ 1 - 2 Vr—:\ Vn
a, =\/n+2-2\/n+1+\l—
s, =1- J"- Vn + 1 + Vn + 2
=limsn=1— 2+11m(\1n+2-\(n+1)
n-»o n-»co
+ lim 1 =1~ JEE

e

(2)



- 1] =

Peznémka 3.'Vzorec nro 8, bychom m&li dokdzet metodou matematické

. indukce. Uka¥me v tomto pi‘ipadé. pedrobny postup -
v dal3fch p¥ikladech nebudeme tento dikaz prov4d&t.

Pro n=1 5e él=1-2\,-2-+f3.=al co0 e plati

Predpoklédejme, Ze platf s =1 -V2 -Vk + 1 +Vk '+ 2, dokazene, ze
1-vY2 -Vk+2+Vk+ 3. .

Platf s,y = o+ 8y = A -V2-Vi+1+Vk+ 2) + ( K+l -

-2\[k+25+\/k+3)=1,-\I_-\/E+2+Vk+3. :
Tedy oro keZdé pfirozené &1slo n -plat{ 8, =1 -‘V_Z-?- Vn + ’l_+ Yn + 2

plat{ °k+1‘

P¥{klad 6. | : : ;
Urete soufet fady ) —it
‘ . =1 n (n + 2)
1 A B
Polozime’ TR EatnT 3
Pak . 1 =A(n + 2) + Bn

l=(A+B)n+2A

Odtud A=%,B=-1%.
1_1
Tedy sn=a1+az+...+an_1+an=%< -%—-) +%—(§-z)+...+

n-»00
00 )
i - _
nél nin + 2) -4
Pr{klad 7. : ao

§ l ; 2 o : »

Uriete soufet Fady Z s kde k Jje pFirozené &fslo.

: n=1 n(n + k) ; .
B -

1 =-A
PoloZime F +®KT " n 't n+ ¥

Odtud 1 = A(n + k) + Bn, tedy

A+B=20
Ak =1

A=¢,B=-4.
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1 1 i__2 1i__2 p P |
Sn"lZ(l'l+k 2 7+ 3" FT+kT > tnTn+vk
1 1.1 1__1 5 1 R |
sn‘iz(1+2*3 e *ETHFIT O ThnT k-1 n+k)
. 1.1 1
= 1lim s, =5$ (1 + + Tt e + T
A oo D $Q+3 3 %)
Soubor cvideni 2.
Ur&ete soudet Pady
[7,]
n [
a. Z -y Vgsl.: 2
=1
o0 5 2
b. Z 3n-1 Vysl.: )
n=1
o0
.. L o4 Vysl.: 3
n=1 2
\ m |
a. 7 &zl Vyel.: 6
hes 2
| % _ g |
g+ n Vysle: 2(a + 1
e. =0 gn ¥s )
: E s S
1 .
f. (log 2)" Vysl.:
=1 o8 (1-- log 2)2
oo .
Z n(sin a)® 1 Vysl.: 3 .
-2 3n (3 - sin a)
- 4n’ \ 1.: ai j
8les ver, e
h. 2‘_ : g ¥ iverguj
n___ln + n n
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Soubor cvideni 3.

Urdete soulet Fady

00
1 : |
o él n(n + 1) Vysl.: 1
00
b Z L Vys]_ . l‘.l
’ n(n + 3) ot T5
n=1 ,
00
1 .1
- Z: (n + 1) (n + 4) Vysl.: 3%
n=1
: oo
1 Y
d. z: (2n = 1) (2n + 5) Vysl.: 5§
n=1
o0 i )
& 2: (3n - 2)(3n + 1) ‘ Vysl.: 3
n=1
0o
L. :Z 51 ' Vysl.: %
2 4n° -1 A
n=1
e
B z 3 = 2 Vysl.:%-
n=1 n- + 3n~ + 2n
o
b L nrl Vysl.: 1
n=10 (n + 1)
1 1 1 )
i. 153 + 3377 *TIS + ecesoe Vysl.: 7

Vjsl. . div.

™8

I.!.

n=1( \}-ﬁ-+ V”'_‘—l——'i)

ke 20 2 Vysl.: 222

nin + 2) (n+ 5) 566

M2

n=14
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2. RADY S KIADNYMI CLENY

Rada Zl a,, /1/, kde a,70 pre ka’dé prirezené ¥fsle n Jje &fselnd
n= ' -

Yada s kladnymi &leny. |
) m » 3 w Y
ﬁikdme, ¥e Pada 7; bn Je majeranta (majorantni Fada) Fady Z: a5
n=1 : n=1
plati pre ka%dé piirezené &isle n: bn Z a,.

N&které véty o radéch s kladnymi éleny.

Véta 2.1. ﬁada Z: a, 8 kladnymi &leny konverg:je, existﬁje-li k n{
m “
kenvergentni majoranta. Je-1i Pada ZE ay
n=1
{

divergentni, je divergentni i kaZdd jeji majoranta.

8 klednymi &leny

Poznémka. Neexistuje ¥ada, kterd by slou¥ila jako univerz4ln{ majoranta
¢i minoranta pro libovolnou #Fadu. Magoranta p*ipadné minoranta
se urfuje zvl43f pro ke¥dou radu.

VZta 2.2. Pod{ilové kritérium konvergence - d’Alembertovo.‘
Nechf (1) je #ada s kladnymi &leny. Ex1stuJe-11 éislo q«(l

a prirozené &islo k tak, %e pro véechm_a n ?_- k je ._...__-g*l <q,
: ’ . } ¥
Je fada (1) konvergentni. Jestli%e existuje p¥irozené &islo.m

~ g a .
tak, Ze pro v3echna n 2 m Jje -ﬁil Z 1, pak Fada (1) diver-

a
guje. Zegména existuje=-1li lim 2+1

n->o00 “n
rada (1) konverguje & pro q>1 *ada (1) diverguje.

= q, pak pro O s Q<1

Véta 2.3. ‘Odmocninové kritérium konvergence - Cauchyhoe. (

Necht (1) je ¥ada s nezdpornymi &leny. Exist?je-li sislo

o('l a prirozené &islo k tak, Ze pro v8echna n = k Jje
Wf-f<q, je Pada (1) konvergentni. JestliZe eﬂwstuge ptiro-

zenéd ¥{slo m tak, %e pro viechna n z. mn Je v”'“- 1, pak

fada (1) diverguje. Ze jména existuje-li iifzowf~ = q, pak

pro q<l Je Fade (1) konvergentn{ a pro q>1 Iada diver-

guje. Pro q = 1 nelze o konvergenci Fady (1) podle vi&t
2.2, 2.3 rozhodnout.




Vgta 2045

Véta 205-

Pozndmka.

Pr{klad 8.
DokaZte, Ze rada z:

Pro ka%dé p¥irozené &{slo n je

Rada Z —L_ xonverguje, proto také f‘adaZ
13"

vty 2.1.

- 15 -

Kritérium konvergence -~ Rashbeovo. -
Nechf (1) je ¥ada s klrdnymi &leny. Existuje-1i &i{slo r>1l

a pPfirozené ¥{slo k tak, %e pro vi3echna n 4 k Je

a
n ( 8n - - ) 2 r, Jje rada (1) konvergentni. JestliZe
n+ :

existuje prirozené &islo m tak, Ze pro v3echna n : m Je

n+l

a
Zegména existuje-1i 1lim n (an - 1) =r, pak pro r>1l
n->0o n+l

ay <
n(g - 1) =1, pak fada (1) diverguje.

fada (1) konverguje a pro r<1l #¥ada /1/ diverguje.

Integrélni kritérium konvergence - Cauchyho - Maclaurinovo.

Necht pro #adu (1) s kladnymi &leny existuje ‘spojité funkce
f(x), pro kterou plati: '

1. Na intervalu { K, 00), kde K Je n&jaké redlné &islo,
je nerostouci.

2. f(n) = a, oro n>»n,, kde n Je p¥irozené &1islo.

n o
Existuje-1i vlastni limita lim ‘ff(x) dx, pak rada (1)
t->o00
konverguje. Je-=1li lim f(x) dx =00 , pak #ada (1) di-
t>ooy
verguje.

Uka¥%me napifklad dlvergen01 hsrmonické fadyz:
n=1
1

, potom lim f % dx = lim [ln |x|]
t»«>1 t-»o0

) L

Je f(x) =

= 1lim (Int - 1Inl) = 1lim ln t =00,
t->00 t=>00

Tedy harmonické fada diverguje.

)
1

n=1 ng + 3"

konverguje.

>.\/§+3

1
N=1 %"' 3n'

konverguje, dle
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Priklad 9.
. 00

Rozhodné&te o konvergenci Fady Z_ An. =3 8 kladnymi &leny.

=1 V n 3‘"i

a : : ! |
lim 2 o gy dn s 1 Yo 3T lip B *1 45 {3
N0 N n->c0 |/ (n+1) 3" 4n =3 nae 40 -3 0o (n+1) 30+L

1
V3

P¥{klad 10.

< 1; rada konverguje. , AT

.00 - .
VySettete, zda konverguge fada. Z 2___;1_! 8 kladnjmi L‘leny. ]
a +1 © M=4 n
1im -R*l _ lim -2.13—_111;"_1.)__ _nf.._ =21 im
i a, n+l ° ,n n+1 n+I C
00 n<w (n+l) 27 n! n-» co , llm( )

n-»oo

2 %( 1; ‘Pada konvergu je.

Pr{klad 11.

_ g e | _
Rozhodnéte, zda konverguJe fada Z(m) sy @8> 0 je redlné &islo.

" LY /N o d d iy .éa
Je lim Ven = %;_n;w V(m) = LS eiTetEm T T T w
. . JC ; - ‘ : J
Rada diverguje pro a > 7 s konverguqe pro 0 < a<. 3 . Pr9 a = ——.

nelze podle odmocninového kritéria rozhodnout.

P¥fklad 12.

0o
Rozhodn&te o konvergenc1 f'adyz-_
n=
&leny. *
a
° n“"’l - ° 1 30 coe o (Zn—l)
11m a = llm 2 4. ® o0 L ] 2n ‘ ¢

n-»<©0 n n-=»oo

' 2 .2
: (2n 1) s 4n” - 4n + 1
= 1im Sniontl) = 1im =1,
n-sew <ni2n+l n->o0 4n + 2n -

Pod{lovym kritériem nelze o konvergencl rozhodnout. Pou#i jeme-1i vétu

2 4, je 5 L : 5 .
n a L2 P, = n —i-g-—:-—gg— -1 =n gn =1 = —6%-_:_13___ "
- n+l 4n~ - 4n + 1- 4n"~ - 4n + 1 4n” - 4n + 1

P———__.____._________
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2 . ,
Ale 62 - Y1 pro _8koro v3echna p¥irozend &i{sla n, o &em% se
4n” - 4n + 1 B

pfesv&d&ime vypodtem limity: lim
' n>04n" - 4n + 1’

6n2-n

= ‘% 7 1. Proto tada
konverguje. '

Priklad 13.

Rozhodn&te o konverger;gi fad s kladnymi &leny:

r

00
a. Z ——Tn .b. Z 1 kde r ) 1 Jje redlné &islo.
n=l1+n ’ n=l n ’ oy

N\

a. Funkce f(x) = 5 splnuje v intervalu <1, +00 ) pédminky

l+x
Je:lim'j Xdx - = 2 lim f—z-’i-—d-%h%-nm [1n<1+x2)]’=
t-e0 l+x t»o0 ) 1+ x t>co 1
p gy 2 ‘
=%51lim [In (1 + t°) - 1In 2] = +00 .
.2 t—voo[ : ]
)
kada . n = diverguje.
=1 1l +n .

r

b. Funkce f(x) = - , > 1 splnuje pro xe < 1, + ©0 ) podminky
x _ , 4

vity 2.5.

t 14 ; t
l-r
. dx X 1
t-»00 . xT  t=ool 1T 1, " Tiwoo Lx*71 4

]H

. o0
1 . 1 .
= I-r tl’_‘,mw[ t‘r%'I" ‘1] = 357 - feda Z ;‘%" » T > 1, konverguje

podle véty 2.5.

Soubor cvi¥eni 4. :

Rozhodn&te o konvergenci rady

w B o N %
K- z, 2 : §h0 V§sl.: pro kazdé pFirozené
n=l yn LTI . &sle n>1
' 141
S me—_— > =2 div.
n s
N w .. : ,,L ) *
b. z —}T' - 7 - Vy§sl.: pro ka¥dé pFirozené
n=l n- : A &islo n> 2
1 < 1 . %o
S —— nv.
A
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00
~. 2;2 1% - Vysl.: pro ka¥dé priroz.&fslo
" ~ ny1l
1 1, a.
ot Tom 2 @b v
1 , _ )
a. Z: Vysl.: pro ka%Zdé priroz.%1{slo n
n=0 (n+1) 3" |
1 1
—eee { ==ee s KONV
(n+1) 3%~ 3® '
oL
e.,;i _BK Vy¥sl.: konv.
n=1 2 ‘

Vysl.: div,

a)
™
u8
N
i N
ir’
4+
s Bl

n=
00

g. L AL Vysl.: div.
n=l 5 :
00 Th .

h. Zi st Vysl.: konv.
n=l (2n - 5)! .
X n

i L -ﬁé————-_' Vysl.: div.
n=1 27(2n + 1)
s 3

- n . .

Je Zél n) 1 Vysl. konv.
00 .

K. g:: in(n + 1) Vysl.: div.

H

(9%

;1
N

vSoubor cevideni 5.

Rozhodn3te o konvergenci Tady
o

n

a. 2: (___g__) Vysl.: konv.
n=l \2n + 1
— n

b. ZE i B V¥sl.: konve.
n=1 1

3+~)

C. 2: nl Vysl.: konv.
n=1 log (n + 1)
0

da. Z arcsin® -}; Vysle: konv.
n=1




et JT
e. Z: n2 sin —
n=1 2
Ef n
2
f. n=l (n + 1)1
2
n
R s
n=l (n+1)70

Eﬁ 2

h. -——llfr—-

- n=l (2 + 'ﬁ)n
o0

i. 1

0o -
g P 1
¢ Z: 2 n+l
n=1 (2n“ + n + 1) 2

Souhor cvideni 6.

Pozhodn&te o konvergenci rady

(0

Qe ‘L ‘l‘ 3
N=2 (2n - 1)° -1
0

b. 7 ST « IR
n=l (n + 1)3

00

Z: 2n

G L Ty

n=2 :; (2n - 3)E

00
1

n=l (n + 1) ¥V
00

£ ) Foe

e,
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Vysl.:

Vy¥sl.:
Vysl.:

Vysl.:

V§sl,:
Vysl. :

Vysl.:

Vysl.:

Vysl.:

Vysl.:

Vysl.:

Vysl.:

Vysl.:

konv.

konv.

konv,

konv.

konv.

‘konv.

konve.

konv.

konv,.

div,

div.

konv.

div.




a8

N

i ek

]

|

o

1

S V¥sl.: konv.
nln n

1

——— VIYSI.Q: k‘onv.
(n+ 1) 1n° (n+1) s

k.

w

M8 Mg T8

o

: n . . :
1600 n + 1 V§sl.: div.
S « T ; 25 Vg§sl.: konv.

V§sl.: dive.
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3. ArTernvgfct RaDy

Véta 3.1. Kritérium konvergence pro slternujic{ Fady - Leibnizovo

00
Nechi {ﬁﬁm } nwl Je nerostouci posloupnost kladnych &isel.
& .
Pak rada 2; (-l)n-1 a, konverguje, jestliZe lim a = O.
0o n=1 n-»oo n
Bada ZL (-1)2-1 8, se nazyvd 2lternuife{ ¥ada,
n=1

Priklad 14.

Rozhodn&te o konvergenci alternujicich Pad:

o0 o0 o0
-1 n-1
0" -1) _yyn-1 3n +1
oo L 5—, vl e e L o i,
n=1 n=1 n=1 )
00 i o0
n-
a. Rada xé'l L--}-;-)——- konverguje, proto¥e posloupnost { %} n=1 Je
klesajic{ a lim % = 0.
n-yoo
x n-1
-1) .
b. Rada 221 {BT;—;—TT rovn&Z konverguje, protoZe posloupnost
| 1 } % 1
{ln 1l +n n=1 klesé,rﬁig Tnin + 1) 0.
00
c. Rada 2: (-1)*1 %ﬁ—;—% je divergentnf, protoZe nesplnuje nutnou
n=1 ;
podminku konvergence lim a = O.
n-yoo

Soubor cvideni 7.

ooRozhodnéte o konvergenci alternujici rady

n—
a. g;liiil:—f Vysl.: konv.
o n-1
bc S:;')_———3' . Vysl.: konv.
n=1(2n - 1)
n
Ce Z: L:ll——lﬂa Vysl.: konv.

n=1 0 + 100.
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B9 " Vgel.: aiv.
- n! ' k v '1 s
1.3.5 «ov « (2n = 1) ¥sl.: konv.

'Vyslr.: div.
. 2 i o
(-1) 812 - R Vysl.: konv.
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4. RADY ABSOLUTNE A NEABSOLUTNE KONVERGENTNE

00 ‘ .
M& jme nekone&nou &fselnou Fadu Z a, . : (1)
n=1 g :
Utvefme nyni i‘adu sestavenou z absolutnich hodnot &lend Fady (1)
v tém¥e noi‘ad]’. Z_ la, I ‘ o (2)
. n=1l .

Reda (1) se nazyvé absolutn® konvergentni,konverguje-li ¥ada (2).

V pfipedd, %e ¥ade (1) konverguje, ale ¥rada (2) divergu;je, i‘ikéme, Ze
fada (1) konverguje neabsolutng. ‘

Pirikled 15.

Vyéeti‘ete' absolutni piipadn& neabéolu,trii'konvergenci fad:

00 ' 0 o . ~
ae L (-1 A— 0 p (1t Bl ) (il
=1 n n=1 =1 : vn
n2 .
a. Rada Z. l ( ~1)ped _]Tl = Z 3‘! konverguje, protoZe mé konver=-
n=1 ‘'n2 =1 n2 » »
o .
_ o0 n=1 2"
Zévér: Rada Z (—l)n-1 ln Jje absolutn& konvergentni. -
- n=1 : n2 ‘
b. Hada Z: l( ?larl|. ¥y Bl e rada s kladnymi Sleny.
n=1l ' .
Divereguje, protoZe lim a, = lim n ;: 1.3 # O.
& n-»00 n-»oo =
Reda Z_ (-l)n-l .Y.l__.:.l._l Jje alternujict a divergujee, protoZe ﬁespl-
n=1 : . s
nuje nutnou podmfnku konvergence lim a8, = 0. :
. n-» o0 _
‘ o0 i £ "o-
Zévir: Reda Z (-1)n"1 9—%—1 diverguje.
n=1 . '
oo v
c. Rada Z‘( l)n-l M i je *ada s kladnymi &leny. Diverguje,
{ﬁ 11-"1 v—"‘ . : : .
nebot je majorantou harmomcké fady Z % o ] : : : i
00 . =1 . o0
Rada Z (-1)"“'1 - Jje alternugic:(. ProtoZe posloupnost {-—1-}
n=1 , vn _ n=1
Klesé a lim —i= = 0, Jje konvergentni.
: nveo VT ‘

- Zévér: Reda )a (v--l)n'1 -L.V'E je neabsolutnd konvergentni.

n=1
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o0
Nechi {kn} n=1 Je takové posloupnost p¥irozenych &isel,.%e se v ni
ka%dé pf'irozexgg &{slo vyskytne prév& jednou. ﬁikéme, Ze nekone&n§
. o)

8iselnd Fada’ z a,  vznikla pierovnénim ¥ady Z a, pomoct

' n=l . n n=1
posloupnosti {kn ::1 .

Plat{:

, - 00 00
V&ta 4.2. Necht ®ada Zl a, Jje absolutn& konvergentni a Z. a, = s.
‘ Lojec RS . iy 00
Potom Fada Z 8, , kterd vznikla pirerovnénim Fady L a
n=1 kn - n=1 n~

)
%gmoci posloupnosti {kn} n=1 Je konvergentni a plat{

L a,  =s.
n=l‘kn

Pr{kled 16.

00 .
. 1 1 1 1 1 1 e
Prerovne jte radu Z_ F= =5+ S 4+ S+ ==+ =+ ... pomoci posloupnosti
am 2 2 22 3 4 0 .

0o
prirozenych &isel {kn} n=1° kde

2j - 1lpron=33 ' : - ‘
4j = 2pron =3j -1, n Jje libovolné p¥irozené ¥islo.
43 pro n = 3j - 2 '

~
kn=<

o Urlete jeji soulet s.

Rada Z -]-'-ﬁ- je geometrick#d Pada s kvocientem q = -]é‘-. Je absolu;tné

n=1l 2 =
konvergentni a mé soulet 8 = 1. Jejim pPferovnédnim pomoci dané posloup-
o0 5
& " 1 1 1 1 1 '
nosti { k 1] .+ Vvznikne Pada § + —5— + —— + —=— + + oo kterd mé
{ nJ n=1 2 22 o4 23 23 -9

ty% soutet 8 = 1, podle vity 4.2.
VXta 4.3. Kritérium Dirichletovo.

w v
Bud {cn} n=1 monotonn{ posloupnost, lim ¢ = O. Nechf

n-»c0 00
osloupnost {s } o Edstednych souldtd i"adyz a Jje
p p n)l n=1 L n=1 B °

ohranidend. Potom i"adaz chln konverguje.
' n=1
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V&ta 4.4. Kritérium Abelovo.
» ) w - 4
Necht {cn.§n=1 Je monotonni a ohranidensg pggloupnost a

a, konverguje. Potom Fada E;

_lcnan konverguje.

necht ¥ada n=1

Pr{xled 17.
o0

Uka¥te, ¥e Pada z;l 99%—59 , n je pPirozené ¥fslo, konverguje pro libo-

volné reflné &{slo =a.
Uke¥me, ¥e p¥i volb& a, = cos na, ¢, = % jsou splnény podminky Diri-

chletova kritéria: Plati:

: cos le a . 8in % a
cos a + cos 2a + ... + cO08 na = = ’
.. 8
‘ sin >
{ n+l .. n ,
’ cos =5~ a . 8in 3 a
|8nl = lcos a+cos 2a+ ... +cosnal|= l .2 = ~JZ‘ l i 1 =
|oin 2| |sin 3
Posloupnost {;=} * Jje klesajfecf, lim L. 0 |
o0 n jn=1 ,n-)oon
Rada z: cosnna konverguje podle v&ty 4.3.
T o _

Priklad 18.

00
n .
Rozhodnéte o konvergenci fady'Zi *«f;ncos na » n Jje pifirozené &islo,

) : M=
a Jje &{slo redlné. _
: cos na ‘ :
n a, = =——=—= , V piiklad® 17 jsme dokédzali, Ze rads
Vg}me e, = =/n.* %n n P ‘ J ’ )

: _ 00 .
g;l cog D2 xonverguje. Posloupnost { Eﬁ/ﬁ.}n=1 je ohranilené, nebot

n n e -
1lim *1fﬁ'= 1. Zbyvd dok4dzat, Ze posloupnost {.—\f;' — je monotonni.
n->00 ! . ,

n+l : ' + , :
Ale XN/n D ‘_"\/;:i prévé tehdy, kdy? n® © ) (n+1)®. Poslednf nerov-

nost je ekvivalentnf s nerovnostf n > (1 + %)n a ta je-splndna pro

0o
ka¥dé prirozené &islo n ) 3, nebof posloupnost {(l + %)n}n=l Je

. w %
rostoucf{, 1lim (1 + %)n = e < 3 Proto posloupnost i&\[ﬁ'} p=] = J® mono-

n-»oo
ténniao '

. n
ﬁada z —\/_f; c08 na

= konverguje podle vty 4.4.
N=1 )




Soubor cvidenf 8.

Vy%et¥ete, které rady divergujf{, konvergu
guil absolutn&:

€ Zzl n-1nn
2} . 1
f. Z: i:llf:_iii
on

2
n-1 .n
g ) LT 2

h. Z: 31n2npc

w .
n=1
0

. sin ne&
N=4 (ln 3)n

Soubor cvilent 9;

v'ayyéetfete konvergenci Fady

. 22 sin net

n=1 n

o0
be Z_ sin ne

n=1 n

00
2:' sin nfg
Ce lnn

n=l

—
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Vjsi.:
Vysl.:
Vysl;:
Vys;.;
V&sl.f
Vysl.:
ViélT:
Vysl.:

2

Vysl.:

Vysl. :

Vysl.:

Vysl;:

V)’Bl. :

jL neabsolutn¥, konver-

konv.neabsol.

konv.absol.
kqnv.neabSOI;

div.

konv. neabsol.
konv.absol.
div.

konv.absol. pro
libovelné reélné o

konv, absél.,

konv.absol.

konv. pro libovolné
reélné oL

konv. pro libovolné

redlné ol , a to absol.

konv.




- 27 -

- 2
\ sin in n
d. 2: nn81n = Vysl.: konv.
n=1
00
CO8 not
e. %;1 __;g___. » 8> 0 V¥sl.: konv. pro libovolné
- redlné £ , & # 2k ,
k celé &1slo, a 1libovolné
o 8 >0
sin ne '
; 49 £§1 -mgi-mw— , Vysl.: konv. pro libovolné

redlné o£

Soubor cevideni 10.

1 1

a. Urfete soulet Fady %75 A A v R T "Vysle: 1
b. Urlete soulet PFady 4 Vysl.:
2:1 (n+6) (n+2) 2%
. 2n + 1 . i
c. Urdete soutet rady 2.  (-1)" Vysle: -1
n=1 n (n+l)

d. Zjist&te, Jje-1li splné&na nutnd podminka
konvergence PFady

2,4,6 ,8

3 9 'é"'r""""é—i"' soo e Vy’sl.:ano

e. Rozhodn3te o konvergenci fady

-+ PO, So—— + saes Vysl.: konv.
3 2.3 3.3 4.3

f. Egzhodnéte o konvergenci Pady Vysl.: div.
Z: 2" . n?
n=1 wl

2. zhodndte o konvergenci PFady Visl.: div.

Ro
[io0]
A 1

n=1 (n+l) 1n (n+l)

h. Vyéetféte, zda Pada diverguje, konverguje
neabaolutng, konverguje absolutné&

o0
n+l 1
N=14 n-1)

Vysl.: konv. abs.
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i. VyZet¥ete, zdn Padn diverruje, konverguje

neebsolutn*, konverguje absolutn® Vysl.: konv.neabsol.
]
(_1)1'14"1 1
Z: (n+1l) 1n (n+l)
=1 ’

j. Vy%etPete, zda PFada diverguje, konverguje

neabsolutn®, konverguje absolutn& Vysl.: konv.absol.:
2 pro libovolné
Z;l §L§722L_ redlné ol
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NEKONEGSNE RADY FUNKCT V OBORU RE&LN?‘CH
' EfSEL '

1. ZAK1IADNI POJMY

Negprve uvedeme definici tzv. bodové konvergence posloupnosti funkef
{f } n=1 X limitn{ funkei f.

0o
Nechi {f } n=1 je' posloupnost redélnych funked definovanych na inter-

valu J. Pro 1ibovolné pevnd zvolené xe& J Je {f (x)} n=1 C1selné

posloupnost. Jestli%e tato &i{selnd poaloupnost mé vlastn{ limitu, ozna-

Ef{me Jji' f(x), tj. lim £,(x) = £(x). MnoZinu M v3ech x€ J, pro n¥¥
n-»uJo

existuje vlestni limita posloupnosti {f (x)T =1 nazveme oborem kon-

vercence posloupnosti funkei {f } A=l Kaédému xéwM- je p>*irazena

jednn hodnote f(x) = lim fn(x). Je tak uréena na mnoZin& I funkce f,
n-» oo

kterou nazveme 11m1tni funke{ posloupnosti {f }

P13 1i £, =f
o ene lim
n= 1 n->oo '

pf‘ipo fn -> fo
o0 .
Vyraz Z fn = £ + f2 *f3 ¥ e - . (1)

nazyvéme fadou u_funkcf. Funkce T je n=-tym &lenem i‘a&y (1). Poeloupnost

{ “} n-l’ kde 51 = fl, 82 = fl + f2, ceey Sn = f1+ f2 + 00 + fn,o-oo

nazyvéme posloupnost ¥dstednych sou¥td Fady (1)e. Limitni funkei s o

poaloupnosu{ }n-l nazyvéme soulet ¥ady funkei (1), obor konvergance

posloupnostl{ }n-l nazyvéme obor konvergence i‘aﬂx funkci (1)«

Pr{klad 1.
3 ™ n
Z 1 2x
Uréete obor konvergence fady funked b ¢ ne kde f (x) = s \x+3/)°
| | S @ o
Ur&{me, pro kterd reélné &fsla X, x # -4, &i{selnd Fada Z % = Ex“),
—_ Ne
’ konverguje. U%ijme nep¥. podilové kritérium ,
: fhe1 | _ "‘-*'ngx+4)n n__2]x]
lim |2 = lim ﬁ'-ﬁ" x+4 n ool o
no0 | ®n N> (2x) ]x+4 |  maeo |x+4 |
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2 |xl

Rada konverguje pro kaédé reélné &1slo x, pro mé% X4

< 1’ tj.

2 | xI1<\x+41 & Re%eni téte nerovm.ce jsou xg¢ (-% y 4)e

n -
Pro x = - -34- jde o ¥fselnou Fadu Z -(-—1-)-—- y kterd konverguje,

, 00 =1
pro x = 4 dostédvéme PFadu Z ;ll- y které diverguje. .
n=1

Je tedy obor konvergence Ffady M =< - % i 4

P¥{kled 2.
. f - B
Urdete obor konvergence *ady funkc{ f , kde £ (x) = -—-I —5—-——-—-—
. = B (3x“+4x+2)P

Vyraz 3x2 + 4x + 2 = 3(x + -)2 3- > 0 pro libovolné redlné x.

Vytvoi‘im%okonvergehci &f{selné ¥ady (x je libovolné redlné &islo)
L & = : N 5

n=l n+l (3x2+4x+2)n

n/ _n 1 - 1
Je lim —\/Fa_" 11m ) 5 = —— .

n-»>w 3x"+4x+2 3x"+4x+2
Pro —-2--—-— <1 #tada [1] konverguJe.
3x"+4x+2 '

ReSfme nerovnici 3x° + 4x + 2 >1

3(x+-§-)~2-%>o
x+ 52 - &30
(x+1) (x+ 1) > 0, tj. xe ( -0 ,-—1) v (-§ y ©0 ).

Pro x = -1 ipro x =~ % dostévéme Efselnou i‘aduZ -—I- y které
divergu je. M4 tedy ¥ada funkei obor. konvergence :

Pr{kled 3. | ]
o e 82 oin 3%
Urdete obor konvergence ¥ady funkci Z £y Tp(x) = =5 8l "
' ' n=1 n
' s , .3
. Pro ka¥dé x reélné je lim %l = 8 \sln x| lim ﬁ-—-l—-- = 8]sin’x].
_ N0 N->ov —V—n_Z.

ﬁada bude konvergovat pro 8 |sin 3xj<a L
|sin x|3¢ 5

| sin x‘(:g-

-%{sinx(_%—




- JL -

Posledni nerovnice plati pro xe€ U (- -gé- + kx , -%-C— + kx )

keZ
: JT "
Pro = - T + koL a x = < * kZ vy3et¥{me konvergenci Ziselnych
il \
n .
¥ad Z j—"-ll— Z . Ob& Fady konverguj{ a proto je obor konver-

JC JC
gence pﬁvodni i"ady funkci M= U - + kx + k7T
keZ< 6 " "8 2

Pro zkouméni vlnstnosti soudtu Fady funkei, pi‘ipadné limitn{ funkce
posloupnosti funkci je t¥eba definovat tzv.stejnomZrnou konv}ergenci.

Rekneme, %e posloupmost funke{ { }n‘l konverguje na mno¥in% M
stejnom&rn& k funkei f, jestliZe ke ka%dému £ > O existuje &fslo n

o
tak, Ze pro v3echna prirozend &{sla n, n Z n

o & kaZdd xe€ M, platd

|z, (x) - £x)|<E P{Seme f, =3 f. |
ﬁ'kneme, Ye feda funkci Z f, konverguje ns mnoZiné M stejnom&rn&
k _funkeci 8, JjestliZe pos?:apnost {sn} n=1 Eéstednych soudtd této '

Fady konverguje stejnomérn& na mnoZiné Mx funkei s,
00 .
Poznémka 1. JestliZe {fn} rixl konverguje na mnoZin& M stejnomZrné&
k funkei f, konverguje také bodov& k limitnf funkei f.
Obrdcené tvrzené neplati.. :

Priklaed 4.
fore)
Zjiist%te, zda pogloupnost funkei {fn} n=1 » kde
2nx . -

a, T (x). =5

n 1+nx2
2x

1+n2i‘<E
konverguje na intervalu <0,1> stejnom&rné&,

b. fn(x)

a. Pro ka¥dé x € <0, 1> platf 1lim £, (x) = 1lim __2_gx_é___2_ 0. Je tedy
n-» oo n->oo l+n"x

limitni funkece f: y = 0, D(f) ={0, 1)
Pro ka¥dé x intervalu {0,1) plati:
2nx - 2nx
g |- cing

(2,0 - 200 | =

1+n2x 1+n2x2 1
: 2n = ,
1 . =
Pro x =% € (0, 1) Jje lfn(x) - f(x)l ™ — = 1.
n "3
n

Proto pro £ € (0,1) nemiZe platit lfn(x)‘- £f(x)|<g pro ka¥dé
00 . . .
xe<0, 1>, tedy posloupnost {fn} fi=li nekonverguje k £ stejno-




m&rn® ne intervelu <0,1)

b. Pro ka¥dé xe <0,1)> je lim B (x) = 1lim .-.-._—.g
! n-» oo n-¥ oo 1+x n

f:y=0,D0¢f)=<0,1) je limitnf funkei.

2x
Pro ka%dé x intervalu <O 1) je [ : 4 (x) - f(x)l m -0| =
-——2-—-—— a plat{
1l+n x
2x 1 onx € 1 onx < F . 2>
—5 = T < = § » protoie —=5=5 =1, ( je (nx - 1)° &
1+n x2 n 1+n3x2 n* 1+n x2 ’ J

pro ke¥dé x redlné a ka¥dé n prirozené). ‘
Budeme~-1i proto k libovolnému 8)6 volit n, ‘tak, Ze n, = —%‘-— )
bude nlata.t pro kafdé pPirozené 61510 n, n)» n,, a kaZdé reélné
&{slo x intervalu { 0,1} = L <" = ,

\fn(x) - x| = 12§ 5 = $ 1 ?1"26 tj.lfn(x) -—f(‘x)}<5-
‘ o .

Proto posloupnost {fn} =1 konverguje k funkei f stejnomZrné na
mno%ing M = {0, 1)

¥ o Y .

Pri zjii%tovdni toho, zda posloupnost funkei {fn} -y konverguje stej-

© nomirn®& ne mno#in¥ M k funkei £, Jje &asto ﬁﬁhodné u¥it tvrzeni:

) : 00
V3ts 1.1, Posloupnost- funkei {f } - konverguje stejnom&rn& k funkei

f na mnoﬁzné M, Jnstllze Ciselné poslounnost {sup lf (x) -

- f(x)l } n=1 konverguje k nule. xe U

Pir{klad 5.
Rozhodnéte, zda posloupnost {fn} n=1? kde fn(x) = x" --‘x2n konverguje

stejnomdrnd na mno%in& < 0,1)

Pro ka?dé redlné x intervalu < 0,1) je 1lim (" - x2n> =
n-» 00
= 1im ™1 - x") = 0, tedy f: y =0 ,je limitn{ funkef.
na-voo / 1 2n~-1
. Uréime lokélni maximum funkc{ f (x). Je fn(x) = nx™t - 2nx*PTt =

1

=nxn1(12xn) f(x)-Oprox1=O a ."2_

) : 1 -.. - -— 3 -l- f (O) = 0
Pro = je  f,(x5) ( ) ( 2 In ’
Xa 2 n

fn(l) =




- 33 -

Proto sup | f,(x) - f(x)! = max | £,(x) = £(x)| = max
xe {0,1>. - xe {0,1) xe €0,1)
=31

f,(x) = i ‘

ProtoZe lim sup [ £,(x) - £(x)] = 1lim -} = %— # 0, nekonverguje
n»>w xe <0,1) n-=>o0

i | :
posloupnost funkcf {fn} n=1 k funkei f stejnomdrn& na mno%in& {0,1) .
Soubor cviZeni 1," 

Urdete, pro kterd redlnd &isla konverguje Fada:

: | : ‘
n=1. - .
00 ; :
b. Zl n?--»:c"f: Vysle: (-1, 1)
n=
= n-1 _n-1 V3 \/-
-2 X . g 3 3N
f:~~'~—nz=1 (2n - 1)2430°T Cis i r » iy b
m "
a. 2:-1 nn + 1) 041 Vfsl.e: <=1, 1)
i 2 n . e
: 1,n f9l.: (= & 1
g 1 1
’. rél (;ln'c)n Vysl.: <~ = "'e')
L eny
g- (Zn = 1) (Zn = 171 V¥ala ¥ (=00 y00)

]

(=x)P

3n--l \F;

%—g—ﬁ!)l—i-xzn ' Vysle: (=00, 00)

=
°

™M8 88 S ™Mg 5 MM

Vyslo: ("3, 3>

f

e
L]
]

Cae
.

3n
1,.(5;:.5.8.)___, | Vysle: <=9, -7>
n= n . ;
o0

k. 1021 (2x - 3)°u-1
N=1 ;

Vysl.: (1,45; 1,55)
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Soubor cvilent{ 2. -
Uréete obor konverg.en.ce tfady:
7 "
a. Ty Vysl.: <=1, 1
n=1 ;T o 4 , ( P >
i 2 n e AT B
b.él i(& | vysl.: (-4, 4)
6o 2. (a3 n"n oy V§sl.: (=2, 2)
n=1 ' ' , 2 e N !
n=l - n 3
V(3n -2)2. ,
2. gmix | |
e. £ @ Vysl.‘: (0, +00) -
f. X tg —%— Vysl.: (=2, 2)
.2 : ' ' ‘

T

B3 31\48

=t

n . 3-1/ sin"x ‘ Vysl.: x # er,_ +' X, k celé

) 1 ¢1{slo, x redlné ("S:[,slo
) - n - .
h. Z (=)L X Vysl.: <-1, 1>

=4 e 2n - 1

Soubor cvi¥enf 3.

: o0 ' | ;!
Zjistéte, zda posloupnost { fn} n=1 konverguje stejnom&rng

k limitnf funkci na daném intervalu J.

a. f,(x) = x* L J =<0, %—) N Vysl.: ano

.3 =<0,1> . Vysl.: ne

"b., £,(x) = 2 - L J = {o, 1) . V§sl.: ane

c. f,(x) = X+ n J = (O,.oo_) : Vysl.: ane
- DX & | bt &

8 ) =rPeax Y =<0, 1>  Vgsl.: emo

—________L_,




s

fo

h.

i.
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T Ad. 3 =0, 1 =-£>
/$'J=<1-£91*£>
F-JId=4{1+€, 00)

1
fn(x)-..' x +n—é—- J=(-OO,00)V

’ gin nx -
£a(x) = —240F J=(-00,00)
f,(x) = &in ('rx'x') J= (=00, )
£%(x) = arctg nx J= (0, )

fngx)i= e-(x-n)2 . o. = (-m, m) m Je
. "lib.k1ladné &islo

ﬂoJ.= (-00,00')

Vysl.:

Vysl.

Vysl.:

Vysl.:
VYS].. H
Vysl.:

Vysel.:

ngl.:

Vysl.:

ano

'ne

ano

ano

ano

ne.

ne

ano

ne
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2. VLASTNOSTI POSLOUPNOSTf A RAD FUNKCE

Vé&ta 2.1. Cauchy-Bolzanovo kritérium

o :
Posloupnost funkci{ fn} n=1 Xonverguje stejnom&rn& na mno-
2ind M prévé tehdy, kdy% ke ka¥dému £E>0 existuje nj

takové, Ze pro kaZdé n, m pPirozené, n g % n,, o Z n, a pro
v3echna x € M plati lfm(x) - fn(x)l <& o Rada funkef Z_ £,
. , . - n=1

konverguje stejnom&rn& na mnoZin& M. przsvlcls tehdy, kdy%Z ke

ka¥dému £ O existuje n, takové, Ye pro ka¥dé n, m

pd
pfirozené, n = n,, m Z n, a pro v8echna x€ M plati:
l (x) + £, 5(x) + co0 + £ (x)\<€.
+1 n+2 o
Rekneme, %e rada funkci Z_ b o) konvergg,ie -abéolutné,,
n=1 2
Jestli%e konverguje Pada funkciz \fn‘ .
n=1 -

Véta 2.2. Weiers%-assovo kritériuym

Nechf 2. f, Je fada funke{ a nechi plat{ lfn(x)l San

n=1 s \
. pro kaZdé pi‘-ir;gzené &{slo n a vi3echna x€& M. Jestliée
tiselnd Fada Z a, konverguje, pak Prada funkeci Z f,
) n=1 n=1

konverguje absolutnd a stejnomdrn® na mno%in& M.

P¥{klad 6.
0

Rada Z b U kde £ (x) = LSin nx zie jmé konv—er'guje pro x = k.sz ,

p n 3 :
el "'\/ nt+xt

kde k Jje celé &isla. Pro ka?dé piirozené &isle .n plati.

|2, x| = Jein nxl £ 1 53—1———= i pro ka%dé x€ (-oo 00 ).
"" 4t n4+x4 -—«;4— n3-

JelikoZ &1{selnd . f-adaz-——;‘:-— konverguje, konverguje Yrada funkci Zl f
n=
3

absolutnd a stejnom&rn¥ na (-o00,00 ),

Zékladni vyznam mé vita

-




V§t8'2.3.
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v w 3
Necht {fn} n=1 Je DPosloupnost funkeil, kteréd konverguje
stejnom®rn¥ k funkei f na intervalu (a, a + 6 ), kde 570,,
Nechi pro ka%dé p¥iroz.¥fslo n existuje vliastni limita

lim fn(X) = bno

X —->» a8+ I
Pak existujf teké vlastni limity lim f(x), lim b
' X —> a+ n—woo 0
- a plati 1lim f(x) = lim b, td.
X -» a+ n—>
lim [lin  £,(x)] = lin [lim £ (x)]
X —at+ n—»o0 N-»¢0 X-—» a+

Poznémka 2. Anaslogické tvrzeni plati i pro limitu zleva a limitu v bod¥ a.

Véta 2.4.

Vita 2.5.

Véta 2.6.

Véta 2.7.

o o0
Necht { fn} n=)] konverguje stejnomdrn& k funkei f na inter-

velu J. Jsou-li vZechny funkce £, spojité na intervalu J,

Jje také limitn{ funkce f spojité na'intervalu Je

Nechf #ada funkc{ Z, fn konverguje stejnomé&€rn& v intervalu
n=1 NES N

J. Jsou-1i v3echny funkce ' f, spojité v intervalu J, je

soulet Fady funkci s "Af::uhkée"‘spo,jité_ na intervalu J.

Nech{ posloupriost funkeil {fn} konverguje stejnomérné

n=1
k funkei f na intervalu {a, b>. JestliZe vS8echny funkce

jsou integrabilni ns -intervalu {a, b>, je také funkce f

integrabilni na intervalu (a2, b> a plat{

b b
[ £ax = L / £ (x) dx tj.
2 n->»o0 2

b . b '
[lim ,fn(x)] dx = lim /fn(x) dx

o0
a n->o0 n- a

o0
Necht ¥ada funke{ Z £, konverguje stejnom®rn na intervalu
' n=1 '

<{a, b> a mé soufet s. JestliZe v3echny funkce f jsou

integrabilnf na intervalu {a, b> , je také funkce 8 in?e-

grabiln{ na intervalu <{a, b> a plati
A " B
b
{ s(x) dx =Z [jfn(x) dx ] tJe
) nEla g . :
b .
aﬂ:nél £,00)7] ax = | r?;l[ef £, (x) ax ]




Vitn 2,8. Necht viechny funkce f maj{ derivaci f’n(x) pro kaZdé

n X

. ; v oo
intervalu (a,b). Necht posloupnost {fn(x)} n=1 konverguje
pro alespon jedno x ¢ (a,b) a necht posloupnost funkci

oo
{f’n} n=1 konverguje stejnomérné v intervalu (a,b).
Pak plati: -
a. Posloupnost {fni n=1 konverguje stejnomdrn® v intervalu

(a,b) kx funkei f = lim S
N ~»po0
b. Funkce f wmé derivaci v intervalu (a,b) a plati

' (x) = 1lim f’n(x) pro viechna x €(a,b).
' n-»o00

V&ta 2.9. Nechi #ada gzl fn(xo) konverguje pro alespon jedno X, € (a,b)

o0
a necht Pada funkct E: f’n konverguje stejnomndrn& v intervalu
n=1 oo
(a,b). Pak také ¥ada funkel 2 f, konverguje stejnomXrn¥
n=1 .

v intervalu (a,b) a jeji sou¥et & mé derivaci v intervalu
o

(a,b) a plat{ g’(x) = >3 f’n(x) pro v8echna x €(a,b).
n=1

oo > 00
Pideme také[EZ fn(x)] = E: f’n(x).
n=1

n=1
UkdZeme u¥it{ t%chto v®t na priklsdech.
Prilled 7.

w s
Urtete soulet &iselné fadyzz —-—l—s— .
n=l n . 2

UveZovené rada ziejm® konverguje absolutnd. Déle funkce fh(x) = xn"1

Jscu integrabilni na intervalu (O, %3) pro kazdé n pPirozené a platf
1),5’

J n-1 - . 0,5 _
JXx dx-H- 0 = —
0 o n.?2
Rads funkef 3 L je nekone&né geometrickd Fade, kterd na intervalu
n=1 ,
<O, %f) konverguje stejnomdrnd a mé soulet s(x) = I:%f—

. . ' 1
j 8 .7 i funk integrabilni na intervalu (O
Proto je pooiis,le véty 2 703 151} ce 8 in egrabi ( ’ §>

a plati g s(x) dx = 2 S L oax = E: -—ALZE; .
05 0 05 D=1 o=}, o i

Ale j 8(x) dx = 5 W dx = {- 1n {1 - x[]; = - 1n (1 - 0,5) +
0

0
+1Inl =~ 1In0,5=1n2 a nroto
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P¥iklad 8,
o 3
Urcete soulet rady 2;1 -g— .
3 00 00
Rada z¥ejm¥ konverguje absolutn¥. Pro Fady Z: ) zi £, kde
22 n=1. ® p=1: .0

£, (x) = xn, £2(x) = 1 plati, Ze konverguji stejnomdrnd v intervalu
(0, 1 =€ ), kde £50.
Proto podle v&ty 2.9 plati
00 /o0 00 4 -
<'22 L) =7 &)= Zi n 1 pro kezaé x intervalu
= n=1 n=1 AR

(0, 1 "‘6 ), €>Oo

o0 Y J V ‘
Ale(an‘=('x oo Q=x)-x(<1) ___ 1
‘ Neq

e 1-x°  _ a-x? X
Tedy pro ka%dé x intervalu (0, 1 - € ) plat{ z: L < z‘“""T;E“
0O 1*;:0]6 l-xﬁ
Volfme-1li x = % s dostévéme Z: n- %_ =3 25 —g— = -——-;j~§~ =
b on=l 3 n=l 3 (1 -3-)
= S N _
-% a8 tedy Z n --%.
; m=4
Porovne jne s vypod&tem
n 1 2 3
T A e 4 +* eses
n=1 3% 3 32 33
00
2 4 3.
3 zi B O T - e
n=1 3" : 3 32
00
2 Z n 1 1 1 1
—_—=] = 4+ + S b Jees = "
n=1 3" 332 33 1-3

M8
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Soubor cvideni 4.

UZitim Weierstrassova kritéria doke%te stejnom&rnou konvergenci
*ady funkci na daném intervalu:

00
1
" a. X € (00, 00)
g;-l x2+n2 : ’
o0 n '
b. Z. -(';1')—;1— x € (=2, 00)
n=l x + 2
0o .
X
c. Z, xe { 0, 00)
Z1 1+ n? %2 <o,
oo
a. 2. -—-1‘—’5—5—-—2- x€ (=00, 00)
=1l 1+ n’ x
oo
bl sin nx
e. /_ VR xe€ (00, 00)
n=1 : ,
m v
n=l n Vn :
0o
ge ) prets nx x € (~00, 00)
n=1 n
o0
h. Z arctg 22x 3 x€ (00, 0c0)
‘ n=1 x~ +n
} m '
| i, 2 x° e MX xe {0, 00)
n=1
&5 )
3. Z_ 1nxn  Xe <ao ®), a> 1
Nn=2 n




3. MOCNINNE RADY

o .
Bud -{an} n=0 Posloupnost reédlnych &isel, X, libovolné reélné &islo.

Mocninnou (potendni) ¥adou o stFedu x

o, @ koeficientech a, rozumime.

$adu funkei tvaru.

ao + al(x - xo) + az(x - x°)2 + eee + an(x - Xo)n + ce0e = :

= a (x - x )7 B © (1)
n=o " e ‘ ' )

v

Poznémka 1. Substituc{ x - x; = y pPejde Fada /1/ v fadﬁ
. : i o0 :
ey + ey + a2y2’+ . +_anyn +'f.. = g;; anyp, ‘ (2)

kterd mé étfed;ﬂv podédtku. Stadi tedy yyéetiovat mocninné
Fady pouze v jednom i uvedenych tvard (1),. (2). Ziskané
vysledky se jiZ naznaenou transformaci pfevedou na pripad
druhy. .
VSimn¥te si, Ze na rozdil od pfédchoziha‘textu o radéch
funkef zadindme zbravidla indexem' n = 0 . - mocninné rady
Jsou Jjistym zobecnénim mnoho&lend a ma ji- Fadu anaiogickych
vlastnosti.

Plat{: )

V8ta 3.1. Ka¥dé mocninné ¥ada konverguje ve svém st¥edu.

V&ta 3.2. Konverguje-li.fada (1) v n¥kterém &{sle X # X, - konverguje
absolutn® pro viechna reélnd &fsla x <z intervalu
'Diisledek v&ty 3.2. o
Diverguje-1li Pada (2) v nékterém'éisle. y = Xy, diverguje pro

7

vdechma |y | >Ix;| .

Vita 3.3. Rada (1) konverguje

a/ jen v &isle x, ‘prévé tehdy, je-li lim sup -Edlan‘ = o0 ,
. Nn-yoo g

b/'pro v3echna redlnd &isla prdvé& tehdy, je-1li lim sup nlanl= 0,
: n-»oo :




- 42 -

¢/ pro v3echna reflnd &{sla intervalu (¥, - R, x, + R), kade

1 .
R = je-1li lim eu n/la 0 .
limsupnran‘ , Lim p =y la,l € (0, +00)

N -y 00 ; .

Redlné &{slo R nazyvéme 2; om¥r konvergenée rady (1),
interval (x =Ry x, + R) Jje konvergenéni interval fady
(1).

Poznémka 3. V éislech x, = R, x, + R miZ%e Fada konvergovat i divergo-

vat, takZ¥e konvergen¥ni interval mocninné Fady se obecn&
nekryje 8 oborem konvergence této iady.
Jsou-1i koeflclenty iady (1) takové, %e existuje

a
lin Bja,| = q pripaant existuje lin n+l
IR n

n<ove n-yoo

= q, mé

¥ada (1) polom&r konvergence R = %; (pokud q'= 0, je

R=+o00; pokud q = +o0, je R =0),
Pf{kled 9.

Urdete polom¥r konvergence Pady funke{

}:j n" (x - 5)° [1]

-n=l

Rada [1] mé st¥ed Xy = 5. Zabyve jme se ¥adou EE: n? (xl - 5)n
n=1

Xy # 5, kterd je hodnotou ¥Fady [:1] v &fsle x = X, . Posloupnost

{-—\/ & [x1 - 5|" }n‘l { lx - 5]} =1 nen{ shora ohraniZens,

nebot skoro vi3echny jeji &leny Jjsou v&t3{ neZ 1. Rada I:I] dlverguge

pro viechna redlnd &fsla x # 5; R = 0.
P¥{klad 10.

Urdete polom&r konvergence mocninné Pady

1+ 2(x = 1) + 3(x - 1)2 +22(x = 1)3 + 3 (x - 1)4 e s+ Px - 1)L

+ 3n(x - l)zn + o0ce’

V3imn¥me ei posloupnosti {—-\/ fa, | }n/-' ! |
fo BWE v, A B P
-——\/—_7; ta. EL\/T;-*

A

LA
;ﬁ

Pro ke¥dé nPirozené Eislo r:JetVIa |

N




.—43...

00
Proto lim sup {:E\/T;;]-} =1 = VSi Odtud R = .Jéi; .
. n

00

Pi{kled 11. .
n-1

Urlete, pro kterd redlnd &isla konverguje rada }:: e

- . b%n. 3n--l *
Plat{: 1lim n—-q/ \an\ = 1im —~n ’ 31'1"1 = £3'- = q
ne-y oo n-» o0 n.

'R = 3, konvergenini interval (=<3, -3)«

we 8

Situaci v &fslech -3, 3 musfme vySet¥it zvl&sf. Pro x = =3 dosté-

n-1 n-1 &2
véme Fadu Sfi l:ll___T = jfi (-1)n-1 -—;l——-I = 2:: (-1)n-1 1
3T neEl n. 3%t w5 n?

n=l n .

kterd je alternujfecf a konverguje. Pro x = 3 dosté4véme fadu

29 fore)
S n-1 ]
l__ — =T :;Z: % y kterd diverguje.
r<l n. 3 n=1
o

xn~1 o
Z4vXr: Rada -7 konverguje pro viechna redlnd &{sla
n=1 n . 371

intervalu (-3, 3).

Viia 3.4, Jsou-1i koeficienty fady (1) tekové, Ze existuje

2n+1 ’ 1
linm = =q , méd fada (1) polomér konvergence R = = ;
n-soe 1 < A
( pokud q =0, je R =+ ©°, pokud q = +00, je R = 0).

Priklad 12.

[eed

z " nt 2
Urtete, pro které redlnd &isla konverguje *ada Sn o x<n .
na1 *

- lin Ll .
SRt mTT s

n
2 e n! N o0

2n+1(n+1)! (2n)!

Plati: 1lim on * 2)1

N~ oo

= 1lim
n-> oo

®n+1 ' -
o |

:O:q;R=+o¢7,
oo ,
E:: 2n n! 2n .

Z4v&r: Rada Sy X konverguje pro ka%dé reslné &fslo.
n=1 '

N*kterd vlrstnosti moeninnyeh Pad.

V*ta 3.5. Necht polomAr konvergence R mocninné fady /1/ je rizny od

nuly. Potom nro ka¥dé &{slo X1, Dro které platf lxl - x| <R,
o0

Fada E:j an(xl - xo)n absolutn& konverguje.
n=o




Vita 3.6. ( o spoiitosti aoudtu mocninné Fady)
Nechl polom*r konvergence R .Fady (1) je kladny. Nechf s(x)
je soulet ¥ady (1). Pak funkce s\(x) je 8pojité na otevieném

intervalu (x, = R, x5 + R).

V&ta 3.7. (0 derivovéni p¥ip.integrovéni mocninné Fady c‘,len po &lenu).
Necht R je polomér konvergence ¥ady (1). Pak R Jje i polo-
mdrem konvergence Tad

ay + 2a2(x - xo) + 3a3(x - xo)2 ® eetin an(x - xo)n-l ¥ oaee
o v

n=1 : :
: : a a
a, (x-xo)+‘--2-1-‘-—-(x-xo)2+ 2(:«c--x)3+....
. on_ (x - x. )P = f: S (x - x )Pt (4)
e e s0 n+l X xo - n=0 n+l x Xo

Bikéme, %e Pada (3) vznikne z Fady (1) 'derivovén'l'm &lén po
glenu, Pada (4) vznikne z Fady (1) integrovénim &len po &lenu.
V&ta 3.5. Nechf polom¥r konvergence R. mocninné Pady (1) Jje kladny.
Necht s(x) je soudet Fady (1). Pak plati:
o0
Znan(x = xo)n'} = 8'(x), x & (x; = R, X, + R)o

. n=1
T%ta 3.9. Nechf nolom*r konvergence R moeninné rady (1) Jje kladny.

“ Necht 'é(}éy Je isouéet moeninné Fady (1). Potom na intervalu

(x, - R, x, + R) plati:

) )
2 a
2:1-.-:0 S (x - xo)n+l = fs(x)dx - [fs(x)dx] x=x, * kde

[fs(x)dx] il " znamené hodnotu neurZitého integrélu
(S
fs(x)dx v &isle X,

Véta 3. 10 Nech® s(x) Jje soulet mocninné rady (1), JejiZ polomér kon~-
vergence R Je kladny Necht a, b Jsou libovolnd &isla 2

intervalu (x, = R, xo + R). Potom plati i3

, o \
Z fa(x—x)dx=z___ n+1[(b-x)n+l—
n‘"O n=o »

- (a - xo)n+1] = / s(x)dx.
a




V&ta 3.11. Nechi polomér konvergence R mocninné fady (1) Jje kladny.
Potom nro ksZdé nfirozpﬂé ¢islo k Jje polomdr konvergence

-
mocninné Pady z::{% (x - X, o J ‘k) =
=0

z:: n 57T 8n (X - Xo)n-k = oK) (x), ptiem%Z s(x)
je eouéet mocninné rady. (1)

VEta 3.12. Necht s(x) Jje soudet mocninné *ady (1), jeji? polomér kon-
versence R Jje kladny. Potom pro koeficienty Ffady (1) plati:

g . m A= s(n) (xo)

n = ol rpron=0,1, 2, «c..

V&ta 3.13. (o jednoznadnosti vy jéddtenf funkce mocninnou Fadou).
Necht funkce s(x) Jje ns otevieném intervalu J soutem
O
moeninné ¥ady (1) a mocninné tady z:: b, (x - xo)n‘
n=0

Necht x,€ J, pak pro n =0, 1, 2, ... platf a = b .

V&ta 3.14. Necht s(x) je soufet mocninné Pady (1), jejizypolomér kon=~
vergence R je kladné &islo. Necht #ada (1) konverguje i

v &{sle x, + R (pP{padné x_ =~ R). Potom existuje

o 0
lim _ 8(x) (pripadnd lim + 8({x) ) a plati:
x — (x, + R) x —» (x, = R)
o0
s(x, + R) = }:: aan = lim _ s(x),
n=0 x —> (x5 + R)
tj. 8(x) Jje v (x, + R) spojité zleva,
o0 .
s(xo - R) = E:: (-1)% aan = 1im + s(x),
n=0 x > (xo - R)
ti. s(x) je v (x, - R) snojité zprava.
Pr{klad 13.
4n=3
Urdete konverren&ni intervesl Fady ~3:§— [l]
a jej{ soulet. . -
Plrtf{: 1lim “n+l l = lim ig:% =1=q; R=1, konvergen®ni interval
n-v o0 n N -»00
(-1, 1).
4n-4 {
Rada [1] vznikla integrovénim ¥len po &lenu fady‘z:% , [2]
n=

jeji¥% polom&r konvergence je rovn¥% R = l. Pro kaZdé redlné &1islo

intervalu (-1, 1) Jje rada [2] geometrické s kvocientem q = x* & né

soulet
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1 _ ,
s(x) = > tedy Z xin-4 1 7 Pro x € (-1, 1).
l-x 1 -x
Proto ¥*ada [1] mé soulet /s(x)dx = /--‘ix .
. 1 -.x*
PoloX{me —= = 1 ' = B _,Cx+D

1-x Q-x0Q+x0Q+x) 1-%x IT+x ;2 °
Pak 1

AQ + x)@ + x%) +B(L - 1) + x2) + (Cx + D)1 - x2).

Odtud A=%5,B=5,C=0,D=1.

1

% ‘ -

dx__ _ 1 dx 1 dx dx  _ 1., |l+x
Tedyf 4'2f -x+2-/1+x+/ 2'51"|1-x

+ arctgx.
l1-x 1 1+ x EEep
- 4n-3 g
. X -1 1l +
Zéver: — =3 1n f.}«:_——ig—‘ + arctgx, x € (—1’. 1).
Pi‘iklad 14. -
Urfete soufet Fady Z_ n(n-1) ...(n-k+1)x®" , [1]
: n=k - : .
Rada [1] vznikla z ¥Fady }: , [2] , tek, Ze ji k-krd* derivu-
Jjeme élen po &lenu. ProtoZe ﬁ X =1+x + x2 + oeee + xn + eee =
n=0 ' b | ' _
= l—%—; = 8(x), oro x € (-1, 1), je Z n(n-1) ...(n-k+1) x*°¥ =
n=k .
= s(x)] (o) _ - . )(k) A | TR pro x € (-1, 1).
[ ) 1-x (1 - x)k*’ co o

Pr{kled 15.

Urdete soulet fady 1 - %— + —13—- % e # (-1)0

+ e .[1]

S

Rada Yl-] 33e hodnotou mocninné i‘ady
e 1’; *oeese - [2]

X2 X
v &isle x = 1l. Studujme pz)drobnéji'i‘adu [2] o Plati:

X
x--2_+3 4+oob+(1
lin B | =1im %/ L =1=q;Rr=1.

n->o00 n-o oo \
Derivovénim Fady [2] ¢len po &lenu dostaneme Fadu
1 - X + x2 - x3 + se0 + (-l)n-l xn-l + o.o‘ 9 ' ) g [3]

kterd je geometrickou Fadou s kvocientem Kq = -x., Pro v8echna :jeélné
¥{sla x spliujfef podminku |x|<1 je 1 - x + X2 = X0 + ..+

)nl n-1 _ 1
=T +x

+ (-1 . Proto

]

E
1
N‘N

x
2 3 4 . n - .
+ --’i——+ vlow (1)t -]5-n—-=/1 2xx =1n (1 + x),|x| < 1.
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Rada [1] Je alternujici &fselnd ¥rada, kters konverguje. Jeji soudet

8 = lim In(l1 + x) = 1n2.
X - 1-

1

1 -2 .11 -1l
Zévér: 1 2+3 4+oo-+(l)

5 = ln 2.

Poznémka 4. Uvedeny postup se &asto pou¥ivd p¥i vypoétu souctu konver-
gentnich &{selnych rad.

Soubor cvideni 5.
(4

a. Urlete soufet mocninné ¥ady %;; n.x"

o0Q
N4vod. Dmnou ¥adu si napf%eme ve tvaru 2:: n . x" =)c§:%.n . x11
n=1 n=
0
Vysl.: EE; n.x" = - 2 pro x € (-1, 1)
n= - x
O
n+l _ x0H1
b. UrZete soudet ¥ndy Z{ (-1) Aln T I7
ns

Ndvod. Pro |x| < 1 miZeme pedt

' n+l e
n=

=1
oQ
n+1
X
Vysl.: -1)n+1 = . - -
y 2;; (-1) nn + 1) (x+1) . In(x+1) - x, pro x € ( 1,1)
2n-1
c. Urlete soudet rady zm, (—ZL)n"l 55—:—1—
n=1 a
o0
N 2n-1
Vysl.: }:; (=1)71 §§—:~T = arctg x , pro x € <-1, 1)
n=
o0
d. Urlete soulet fady j{: (-<1)™ (2n + 1) x°1
n=0
> 2
Vesl.: 2:: (-1)" (2n + 1) x°P = -—l—:—l-—— pro x € (-1, 1)
n=0 1+ x%)°
e. Urlete soufet rady 2:: n(n + 1) x"
(«724
Vysl, : E:: nin + 1) x" = ____22_3 pro x € (-1, 1)
n=1 1 - x) ’
f. UrZete sou¥et mocninngch tad E 2:; (3)n
o0 s

Vysl.: oy x" + Z;% (§)n = %;% -—;El- xn, pro x € (-1, 1)

— R
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(2.2

o2 .n
g. Urdete soulet mocninnych Pad E =, ) i-2 n
n= n= B
20 = n 22
Vysl.;vnw X+ g;; l—gﬁg— X" = 2:6 ( % B, oro x & (-1, 1)

Soubor cvideni 6.

U%itim derivovéni nebo integrovén{ Fady &len po &lenu urdete
" funkei, kteréd je soultem Fady:
x2n—1 .

8w Zm-T Vgsl.: s(x) = 3 1n -5 %o Ixl<1
20 _13yn . 2n+l &
b. g;; ‘L-%%":ZT-— Vysl.: s(x) = arctg x, [x]| =1
o2 en X , -X
Ce gn 1 Vysl.: s(x) = cosh x = E-ﬁ%Ji—- ,
o= X 7redlné &islo
d X + x2 + x3 + V'sl ‘>S(X).=1+‘];'_-_":£1n.(l"X)
» 1 R 2 2 . 3 3 . 4 eoee y ® e \- g X ’
1 1 .3.2,1.3¢5.3.,...
e lrgxt s T TV "
* ‘et Vysle: a(x) = —E2— , x €(-1,1)
S l-x
2 3 n+l
X X n+l _Xx
Loz o3t e v (FD) n(n + 1)
Vysl.: a(x) = (x+1) 1ln(x+l) - x,
x € (-1,1)
Ze X + 2x2 + 3x3 + .ee Vysl.: s(x) = ?E:fyz, Ix|<1
h. Z_ (-l)n (2n + 1) x2n Vysl.: s(x) = (—1———22('35 , Ixl<1
n=0 + X

'2x
1 - x)3

j. 1l .2x +2 . 3x2 + 3. 4x3 + ceee Vysl.: s8(x) , Ixl<1
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4, TAYLOROVA A MACLAURINOVA RADA

~Plat{-1i v intervalu J = (x, - b, X, + b)y, b > 0; rovnice

f(x) = a

ot ay(x - x,) + a5 (x - xo)2 + aas'y (1)

F{kdme, ¥e funkei f(x) lze v intervalu J rozvinout v mocninneu ¥adu.
Redu (1) nezyvime v tomto pfipad® rozvoiem funkce f(x) (v mocnlnnou
fadu) v 1ntervalu Je

V&ts 4.1. Plati-1i v intervelu J = (xy - b, X, + b), b >0, rovnice (1),

pak koeficienty a,,n =0, 1, 2, ee+, Jsou jednoznaln& urle-

ny vztahy "
f’(xe) ' f (xo)
ao = f(xo), al =‘ 11 ’ 82 = ‘Tr"" 9 ccecey an =
(n)
) : i (xo)
- n! ’ ® e 0o 0 0

V&ta 4.2. Nechi f Jje funkce, které mé v &isle x, prvni, druhou, ...,
n-tou derivaci. Nechi T,(x) je polynom nejvjée n-tého '

stupné, pro ktery (1)
: - plk) = ; ‘
[Tn(x)] x=x, = 77 (x,) pro k=0, 1, ..., n.
Potom plati:

f'(xo) "(x ) '
Tn(x) = f(xo) + =7 (x - ) + -5——-—— X - X, ) + eee +

(n) n (7)
£ (x,) £4897(x )
= 2 x - X, ) R E enpiee.” {5 - v X, )d.

* 31

J-
Polynom Tn(x) se nazyvé Tayloriv polynom pro funkei f v
Eisle x_.. Je to polynom, jehoZ hodnota v ¢isle X, 8e sho-

(o]
duje s f(xo), prvni derivace v &isle x, se shoduje s
' (x,), ..., n-té derivace v isle x, se shoduje s f(n)(xo).

Rozd{l f - T, (x) nazyvéme zbytkem funkce f po Taylorovd
polynomu n=tého stupnd a ozna&ime ho Rn+l(x).




Poznsmke 5. Zn~lost zbvtku R
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n+1(){) umoZnuje zjistit, s Jjakou ptesnostt

anroximuje Tayloridv nolyrnom funkci f.

Nechi f je funkce, kters méd v reélném &isle %, derivace

v3ech ¥48d%. Taylorovou Fadou funkce f v &isle X, rozumi-

me mocninnou Fadu —— (x - x_ )7,
n! )
n=0
Je-=1li x, = 0, mluvime o Fad& Maclaurinové.

Poznémka 6. Taylorova Pada funkce f v bod& x je tedy mocninnou ra-

Véta 4.3.

V*ta 4.4.

(o]

dou o stiedu x.. Jeji n-ty Cdstedny soulet je tbtozny 8

)
Taylerovym polynomem T (x).

Nech¥ f je funkce, kterd mé v ndjakém redlném Zisle X,
derivace vSech ¥&d%. Taylorova Fada funkce f v &isle X,
konverguje na ndjském intervelu J /obsahujicim &islo x/ /

k funkei f prévé tehdy, kdyZ je posloupnost Taylorovych
o0
zbytkd {Rn(xo\ }n=1 nulové.

Nechf funkce f mé na otevieném intervalu J = (xo - b,

X, *+ b), b>0, derivece viech F4dd a necht posloupnost

oo .
{f(n):}n=0 je na J stejnom®*rn& ohranifené. Pak Taylorova
$adn funkce f v libovolném bod?@ xo(£ J konverguje na

intervelu J k funkci f.

& o
Poznédmka 7. Posloupnost {f(n):}nzl je na J stejnomdrn& ohranilens,

Véta 4.5.

existuje-1li takové &fslo K, #%e pro v8echna x € J a pro

viechna n =1, 2, 3, «ccey, Je lf(n)(x)l 2k

Taylorova véta.

Nechf x, x, Jjsou dv¥ riznd redlné Cisla a necht £ je

o
funkce, které md derivace a¥ do Fédu n + 1 v uzavieném in-

tervalu J, jeho% krajni body Jjsou &fisla x, X,. Pak plati

£(x) = T (x) + Rn+1(X)’ kde

n+l
(x-xo)

R (%) = oy T— £ (1) (4 ), ¥ pat¥{ do J, ¥ # x, X,.

n+l
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Pozndmka. Zbytek je v tzv. Lagrangeovd tvaru.
P¥{klad 16.

Rozvinte funkci f(x) = ex, x redlné &islo, v Maclaurinovu radu.

Pro k =0, 1, 2, +.. (e5)(E) = X, [(ex)(k) ]x=0 =1.
. 2 w

n
x° = =y =
T Y27 *eee ¥ T ¥ o0 = L n¥

IN

ex=1+

)
=

P¥r{ikxlad 17.
Rozvinte funkei f(x) = cos x, x reélné &islo,

a. v Taylorovu ¥adu v &isle Xq =-;%—,-

b. v Maclaurinovu Fadu.

(4k+
a. Pro k =0, 1,2, ... Jje cos(4k) £E_ = co8- 3) L V2

= 4 . 2 9,
cosl4kHl) T _ o (4+2) M _ NZ
4 4 2
Po dosazeni: T e 1)2 (- -7_;:)3
V3 . x="4 ( 4 4 , ]
eos x = 5= |1 = —gy— - oz + 31 + eeee

b. Pro k =0, 1, 2, ... Je [__(cos x)(4k)]x=0 =1, [(cos x)(‘rk*?)J:O

= -1, [(cos x) (4k+1) ] = [(cos X)(4k+3)]x=0 = 0.

~x=0

Po dosagzeni:

. 2 4 : 2n
- - X X . n _x
OOSX—l 1 +4! g"!""' eee + ( 1) m"' eee ¢

&L el
cos x = E:: (-1)" y X reélné &islo.
n=0 ' (2n)!

P¥{klad 18.
Rozvinte funkei f(x) = sin x, x redlné &fslo, v Maclaurinovu fedu.
Pro k=0, 1, 2, ¢co. Je

[}sin x)(4k) ] = [(sin x)(4k+2) ] = 0,
x=0 x=0

[(sin x)(4k+1)] = 1,‘ [(sin x)(4k+3) ] o= =1,
x=0 x=0
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Po dosazeni:
x| x ol £2n+l.

X =37+ ET-FT et (-1)" TE?:TT— * oeeee

]

sin x

o0
. S n x2nrl
sin x n.=0( -1) T X rgélné &{slo

V&ta 4.6. Pro ka¥dé reélné &islo X a pro ka%*dé redlné ¥islo x€(-1,1)
plati .
ol 4

(1 + x)bt =] +(4) x % d\xﬂ ces + (k)xk * ceee (2)

‘kae_(cl:\) = (o ‘1)(11-2)“'(“ ktl) k=1, 2, ... ;(g)= 1.

Rada (2) se nezyvé binomické ¥ada,

Priklad 19.
Rozvinte funkei f£(x) = 1n(1+x), x €(-1,1) v Maclaurinovu Fadu. *

. ) -
Vime, %e [ln(l-m)] = 1+31 = (1+u) 1,

Pro ka%dé redlné ¥fslo u € (-1,1) rozvineme v binomickou #adu

(1+u)1-1~u+u2-u3+...+(1)“n+.‘.. [_'1]
Integrovénim (1] &len po t‘lenu na intervalu- <O x> dostédvéme
\X/T%%-é [1n(1+u)]: =1n(l +x) ~Inl=1n (1+ x) =
’ = x - gi + %2 - %i ¥ eep # (210D ﬁz, x € (-1,1),
In(1 +:§) =x - %3 + §i - %i ¥ oaee + (1) ﬁf e er(-i,m).

Prikled 20.

Napi3te Maclaurindv rozvoj funkcé £(x) = e® ; ?-x.’, x'.reélhé &1slo
Vime, Ze | '

e =1+ T% X + %T X2 4 ..+ %T =+ ... ' [1]
Dosadime-1i do 1] (-x) za x, je | . s .

E P N W NG V3N o [e1

1! 2!
Rady ]:1] : [2] konverguji pro kazdé redlné &islo x absolutné.

Sedteme=-1i [:1] a [2] a nésobime-1i soulet % , dostaneme

2 x4 2n

-x) = 1+"éc_‘ T"' ese *+ ?‘—7—4' ee’s 9 X reélné 61810'

1,.x
: 2(e + e
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P#{kled 21.°
Rozvinte funkei f(x’ = 1 x € (~1,1) v Maclaurinovu Fadu.

Polo¥fme -yx° = t, potom 1 S | : -2

= -= (1 + t)
Vl-—x2 al+t, . '

Pro t € (-1,1) je
-1 -1 1 k] 1 g

(1 +¢t) 2=1+ 2t+-(—:—§—)-—1_..2_1 Q{—---2--)—.-§—_)—.‘.__._'3

1! . 21

+ j 2,L ( _-,——l (\w*.,)o-o( ) tn Flovie ®] = % t + % o z t2 -
n! | | s REPLINPY

- 1l . t+ e * (_l)n 1 e 3 o« 5 & ...(2n—1)

i ‘
t + LI B BN B WY )
27 3! 2B, al

Vrdtime-1i se k plvodn{ orom%nné, dostaneme

1 =1+%x2+-72-—-—3—1‘ x4+-—~L—2-1' = x6+.....+

T - x RO T W i
+ 1 o :no 5 ooo(2n-1) x2n + .5l xe(-l’l).

e n!

Pi{klad 22,

Rozvinte funkei f£(x) = arcsin x, x €(-1,1) v Maélaurinovu radu.

Pro kaidé reédlné u € (-1,1) je (arcsu1 u)? = —\/===2=. .
Z pf'edchoziho pi‘ikladu vime, Ze

———.;.L——:l.'._u +—l_4.u -—L—2u6+
1 -u 27 2%, 21 . 3

" e

+‘-]i ° 3 [ 5 o oo (Zn-]_._)_ u2n +‘ o i ; ‘ ‘ o [1]
pi-, n!

Integrac{ ¥Fady [1] ‘&len po &lenu'v 1nterva1u <O x> dostdvéme
x
7 [arcsnn u-_] = arcsin x - arcsin O = arcsin x =
Vl - uz 4 :

=x+.-].'. £+J‘__'_J._X_5.+;L_'_}__f_2v£.+...+ -
2y 2 gl i

' . 2n+l
1 ‘o 3 o 5 XX (211-1 ) X
. 2" . nt 2n+1

+ eeee ’ X é ("’l,'l)o




Soubor cviZeni 7.

a. Rozlo¥te v Taylorovu Fadu funkei f(x) = -.‘L v &isle X, = 2.

2 . 3 n .
Vysl.:%=-3‘-[1+-’%g-+ (xgg) 55:-2-2—+...+-9—‘-§12-1-L+...],

RPN

pro x € (-4, 0)

(¢)

vyel.: Vx = 2 [1 1-3- (2e), = L-% (x-—4)2 +1—1§2 (x-4)° - ] -

[1 + ( l)n-l 1 J3eDe oo (2n‘3) (x- 4)n]
n=1 nt 2°0

b. Rozlo%te v Teylorovu $adu funkei f(x) = \f;v gf{sle x_ = 4.

pro x € (0, 8)

¢. Rozlo%te v Taylorovu PFadu funkei Cf(x) = eX v ¥isle X, = =2.

- 2 3 _ n
Vysl.: ex =.e 2 [14-2{.1".2_4..(}%%.2.4.%,.; esos '%:!-%L‘l' oon]'=

n
= e72 [1-0-2-_ S-’-‘-:-;—%)—} , pro x redlné

d. Rozlo%te v Taylorovu fadu funkei f(x) = cos8 % v &lsle X, = =5~ o
T n
ff[l_"':z_ (= 3) (=B (=3

V¥sl.: cos Xz 5=
2" 2 112 21'2% .01 22 nt 2P

- ...] , pro ka%?dé x redlné

e. Nepi%te Taylorovu ¥Fadu funkce f(x) = sin 25: v &1isle X, =g °

; 00
: An-1 J5 I LAntl L4n+2
3 L. _ 2 2 4n
Vysl.: sin 2x = nE= aTi + 2 4n+1 -2 T4n+l7 Gorl)

4n+3

-4 ('4n+1)(2n+1)v(4n+3)] , pro ka%dé x reélné




‘a. f(x) =e
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' Seubor cvileni 8.

" Rozvifite v Maclaurinovu ¥adu funkce:

-xz )

- 2 xt - ' n+l x2(n-1)

Vgel.: eX Tl X * 37 oe.. v (51D DT

x redlné &isle

b. £(x) = Il—g
+

x {3
12 = l - x2 + x4 - eee + (_l)n-l x2(n-1)
1+x

x 7reélné &isle

Vysl.:

+ ec ey

¢. £(x) = 1n(1-x)

Vysle: 1n(l-x) = -x - % x° - % © - eee =

=¥

d. £(x) = 10¥
2 .2

| n n )
szl.: lox ; 1 + Z—&—lﬂ-lg 3..&2__1Q + eee *+ 5_;%%__lg + eeeey -

: 1! 2!
x redlné &isle

e. f(x) = cos(x—l)

x3 x2 | xt
3

Vysl.: cos(x-1) =(‘¥- - 3T + §T = eeedeinl + (1 = F7+ F7— +oeo

ese)cosa 1 , x redlné &fslo -

ool

f. f(x) = 355% |

Névod: D~nou funkei upravte n2 tvar i =311

‘ 3-2x% 3 1- %x
’ 22 3 n

V}”Sl.:-j%*é— ‘]:‘ /1+-x+"3"2'x2+§1'x3+0o0+§?;.xn +.ooo
g f£(x) = sinh x , :
' SRS L £2n-1

Vysl.: sinh x = ITYST 5T e Y e Y e X reélné éielm
h. £(x) = sin x° _ ‘

. : : _ 4n-2 .

Vysl.: sin x2 = x2 -%—!-x6+ -g:-l'!'xlo + oe. + (1P 1 %é?l-_lﬂ- ’

x 7redlné &islo

Xn = eeeay x€<-l,1)




m.

Urdete prvni dva &leny Maclaurinova rozvoje pro funkci

spliuje rovnici 2 sin x + siny = x - y.

Vjsl.:y=-']2£+§-§3-- eeece

Uréq}g_prvni t#i &leny Maclaurinova rozvoje pro funkci

splnuje rovnici:

¥y, kterd

¥, které

- ...

y3 +xy =1 . » Vysl.: y ='1 - % + %; - eees
e? R Xy | Vysl.: y=x -Ax2 + 2x3 - 'ff
xy+eX=y vyal.Q'y%'1+2x'+§x2+...
Y = 1n(l+x) - xy }'Vysl;: y = x ——% %% + %;
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5. UZITf MOCNINNYCH RaAD

A. Pribli¥ny vypodet funk&nfch hodnot.

P¥{klad 23,
Vyoo¥tdte sin 18° s chyhou men¥{ ne 1074,
Vime, %e pro ka¥dé reélné &fslo x jé

3 5 Y 2n+l
3inx=x*%{"?+£‘!“'%‘!"+ eee + (-l)nrgm*' b ae, ' [11
Pro nevn® zvolené reslné &ialo X, = -%%- Je [1] alternujfci &1fselnou

fadou. Proto méme-1i urdit sin 18° = sin %%— s chybou men3{ ne% 10'4,

stalf vzit v rozvoji [1] prvni dvgséleny

T . (%
sin §5- = 15~ - —7

nebof chyba J', které se tim dopustime, je men3{ ne# prvni vynechany
5 . £
&len %T rozvo je ['1] , (tento &len je men3{ ne% 10™%):

‘ T o 2
J<<1o3 o7 g < T T A0y
51 5 2 5 2 5 4%
120.10 10°.10 10°.10 10
3 5
JU . T T

sin = -
10 10 6.103

fis

s Jt
sin y5— = 0,309

Pr{klad 24.

Vypol&t&te A 129 na 4 decetinnd mista. | :
Z~/129=Zf1'28+1=*f;7+1=‘\/27(1+-2%)=2 (1+%§-§)7 =
- 1 1 1
2\ 1 1 & Yoty
= 2 1"'(7)—_"“"(7) + ecee +(7) + ooc] =
o 1/ 128 V5| 1,62 n/ 128"
- 1/ _6_) 4
= 2 1...1.118...__2_.._1 1 + eee +(7) ln-i-.,.] =
i 7 2. 128 n/ 128
; \_
1 & 1 & 1
= 2 1l + e -~ o + 6o +| T + ees :} =
l: Tel28 " o g2 " 1082 (n) 128"
=2 [1 + 0,00111 - 0,00000373 + ... :} £ 2,0022
., . .
V129 = 2,0022




- 58 -

Pr{klad 25.

Vypodtdte &islo 1n 3 8 chybou men3{i ne% 1074 uZitim Maclaurinova

rozvo je funkce 1n -]1%% .

> =

2 N |
Vime, %e 1n(l+x) = x - 32‘-— t 3 e t (—l)nfl Gt oo Pro x €(-1,1).,
Dosaed{me-1i do [1] (-x) za x, Je

5 x3 | g | B _
1n(l‘x> = =X - %" - '3-— - oece = %;'- - o0 pro_x & (‘1,1)
1+x x3 %2 £2n+l
ln"l_";c' 1n(l‘+X) "111(1"3() gl(x"'?""‘s"'"' cee +§'"_+ veeo )
Ale -}_‘_—:i‘- 3 pro x = ;-'2'- takZe
1 1 1
1n3=2( + + cee + + oo 1
| eler T BT S (2n+1) 2°0+1 [ ]
~ Pro Padu [1] ,]e
nel _ 2ol 22™1 _onnl 1.1
an T Zn+t3 * L,2n+3 T 2n+3 4 T 4
P ' '
Proto zbytek Rn = a, 4 T t3.
- -7
= 1 1
fn T Gaen) 22T 3

Podle zadéni m& byt R, < 55555 » o

1

. ¥’ gili
3. (2n+l) 221+l 7 50000

3.(2n+1) p2n+l > 20000 ,

co? je splnéno pro n = 5.

1 1 )

Tedy 1n 3 = 2 (%-fg—l-;'b

| A
+ + =y
57 7,27 9.27  m.2tl.




Soubor cviéent 9.

UZitim wocninngch Fad vy&islete

‘8. QJ76 s pfésnosti na

b, N2 v- | " ne
Ce 5V25' R : "~ na
a. (b2 | e
e. V:- ; ' - na

4 , v
f. 346‘ ‘ na
ge 1n11,2 na

"he ar;tg 0,8 ~ X na
i, arcsin Q,45 "na
j. sin 36° ‘ f na
k. arkctg —\;-3-— . ' : na
l. 1ln 2 na

59 -

8 poZadowvanou presnosti:

setiny

Vysl.: 4,12

tisfeciny Vysi.: 3,005
se£iny Vysl.: 2,09
éetiny . Vysl.: 1,i2
sétiny Vjsl.:51,65
}iaiciny Vja;.: 0,778
tisfeiny vysl.:“o,iaz
setiny 'Vysl.glo,67
tisfciny Vysl.: 0,467
tisfeiny Vysl.: 0,588
désetitisiciny

Vyel.: 0,5263
desetitisiciny :

V¢sl.: 0,6931




B. Integrace u¥itim mocninnych Pad.

Priklad 26.

X
A . 2
Vy jéd¥ete mocninnou Fadou funkei OJ/‘e-t dt.

_ > .
Vime, %e pro ka¥dé .x, e* =1 + f! + %T'f cee + %; + eee [1]
Dosad{me-1i do l:l]. (-t%)'za x méme \
2 2 6 2
N, B ¥ *22: 31 "6( 1) S5+ e :
4 n
fe at = /(1 FHET =37+ eee + (L Emt ) @t
0 0
. 2 3 5 7 2n+l
f o=t - - X b SN < )R X '
O/e t =X =T * 52T ~ T3t et (V) BEET t e

x redlné &islo.

Pi{klad 27.

1
2
Vynolt&te urdity integriél er X ax.
0
Z p¥edchozihe p#ikladu Je

1 ' .
2 $
. =X _ 1 1 __ S |
o/e dx - 1 - §:'1"T + 5.-5'! 7.3! + LK ] + ( 1) z'2n+'1')n'! + 0..0 [1]

Readn [:1] je alternujfci. Proto vezmeme=-li v $add ['1] napf.lprvni tPi
¢leny, dosteneme pro chybu <f'odhad

1 _1
<73 =32
1 2
-X K3 _1 _]_.__

Zadeny integrdl je uréen s chybou men3{ ne# %5 o

X 2 ‘
Poznémka 8. Integril j/e"t dt Jje vyznamny v teorii chyb a v pod&tu

0
pravdépodobnosti.

Pr{klad 28.
2

VyjédPete mocninnou radou primitivni funkei k funkei £(x) = sin x

Vime, Ze
3

> n
Binu=U‘L;T+';)T'!'"'r7T+Q..+('1) m*’o.. [1]
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Dosazenim u = t <_10 [1] dostdvéme :

. 2 _ J S A i _q\n
sln t- =t 3!4'5! 7!"'ooo+(1) . m + e [2]

X
3 7 11 ¢15 4n+3
intlat = | & - b .t o L
/Eln tmdt = [3‘ 7.37 7 11, 5' 5.7! Foaae 4 1) (4n+3)(2n+1)!

. 2 X 4 Xt 312 Sk
sin tdt = - - sFT+ AT " Tor t oo * OV ey t e

P¥{kled 29.

dx

: g '
Vynod¥t&te 'integrsl j pFesnost{ na tisiciny.

| 10.1+x_z 3 1 3 .
i (1+x4)--2' (i) x4+<-g) x8+<.§)x12:0-....=
il STRRNET
a1 g TZ*~ 4 \"21\-2] 8 \“2/ 2 22,

3'

eece =

wi oL 1.3 o8 - L:3.5 12

+ L BN ]

2.17 2°.21 23,31 -
95 G5 '
. /(1-21,x+—:2£=3—8 L3d 12, ) gy -
Vl+x4 ] 2-.2! 2731 .. '

q05
= [x '- —1—-----}-{-2 + Lo Z‘g- 1. 3. 13 + ooo.] =
'2‘1! 5 - 2202!' 9 23‘3! 13 O

= 0,5 ~ =3+ —L— - —2=+ ... = 0,5-0,003 +0 000081
3.21% 1302

dx__ = 0,497
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Soubor cvi&enf 10.

Vyjédiete radou integrél:
5

. 3 - 7
sin x . . X X _ _._X
ao/ X dx VySl.- C + X 'm_!"" -5':31' 7?"!"" eceo
x redlné &1slo
e 1 1 x2
b. ;-Z-dx .vyel.:c-§+1nlx\+§x+;_—3-,-+....,
x Tedlné &1slo nenulové
g - 305 .1 -
tg t . X
Ce /Q‘%“‘g—" dt vyS].oo C + X - "9— +]2{ -12 + ecse o X e <-1, 1>
0
 1n@+t) 2 g3 x4
do __r-l‘s'—‘-dt V}"Sl.: C+x -L+'}S‘--'}L+ eooece
" .
‘X. x redlné Eislo
‘ ; 4 7 '
e. /V1+x3dx Vysl.:c‘+x+%%—-2—].‘-z-?7£-+'..'.., xed-1,1)
0 )

Vy jédtete ¥adou a vypoltdte s poZadovanou piesnosti:

02
-X ‘
f. J[ 23—-dx 8 pfesnost{ na tisiciny Vysl.: 32, 831
X . .
0
0,5, _
. dx4 s presnosti na tisiciny - Vysl.: 0,494
1+x | |
0
1
h. j/cos x dx s presnosti na setiny Vysl.: 0,76
045 i
i. j[ % arctg % dx ' s presnosti na setiny Vygsl.: 0,12
1
Vy jédPete Padou a vypoltéte: ‘
1 S | S .
x : ‘ 12
0 v
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" Ceo PPribliZné Ye3eni diferencidlnich rovnic.

Pr{klad 30.

Re3te diferencidlni rovnici

y“+y=0’ 4l [1’3

ve tvaru mocninné Xady.

Obécné YeSeni rovnice [1] hledejme ve tvaru Fady: -
3

) n
y = ao + alx + 82X2 + a3x + ..o + A

ox +oannn | .[é]

Pr¥edpokldde jme, Ze Fada [2] .konverguje v jistém intervalu J.
Pak plat{: \ ‘

y'= 8 + éazx + 3a3x2 + 4a4x3 + oo + nanxn'l + ecee

y"= 2a, + 3.2a3x +.4.3a4x2 + §;4a5x3 + oo + n(n-1) anxn'2 MEETE

Po dosazenf do rovnice [1] a dpravd

(28, + 8p) + (3.2a3 + 81) x + (438, + 8,) x° + (5.da5 + ay) X 4 ... =

2 3

=0 + O0Ox + 0Ox

+ 0x” + ..o
8, a,
0dtud 282 + By = 0 ay = = 7.3 = =73
a a
- R | S |
3 .2a3 + al. =0 8y = -3737 " T
| : a a, ~ a
4o3m v 20 e o3I
= =-i}-=al
5 .4a5 + & 0 85 557 = 51
Po dosazeni do [2] Je ted& :
. a a, a ay
y=a°+81x-'§9!-'x2 -3—%13'*-%}!44'-5-?15- eso e
4 3. 5 .
y=ao (1"'23'?‘"%'!'-0-0 )f"al(X'%c'i".'?';‘T-,f-oo )

‘ Je vid&t,%e Ffedy v zévorkdch jsou Maclaurinovy rady pro funkce

cos x a sin x , 1lze tedy psét

y = a, cos x + a; sin x ,
coZ je obecné FeSen{ rovnice [.1] . Vime, %e v tomto pripadé lze fedent

rovnice [ 1] uréit z charakteristické rovnice. Urdeni p¥ibliZ¥ného FedSe-

n{ diferencidlnich rovnic u¥itim mocninnych ¥ad provédime zejména v téch
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pripadech, kdy nelze urdit obecné reSeni pomoc{ elementdrnich funkecil

konednym pedtem operaci.

Pr{klad 31.

Re%te diferenciflnf rovnici
yn+ kxy -0 [1]
k reflné &isle, u%itim Maclsurinovy rady.
Re3en{ rovnice [1] hledejme ve tvaru rady
4
’ " (0 2 w 0 \4) 0
XIEO)' y2§4) x° + X—T%—l x3 + i—ZTL—l x4 S [2]

y =y(0) + x +

Rovnice [1] je druhého P&du. Jeji obecné redeni bude obsahovat dvé
nezévislé konstanty A,B. Zavedeme oznaleni y(0) = A, y’(0) = B; Fada
[2] nabyvé tvar

) (4)
") 2 . y"(©) 3,y °(0) 4 ]
Derivovinim vztahu [3] dostdvdme:
» A
T (R () N T AL A (L
Vo= 4 T X+ 3 o+ “—§T~—— X7 + eee ’
s fd)
& 4 r rD) Ak O )
Yy =¥ (O)+*‘-——T—,‘——'-"’+ “-—;;-;*'(——-)‘XL*... .
o~ -’ I . ” ~ .
Dosadime do leve strany rovnice [1] za)y, v o obl strany rovnice upravime
”r (4 PPN 5 5
\ v (0 o (U o4 v (0)
v o(0) + 4 7 ) X o+ 9;‘) ¥4 e 3} : x3 + see +
R . v ”(O) fw) ' w ’”(G) ’3 ' & 2
+ kx(ih + Bx + Lt X+ et X+ . Y = 0 4+ 0ux 4+ 0u0x4+ see [4] .
. A

Porovnime-11 koeficienty u stejnich mocnin x na obou stranich rovnice [4}

dostdvine
”
v (0) = 0,

N 8] p s A
{0 4k =0, 37O = -1,
(4
v (0 - 1) i
"’-—grg—:-)- + kB = 0, y(l' () = -2k, atd.
“ o )
Obecné Fedeni rovnice [1] je pak
KA - oLn PRRCTS
_a . KL 3 2B 4 AR7A (9]
y—1L+t_>X-n——3! Xz - 4! X +T‘!-—X + see .
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Pr{kled 32.

Urdete partikuldrni Fefen{ rovnice
y’=l+x-y2 [1]
pri podétedni podmince y(0) =

Dosadime-1i podminku do rovnice [ZL] , méme
y? (0) =1 -0 -12, odtud y* (0) =

Postupnymi derivacemi rovnice { 1] dostévéme:
y" - 1 7... 2yy’

-:;m-.: - 2y,2

y(4) = ~4y’y" - 2y? y" -2y yW= ~ 6y’ y" - 2yy

- 2yy"

n

0dtud po dosazeni:
y" (:O) = 1, y“‘ (O) = -2, y(4)(o) = 4’ eos oo

Partikulérni Fe¥en{ rovnice ['1] hlede jne nap¥. ve tvaru Maclaurinovy

j 1] w (4)
"Po 1o0sazent
1
y = 1 + -]2-" X2 - ‘]3; x3 + g x4 = eese

co? je partikuldrnf Peeni rovnice [ 1] pF¥i dané podmince.

Priklad 33.

Ur&ete partikulé ni PeSeni rovnice

xy(4) +agM-xy-1=20 ‘ [1]
pii poddtednich podminkdeh y(1) = -1, y’(1) =1, y" 1) = -
y\n (l) i

ReSeni hledejme ve tvaru Taylorovy rady
(4)
y =y + B 1) « BB x1)% 4 L (193 + Tl -1t 4

$i5ia [2]

Dosazenim vodminek do rownice ‘:1] méme

v(4)(1) + 4.6 ~1(-1) -1 =0 &ili y(4)(1) = - 24.




Po

y

y

coZ
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dosazen{ do [2] a dprevs

1+ ) - SR+ G o103 4 228 ()4,

-1+ (x-1) = (-1)% ¢ (x-1)3 - -1t 4 L.,

Je psrtikulérnf PeSeni rovnice [21] pFi uvedenych podminkdch.

Soubor cvideni 11.

‘B

b.

c.

4.

f.

g

he

i.

1]

iff x4n 2 L)
Lo Tan)T VYyhovuje rovnici y =Y.

g:; ?i?;E vyhovuje rovnici xy" +y' -y =0,

Vyjédrete Fadou partikulérnf reSent diferencidint rovnice pii danych
poldtednich podminkéech:

Doka¥te, %e ¥ada y(x)

Doka%¥te, %é fada y(x)

y' - y2 - x(x+1) = 0, p¥i podmince y(0) = 1,
Vysl.:‘y =1+ x + % x2 + g x3 + .7.f

y? + xy2 - 2 cos x = 0, p¥i podmince y(0) = 1.
Vysl.:y =1+ 2x - 3 % - 2234+ ...,

.y" + a° = 0, pfi podminkéch y(0) = 0, y*(0) = s.
3 5 7
Vysl.: y = ax - %T x + %T x? - %T x7 + .o
y" - ¥y = 0, p¥i podmfnkdch y(0) =2, y2(0) = 1.

3 .
Visle: y =2 + x + x2 + %— + eeen

y" =y cos x - x = 0, p¥i podmfnkdch y(0) = 1, y*(C) = 0.
¢2 3 ’
Vysl.:y=l+.%—!‘+§?+ X

y" = xzy, p¥i podminkéch y(0) = 0, y*(0) = 1.

Vysl.: Sf; 2.}.6.%é£;£%?+22§§n+}) x4n+1
n=

xy" + y® + xy = 0, pfi podminkdech y(0) = 1, y’(0) = 0.
PR
Visle: y = 1 + 1) e
y n=1 " 22n(n!)2
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Soubor cvileni l2.
Vyjédrete yadou obecné Fedeni diferencidlni rovnice:

a. (1-x°) y" - xy? -2=0

3 5
Vysl.:y=A+B(?f,+%+%)-§—+...)+2( §,+:13,<_.+
+6¥ +....)
b. y" + xy’ +y =0 i

‘rv - - - e fp m— - + - -—-—x 3—-— -‘
'3'10' y -— A(l 2 8 oco) B(x 3 + 1 oo o )
c. y" +xy =0

Vy’sl.:y=A(1'-%—.§_x3--2—.%-.-5-"—6-x6+ ces ) +

+B(X"'3—]:"Zx4+'3—‘—z%‘g:'-""x7-..a-)

d. y" + axzy = 0, a redlné &islo

22 ax4 + 1:2.5.6 azxa,- cee ) +

[

C Vysl.: y = A(L -

H

! 8l

+ Bx(1 - %?l ax4 + 2;%%§;1 a2x8 I |

e. 4xy" + 2y? + y = o

Vysl.: y = A cos VX +BsinVx , x>0




- 68 -

NEKONEGSNE RADY v OBORU KOMPLEXNTCH
EfsEL

Pro podrobné studivm $ad v oboru komplexni prom&nné Jjsou nezbytné
znalosti z teorie funke{ komplexni prom&nné. V této kapitele pouze
nastinime, jak je mo¥né uvést zékledn{ pojmy pro rady komplexnich
tisel,

1. CISELNE BADY V ORORU KOMPLEXNICH &fSEL

o0
Bud {«;} posloupnost komplexnich &1sel. Symbol

n=1,

o0
ol + d2+ K3+ “.:=%£dn (1)

nazyvéme nekone&nou fadou 8 komplexnimi &leny.

O nekonelné rad¥ (1) Fekneme, %e je konver entni, jestli’e konverguje
o0

posloupnost {G”)nnf kde 6'1 = °<1 " 62 = %+ 0‘2 3 sawE 4

6, = oy £yt eee & s +e. , kterou nazyvéme posloupnost

Zédstednych soudtd Yady (1). Cfslo 0O = lim Grn nazyvéme soudet Fady
nee (1).

Pripomenme n&které vlestnosti posloupnostf komplexnfich &fsel:

oo
Poslounnnst {}inj;=1mé limitu o , jestli¥e ke kaZdému reélnému &1slu

€ >0 existuje prirozené &{slo n, takové, ¥e pro kazdé n pFirozené,

n >n,, platf |oG, - |[< E .

Poznémka 1. Je-11 o =& +bi, o=a+bi, je ot =t | =

_ 2 2
== V(an - a) + (bn b) °
o0
Posloupnoest ~{&n}n’1 se nazyvs ohranilend, existuje-1i

takové redlné &islo K>0, Ze platt ‘a&,lé K pro v3echna

prirozend &{sla n.
3 o0
V&ta 1.1. Posloupnost {}in}hzd y kde oLy = a, + b i, je ohranifens
(s =]

pPrévé tehdy, kdy% jsou ohrani&end ob& posloupnosti {Qn:} n=1’

oo
{by} pe1  redlngeh &fsel.
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oo

V&ta 1.2. Posloupnost {;Ln}]n=1 , kde oén = a, + b i, je konvergentni
a mé limitu o = a + bi, existujf-1li 1lim a = a, 1lim b = b.
n-=oo n->oco

V¥te 1.3. Rede Ez;oén, kde « = a + b i, je konvergentni prévé
n=s

n
00
tehdy, kdyZ Jjsou konvergentni fady EE: 8., E:: b .
00 - n=1 n’%v
Pritom, jestliZ%e) 8, = 8 , S b, = S, je J_ot =8 + iS,
n=1 n=1 n=1

Je tedy vid&t, Ze pro vyS8etfovéni konvergence &i divergence nekonelné
rady s komplexnimi &leny miZeme uZit obdobné kritéria jak6 pro rady s
redlnymi &leny. Tyto v&ty zde nebudeme znovu uvédét, ukédZeme jejich
pouZit{ na prikladech.

P¥{klad 1.
00 23
Rozhodn&te o konvergenci Iady }:: d=2li, . [1]
ns ) l+\f§
Obecny ¢&len Fady [1] je komplexni éislo, jehoZ redlnd &Cést a, = -—1——-,
1+ Vn
. . -2
imaginérn{ &ést b = —=——, ObZ rady =
1+ vm ;31+ vn ' %=0°n
gg
4;6 JSOU &iselné ¥ady s &leny z oboru redlnych &isel a diverguji-
1+

stal{, srovnéme—li je 8 hermonickou Padou o niZ vime, Ze diverguje.
o0

Proto Pedn 2 3= 23 diverguje.
n=0 1+ Vn

Pr{klead 2.
Rozhodn*te o konvergenci tady E::( %-+ i _%E)n "

n=1
Je 11m VF—;

1lim ’ = + i —Iz.l = 1im Viﬁ + ( V’-fi-)2 = % lim 2 =

i

n-»00 n@w n-»o0

~% <1, prote ¥*ada konverguje podle edmocninového

kritéria.

M& jme nekonelnou radu s komplexnimi éleny; o(,n. (1)

Utvofme nyn{ Fadu sestavenou z absolutnich hodnot &lend ¥ady (1)
v tém¥e poiadi luC ‘ . (2)
n=1 n




-0 =

Rada (1) se nazyvd absolutné& konvergentni, konverguje-1i #ada (2).
V pripad¥, %e ¥ada (1) konverguje, ale rfada (2) diverguje, ¥fkéme,

%e rada (1) konverguje neabsolutnd.

Véta 1.4. Rada Z;;lot l . kde oLn =a, + b i, konverguae préavé tehdy,

kdy% konverguji ¥ady Sfi |a | ’ jfi ,bn‘ .
en=1 n=)

P¥{klad 3.

VySetfete absolutni prifpadn¥ neabsolutn{ konvergenci Fady
o0

> n@i-n)t :

n=1 57
Pou?i jeme podflové kritérium:
o =0 Qi =D . (n+1)3i - 1™
= , =
n 5 n+l ’ 5n+l
a | . : ‘
Vydislime: lim —gil = 1lim Lﬁi%lill:ll '= ll%:;l lim BEL o
n-»o0 n nsoo 0 nyco B
ViR, 42 = ,
=l g - V10 o,
5 5
Z4vdr: Rada :E: _£3~__l_ absolutng konverguJe.

h-'l 5
Pr{klad 4. . '
Vydetrete absolutni p¥ipadn& neabsolutni konvergencl Fady
n e .
Z (-1) (2n 1 2n+1 ) : : [1]

Obecnj élen Pady [1] Jje komplexni &1islo s reélnou éstt

[o.=]
)" Rty 3 - z o
a, = =t dy
n -~ 2n-1 2 =i =
w 22 : »
; z b, = z jsou alternujfc{ &{selné PFady a'obé konverguji
n=1 n=1 ) .
E : -1)" .
podle Leibnizova krltéria. Rada 5 2n- = konverguje, protoZfe posloup-
he
. 0o i &
g ML E -1
nost {-211-1 }n"l je klesajici a v}jlzo vy e 0. Rada 5!-1;-%-
* 1
rovns% konverguje; posloupnost {52n+1.}n-1 klesé, lim s i O.

n-» oo

Podle véty 1.3. PFada [1] konverguge.
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ViimnZme si nyni fady f:l(-—l)n (ﬁ—l_—i- + T;l{ﬁ.')l : : [2]

nsi

Plati fil |m (2p + ?—:T;T)l= f; V“‘L‘z iy =i g2
n= ) n=

(2n-1)° (20#1)° 01 4n°-1

V8n+2 V;;— j Bn 4-2> 1

4n°-1 11V"

Ale pro ka%dé prirozené &fsla n Je -
o 00
1
ﬁada} = Z ‘n diverguje a protofe Jje u_xinorantni ¥adou [2] .
n=1 n \/— V2 n=1 ; '

 Fada [2] diverguje.

Z&vér: Reda Z (-1)" ( 5;];-:]7 + 5%3) je neabsolutnd konvergentni.
S n=14 y .
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2. MOCNINNE RADY V OBORU KOMPLEXNfCH G3fSEL

Uvedeme pouze zdkladni pojmy pro mocninné fady v oberu komplexnich
&isel. ‘ '

Mocninnou #adou o stfgdu -ZQ = X, + iy, a koeficientech o‘n = anfbni

(o)
nazyvéme Fadu gdn (z - zo)n ’ S ' (3)
kde =x, + ynl. Opét se miZeme zabyvat pouze fadami, kde z, = 0,
tj. Padami i L ST ‘ (4)
n=0 . :

Vé&ta 2.1. Necht E;Sctn 20 je>ggggiggg ¥ada v oboru komplexhich &isel.
: n= ’ ) ‘

Oznalme a = limsup -\nHa{.n\- + Je=1li a = 0, konverguje

¥ada (4) pro libovolné komplexnf'éislo; je-lil a = oo, kon-
verguje *ada (4) pouze pro =z = O. _

Pro O0<a< oo polkoZme r= % . Pak Frada (4) konverguje pro

libovolné komplgxni‘éisio, pro n3% |z|~<‘f a diverguje pro
1ibovolné komplexn{ &{slo pro n&% |z|> r . §fslo r se

‘nazyvé polomir konvergence Fady (4). Pro komplexni ¢isla, pro

ktefé lz[ f-r, Je nutné konvergenci vySetfit zv1é3t.

Poznémka 2.Je uZitedné uvddomit si geometrickou iﬁterpretaci uvedeﬁych
pojmﬁ. Zobrazime-1i kpmplgfg}»éislojo4.= a + bi v Gaussové&
rovin& komplexnich &isel, pak mnoZina komplexnich &isel,

v nichZ mocninné Fada (4) koﬁverguje, vyplﬁuje vnit#ek kruhu
se stfedem v poldtku a s polomérem r;r jé polomé&r konver-

gence fady (4). Je-1li r = 0, konverguje Fada’ (4) pouze

v poldtku systému soufadnlc, je=li r =o0, konverguJe fada
(4) ve v3ech bodech Gaussovy roviny. Obrazy komplexnich éisel
z, eplnuaici podminku lz| = r, vyplnujf kruZnici se stfgdem
v po&dtku a polemErem r. Na nf mohou leZet obrazy komplexnich
&isel, v'nichzlfada (4) konverguje, ale i obrazy komplexnich
&1isel, v nich% fada (4) diverguje. Vyéetfovéni zde musime preo-

vadst zvléét.
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P¥ikled 5.

Urete polom®r konvergence iadyE::
n=0

Zde oén = 1 pro ke¥dé piirozené g{slo . n.

= 1lim sup -\n/ Jekyy | = lim sup 1 = 1, tedy r = 1. °

n->o0 n- oo
Rada konverguje pro libovolné komplexni‘éislo, které splnuje podminku
lz| < 1. o .
Jinak: Rada je také gebmetrickou fadou, kde a; =1, q = z. Konverguje
pro |ql<:1 tjs |z] < 1. Soudet téte Fady je funkce kxomplexni
prom&nné 0 (z) = T%-? , defini¥ni obor téte funkce I (&) = {zé C;

|21 < 1:}

Pfiklad 6.

v praktickych aplikacich maj{ velky vyznam ni¥e uvedené t¥i rady:
00 ot

n .
Rada EE: ﬁT konverguie pro ka¥dé komplexni &{slo. Je totiZ
n=o I/ .
3 / 1 . 1
a = 1lim sup A/ = = lim =—=—== 0.
n-oo nl ns»eo H/n!
, n
Pro z = x + 0.i Jjde o Tadu %T o ni¥ vime, %e je Maclaurinovou
o . n=0 M : . .
¥erdou pro funkei y = eX. Mi¥eme tedy definovat pro komplexni ¥islo z
: 00 n .
z z
e .= Z e
| 5=5 n!
Pro z =0 + y.i, y reélné ¢islo, dostévéme
> : n . 2 3 3 4 .’ 5
iy . Uy) - iy oy _dv L - L=
e = L ol L+ TSttty et
2 4 3 5 ) :
P R ANCEU. ey s Lo - Lo o4 Lo - = co s ai
=1l-57T* cee + 1 (l! Y ] cee cos y +1 8iny
Dostévéme tak ddleZity vztah ‘
eiy =cosy+isiny, ¥y redlné &islo. - (5)
. Analogicky dostaneme '
e"-iy =cosy - 1i siny, y redlné &islo (6)
a z rownosti (5) a (6) plyne 7
1Y 4 omiY _ iy _ o-iy
cos y = e' ; & y 8iny = = 51 é
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Je prirozené roz3iFit definici funkc{ sinus a kosinus pro komplexni
argument 2z takto:

2 4 6 2n
ceszgl-——+-z---z + oo = (—l)n 2z
. ,! 41 ~ 81 e . (en)! ?
3 5 T - 2n+l
- _ 2 S A = qyn-1 2z
sinz=z-gTdsT-qTt - nz_o U7 T

MiZeme se snadno piesvEdlit, Ze pak

- iz -iz iz -iz
e " + e . e"” - e
cos z = 3 y 8in 2 = —T

VySetFovet vlasstnosti takto definovanych funkc{ komplexn{ prom&nné
nemi¥eme bez znalosti teorie funkc{ kemplexni promZnné. '

NemiZeme proto ani podrobn¥ji studovat Fady v komplexniﬁ‘oboru.

; . L i.i -i.i
Poznémka 3. Je jist& prekvepujici, Ze nap¥. cos i = 2 ; 2 =
ol 4 ol . LEg ) _ I
= = = 1,543 > 1. Je tedy vid&t, ¥e vlastnosti funkei

komplexni proméﬁné,mohou bft velmi zajimavé.
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