1. Ciselné fady Studijni text

1. Ciselné rady

A. ZAKLADNI POJMY
Prirozenym rozsirenim operace s¢itani konec¢ného poctu cisel

n
Sap=ar+azt+an
k=1

je soucet nekoneéného poétu ¢éisel ag, k = 1,2,... . Mluvime pak o (nekonecné) fadé. Zavedeme nejprve tento
pojem a poté budeme zkoumat jeho vlastnosti.

Definice 1.1. (Nekone¢na ¢iselna fada) Necht {a;}7°; zna¢i néjakou posloupnost redlnych ¢isel ag.
Nekonecnou tadou (struéné fadou) rozumime symbol tvaru

(o)
Zak:a1+a2+~-~+an—|—.... (1.1)
k=1

Jednotliva ¢isla ay, se nazyvaji ¢leny rady této rady.

Motivaéni priklad. S problémem, zda sou¢tem nekoneéné fady muze byt kone¢né ¢islo, se matematikové
potykali jiz ve starovéku. Mame pro to doklad ve zndmé matematické hiic¢ce o Achillovi a Zelvé. Podle této
tlohy byl rychlonohy Achilles vyzvan pomalou Zelvou k zavodu na sto metrt. Védom si své rychlosti, dal
zelvé naskok deset metrti. Navic se rozhodl, Zze mu postaci bézet desetkrat rychleji, nez zelva. Jakmile tedy
po startu Achilles ubéhl onéch deset metri, o néz méla Zelva naskok, urazila Zelva jeden metr. JenZe i po
ubéhnuti tohoto metru Achilles stale zaostaval, tentokrat o jeden decimetr. Kdyz ubéhl onen decimetr, urazila
zelva jeden centimetr, o ktery byla stale napred. Starovéci matematici se domnivali, Ze tuto konstrukci lze
opakovat do nekonecna, a tudiz Achilles Zelvu nikdy nedostihne. Nedovedli si totiz predstavit, Ze sectenim
nekone¢né mnoha délek, o nichZ jsme mluvili v souvislosti s ndskokem Zelvy pied Achillem, je moZzné dostat

néjakou kone¢nou délku, po jejimz ubéhnuti by Achilles Zelvu vlastné dohonil. Matematicky vyjadieno, fada

1 1
104+1+—=4+-—+4+-- 1.2
+ +10+100+ (12)

je sice tvofena nekoneéné mnoha kladnymi ¢leny (séitanci), avSak muZe mit koneény soucet.

v

Intuitivné je zifejmé, Ze prislusnou nekonecnou fadu s¢itdme postupnym pricitanim nasledujiciho s¢itance
k souctu vsech predchézejicich. Takto dostdvame posloupnost hodnot, které se k hledanému souctu blizi, a
soucet tedy lze stanovit jako limitu posloupnosti téchto hodnot. V tomto smyslu také zavedeme pojem souctu
nekonecné fady.

Definice 1.2. (Céasteény soudet a zbytek) Necht je dana nekone¢na fada (1.1). Posloupnost {s,}5%,
souctt tvaru
S$1=a1, Sg=0Q1 +QA2,..., S, = Q1 +A2 + "+ Ap,...

se nazyva posloupnost ¢dstecnych souctu rady. Soucet s, se nazyva n-ty castecny soucet rady.
Vynechame-li v fadé (1.1) prvnich n ¢lent, dostdvame fadu

oo
g Ontk = Ont1 + Apy2 + Apy3 + ...
k=1

kterou nazyvame n-tym zbytkem rady a znacime R,,.
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Definice 1.3. (Konvergence, divergence a oscilace) Necht {s,}5%; znaéi posloupnost éastecnych
souétt fady (1.1).
1) Jestlize existuje koneénd limita
lim s, = s,

n—oo

potom nazyvame fadu (1.1) konvergentni a piSeme
oo
E ap = S.
k=1

2) Jestlize
lim s, = +00 nebo — oo,

n—oo

potom nazyvame fadu (1.1) divergentni.

3) Jestlize lim,,_, o s, neexistuje, pak nazyvame fadu (1.1) oscilugict.

Definice 1.4. (Geometricka fada) Nejzndméjsim piikladem nekoneéné fady je geometrickd rada

Zaqk:a—l—aq—i—an—l—... (a #£0),
k=0

kde ¢islo a je prvni ¢len fady a ¢islo ¢ nazyvame kvocient fady. Ze stiedni skoly vime, Ze pro soucet prvnich
n ¢lent geometrické rady plati pro ¢ # 1 vztah

1—q"
Sp =0
a pro g = 1 pak
Sp =an.

Odtud podle definice souc¢tu nekonecéné fady plati:
a) je-li ¢ > 1, pak s = lim;,,_, o0 S, = F00
b) je-li —1 < ¢ < 1, pak s = lim,_,o0 Sp = =

c) je-li ¢ < —1, pak s = lim,,_ S, neexistuje.

Jinak vyjadfeno, geometricka fada konverguje (tj. méa kone¢ny soucet) pravé tehdy, je-li hodnota kvocientu
q né&jaké ¢islo z otevieného intervalu (—1,1). V tomto pfipadé je soucet roven podilu prvniho séitance a
hodnoty jedna minus kvocient. Pro vSechna zbyvajici ¢ geometrickd fada nekonverguje (pfesnéji: pro ¢ > 1
diverguje, tj. ma nekoneény soucet, a pro ¢ < —1 osciluje, tj. jeji soufet neexistuje).

Pomoci tohoto zavéru mizeme snadno posoudit otdzku konvergence fady (1.2). Protoze jde o geometrickou
fadu s hodnotou kvocientu jedna desetina, zminéna rada konverguje a jeji soucet ¢ini sto devitin. Tato hodnota
je tedy ve zminéné dloze vzdalenost (v metrech) kterou Achilles potfebuje k dostizeni Zelvy.

Urceni souétu ¢iselné fady. V pfipadé geometrické fady se podafilo vyjadiit ¢asteény soucet s, pro
libovolné pfirozené n, coz nam umoznilo snadno urcit hodnotu souc¢tu s. Toto vyjadieni s, 1ze ovSem provést
pouze ve velmi specidlnich p¥ipadech (geometrickd fada je jednim z nich). V obecném piipadé se proto
alespoii snazime rozhodnout, zda-li je tento soudet koneény (a fada tedy konverguje). V kladném ptipadé
pak hodnotu souctu s aproximujeme hodnotou ¢astecného souctu s,, kde n je dosti veliké. Presnost této
aproximace odhadujeme pomoci chovani zbytku R,,.

V dalsi ¢asti se tedy zamérime na formulaci podminek, které ndm umozni posoudit, zda dana rada
konverguje. Pti formulaci téchto kritérii konvergence byva dulezitym pfedpokladem pozadavek kladeny na
znaménka jednotlivych ¢lend téchto fad. Zpravidla se predpoklada, ze dana fada zahrnuje pouze ¢leny s
kladnymi hodnotami (pak hovofime o 7adé s kladngmi cleny), piip. ¢leny st¥idajici pravidelné znaménka (pak
hovotime o alternujici fadé). Nékterd kritéria konvergence pro fady s kladnymi ¢leny uvedeme v oddilu B a
nejznaméjsi kritérium konvergence pro alternujici fady pak bude obsahem oddilu C.
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Na zavér ivodniho oddilu uvedeme podminku, jejiz splnéni je nutné k tomu, aby dana fada mohla konver-
govat. Tato podminka nezahrnuje pfedpoklad tykajici se znamének ¢lent fady, a ma tedy z tohoto hlediska
obecnou platnost.

Véta 1.5. (Nutna podminka konvergence) Necht fada (1.1) konverguje. Pak limita posloupnosti ¢lenti
fady je nulova, tj. plati vztah
lim a; = 0. (1.3)

k—oo

Podminka (1.3) nesta¢i ke konvergenci fady (1.1), coz ukdzeme pozdé&ji na pifkladu. Musi ale byt spl-
néna, aby fada mohla konvergovat. Jinak vyjadfeno, jeji nesplnéni mé za néasledek, ze fada nekonverguje (tj.
diverguje nebo osciluje).

B. KRITERIA KONVERGENCE RAD S KLADNYMI CLENY

Jiz jsme uvedli, ze Fada Y ,- ; ai se nazyva fadou s kladnymi ¢leny, je-li a;, > 0 pro vSechna k = 1,2,....
Jednim z nejjednodussich poznatk o téchto Fadach je skutecnost, ze bud konverguji, nebo diverguji (nemohou
tady oscilovat).

K posouzeni konvergence, ¢i divergence lze uzit jednoho z nésledujicich kritérii.

Véta 1.6. (Porovnavaci kritérium) Necht fady Y ;- ar a Y p-, by jsou fady s kladnymi ¢leny a necht
pro vSechna k > 1 plati
ar S bk.

Potom z konvergence fady -, by plyne konvergence fady Y .-, ay a z divergence fady > r-; ax plyne
divergence fady > ;- ; by.

Uziti porovnévaciho kritéria je omezeno na nasi schopnost nalézt vhodnou fadu ke srovnéni (zdiraznéme,
Ze o této fadé musime védét, zda konverguje, ¢ diverguje). Porovnanim s geometrickou fadou lze dokazat
nasledujici dvé kritéria.

Véta 1.7. (Limitni podilové kritérium) Necht > /7 a; je fada s kladnymi ¢leny a necht existuje

konecna limita “
. k+1
L = lim +1
k—oo Qg

Potom:
a) je-li L < 1, dana fada konverguje,
b) je-li L > 1, dand fada diverguje,
¢) je-li L = 1, nemizeme o pfipadné konvergenci ¢i divergenci podle tohoto kritéria rozhodnout.

Véta 1.8. (Limitni odmocninové kritérium) Necht Y~ , a; je Fada s kladnymi ¢leny a necht existuje
konec¢na limita
L= lim {ay.
k—o0

Potom:

a) je-li L < 1, dané fada konverguje,

b) je-li L > 1, dana fada diverguje,

¢) je-li L = 1, nemtizeme o piipadné konvergenci ¢i divergenci podle tohoto kritéria rozhodnout.

Za predpokladu ar > 0 (kK = 1,2,...) lze ukézat, Ze existuje-li limy_ o agrt1/ak, pak existuje také
limg_.oc ¢/ax a obé limity si jsou rovny. Jinak vyjadieno, lze-li o konvergenci ¢i divergenci rozhodnout podle
limitniho podilového kritéria, pak 1ze rozhodnout rovnéz i pomoci limitnitho odmocninového kritéria.

Poznamenejme, ze obé vyse uvedena kritéria existuji i v nelimitnim tvaru; pro nase acely je vSak limitni
formulace dostacujici.
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Odhad velikosti zbytku. Diilezitou soucasti kritéria konvergence by mél byt odhad velikosti zbytku
R,,, tj. odhad chyby, které se dopustime pfi ndhradé souctu s dané fady hodnotou ¢asteéného souctu s,
(srozumitelné vyjadeno: odhad chyby, které se dopustime, kdyZ misto nekoneéné fady seéteme pouze jejich
prvnich n ¢lent). V pfipadé uziti porovnéavaciho a obou limitnich kritérii neexistuje univerzalni vzorec pro
tento odhad. Zbytek R,, se pak obvykle odhaduje pomoci sou¢tu zbytku vhodné (nejéastéji geometrické) fady.
U dalsich kritérii jiz vzorec pro odhad velikosti zbytku bude pfimo obsazen ve formulaci daného kritéria.

Nasledujici kritérium je poné€kud jiného typu a ukazuje souvislost mezi nekoneénymi fadami a nevlastnimi
integraly.

Véta 1.9. (Integralni kritérium) Necht je déna fada >~ ; ai s kladngmi ¢leny, pfi¢emz pro k > 1 plati
ar = f(k), kde f(z) je nezaporné a nerostouci funkce pro z > 1. Potom

Z ay konverguje & / f(z) dx konverguje.
k=1 L

V pfipadé konvergence navic plati odhad velikosti zbytku ve tvaru

Rng/noof(x)dx.

Priiklad 1.10. Ukazme, ze fada
1 1,11,
—~ K2k 2 8 24

konverguje, a odhadnéme chybu, které se dopustime pfi nahradé souctu s této fady hodnotou sig.

Reseni. Danéa fada ma kladné cleny a jeji konvergenci pro nazornost provéiime pomoci vSech uvedenych
kritérii.
Porovnavaci kritérium: Plati
1 < 1
k2k — 2k

1\ F
= (2) pro vSechna k=1,2,... ..

Protoze majorantni (vétsf) ¢iselna fada Y°p | (1/2)* je geometricka fada s hodnotou kvocientu jedna polovina
(tedy konverguje), ptivodni dand (mensi) fada konverguje podle porovnévaciho kritéria také.

Limitni podilové kritérium: Plati

ar 1 k¢ 1. k1
L=1 —lm "t T lim =~ <1,
b Tan b (B D)2 1 2k kt1) 2O

Limitni odmocninové kritérium: Analogicky

. . s 1 1 .. 1 1
L= lim Var=lm {/zoe =5 im 7 =3 <1

Integralni kritérium: Podle tohoto kritéria je otazka posouzeni konvergence dané fady ekvivalentni posouzeni
konvergence nevlastniho integralu
> d
x
/1 xz2e’

nebot funkce f(z) =1 / (22*) vyhovuje predpokladim kritéria. Nejjednodussim zpisobem dukazu konver-
gence tohoto integralu je pouziti porovnavaciho kritéria pro konvergenci nevlastnich integrald, jehoz formulace
i praktické pouziti je analogické stejnojmennému kritériu konvergence nekonec¢nych fad.

Lze tedy konstatovat, Ze dana ¢iselna rada konverguje, tj. mé koneény soucet. Pro odhad chyby pak navic

plati
<1 1 & 1 k 1 10
R — = -] =-—=27"=0,000089.
b k;1 k2" ) 1 kgl:l <2) 1 7
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Aproximujeme-li tedy hodnotu souétu s dané fady hodnotou ¢asteéného souctu
10

1
s10=Y o = 0,693065,
k=1

pak chyba této aproximace nepfevysi hodnotu 0,000089 (jinak vyjadieno, hodnota souctu s je takto urcena s
presnosti alespon na tfi desetinnd mista). Pozdé&ji uvidime, Ze pfesnd hodnota souctu s této fady ¢ini s = In 2.

Priiklad 1.11. Rozhodnéme o konvergenci tzv. harmonické rady

El_l‘f'}‘i‘l‘f'
ko 2 3
k=1

Reseni. Snadno se presvédéime, ze obé limitni kritéria selhavaji, nebot piislusna limita je rovna jedné. Po-
uzitelné neni ani kritérium porovnévaci, nebof nemame k dispozici vhodnou radu ke srovnani. Zbjva proto
kritérium integralni. Jezto funkce f(z) =1 / x vyhovuje predpokladtim tohoto kritéria, mizeme pfimou inte-
graci rozhodnout o divergenci harmonické fady. Plati totiz

> d
/ & lim Int = o0,
1

x t—oo

a z divergence tohoto integralu plyne také divergence harmonické rady.

Tato fada je proto nejznaméjsim piikladem fady vyhovujici nutné podmince konvergence (jeji ¢leny se
blizi k nule), kterd nicméné diverguje. Diivodem je ziejmé skutecnost, Ze na rozdil od vySe uvedenych kon-
vergentnich fad se jeji ¢leny k nule neblizi dostateéné rychle.

Priiklad 1.12. Uréeme hodnotu souctu fady

ii—1+1+1+
o4 g
k=1

s presnosti 1076.

Reseni. Pfedevsim poznamenejme, Ze je opét nejprve tfeba rozhodnout o konvergenci dané fady, tedy o tom,
zda je jeji soucet viibec konecné ¢islo. Diskuse ohledné volby kritéria je zcela analogicka jako v pfipadé rady
harmonické a jedinym efektivnim kritériem se ukazuje kritérium integralni. Protoze

4 1
/ & e lim S +1=1< o0,
1

J;Q t—o00

dand fada konverguje. Z odhadu zbytku uvedeného pfi formulaci integralniho kritéria vyplyva, ze

<1 1
n I n

Odtud snadno

1
~<107% < n > 106
n
S pozadovanou pfesnosti tedy plati
%) 106
1 1
Z 2D 7z = 1,644934,
k=1 k=1

Poznamka 1.13. (Volba vhodného kritéria) Predchézejici pfiklady naznadily, jak je tieba postupo-
vat pii volbé kritéria konvergence. Z poctarského hlediska volime to kritérium, pti jehoz aplikaci budeme
schopni uréit danou limitu, ¢ integral (pfip. budeme schopni rozhodnout o konvergenci tohoto integrélu).
Musime vSak pocitat s tim, ze pokud prislusna limita vyjde rovna jedné, kritérium neni pro danou radu
pouzitelné. Pokud jde o kritérium porovnavaci, tak jeho tspésnost narista s nasimi védomostmi o konver-
genci konkrétnich ¢iselnych fad (mame prosté k dispozici vétsi pocet fad pro ucely srovnani). Obecné se da

~evs
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C. KRITERIUM KONVERGENCE ALTERNUJICICH RAD

Kromé fad s kladnymi ¢leny se Casto setkdvame s tzv. alternugjicimi radami, jejichz ¢leny pravidelné stiidaji
znaménko. Pro tyto fady mame jednoduché kritérium konvergence vcéetné odhadu velikosti zbytku.

Véta 1.14. (Leibnizovo kritérium) Necht je ddna alternujici fada

oo
(-1)*ap =ar—ag+az—as+... (ar > 0),
k=1

ktera ma tu vlastnost, ze
ar > Ok+1 (k=1,2,...),

a dale spliuje nutnou podminku konvergence, tj. vztah

lim a; =0.
k—oo

Pak tato rada konverguje a plati odhad velikosti zbytku ve tvaru

|Rn| < An41 -

Priklad 1.15. Rozhodnéme o konvergenci tzv. Leibnizovy fady
i(—nk“ PRI SNS SU S
kK 23 4 7
k=1

a odvodme vzorec pro odhad velikosti zbytku.

Resend. Posloupnost {1 / k} je klesajici a ma nulovou limitu. Rada tedy podle Leibnizova kritéria konverguje.

Vzorec pro odhad zbytku je pak tvaru

1
R, < ——.
| |*n+1

Po secteni napf. prvnich desiti ¢lent fady tedy je sio = 0,645635 a |Rig| < 0,091. Pozdéji uvidime, Ze
pfesnd hodnota souctu Leibnizovy fady ¢ini s = In2, coz je stejnd hodnota jako v pfipadé souctu rady
> re1 1/(k2%). Rozdil je vSak v rychlosti konvergence téchto fad. Zatimco v piipadé fady > - 1/(k2") jsme
po secteni prvnich desiti ¢lenti fady obdrzeli aproximaci s19 = 0,693065, v pfipadé Leibnizovy fady stejna
aproximace davéa sjp = 0,645635. Pfesnd hodnota sou¢tu obou fad pfitom ¢éini s =1n2 (= 0,693147).

D. OPERACE S CISELNYMI RADAMI. ABSOLUTNI KONVERGENCE

V poslednim oddile prvni kapitoly posoudime vlastnosti ¢iselnych fad z hlediska aritmetickych zakont, které
plati pro konec¢né soucty. O skutecnosti, ze s nekonec¢nymi fadami nelze zachézet stejné jako s konec¢nymi
soucty, nas presvédci nasledujici jednoduchy piiklad:
Uvazujme tzv. Grandiho fadu
o0
(D" =14 (=) +1+(-D)+..., tj. ar=1,a0=—-1,a3=1,a4=—1,....

k=1
Tato fada osciluje, nebot s; = 1, so =0, s3 = 1, s4 = 0,..., tj. limita posloupnosti ¢asteénych souctii s,,
neexistuje. Jestlize vSak Grandiho fadu uzéavorkujeme jako

1+[(-1)+1+[(-1)+1)+..., ti. a1=1,a2=0,a3=0,...,
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pak vznikla fada konverguje, nebot s,, = 1 pro vSechna pfirozend n, a soudet s této fady je tedy roven jedné.
Podobné snadno nahlédneme, ze pii uzavorkovani tvaru

I+ (-D]+1+C-D]+..., tj. a1=0,a2=0,...

dostavame opét konvergentni fadu, tentokrat vsak se souc¢tem s = 0. Pfi¢ina tohoto zdanlivého rozporu tkvi

v tom, Ze jsme prfi nasich tpravach pouzili asociativniho zdkona, ktery pro nekone¢né rady obecné neplati.
V nasledujicich tfech vétach uvedeme piehled zékladnich aritmetickych operaci s konvergentnimi neko-

neénymi fadami. Dikazy téchto tvrzeni plynou ze znamych vlastnosti limity souctu a soucinu posloupnosti.

Zakladni operaci s nekonecnymi radami je

Véta 1.16. (Soucet dvou konvergentnich fad) Mé&jme dvé konvergentni fady
(e 9) o0
Su=a Sh=p
k=1 k=1

Pak je konvergentni i fada Y-, (ax + bx) a plati

> (ak+bp) =a+8.

k=1

Dalsi tvrzeni Ize chapat jako analogii distributivniho zdkona pro koneéné soucty:

Véta 1.17. (Distributivni zakon) Jestlize fada Zzo:l ar, konverguje, pak pro libovolné ¢ € R konverguje

také Fada -, cay a plati
oo o0
E cap = cC E ag .
k=1 k=1

Priklad Grandiho fady ilustroval skute¢nost, Ze mezi ¢leny nekoneéné ¢iselné fady nelze libovolné rozmistit
zévorky. Je-li vak pfislusnd fada konvergentni (coz Grandiho fada neni), mizeme ¢leny této fady libovolné
uzéavorkovat, aniz se zméni jeji soucet. Tato skutecnost je zformulovina v nasledujicim tvrzeni, které je
analogii asociativniho zadkona pro konecéné soucty:

Véta 1.18. (Asociativni zdkon) Necht fada

o0
Zak:a1+a2+a3+...
k=1
konverguje a necht {k,,}°_; je libovolné rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel. Pak konverguje i fada

(a'l+a2+"'+ak1)+(ak1+1+ak1+2+"'+ak2)+(ak2+1+ak2+2+"'+ak3)+"'

a ma tyz soucet.

Piiklad Dokazme konvergenci a uréeme soucet fady
o 53k _ 4k+1
Z 6k !
k=0
Reseni: Rady > - (3% /6% = 377 ((1/2), resp. Yoo o 4F /6% = 377 ((2/3)" jsou konvergentni geometrické
fady se soucty s; = 2, resp. s = 3. Pak tedy konverguje i zadana fada a jeji soucet je roven s = 10—12 = —2.
Pozorny ¢tenar si jisté vSiml, Ze mezi prehledem aritmetickych operaci, které plati pro konvergentni ¢iselné

fady, nebyla uvedena analogie komutativniho zakona (tj. zdkona o zdméné ¢lend, resp. pferovnani ¢leni fady).
Uvedme proto v této souvislosti nésledujici priklad, ktery je zajimavym disledkem piedchézejicich vét.
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1. Ciselné fady Studijni text

Priklad 1.19. Uvazujme Leibnizovu fadu a oznaéme jeji soucet symbolem s (pozdéji uvidime, ze s = In 2);

je tedy

8—1_14_1_1_"_1_1_"_1_}_"_ (*)
23 4 5 6 7 8 7

Nasobme vztah (*) ¢islem 1/2. Podle véty 1.17 plati

s_1. 1.1 1.1 1.
22 4 6 8 10 12 7

Protoze pridanim libovolného poc¢tu nul se limita ¢asteénych sou¢td nemeéni, plati

s 1 1 1 1
5=0+5+0— 2 H0+2+0— o0+ (x)
d

Se¢tenim vztahii (*), (**) dostaneme podle véty 1.16:

3s 1 1 1 1 1 1 )

5 = —|-3 2+5+7 4+...,
na pravé stran€ je fada, kterd vznikne prerovnanim Leibnizovy fady tak, ze vzdy vezmeme nejprve dva
kladné a pak jeden zaporny clen. Takto prerovnand fada ma jiny soucet nez puvodni Leibnizova fada
(dtivod tohoto paradoxu, ktery piislusi k tzv. paradoxtim nekoneé¢na, spociva v definici sou¢tu nekoneéné
fady jako limity posloupnosti ¢asteénych soucti).

Analogie komutativniho zédkona tedy pro konvergentni ¢iselné fady obecné neplati. K jeho platnosti je
tfeba zavést siln€jsi vlastnost fady, tzv. absolutni konvergenci. Kromé konvergence dané rady budeme v této
souvislosti vySetfovat také konvergenci fady tvorené absolutnimi hodnotami jednotlivych ¢leni. Nejprve ukéa-
zeme, ze z konvergence fady absolutnich hodnot plyne i konvergence piivodni fady.

Véta 1.20. Konverguje-li fada Y ;- |ax|, potom konverguje také fada > p- | ay.

Opa¢né implikace neplati, jak ukazuje pifklad Leibnizovy fady Y.~ ,(—1)**! /k. Tato fada je konvergentni,
avSak fada Y oo Jag| = > po 1 / k je divergentni harmonicka fada. M4 proto smysl zavést néasledujici pojem:

Definice 1.21. (Absolutni a neabsolutni konvergence) Konverguje-li s fadou ) -, a) také fada
> orey |ak|, Hkéme, Ze Fada >_,-, ar konverguje absolutné.

Konverguje-li pouze fada Y - , ax, kdezto fada >, , |ax| diverguje, ikéme, Ze fada -, a; konverguje
neabsolutné (nebo také relativng).

Poznadmka 1.22. a) V piipadé fad s kladnymi ¢leny pojem konvergence splyvd s pojmem absolutni
konvergence.

b) K posouzeni absolutni konvergence libovolné fady lze vyuzit kritérii pro konvergenci fad s kladnymi
¢leny.

Priklad 1.23. Jako piiklad neabsolutné konvergentni fady jiz byla uvedena Leibnizova fada. Pfikladem
absolutné konvergentni fady je fada Y .~ ;(—1)*"! /k?, jejiz konvergence plyne z Leibnizova kritéria, a kon-
vergence fady absolutnich hodnot Y77 ; 1/k? plyne z integralniho kritéria.

O prerovnavani neabsolutné konvergentnich fad plati tato obecnd véta.

Véta 1.24. (Riemannova) U neabsolutné konvergentnich fad mizeme vhodnym pferovnanim fady docilit
toho, aby prerovnana fada konvergovala k libovolnému predem zvolenému ¢islu, nebo aby divergovala k 400
nebo —oo, ptipadné aby oscilovala.
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Tlustrujme tuto skute¢nost (a nazna¢me tim zaroveii princip diikazu) na piikladu Leibnizovy fady, o které
vime, ze konverguje neabsolutné. Zkonstruujeme takové prerovnani této fady, pfi kterém obdrzime napft.
soucet s = 2.

Piiklad 1.25. Prerovnejte vhodné ¢leny Leibnizovy fady Y o, (—1)*! %, tak aby soucet této fady byl 2.

Reseni. S¢itejme nejprve kladné &leny fady, dokud nebude piislusng ¢astecny soucet vétsi nez 2. Dostavame
tedy
1+ L + ! + + ! 2,0218
S = —_ - . e — =2, .
s 35 15

Nyni pficteme prvni zaporny ¢len, tj. —1 / 2 a mame
1
S9 = S8 — 5 = 1,5218.

Nyni opét pri¢itame kladné ¢leny, az ¢astecny soucet prekroci 2. Tedy

1 1 1
822—89+ﬁ+ﬁ+~-~+ﬁ—2,0041.

Zatadime-li dalsi zaporny ¢len, dostavame
1
S23 = S22 — 1= 1,7541.

Lze snadno nahlédnout, Ze pokracovanim této konstrukce obdrzime prerovnanou Leibnizovu fadu se souctem
s =2.

Analogicky pak postupujeme v piipadech, kdy sou¢tem s je libovolné realné ¢islo, resp. kdy vysledkem
prerovnani je divergentni nebo oscilujici rada.

Pro absolutné konvergentni fady plati na rozdil od Riemannovy véty nasledujici tvrzeni, které je analogii
komutativniho zdkona pro konec¢né soucty.

Véta 1.26. (Komutativni zdkon - véta o pFferovnavani Fad) Je-li fada absolutné konvergentni,
nezméni se jeji soucet zadnym jejim pferovnanim.

SHRNUTI POZNATKU O CISELNYCH RADACH

Stanovit soufet nekoneéné fady umime pouze ve velmi specidlnich piipadech (napf. u geometrické fady).
Mame vsak k dispozici kritéria, pomoci kterych lze v fadé ptipadt rozhodnout, zda je tento soucet konecné
¢islo. V mnoha pfipadech jsme obvykle také schopni aproximovat tento soucet s libovolnou presnosti.

Pfi pocitani s nekonecnymi konvergentnimi fadami lze uzit distributivniho i asociativniho zédkona; k plat-
nosti komutativniho zékona je tfeba mit navic zarucenu tzv. absolutni konvergenci fady, tj. konvergenci fady
absolutnich hodnot.

K platnosti komutativniho zédkona je tfeba mit navic zarucenu tzv. absolutni konvergenci fady, tj. kon-
vergenci fady absolutnich hodnot.
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