1. Ciselné fady

Resené piiklady

1. Ciselné iady

A. SoudTYy RAD

Priklad 1.1. Uréete soucet fady

S L1, 1,
k:1k2+k_2 6 12

Reseni. Rozkladem k-tého ¢lenu fady na parcidlni zlomky dostavame

1 1 A B

ik kE+D) kil

Vynéasobenim jmenovatelem k2 + k dostavdme rovnost

1=A(k+1)+Bk =  A=1B=-1

Odtud
111
vk k k+1
Pro n-ty ¢asteény soucet fady pak plati
Sn =1 — 1 +.l _.1<+...+.l.__ 1 =1 1
2 2 3 n n+l1 n+1’

tj.

1
s= lim s, = lim <1— >:1.

Rada je tedy konvergentni a mé soucet s = 1.

— 3k —2k+1 L S
~ 6& 6 36 216

Priklad 1.2. Rozhodnéte pomoci definice o konvergenci, resp. souc¢tu nasledujici fady:

Resend. Vyuzitim vzorce pro n-ty ¢asteény soucet geometrické fady dostavame

n 3k_2k+1 n 1 k n 1 k %_(%)"4’1 %_
vyt on) )
k=1

k=1 k=1

Odtud pak

s= lim s, =1—-1=0.

Dan4 fada tedy konverguje a ma soucet s = 0.

Priklad 1.3. Urcete soucet fady

> 1 3 4
;ln(1+z)—ln2+ln§+ln§+... .
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1. Ciselné fady Resené piiklady

Reseni. Pro n-ty ¢astecny soucet fady plati

n

sn:1n2+lng+-~-+ln =In2+m3-n2+mn4—-In3+---—---+In(n+1)—Inn =1In(n+1).

Protoze
lim s, = lim In(n+ 1) = oo,

n—oo n—oo

prislusné fada diverguje.

o0
Pi#iklad 1.4. Urcete soucet fady > e 2k,
k=0

Resend. Protoze e 2% = (e72)*, jedna se o geometrickou fadu s prvnim élenem rovnym jedné a kvocientem

—2. _ 1 _ &
e “; odtud podle vzorce s = ;== = -

o0
Priklad 1.5. Urdete soucet fady Y. 13— -
k=1

Reseni. Rozkladem na parcialni zlomky mame 4k2171 = (2k171 — 2k1+1> / 2. Dosazenim tohoto vztahu a roze-
psanim n-tého ¢asteéného souctu dostavame

R W FUNE WS U S S SRS SRS S SRS SRS SN S S
"2 33 5 5 7 2n—5 2n—-3 2n-3 2n—1 2n—1 2n+1)

1 - 1
) n+1

s= lim s, = =.
n—oo 2

a tedy

Piiklad 1.6. Uréete soucet fady 3%, riiera -

Reseni. Rozkladem na parcialni zlomky mame

R S 6 S R O
E(k+1)(k+2) 2\k k+1 Ek+2

Odtud
Snzl<1—1+1—|—1—2+l+1—2+1+1—2+1+1—2+1—|— +
2 3 2 3 4 3 4 5 4 5 6 5 6 7
1 2 1 1 2 1
+n—5_n—4+n—3+n—4_n—3+n—2+
1 2 1 1 2 1 1
+ — + + — =

1121
n—1 n n-1 n+l n n+l n+2)

2

2 n

171 1 2 1
_§<§+n—|—1_n+1+n+2>'

s= lim s, = —.
n— oo 4

Pro soucet tedy mame

Priklad 1.7. Uréete soucet fady Y In(1— %).
k=2
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1. Ciselné fady Resené piiklady

Reseni. Pro n-ty ¢astecny soudet plati

=;1n<1—> Zl( ) > [n(k—1) -2k +In(k+1)] =

k=2
=0-2In2+mn3+In2—-2n3+In4+mn3—-2In4+In5+1n4—-2In5+n6+In5—-2n6+1In7+...

+In(n—5)—2In(n —4) +In(n —3) + In(n — 4) — 2In(n — 3) + In(n — 2)+
+In(n—-3)—2In(n—2)+In(n—1)+In(n—2) —2In(n—1)+lnn+In(n —1) —2Inn+In(n+1) =

1
71n2+lnnf21nn+ln(n+1):71n2+lnnJr .
Odtud .
s= lim s, = —In2=1n-.

Piiklad 1.8. Urcete soucet fady Y -, m (vyuzijte rovnosti > p- ﬁ = %2)

Reseni. Opét vyuzijeme rozkladu na parcidlni zlomky.

= 1 =1 1 1 1 1

;(2/@—1)2(21@“)2 kz [( )22k—1+2k+1+(2k+1)2]

s 1<11+1+1+11+1+1+ SR O

"4 33 32 3 5 52 52 5 7 T2

1 1 1 1 1 1 1 1

T@n 52 25 2m-3 (@n-3° (@n-3° 2n-3 2m-1 (n_12
1 1 1 1 B

+(2n1)2_2n1+2n+1+(2n+1)2>_

1
4

1 1 1 [(n? 1
= i n == — == | —=1) = — —.
e 2; 2n—12 2 ( 8 ) 16 2

. v 2 .
Poznamenejme, Ze rovnost Z;’;l (zkinz = %5 bude odvozena v kapitole 4.

2+3+3+ + 2 ! zn: -
3252 72 T @n—12 T (2n+1)2 22k—1 MCTESE
e

o0
Priklad 1.9. Urcete soucet fady > arctg ﬁ .
k=1

Reseni. K ureni s,, uzijeme vztahu arctgx + arctgy = arctg -=

1 ktery plati pokud zy < 1. Odtud

1
s§1 = arctg 3
1 1 3+3
S9 = 81 + ap = arctg — + arctg — = arctg T arctg —
2 1 2+ 5
S3 = 89 + a3 = arctg - + arctg — = arctg 5— 1 = arctg —
3 18 1-%-35

P1i pohledu na prvni tfi ¢astecné soucty lze ocekavat, ze pro n-ty ¢asteény soucet plati

¢ n
sy = arctg —— .
n+1
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1. Ciselné fady Resené piiklady

Ovéfme tuto rovnost matematickou indukci. Pro n = 1 mame s; = arctg % a tvrzeni tedy zfejmé plati. Nyni
predpokladejme platnost tvrzeni pro n = m, tj. ze s, = arctg mL_H a ukazme platnost také pro n = m + 1
(tj. ze Sma1 = arctg m“ . Pfictenim ¢lene a,,+1 k oboum strandm rovnice mame

1
it t s o omt]
Sm+2’

m
= arctg —— + arctg = arctg

2(m +1)2 m+1 2(m +1)2 1—m.m

Sm+1 = Sm T+ arctg

coz je pozadovany vysledek. Princip matematické indukce nadm tika, ze s,, = arctg Vn € N. Soucet fady

tedy je

_n_
n+17’

li tg — tgl =~
= l1mm arctg —— = arc = —.
5= &1 8177

n—oo

B. KONVERGENCE RAD

Pred uvedenim prikladt pfipomenime dvé dtlezité limity, které maji pfi posuzovani konvergence fad pomoci
limitnich kritérii velky vyznam. Plati

k k
k+1 k
klim (—]:) = e, obecnéji klim ( —]L-a) = e* pro kazdé reilné a,

a déle
lim vk =1, obecngji klim VEke =1 pro kazdé realné a.
—00

k—oo

Priklad 1.10. Zjistéte, pro kterd realna p konverguje fada

ii 1+—+i+
o 3»

Resend. Pfedevéim poznamenejme, Ze fada m4 kladné ¢leny. Pro p < 0 neni splnéna nutni podminka kon-
vergence (tj. vztah limg . ar = 0) a Ffada diverguje. Pro p > 0 uzijeme integralni kritérium (vypoétem se
presvédéte, Ze obé limitni kritéria selhavaji, tj. L = 1). Zde je f(z) =1/a? =z P. Proxz > 0 a p > 0 je to
klesajici a kladna funkce. Pro p # 1 plati

lim z Pdz = +——=4q P71

b t—ptl 1 L < pro  p>1,
t—oo [y 1-p »p-1 00 pro p <1

Pro p > 1 tedy dana fada konverguje podle integralniho kritéria. Pro p < 1 pak fada diverguje podle téhoz
kritéria.
Piipad p = 1 musime z integracnich divoda posoudit zvlast. Nejprve vSak poznamenejme, Ze pro p = 1

je fada tvaru
o0 1
E —=1
a k + +3+

coz je fada harmonicka. Pomoci integrélnlh kritéria snadno uré¢ime divergenci této rady. Plati totiz

t

lim —dz = lim [lnm]l— hrn Int—1=o00.
t—o0 1 T t—o0

Rada Y77 | 75 tedy konverguje pro p > 1 a diverguje pro p < 1. Pfitom pro vSechna p > 0 je splnéna nutna
podminka konvergence.

Priklad 1.11. Rozhodnéte o konvergenci ¢ divergenci fady

1 1 1
2 i) Wz s Tmd
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1. Ciselné fady Resené piiklady

Reseni. Rada ma opét kladné ¢leny. Protoze k + 1 > In(k + 1), plati

1 S 1
In(k+1) = k+1°

Rada >7)7, 417 podle piikladu 1.10 diverguje, takze podle srovnévaciho kritéria fada Y7, pryy také
diverguje.

Priklad 1.12. Rozhodnéte o konvergenci rady

oo
2k 4 2
D =242+
k! 33

Resend. Jedn4 se o fadu s kladnymi ¢leny. Pomoci limitniho podilového kritéria uréime

2k+1 [ 2
L = lim e SR lim ————— = lim —— =
k—oo G k—o0 (k‘ + 1)! 2k k—oo k+1

Protoze L = 0 < 1, fada konverguje.

Priiklad 1.13. Rozhodnéte o konvergenci rady

i k IS S S S
= arctg® (1+ )  arctg2  arctg2?i = arctg3i

Reseni. Rada ma kladné ¢leny a vzhledem ke tvaru a zvolime limitni odmocninové kritérium. Nejprve vy-
poc¢teme odmocninu
k Vk

k — K =
Vai arctg” (1 + %) arctg (1 + %)

a pak uré¢ime limitu

VE
L= lim ¥ap= lim ——— .
koo VP T oo arctg (1 + %)

Protoze klim Yk =1, plati
Vk 1 4

L = lim =
k—oo arctg (1+ )

Rl

Dana fada tedy diverguje.

Priklad 1.14. Vysetiete, zda konverguje fada

k=1

Reseni. Pro posouzeni konvergence této fady s kladnymi é&leny zvolime limitni podilové kritérium. Nejprve
upravime podil

app _ (DR Kk
ay, (k+1)FLED (K4 1)k kE+1
Pak pomoci vztahu lim (%)k = e dostavame

k—oo

k
. Qg1 . k . 1 1
ki»nolo ag kinc}o(k—f—:[) k‘j&(k 1)k e <L
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1. Ciselné fady Resené piiklady

[ee]
a tedy fada ) % konverguje.
k=1

Priiklad 1.15. Rozhodnéte o konvergenci nebo divergenci fady

isini—sinz—l—sinz—i—sinl—i—
P K2 T4 9 16

Reseni. Dan4 fada méa kladné éleny. Vzhledem k nerovnosti 0 < sinz <  pro = > 0 vyzkousime srovnavaci
kritérium. Plati tedy
LT 0
Slnﬁ<ﬁ pro ]45:2,37

T

18

o0
Rada T =T Y. k—lz je v8ak konvergentni (viz pfiklad 1.10), a podle srovnavaciho kritéria je tedy i fada
L k=2 k=2
> sin 75 konvergentni.

™~
||
¥

Priklad 1.16. Rozhodnéte o konvergenci, resp. absolutni konvergenci fady

o0
1 4
Z(—l)k"'lln <1+—> :1n2—ln§—|—ln——....
= k 2 3

Resend. Dané fada je alternujici, proto ovéiime pfedpoklady Leibnizova, kritéria. Plati

lim (—1)*!1n (1 + ]16) =0

k—o0

1 1
In{1+ - In({1+ ——
n<+k>>n(+k+l)

(absolutni hodnoty ¢lenti fady tvoii klesajici posloupnost). Podle Leibnizova kritéria tedy uvedena fada kon-
verguje. Posoudime absolutni konvergenci

(—1)**11n <1 + ,1)‘ = gln (1 + ;) .

To je vsak podle prikladu 1.3 divergentni fada, a proto je konvergence puvodni fady pouze neabsolutni
(relativni).

(Cleny fady konverguji k nule) a déle

o0

k=1

Priklad 1.17. Rozhodnéte o konvergenci ¢i divergenci fady >, sin % tg\/LE.

Regend. Uzitim nerovnosti sinz < x a tgz < Cz, Vo € (0;1)m, kde C je libovolna konstanta splitujici
tgl < C' < oo (nadrtnéte si obrazek), z porovndvaciho kritéria plyne

sin —t —<1£—i
kSVE  kvE K2

Protoze majoranta C'y -, k—3/2 konverguje (viz ptiklad 1.10), dand fada také konverguje.

Priklad 1.18. Rozhodnéte o konvergenci fady ((];,L)),

UM FSI VUT v Brné 6




1. Ciselné fady Resené piiklady

Reseni. Uzijeme limitni podilové kritérium. Nejprve upravime vyraz % jako

[(k+ 1)1 (2k)! (k +1)?  k+1
2+ (kD2 (2k+2)2k+1) 2(2k+1)’
odtud limy e “2* = 1, a fada tedy konverguje.

o0
Piiklad 1.19. Rozhodnéte o konvergenci fady ’;—i .
k=1

Resent. Pomoci limitniho odmocninového kritéria mame

1
lim {ar=—- <1,
[§]

k—o0

fada tedy konverguje.

18

Priklad 1.20. Rozhodnéte o konvergenci rady 12—2’“ .

k=1

Reseni. Na zékladé integralniho kritéria posuzujeme konvergenci nevlastniho integralu floo I;I—f dzx. Substituci
t = lnx jej pfevedeme na fooo te~tdt. Konvergenci tohoto integralu lze povazovat za samozfejmou; miizeme
ji ovéfit napf. pfimym vypoctem metodou per-partes. Rada proto konverguje.

oo
Piiklad 1.21. Rozhodnéte o konvergenci fady . sin% .
k=1

Resend. Nabizi se srovnani s divergentni harmonickou fadou. Provedeme proto odhad sinz > %m pro vsechna
z € (0,m/2) (nakreslete si obrazek). Protoze 1/k € (0,7/2) pro vSechna k = 1,2,..., mame sin{ > 2 - { pro
vSechna k = 1,2,... . Divergence dané fady tedy plyne z porovnavaciho kritéria.

oo
Piiklad 1.22. Rozhodnéte o konvergenci, resp. absolutni konvergenci fady > )

Reseni. Konvergenci fady snadno ovéfime uzitim Leibnizova kritéria. Konvergenci fady absolutnich hodnot
o0

k¥2 ﬁ provérime integralnim kritériem. Integral 200 x‘ljrfx
na jednoduchy integral [, 9%, ktery ziejmé diverguje (viz priklad 1.10). Dana fada tedy konverguje pouze
neabsolutné (relativng).

pocitame substituci ¢ = Inx, kterad jej prevede

C. PRIBLIZNE SOUCTY RAD

Priklad 1.23. Ukazte, Ze fada
sl 1,11,
g2k 28 4 T

konverguje, a odhadnéte chybu, které se dopustite pfi ndhradé souctu s této fady hodnotou sig.

Reseni. Konvergenci fady lze snadno ukazat nap¥. uzitim podilového nebo odmocninového kritéria. Pro odhad

chyby pak plati
<1 11\ 1.,
Rin — L1 —) = =271 — 0 000089.
10 kgl w2k <11 kz;l (2) 11 '
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1. Ciselné fady Resené piiklady

Aproximujeme-li tedy hodnotu souétu s dané fady hodnotou ¢asteéného souctu

10

1
$10= ) 7or = 0,0693065,
k=1

pak chyba této aproximace nepfevysi hodnotu 0,000089 < 10~%. Poznamenejme, Ze piesnid hodnota soudtu
s této fady ¢ini s =1n2 ~ 0,693147.

Priklad 1.24. Rozhodnéte, kolik ¢lent fady je tfeba sedist, aby ¢astecny soucet s, fady

ii—u SRR
£t 3 27

aproximoval pfesny soucet této fady s chybou mensi nez 10~4.

Resend. Konvergenci této fady jsme rozhodli v piikladu 1.10 pomoci integralniho kritéria. V piipadé uziti
tohoto kritéria plati odhad chyby

Odtud

1
53 < 107" = n® > 5000 = n > V5000 ~ 7.
n

K naplnéni pozadované pfesnosti je tfeba secist alespon 71 séitanct dané rady.

Priklad 1.25. Uréete ptfibliznou hodnotu souctu fady

i —1)* 1 N 1
P klnk 21n2 " 3In3 ' 4In4

s chybou mensi nez 10~ 1.

Reseni. Podle piikladu 1.22 tato fada konverguje, ponévadz spliiuje piedpoklady Leibnizova kritéria. Pak
plati jednoduchy odhad chyby ve tvaru

1
R,| < = )
| n|_an+1 (1’L+1)1n(n+1)
Protoze )
CESCES) <107 = (m+1)hn+1)>10 <= n>5,
odtud

= (-1 1 1 1 1
> ~ - + -~ ~0,5
= klnk 2In2 3In3 4ln4 5Inb

s presnosti na 1 desetinné misto.

oo
Piiklad 1.26. Rozhodnéte, kolik ¢lent fady > kZL-H je tfeba secist, aby ¢astecny soucet s, aproximoval

presnou hodnotu s s chybou mensi nez 104,

Reseni. Rada konverguje napi. podle integralniho kritéria. Skuteéné, plati

2
/1 mdx = 2[arctg z]{° = 2x1Ln;o arctgx — 2arctgl =7 — g = g < o0
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1. Ciselné fady Resené piiklady

a tedy rada konverguje. Pak

> 2 —107*
|Rn\§/ 2+1dx—7r—2arctgn<104 = n>tg<7r2>z2-104.

K dosazeni pozadované piesnosti by bylo potfeba seéist prvnich 20000 clend.

Priklad 1.27. Rozhodnéte, kolik ¢lena fady Z (% +1)' je tfeba secist, aby ¢astec¢ny soucet s,, aproximoval

presnou hodnotu s s chybou mensi nez 10~ 4.

Reseni. Rada konverguje podle Leibnizova kritéria (konverguje dokonce absolutné — provéite pomoci limitniho
podilového kritériall), tedy
1 1

R,| < = 1074 — > 3.
Bl S G D - @iy - =

Abychom dosahli pozadované presnosti je potfeba secist alespon prvni 3 ¢leny.

Priklad 1.28. Pomoci vztahu Inn < 1 + % qF oo qF % < 1+ Inn rozhodnéte, kolik ¢lenti harmonické fady
> opey 7 Je tieba secist, aby s, > 100.

Resend. 1 1
sn:1+§~~+7>lnn>100 — n>e%x27.10%.
n
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