2. Funkéni fady Studijni text

2. Funkéni rady

V predchézejici kapitole jsme uvazovali fady, jejichz ¢leny byla realna ¢isla. Nyni se budeme zabyvat studiem
obecnéjsiho pripadu, kdy c¢leny fad tvori realné funkce.

Definice 2.1. (Funkéni fada) Necht v intervalu I je definovana posloupnost funkei {f,, ()} ;. Funkénd
Tadou rozumime vyraz tvaru

> fel@) = fi(z) + fal@) + -+ fald) + ... (2.1)
k=1

Dosadime-li za x ur¢ité éislo zg € I, obdrzime z funkéni fady (2.1) ¢iselnou fadu tvaru

o0

ka(l‘o) = f1($0)—|—f2(1‘0)+"'+fn($0) AF oo o (2.2)

k=1

Konverguje-li ¢iselna fada (2.2), fekneme, Ze funkéni fada (2.1) konverguje pro x = xg.

Definice 2.2. (Obor konvergence) Necht I* C I zna¢i mnozinu v8ech téch ¢isel z z mnoziny I, pro ktera
funkéni fada (2.1) konverguje. Mnozinu I* nazyvame konvergencnim oborem (nebo oborem konvergence)
funkéni fady (2.1).

Definice 2.3. (Céasteény soudet a zbytek) Funkci s, (x) tvaru
sn(@) =D fi(@) = fi(@) + fo(@) + - + fu(2) (2.3)
k=1
nazyvame n-tym cdstecnym souctem funkéni fady (2.1). Vyraz
oo
Ro(@) =) fasn(@) = fat1(2) + fatra(@) + ...
k=1

nazyvame n-tym zbytkem fady (2.1). Souctem funkéni fady (2.1) rozumime funkci

s(z) = lim s,(z), (2.4)

n—oo

ktera je definovdna na mnoziné I* (tj. je definovéana pro vSechna z, ve kterych existuje koneénd limita
lim,,—, o $n(z)). Potom piSeme

s(z) = Z fu(x), xzel”. (2.5)
k=1

Poznamka 2.4. Souc¢tem nekonecéné fady funkci je tedy opét funkce. VSimnéme si vSak, Ze tento soucet
nemusi byt definovan na celém intervalu I (kde jsou definovani jednotlivi séitanci), ale obecné pouze na
néjaké jeho podmnoziné I*.

Pfi urcéovani oboru konvergence I* ¢asto s vyhodou uzivame limitniho podilového nebo odmocninového
kritéria.

Priklad 2.5. Urceme obor konvergence fady

oo

Zxk:1+x+z2+... .
k=0
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Reseni. Vsechny funkce fi.(z) = z* (k =1,2,...) jsou definovany v I = (—o0, 00). Plati

Jry1(z)
fr()

Podle limitniho podilového kritéria konverguje fada Y -, z* pro |z| < 1, tj. v intervalu (—1, 1). Konvergenci
v krajnich bodech posoudime dosazenim do dané fady. Pro = 1 dostavame divergentni fadu > .-, 161
apro x = —1 dostavame oscilujici fadu Y -, (—1)* 1. Konvergenéni obor je tedy tvaru I* = (—1,1), pficemz
konvergence je absolutni.

Vsimnéme si navic, ze uvedend funkéni fada je fadou geometrickou (s kvocientem g = x). Podle vzorce
pro soucet geometrické fady tedy plati

= 1
Zxk: z € (-1,1).

1—2a’
k=0

zk

ok—1

= |xl.

Nasledujici priklad ukazuje, Ze konvergencéni obor nemusi byt nutné interval.

Priklad 2.6. Urdeme konvergenéni obor fady

oo
E coskx:cos:r—i—coszx—i—cos?’m—i—... .
k=1

Reseni. Analogickym postupem jako v piedchizejicim piikladu lze ovéfit, Zze dand fada konverguje, pravé
kdyZ | cos 2| < 1. Tato nerovnost je splnéna pro vSechna redlnd z, s vyjimkou celo¢iselnych nésobki 7. Tedy

I" = (—o0,00) — {km; k je celé ¢islo}.

Poznamka 2.7. Zkusme se zamyslet nad tim, zda muze existovat funkéni fada, jejiz obor konvergence I*
je prazdna mnozina. Nechame-li se inspirovat predchéazejicimi priklady, pak vidime, ze obé vySe uvedené
funkéni fady byly geometrické s hodnotou kvocientu ¢ = z, resp. ¢ = cosz. Ziejmé tedy staci vymyslet
piiklad takové geometrické funkéni fady, aby hodnota ¢ (nyni zavisejici na z) nelezela pro zaddné x v ote-
vieném intervalu (—1, 1) (pfipometime, Ze pouze pro tyto hodnoty kvocientu geometrickd fada konverguje).
Tuto vlastnost méa napf. funkce ez2, nebot e’ > 1 pro vSechna realna x. Polozime-li tedy q = em2, pak
odpovidajici geometricka rada

> 2 © 2 2 2
Z(ex )k:Zekx =1+¢% +e2* +...
k=0 k=0

nekonverguje pro zadné x € (—oo, 00), tedy jeji obor konvergence je prazdna mnozina.

Jednou ze zakladnich otazek v teorii funkénich fad je problém, nakolik se nékteré zakladni vlastnosti
konecénych souctii prenaseji i na soucty nekonecné. Zajimat se budeme predevs§im o zachovani t¥i nasledujicich
vlastnosti, které dobfe zname z diferencialniho poctu:

1) Jsou-li funkce f1(x),..., fu(x) spojité na I, potom je na I spojity také jejich soudet.
2) Integrdl ze souctu funkci je roven souctu integrdli téchto funkci:

b/ n n b
/ (Z fk(as)> dz = Z fr(z) da.
@ \k=1

k=179

3) Derivace souctu je rovna souctu derivaci:

(ifm))’ )
k=1 k=1
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Je prirozené se domnivat, zZe tyto vlastnosti plati i pro sou¢ty nekonecné. To vSak obecné neni pravda.

Priklad 2.8. Uvazujme funkéni fadu

z+(z?—z)+ (@2 -2 +.... (2.6)

Uréeme obor konvergence a ukazme, Ze tato fada konverguje na tomto oboru k nespojité funkci.

Regeni. Cleny této fady jsou funkce fi(z) = z, fo(z) = 22 — x, f3(x) = 2% — 22,..., tedy funkce spojité

(dokonce libovolné mnohokrét derivovatelné) na (—oo, 00). Nejprve uréime konvergenéni obor I* této funkéni
posloupnosti, tj. uréime mnozinu vSech x, pro ktera dana fada konverguje. Pro jeji n-ty ¢astecny soucet plati

sn(@) =w+ (@ — )+ (2" —2®) + -+ (@' —a" ) =a",

Pro x > 1 je tedy zfejmé lim, . s,(x) = 400, kdezto pro x < —1 tato limita neexistuje (nebot
Sop+1(x) = —00, sar(z) — 00). Dale s,(1) = 1 pro v8echna n, tj. lim,— oo s,(1) = 1, kdezto lim,,— oo S, (—1)
neexistuje, protoze sap+1(—1) = —1 a sox(—1) = 1. Je-li koneéné = € (—1,1), potom lim, o s, (x) = 0.

Méme tedy tento vysledek: Konvergenéni obor I'* posloupnosti funkei s, (z) = 2™ je I* = (-1, 1>, pricemz

limitni funkce s(x) je tvaru
. 0, ze(—1,1
s(x) = lim s,(x) = { 1 x:(l )

n—oo

Zjistili jsme tedy, Ze fada spojitych funkei f,,(x) konverguje v intervalu I* = (—1,1) k nespojité funkci
s(z), kterd ma bod nespojitosti vz = 1 (viz obr. 2.1).

Yk Yk

-1

T=2 -2

Obr. 2.1: Konvergence k nespojité funkci

Je proto tifeba zavést silnéjsi typ konvergence funkénich fad, tzv. stejnomérnou konvergenci, jejiz splnéni
umozni prenést pozadované vlastnosti i na nekone¢né soucty. ProtoZe zavedeni tohoto pojmu ¢ini studenttim
obvykle jisté potize, uvedeme ponékud neformalni ,geometrickou” definici stejnomérné konvergence.

Definice 2.9. (Stejnomérna konvergence funkénich ¥ad) Rekneme, ze funkéni fada (2.1) konverguje
stejnomérné v intervalu I k funkei s(x), jestlize posloupnost ¢asteénych souct {s, (z)}>2 ; této fady spliiuje
tuto vlastnost: vezmeme-li libovolné tizky pas obsahujici funkei s(z), pak vzdy existuje takovy ¢len sy (x)
dané posloupnosti ¢asteénych souétl, ze tento ¢len a vSechny néasledujici (tj. sy+1(z), Sn+2(z),...) lezi v
tomto pasu pro vSechna x € I. Pak piSeme

ka(w) =s(z), xel.

k=1

Obor stejnomérné konvergence budeme znacit I**, protoze muze byt jen ¢asti oboru konvergence [*.
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yl

' N
a b

Obr. 2.2: Stejnomérna konvergence

Tuto definici ilustruje obrazek 2.2, kde I je interval s krajnimi body a, b. Z tohoto obrazku rovnéz vidime,
pro¢ konvergence fady (2.6) k nespojité souc¢tové funkci s(z) nemize byt v intervalu (—1, 1> stejnomérna.

Pro praktické ovéreni stejnomérné konvergence neni uvedena definice ptilis pouzitelna. Protoze v aplikacich
C¢asto sta¢i pouze rozhodnout, zdali je dand funkéni fada stejnomérné konvergentni (jeji soucet nepotiebujeme
pfitom znat), uvedeme nésledujici jednoduché kritérium stejnomérné konvergence.

Véta 2.10. (Weierstrassovo kritérium) Funkéni fada ) - ; fx(x) je stejnomérné konvergentni v inter-
valu I, jestlize k ni existuje majorantni konvergentni ¢iselnd fada -, Ay, tj. konvergentni fada, jejimiz
¢leny jsou konstanty Ay spliiujici pro vSechna k a vSechna x € I nerovnosti

|fk(x)|§Ak;’ xEI, k:1a27 0

V naésledujicich tfech vétadch uvedeme zakladni vlastnosti stejnomérné konvergentnich rad, které nam
predevsim umozni tyto nekone¢né funkéni fady derivovat, resp. integrovat ¢len po ¢lenu.

Véta 2.11. (Spojitost funkéni Fady) Necht funkce fr(x) (kK = 1,2,...) jsou spojité v intervalu I a
necht funkéni fada >, fi(z) stejnomérné konverguje k funkei s(z) v tomto intervalu. Pak funkce s(z) je
také spojita v intervalu I.

Véta 2.12. (Integrace funkéni fady) Necht funkce fi(z) (kK =1,2,...) jsou integrovatelné v intervalu
(a,b). Necht funkéeni fada Y77 | fi(z) stejnomérné konverguje k funkci s(x) v intervalu (a, b). Pak funkce
s(x) je také integrovatelnd v {a,b) a plati

/abs(:t)da:—ki®1 (/abfk(:c)dx> ,

b b b
/(fl(x)+f2(x)—|—...)da:=/ fl(d)dx—i—/ fol@)dz+ ... .

tj.

Véta 2.13. (Derivace funkéni Fady) Necht funkece fi(z), fi.(z) (k=1,2,...) jsou spojité na intervalu
I. Necht funkéni fada > p—, fx(z) konverguje k funkci s(z) v intervalu I a nechf fada derivaci Y -, f7.(z)
konverguje v tomto intervalu stejnomérné. Pak m4 s(x) v I derivaci a plati

tj.
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Piiklad 2.14. Funkce s(z) je ddna vztahem

> sinkz sinz sin2z sin3x
s(x) = Z o = o + 1 + 3
k=1

Ukazme, ze s(z) je definovand a spojitd pro vSechna redlna x a vypocitejme jeji derivaci.

Reseni. Ziejmé plati

sin kx

k
|fr(x)| = T < () ) x € (—00,00), k=1,2,....

Majorantni ¢iselnd fada Zzozl (%)k konverguje, tedy podle Weierstrassova kritéria dand funkéni fada kon-
verguje stejnomérné na celé realné ose. Odtud také plyne spojitost s(x) pro vSechna realnd x.
Nyni provéfime, zda na (—oo,c0) konverguje stejnomérné také fada prvnich derivaci f; (z). Vskutku,

kcoskx

k
ol =| 5| < 5

< o

x € (—00,00), k=1,2,....

Konvergenci majorantni fady > oo, k / 2% ovéfime snadno uzitim limitniho podilového kritéria. Tedy podle
Weierstrassova kritéria fada prvnich derivaci konverguje stejnomérné, a podle véty o derivovani funkéni fady
existuje s'(x) a plati

/
§'(z) = <i Sinkm) _ i kcos kx _ cosx + 2cos2x + 3cos 3x . 2 € (—o0,00).

2k 2k 2 4 8
k=1 k=1

SHRNUTI POZNATKU O FUNKCNICH RADACH

Sectenim nekonecné mnoha funkci obdrzime opét funkci, kterd vSak nemusi byt definovana na defini¢nim
oboru jednotlivych s¢itanct, ale obecné pouze na né&jaké jeho podmnoziné (ta se uréi jako mnozina vsech x,
pro kterd dand fada konverguje; muze se stat, Ze fada nekonverguje pro zadné x, pak souctova funkce neni
definovdna nikde). Zékladni véty matematické analyzy o spojitosti, derivaci a integraci soué¢tu dvou (resp.
kone¢né mnoha) funkci nelze automaticky rozsifit na nekone¢né soucty. Ke splnéni téchto vlastnosti je tfeba
vyzadovat silnéjsi typ konvergence, tzv. stejnomérnou konvergenci.
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