3. Mocninné a Taylorovy fady Studijni text

3. Mocninné a Taylorovy rady

A. ZAKLADNI POIMY. OBOR KONVERGENCE

Mocninné rady jsou nejjednodussim specidlnim pfipadem funkénich fad. Jsou to funkéni rady, jejichz
¢leny jsou mocninné funkce.

V této kapitole uvidime, ze oborem konvergence kazdé mocninné fady je jednobodovd mnozina nebo
interval. Ukézeme rovnéz, ze tyto fady konverguji stejnomérné na kazdém uzavieném podintervalu tohoto
konvergené¢niho intervalu. Jak plyne z predchazejici kapitoly, tato vlastnost ndm umozni integrovat a derivovat
mocninné fady ¢len po ¢lenu.

Definice 3.1. (Mocninna fada) Mocninnou fadou se stiedem v bodé ¢ rozumime funkéni fadu tvaru

o0

Zak(x—xo)k:ao+a1(x—z0)+a2(x—xo)2+... , (3.1)
k=0

kde ar (k=0,1,2,...) jsou konstanty, které nazyvame koeficienty rady.

Mocninna fada se stfedem v o = 0 je tedy funkéni fada tvaru

Zakxk =ag+ a1z +asz® + ... . (3.2)
k=0

Céstecné soucty kazdé mocninné fady jsou polynomy, a proto lze odekévat, Ze tyto Fady budou mit jisté
jednoduché vlastnosti.

Nejprve se budeme zabyvat urcenim oboru (bodové) konvergence I*. Predeviim je ziejmé, Ze kazda
mocninné fada konverguje ve svém stiedu, tj. 2o € I* (1ze provéfit pfimym dosazenim do fady). Nésledujici
véta ukaze, ze struktura oboru konvergence mocninnych fad je velmi jednoduché: je to bud jednoprvkova
mnozina (obsahujici stfed fady), nebo interval kone¢né délky (symetricky kolem st¥edu), nebo celd redlnd
osa.

Véta 3.2. (O poloméru konvergence) Ke kazdé mocninné fadé Y- p-  ar(z — 20)* existuje takové ¢islo
R > 0 (pfipoustime i R = o0), Ze pro vSechna z € (zg — R,z + R) tato fada konverguje, a to absolutng,
kdezto pro x lezici vné intervalu (zo — R, zo + R) nekonverguje. (Zapisem R = 0 pfitom rozumime, Ze fada
konverguje pouze pro x = z¢ a hodnota R = oo znamend, Ze fada konverguje pro vSechna realnéa x). Tuto
hodnotu R pak nazyvame polomérem konvergence.

Poznamka 3.3. V koncovjch bodech oboru konvergence mtize fada Y oo ax(z — xo)* konvergovat (abso-
lutné nebo relativné), pfipadné divergovat nebo oscilovat. Tyto pfipady musime vzdy vySettit zvlast. Nyni
uvedeme kritérium, pomoci kterého lze zjistit hodnotu polomeéru konvergence R. Toto kritérium je dokazo-
vano pomoci limitniho podilového a limitniho odmocninového kritéria (viz kapitola 1, oddil A), a formalné
se proto témto kritériim podoba.

Véta 3.4. (Urceni poloméru konvergence) Necht existuje (konecnd nebo nekoneéna) limita

Ak+1
ay

lim

k—o0

=p, resp. lim {/|ax| = o.
k—oo
Potom pro konvergenéni polomér mocninné fady (3.1)

1
R=-.
o
Pfitom pro ¢ = +oco klademe R = 0 a pro o = 0 klademe R = +o0.
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Poznamka 3.5. Pokud jde o vzajemny vztah obou limit uvazovanych v predchézejicim tvrzeni, pfipo-

mernime, ze plati: Existuje-li klim |ak+1/ax|, potom existuje také klim {/|ax| a obé limity si jsou rovny (viz
— 00 — 00

kapitola 1). Pozor!! Uvedené vzorce pro vypocet poloméru konvergence lze pouzit pouze v ptipadé, Ze moc-

niny v fadé ,,jdou” po jedné, tedy nikoliv naptiklad v pripadé rady Z;’;O % (zde mocniny ,skacou“ po

tfech). V takovych situacich lze obor konvergence vySettit stejnymi postupy jako v pfedchozi kapitole 2.

Priklad 3.6. Urdeme polomér konvergence mocninné rady

— (kz)* 4 5, 27 4
kz A —x+ax +§x +....
=1

Reseni. Dana mocninnd fada mé stied zo = 0 a koeficienty a; = k* /k!. Jeji polomér uréime pomoci véty 3.4.
Nejprve upravime vyraz

Q41
ag

_ ’(k+l)k+1k!

(k+1)F  (E4+1\"
FIDT R -(%) -

Kk k

Nyni pfipomenme zndmy vztah

k+p\”
klim <kp> =eP pro vSechna realné p.
Pak .
k+1
Ak+1| _ lim (+) —e,
Q. k—o0 k

lim

k—oo

atedy R = 1/e.

Priklad 3.7. Urceme obor konvergence mocninné fady

ioz(scfl)k::cfle(xfl)2 (z —1)3
k8K

8 128 + 1536 e

k=1

Reseni. Tato mocninné fada ma stied zo = 1 a koeficienty aj, = 1/(k8%). Protoze plati

1 1 1 1
lim {/|ag| = li = lim — ==
o, Vi = e TR T e

je polomér konvergence R = 8. Dand mocninné fada tedy konverguje uvniti intervalu s krajnimi body

x9— R = -7, xo + R = 9 a nekonverguje vné tohoto intervalu. O konvergenci v krajnich bodech rozhodneme
dosazenim. N
Pro z = 9 dostévame divergentni harmonickou fadu ;7 +. Pro z = —7 pak méme > =, %, tedy

konvergentni Leibnizovu fadu. Oborem konvergence dané mocninné fady je proto interval < -17,9).

B. SPOJITOST, DERIVOVANI A INTEGROVANI MOCNINNYCH RAD

V kapitole 2 jsme vidéli, Ze k tomu, aby zakladni poznatky o spojitosti, derivaci a integralu souc¢tu konecné
mnoha funkci bylo mozné rozsifit i na nekonecné soucty, je zapotfebi zavést pojem stejnomérné konvergence.
Podle nésledujiciho tvrzeni mocninné fady konverguji stejnomérné na kazdém uzavieném intervalu lezicim
uvniti oboru konvergence.
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Véta 3.8. (O stejnomérné konvergenci mocninnych fad) M4-li mocninné fada Y, ax(z — z0)*
polomér konvergence R > 0, potom konverguje stejnomérné (a navic absolutng) v kazdém uzavieném
intervalu <x0 — R*,xo + R*> C (xo — R, 29 + R).

Odtud plynou nasledujici zéakladni vlastnosti mocninnych rad:

Véta 3.9. (O spojitosti mocninnych Fad) Mocninnd fada s(z) = > p, ax(x — 20)* je spojitou funkei
v kazdém vnitinim bodé oboru konvergence I*. Konverguje-li navic tato fada v levém (resp. pravém)
krajnim bodé I'*, pak je s(x) spojitd v tomto bodé zprava (resp. zleva).

Priklad 3.10. Funkce s(z) = Y oo, (sz}“ z predchézejiciho piikladu je spojitd na (—7,9) a spojita zprava
v bodé z = —7.

Véta 3.11. (O derivovani mocninnych Fad) Necht mocninné fada Y p-, ax(z — 20)¥ ma polomér
konvergence R > 0 a soucet s(z). Pak plati

(z) = Z kag(z — zo)*71,
k=1

.
(ap + a1(z — 20) + ag(x — x0)> +...) =0+ a1 + 2a2(x — 20) + ... ,

pri¢emz mocninné fada na pravé strané ma tentyz polomér konvergence R.

Véta 3.12. (O integrovani mocninnych Fad) Nechf mocninnd fada Y, ax(z — xo)" mé polomér
konvergence R > 0 a soucet s(z). Pak plati

b o) k+1 k+1 o 0
b—x a—x
/a s(z) dx E <ak( k:—li))l —ak( k+01 ) e = g af:co)]”l,

k=0 =0 =0

tj.

81z — 20)% + ...

2o — w0l + 5

/ (ao + a1(z — o) + ag(x — )% + ... ) dz = ap[z]® +

pro libovolny interval <a,b> C (zo — R,z9 + R), pfiemz ciselnd fada na pravé strané konverguje (a to
absolutné).

Poznamka 3.13. Vétu o integraci mocninné fady lze preformulovat také pro piipad, kdy uvazovany
integral je funkei horni meze: pro v8echna x € (xg — R, 2o + R) pak plati

k+1

/0 (Zakt—xo )dt Z/z ai(t — ) kat = Zak%:

a a
:ao(a:—a:o)—f—?l(x—xof—&—?(w—xo)?’—&—...

pri¢emz mocninna fada na pravé strané mé opét polomeér konvergence R.

Pomoci vét o derivovani a integrovani mocninnych fad lze odvodit nékteré nové vztahy pro soucty rad.
Vyjdéme napt. ze vztahu

> ok = ! ., xel*=(-1,1), (3.3)

UM FSI VUT v Brné 17




3. Mocninné a Taylorovy fady Studijni text

ktery byl odvozen v kapitole o funkénich fadach. Derivovanim této rovnosti dostavame podle véty o derivaci

mocninnych fad
kakil = (7 ka )2, z e (—1,1).
k=1

Zdtraznéme, ze se pti derivovani a integrovani mocninné rady zachovava polomér konvergence, nikoliv vSak
nutné konvergence v krajnich bodech oboru konvergence. Pfipadnou konvergenci je tfeba vzdy proveérit
pfimym dosazenim do fady.

Vsimnéme si, ze fada vystupujici v pfedchazejicim vztahu jiz neni fada geometricka. Dosazenim libovol-
ného = € (—1,1) do tohoto vztahu lze ziskat vzorec pro soudet negeometrické ¢iselné fady.

Jestlize rovnost (3.3) pro zménu integrujeme, dostdvame po malé tipravé (a provéfeni konvergence v kraj-

nich bodech) vztah
k

i%:—lnl—x} x€<—171)- (34)

k=1

C. ROZVOJE FUNKCI V MOCNINNE RADY (TAYLOROVY RADY)

Vratme se jesté ke vztahu (3.4) a upravme ho jako

k

OOIL'
In(1 — ) ;?, ze(—11).

Tento vzorec lze interpretovat jako rozvoj funkce f(x) = In(1 — ) do mocninné fady, a sice na intervalu
< —1,1). To je velmi zajimava skute¢nost (napf. proto, Ze se logaritmickou funkci podafilo vyjadfit pomoci

zékladnich aritmetickych operaci), kterd nas vede k obecnéjsi tivaze, totiz za jakych podminek lze vyjadrit
libovolnou funkeci f(z) pomoci néjaké mocninné fady, tj. kdy plati

o0
f(m):Zak(m—xo)k=a0—|—a1(x—a:0)+a2(a:—xo)2+..., xel”, (3.5)
k=0
kde xg a ay, jsou (zatim nespecifikované) konstanty. Pfedpokladdme pfitom, Ze dand mocninnd fada méa kladny
polomér konvergence R (pfi R = 0 totiz obor konvergence I* obsahuje pouze stfed z¢, coz je nezajimavy
pripad.)

Dosazenim x = zy do (3.5) dostdvame f(z9) = ag. Derivaci (3.5) a dosazenim x = zy do derivovaného
vztahu méame f'(xo) = a;. Opétovnym derivovinim a dosazenim z = xg pak méme f”(z9) = 2-1 - as,
f"(x0) =3-2-1-a3 a obecné f*)(x0) = Klay, tj.

£ (20)

ak:T7 k:0,1,2,.... (36)

Odtud plyne, ze pokud plati rozvoj (3.5), pak koeficienty aj jsou dany vztahy (3.6).

Definice 3.14. (Taylorova fada) Necht funkce f(z) mé v bodé z( derivace vSech ¥4dt. Potom Taylorovou
fadou funkce f(x) v bodé xo nazyvame vyraz

(k)
5 (x Z / xo (z — zo)*.

Poznamka 3.15. (O rovnosti funkce f(z) a jeji Taylorovy Ffady) Taylorovu fadu lze napsat vzdy,
pokud mé funkce f(z) v bodé xo derivaci vSech fadd. Vznikd vSak otdzka, zda tato fada mé za soucet
skuteéné funkci f(z). Timto problémem se budeme nyni zabyvat.

Protoze Taylorova fada je limitnim p¥ipadem Taylorova polynomu P, (x), pfipomeiime v této souvislosti
tento pojem, se kterym jsme se seznamili v diferencidlnim poctu.
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Vime, Ze n-krat spojité diferencovatelnou funkci f(z) mazeme v okoli U(zg) bodu xo nahradit Taylorovym
polynomem P, (x), a to se zbytkem R, (z), takZe je

f(z) = Py(x) + Ry () pro vSechna x € U(xy),

kde

(n)
(w—xo)+-~~+7f n(!xO)fﬂ—ﬂﬁo Zf f—xo)k~

f'(20)

Pal@) = flao) +

Odtud 1ze odvodit nasledujici ekvivalentni podminku pro to, aby Taylorova fada funkce f(x) byla skuteéné
rovna f(z):

Necht funkce f(x) mé v intervalu I derivace vSech fadd a nechf z¢ € I je vnitinim bodem I. Potom v
tomto intervalu plati

[P (o)
f(z) = Z T(m - xO)k7
k=0
kdyz a jen kdyz
lim R,(z) =0 pro vSechna z € I. (3.7

n—oo

K praktickému ovéfeni vztahu (3.7) se obvykle pouziva tzv. Lagrangetv tvar zbytku R, (x) ve tvaru

R (z) = (x("fioi)f(n+1 (zo + (z — 20)7),

kde ¢ je blize neurcené ¢islo, pficemz 0 < ¥ < 1.

Taylorovy rozvoje elementarnich funkci. Nazna¢ime prakticky postup pifi uréovéani rozvoji funkei do
mocninnych fad. V zasadé rozliSujeme metody pfimé a nepiimé.

Primé metody (rozvoje funkci f(x) = €%, cosz, sinz, In(1 + z), (1 + z)"): PouZivaji se v piipadé,
Ize-li vyjadiit ap podle vztahu (3.6), tj. jsme-li schopni uréit f*)(z) pro libovolné k. Ve vSech uvedenych
pripadech volime xy = 0.

Postup naznac¢ime pro funkci f(x) = . Plati f(*)(z) = (e*)®) = &7, takze f*)(0) = e* = 1, a podle
(3.6) ar = & (k=1,2,...). Pomoci Lagrangeova tvaru zbytku se snadno ukdze, Ze lim, .o R,(z) = 0 pro
vsechna z € R. Dohromady

e 2 3

P 2
Z—:1+ [+ op gt T € (00, +00).
27 3!
Déle analogicky:
oo
) _ (71)kx2k+1 _ 1‘3 I5 I7
Slnx—;m—{ﬁ—y—'—a—ﬁ—F, QSE(—OO,+OO),
& (<1)ka 22 gh g6
cosx—kz_ow—l—a—l—ﬂ—a—i—..., x € (—00, +0),
o0 ( 1)kxk+1 332 3 x4
In(1+z) = —r - T T 1,1
(+x)kz—0k+1 Ty Tty Tt z € (-11),
(1+x)r—kz_%<;)xk—1+<:>x+<g>x2+..., r € (—1,1),
kde r je libovolné redlné &islo, (7)) := w pro k =1,2,... a ({) := 1. Tato fada se nazyvé

binomickd.

Neprimé metody: V nésledujicich piikladech ukdZeme i jiné zpusoby rozvoju, které vzorce (3.4) piimo
nevyuzivaji.

Priklad 3.16. Uréeme Taylortuv rozvoj funkce f(x) = arctgz v bodé z¢ = 0.
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Reseni. Nejprve odvodime rozvoj funkce f'(z) = 1/(1+2?). Snadno ovéfime, ze f'(x) je souctem geometrické
fady, kde prvni ¢len a; = 1 a kvocient ¢ = —22. Tedy

1

o0
1+x2:1—x2+3§4 Z 1)kz?, xz € (-1,1).

k=0

Integraci tohoto vztahu obdrzime rovnost

T T > & 2k+1
tgx = dt = —1)Fe?F ) At = k2
e /0<2< ) ) SV

k=0 k=0

kde x € (—1,1). Déle je tfeba jesté vysettit konvergenci fady v krajnich bodech oboru konvergence. Dosazenim
z = 1 dostavéme alternujici fadu Y, (—1)* /(2k+1), které konverguje podle Leibnizova kritéria. Po dosazeni

x = —1 a nasledném vytknuti znaménka obdrzime tutéz fadu. Ukazali jsme tedy, Ze plati
o 2k+1 3 5 7
x x x x
arctgx = —1)k =rx——4+—=———=+..., xe(—11).
& kZ:()()2k+1 375 77 (=11

Priklad 3.17. Uréeme Taylortv rozvoj funkce f(z) = e~ se stfedem v bodé xg = 0.

Reseni. Nejprve napisme vyse odvozeny rozvoj funkce e”, kde proménnou = pfeznac¢ime jako t:

oo t 3
¢ _ _
e_z_;k' 1+1+2,+3+ t € (—00, +00).
Odtud dosazenim substituce ¢t = —z? mame
7 e (7x2)k $2 x4 xﬁ
=> Tl gt gt @€ (00, 400).
k=0

Uziti rozvoju funkci v mocninné rady. Na zavér této kapitoly budeme na ptikladech ilustrovat nékteré
z Cetnych aplikaci rozvoji funkci v Taylorovy fady. Kromé ndhrady funkce Taylorovym polynomem (tedy
¢asteénym souctem Taylorovy fady) lze tyto rozvoje pouZit napt. k vyjadieni nékterych znamych ¢iselnych
konstant, k vypoétu limit a integrald a také p¥i feseni diferencidlnich rovnic (o této otazce pojedndme pozdéji).

Priklad 3.18. Pomoci zdkladnich aritmetickych operaci vyjadfeme hodnotu e, 7 a In 2.

Reseni. Polozime-li x = 1 postupné v rozvojich funkci e?, arctgx a In(1 + ), dostdvame vyjadieni

=1 1 1 1
e=Y —==1l+—=+=++...,

k! 12 3!
k=0
(o)
(—1)k 1 1 1
= 4 —_ = _ — —
m kZ:O(%Jrl) 35 7o)
(1"
In2 = =l -
2=0 p 371"
k=0
Priklad 3.19. Pomoci rozvoje funkce f(z) = (sinz)/x uréeme lir% f(z) a vyjadieme fo t)dt ve tvaru

mocninné fady.

Reseni. Na zédkladé rozvoje funkce sin x snadno uré¢ime

e 2k 2 4 6

LR ! =1-S 4+ 5 -S4, z€(~00,+00)
Z Ny 3BT S
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Odtud ihned plyne znamy vztah
. sinz
lim

z—0 X

=1

Dale danou fadu integrujeme ¢len po ¢lenu, takze plati

1.2k+1

sint >
/ 772/ 2k+1 Z 2k:+1)(2k:+1)!’

kde z € (—o0, +00).

Priklad 3.20. Vypoctéme fol e’ dz a urceme, kolik ¢lenti fady je tfeba secist, aby hodnota integralu byla
aproximovana s chybou mensi nez 1076,

Resend. Pomoci rozvoje funkce e’ a néslednou substituci t = —z2 jsme ukézali, Ze plati

s

k=0

pro vsechna x € (—oo, +00).

Opét miiZzeme integrovat ¢len po ¢lenu, takze

/Ole_wzdx:/:{g(_?k}dx:g{/olw } Zk' 2k+1

Protoze obdrzend Ciselnd fada je alternujici, k odhadu velikosti zbytku vyuzijeme vztah |R,| < an—1 (viz
kapitola 1, Leibnizovo kritérium). Odtud

1
RJ|I<———— 1078 < n>8.
Bl < Gy < =

K dosazeni pozadované ptfesnosti je tedy tfeba provést nasledujici ndhradu:

1
1 1 1 1
o dr a1 L b = 0,746824.
/0 z 3+52| 731Jr +17.8! ’

Definice 3.21. (Euleruv vzorec) Dosadme v Taylorové rozvoji funkce e” za x vyraz iz, kde ¢ je imagindrni
jednotka. Protoze i2 = —1, i3 = —i, i* = 1,..., dostaneme

. ./.UZ ./E4 :U6 :U3 .’L'S .’.U7
e =<1—§+Z—a+...)+l< 3'4—?—?4-...)

e =cosx +isinw.

cili

SHRNUTI POZNATKU O MOCNINNYCH RADACH

Mocninné fady jsou funkéni fady, jejichz ¢leny tvofi mocninné funkce s pfirozenym exponentem (jsou
tedy vlastné polynomy nekoneéné velkého stupné). Oborem konvergence kazdé mocninné fady je budto jed-
noprvkova mnozina, nebo konec¢ny interval symetricky kolem stfedu, nebo celd realna osa. Tyto fady navic
konverguji stejnomérné na kazdém uzavieném podintervalu oboru konvergence. Tato vlastnost nam umoznuje
mocninné fady derivovat a integrovat ¢len po ¢lenu, pfi¢emz polomér konvergence zlistava nezménén.

Rozvojem funkce do mocninné fady rozumime nalezeni mocninné rady, jejimz souctem je pravé dand
funkce. Tato mocninna rada se pak nazyva fada Taylorova. Pro vétsinu elementarnich funkci umime nalézt
jeji rozvoj do mocninné fady, a to bud pomoci vzorce, nebo uzitim jinych obrati. Tyto rozvoje se vyuzivaji
predevsim v tom smyslu, Ze fadu operaci (vyéisleni funkéni hodnoty, limity, derivace, integrélu) lze provést
snadnéji pro tyto rozvoje, nezli pro funkce samotné.
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