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Zaklady

Zakladni pojmy:
> bod, pfimka, rovina
Z&kladni vztahy/relace:

> incidence, usporadani, rovnobéznost, shodnost, spojitost

Zakladni definice:

> napf. uhel, pravy Ghel, resp. kolmost pfimek, trojuhelnik, ¢tverec, kruznice,
rovnobéZnost pfimek, ...

Zakladni tvrzeni (axiomy/postulaty):

» nékolik ke kazdému ze zakladnich vztahd. . .



Eukleidovy' geometrické postulaty

,-\
=

KaZdé dva rizné body spojuje pfimka.
() KaZdou pfimku Ize na kaZdé strané libovolné prodlouZit.

() Lze vytvofit kruZnici s libovolnym danym stfedem prochazejici libovolnym
jinym bodem.

(IV) V8Sechny pravé thly jsou shodné.
(V) KdyZ pfimka protinajici dvé jiné pfimky tvofi vnitini Ghly na jedné strané

mensi neZ dva pravé, pak tyto dvé pfimky (dostateéné prodlouZeny) setkaji
se na té strané, kde jsou thly mensi dvou pravych.

Eukleiduv postulat (V): @ + 8 < 2R = g a h se protinaji.

Konstrukce zalozené na postulatech (1)—(lll) jsou tzv. eukleidovské konstrukce.

"kolem —300



Dal$i (Hilbertovy?) postulaty

Na ukazku nékolik axiomu, které nejsou v Eukleidové systému explicitné
formulovany. ..

Typicky axiém usporadani je napf.:

> Pro tfi rizné body leZici na jedné pfimce plati, Ze pravé jeden z nich je mezi
zbylymi dvéma.

Axiomy spojitosti je mozné nahradit jedinym, tzv. Dedekindovym axiémem.

» Body na pfimce neobsahuji (vzhledem k vySe zminénému uspoiadani)
Dedekindovy fezy typu ,skok“a ,mezera“.

2kolem +1900



Co na postulatu (V) nezavisi
Napf.

» Véty SUS, SSS, USU.
» Véta o vnéj§im thlu trojuhelniku.®

y>aay>p
» Znamé nerovnosti v trojuhelniku.

» Shodné stfidavé Ghly implikuji rovnobéznost pfimek* (odtud existence
rovnobézky).

a =y = hlig

3Zde jsou poprvé potfeba axiémy usporadani.
“Nepfimo pomoci véty o vnéj§im Ghlu trojahelniku.



Co na postulatu (V) zavisi

» Véta o stfidavych Ghlech® (odiud jednoznacnost rovnobézky).

hlg=a=vy

» Véta o souctu vnitfnich Ghla v trojihelniku.®

a+pB+vy=2R

> Veéty o rovnobéznicich a trojuhelnicich a jejich obsazich.
» Pythagorova véta (a témérf vSe co nasleduije. . .)

SNepfimo: @ # y = a + 8 # y + 8 = 2R # y + f3; odtud podle (V) plyne, Ze se piimky h, g
protinaji, tedy nejsou rovnobézné.
8P¥imo pomoci véty o stfidavych thlech.



Detail k vété o souctu uhll v trojuhelniku

BOOK I. PROP. XXXII. THEOR.

5

F any fide ( )
a triangle be pro-

fuced, the external
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Q.E.D.



Zakladni tvrzeni o rovnostech obsahu

» Rovnobézniky (resp. trojuhelniky) se stejnymi zakladnami a stejnymi vySkami
majl' stejny obsah.” . ED F o £

B [4 c

» Trojuhelnik BCD a rovnobéznik BCGE maji stejny obsah (stejna zékladna a
poloviéni vyska).8 »

F € K

H A L

» Eukleidova véta o odvésné/vysce, resp. véta Pythagorova.

7Zddvodnéni zalozeno na shodnosti trojuhelniki ABE a DCF. ..
8Shodné trojuhelniky CFG a DFE. ..
9Kazdy rovnobé&znik je Gihlopfigkou rozdélen na dva shodné trojahelniky. . . .




Eukleidova véta o odvésné, resp. Pythagorova véta
Véta

V pravouhlém trojihelniku BAC, kde P = pata vysky z vrcholu A, plati
BP-BC = BA? a CP-CB = CA?, tudi? BC? = BA? + AC®.

H
G
NA Kk
P4
B 20 c
[ A T E

Dukaz.

FBAG je ¢tverec a Uhel BAC je pravy = body G, A, C lezi na jedné piimce, a ta
je rovnobézna s FB.

Odtud podle z&kl. véty o obsazich, shodnosti trojuh. FBC a ABD a znovu podle
z4akl. véty o obsazich:

obsah FBA = obsah FBC = obsah ABD = obsah PBD.

Proto méa &tverec FBAG stejny obsah jako obdélnik PBDL. .. m]

1Ohttp://www.youtube.com/watch?v:PoFMWJkY7r8


http://www.youtube.com/watch?v=PoFMWJkY7r8

Kvadratura mnohothelniku 10

Kombinaci pfedchozich poznatki zji§tujeme, ze libovolny mnohothelnik Ize
geometricky kvadraturovat = sestrojit &tverec se stejnym obsahem."

Navic kazdou dil¢i konstrukci Ize doplnit nazornym rozstfihanim.

Véta (Wallaceova—Bolyaiova—Gerwienova)

Dva mnohouhelniky maji stejny obsah < jeden lIze rozstiihat na ¢ésti, z nichZ
Ize slozit ten druhy.

Kvadratura obecného trojuhelniku se stfihanim

"http://ggbtu.be/mkripDpYd


http://ggbtu.be/mkripDpYd

Geometricka algebra

Obrazek 4.11: [A] IL6: Pokud je C' stied visecky AB a D je libovolnyj bod na tée pitmee
vprave od B, potom p!'a,fz’+ CB? =|(_'_f__)2

Poznamky
Pfi znaceni |AB| =: b a |DB| =: x Ize uvedené tvrzeni psat jako
b\2 (b o, b\2 (b \?
(b+x)x+(§) _(E +x) , neboli x +bx+(5) _(E +x) .
Uvedené Upravy zname jako tzv. doplnéni do tverce.
Tyto Upravy jsou také prvnim krokem k vyjadfeni kofend obecné kvadratické rovnice. ..

Specialnim ptipadem je konstrukce zlatého fezu, viz s. 12.



Zlaty fez

Definice

Bod H déli usecku AB ve zlatém fezu, pokud pomér celé UseCky k delsi ¢asti
fezu je stejny jako pomér delsi ¢asti ke kratsi, tzn. pokud

BA : AH=AH: HB, nebo AB:BH = BH:HA.

Konstrukce
F g6
(i) AC je kolmice k AB, pficemz AC = AB, A I
(i) E = stfed AC, b l‘i‘\\n
(iii) F lezi na polopfimce CA tak, ze EF = EB, /
(iv) Hlezi na UseCce AB tak, ze AH = AF. E :
Potom AH je delsi &asti zlatého fezu Usetky AB. ¢ ki dp




Dudkaz a néco navic

Zdavodnéni konstrukce plyne z pfedchoziho (s. 11) a z Pythagorovy véty (s. 9):

CF-FA + AE? = EF? = EB? = AE? + AB?, neboli CF-FA = AB2.

Tzn. obdélnik CFGK a ¢tverec ABDC maji stejny obsah. F gz

Tyto v8ak maji spole€nou ¢ast CKHA, takze e B
taky Ctverec AHGF a obdélnik KDHB maji stejny obsah. Agili %8

To mizeme zapsat jako
psat j ) / :
AH? = AB- BH, neboli AH: BH = AB : AH. [m]

Pocitani
Pti oznacéeni |AB| =: b a |AH| =: x definice zlatého fezu zni:

b:x=x:(b-x), neboli b(b-x)=x% neboli x%+bx-b?=0.
Postupné sestrojené veliciny jsou:

! -1
IAE| = IECl = b, |EB|:§b, |AF| = |AH| = x = ‘/52 b

Skuteéné, x = @b je kofenem kvadratické rovnice x2 + bx — b?> = 0...




Kosinova véta "
Jako dlsledek (a zobecnéni) Pythagorovy véty predstavujeme vétu kosinovou:

Véta
V obecném trojuhelniku ABC, kde D = pata vysky z vrcholu B, plati:

B B

o A [ A D (o

BC? = BA? + AC2 +2DA - AC, BC? = BA2 + AC?-2DA-AC.

Dukaz.

Nékolikeré uziti Pythagorovy véty (zde pro trojuh. BDC a BDA) a algebraicka
Uprava. .. O

Poznamka

Pfi obvyklém znaceni a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB| a @ = |/BAC| mizeme obé ¢asti
pfedchozi véty psat soucasné jako

a® = b? + ¢® - 2bccosa.



O kruznicich 15

Jako dusledky véty o sou¢tu ahla v trojihelniku (s. 6) uvadime:'2

» vétu o stfedovém a obvodovém UGhlu,
> spec. pripad — Thaletovu vétu,

> vétu o Usekovém Uhlu,

> apod.

= 2a = konst.

12ht'cp://is.muni .cz/el/1441/jaro2017 /MA2BP_PKG/um/gg/zdroje/


http://is.muni.cz/el/1441/jaro2017/MA2BP_PKG/um/gg/zdroje/

Uzitek

Kotoulenim kruznice uvnitt kruznice s dvojnasobnym polomérem se prevadi pohyb otacivy
na pfimocary. . .



Mocnost 17
Véta
Pro libovolnou secnu jdouci bodem D plati:

DC - DA = konst.

Dukaz.
Lze zdlvodnit nékolikerym uzitim Pythagorovy véty (zde pro trojuh. DBE, DFE,
CFE) a alg. upravou...™

Alternativné (univerzalné a elegantné) pomoci podobnosti trojuhelnikl (zde
trojuh. DCB a DCA). .. O

Zejména pro D vné kruznice (a B bod dotyku te¢ny) plati
DC-DA = DB? = DE? - EB?.
Definice
Mocnost bodu D ke kruZnici se sttedem E a polomérem r je realné Cislo

m:= DB? — r?.

3Tieba rozliovat, zda je bod D uvnitf nebo vné kruznice. ..



Chordala

Definice

Mnozina v§ech bodU v roving, které maji stejnou mocnost ke dvéma danym
kruznicim, se nazyva chordala.

00 00 © B 'e)



Chordala 19

Véta

Chordala dvou nesoustfednych kruZnic je pfimka, ktera je kolma na spojnici
jejich stredu.

Ddkaz.

X = lib. bod na chordale;
P = pata kolmice z bodu X na spojnici stfedu.

X ma stejnou mocnost k obéma kruznicim: -

IXSif? = 1} = IXS:P* - 13,
(IXPE +1PS[*) = rf = (XPF +|PS;*) - 13,
IPS\[* —1f = IPS,f* — 13,

tedy bod P taky lezi na chordale!
Chordala ma se spojnici stfredll spole¢ny praveé jeden bod, tj. pravé P.

Pata kolmice z kazdého bodu na chordale splyva s P, tedy chordala = kolmice ke
spojnici stredl jdouct P. O



Pravidelny pétithelnik 20

Postrehy

(1) AD||BC a BE||CD, takze BCDF je kosoctverec.

(2) Obvodové uhly BAC, CAD, DAE atd. jsou vSechny shodné, takze trojuhelnik
ABD ma tu vlastnost, Ze je rovnoramenny a thly u zakladny jsou
dvojnasobky Uhlu u vrcholu D, tzv. zlaty trojuhelnik.

(8) Trojuhelniky ADE a EAF jsou oba rovnoramenné a maji spoleény thel u
vrcholu A, takZe jsou podobné.



Zlaty trojuhelnik 21

Véta

Necht Gsecka AK je delsi ¢asti zlatého fezu Gsecky
AB a bod L je takovy, Ze AL = AB a BL = AK.

Potom trojuhelnik ABL je zlaty,
tj.

rovnoramenny a takovy, Ze B = 2a.

Dukaz.

>

>

>

>

K = zlaty feza AK = BL = AB: BL = BL : BK, neboli BA-BK = BL2.
Toto je mocnost bodu B ke kruznici AKL — BL = te€na.

Usekovy /BLK = obvodovy /LAK =a = (ALB =a +6.

AABL je rovnoramenny — B =a + 6.

/LKB je vngj$im Uhlem v AAKL — /LKB = a + 6.

Odtud plyne, ze ABLK je rovnoramenny — KL = BL = AK.

Proto takeé trojuhelnik AKL je rovnoramenny — a =39.

Celkem tedy
B=a+0=2a. O



Dusledek

Véta

Uhlopricky v pravidelném pétitihelniku ¢ <
se navzajem déli v pomérech zlatého Fezu, jejichZ
delsi ¢asti jsou shodné se stranami pétithelniku.

Jiny dikaz.

» Trojuhelniky ADE a EAF jsou rovnoramenné a maji spole¢ny Uhel u vrcholu A
— jsou podobné.

» Odpovidajici si strany jsou imérmé — AD : DE = EA : AF.

» Soucasné vsak plati DE = EA = DF, tedy

AD : DF = DF : FA. O



Zkratka a néco navic

Na obr. je konstrukce zlatého fezu UseCky AB a zlaty trojuhelnik ABL:

.
“ a,ﬂ\/c
A

K

Véta

Strana pravidelného 5-thelniku vepsaného do kruZnice je pfeponou
v pravouhlém trojuhelniku BAJ.

Navic, odvésnami trojuhelniku BAJ jsou strany pravidelného 6-uhelniku, resp.
10-uhelniku vepsaného do téZe kruZnice.

23



Dukaz a néco navic 24
Ozn. a, = délku strany pravid. n-thelniku veps. do kruz. s polomérem r = |AB|.

> Ziejmé ag = |ABI.
» Stfedovy Uhel odp. strané veps. 10-Ghelniku je 36°.

Ale to je pravé /BAL ve zlatém trojuhelniku;
tedy aip = |BL| = |AK| = |AJ|az pfedchoziho vime, ze

aipg = é(\@—‘])

» Stfedovy Uhel odp. strané veps. 5-Ghelniku je 72°. Odtud podle kosinové véty
as = rv2-2cos72°.
> Uhel 72° je véak také £ABL ve zlatém trojuihelniku. Odtud podle kosinové véty

. an _ V5-1
cos72° = — = .
2r 4

> Po dosazeni dostavame

as=ry/2- ‘/52_1 - = 2\/10—2\/5.

> Koneéné podle Pythagorovy véty v trojuhelniku ABJ plati

2




Dal8i pravidelné mnohouhelniky 25

Pravidelny n-ahelnik umime sestrojit pro n = 3,4, 5, 6.
Pulenim Ghl( Ize sestrojit také napf. pro n = 8,10,12, 16, 20, . ..
Kombinaci pfedchoziho Ize sestrojit také napf. pro n = 15:

A

Véta

Pokud Ize sestrojit pravidelny k-uhelnik a I-ihelnik, potom Ize sestrojit také
pravidelny n-thelnik, kde n = nejmensi spolecny nasobek k a I.

Pozor: n.s.n. nelze obecné nahradit sou€inem (viz napf. 3 - 3 = 9)!



Detailprok =3al=5
143 BOOK IV. PROP. XVI, PROP.

5E

| o given circle.

O inferibe an equilateral and

equiangular quindecagon in

Let ——— and —— b
the fides of an equilateral pentagon
A inferibed in the given circle, and

S lateral triangle.

The are fubtended by } -

. { of the whole

circumference.

AN —

=4

The arc fubtended by }

of the whole
circumference.

‘Their difference = -5

.*. the arc fubtended by «= = % difference of

the whole circumference.

Hence if firaight lines equal to be placed in the
circle (B. 4. pr. 1), an equilateral and equiangular quin-
decagon will be thus infcribed in the circle.

Q.E.D.

26



Dal8i sestrojitelné mnohouhelniky 27

Z predchoziho tusime, Ze ne kazdy pravidelny mnohouhelnik je sestrojitelny:

Véta (Gaussova—Wantzelova)

Pravidelny n-uhelnik Ize sestrojit eukleidovskym pravitkem a kruZitkem <
n je soucinem libovolné mocniny 2 a navzajem ruznych Fermatovych prvocisel.

Fermatovo prvoéisio je prvoéislo tvaru F = 22 + 1.

K dnegnimu dni'* je znamo pouze pét Fermatovych prvocisel:
F():S, F1:5, F2:17, F3:257, F4:65537

Tedy:

Ize\3 4 5 6 8 10 12 15 16 17 20
nelze‘ 7 9 11 13 14 18 19 21 22

1417, kvétna 2017



Pravidelny 17-uhelnik 28

Délku strany pravidelného 17-Ghelniku vepsaného do kruZnice s polomérem r Ize
vyjadrit jako

a17:£\/34—2\@—2\/34—2\@—4\/17+3W+ \/170—26\W—4\/34+2\ﬁ.

Gaussova konstrukce pravidelného 17-Ghelniku vypadé takto'®

e K[Np ¢l o] cw B e

530. brezna 1796



UzZitek

Kone€né umime rozeznat pfesné konstrukce od pfibliznych. . .

29



Sestrojitelné veliciny 30

Realné veli¢iny — reprezentované iseCkami — umime:

» scitat a od¢itat — pomoci prikladani a odebirani Usecek na pfimce,

> nasobit a délit — pomoci stejnoplochych rovnobézniki, resp. podobnych
trojuhelnikd,

» druhou odmocninu — pomoci Eukleidovy véty o odvésné, resp. o vysce.

Uplna algebraicka charakterizace sestrojitelnych veli&in vypada takto:

Véta
Readlné Cislo je sestrojitelné eukleidovskym pravitkem a kruZitkem < jejlze
vyjadFit pomoci koneéného poctu

4+ -y ()



Dlkaz 31

Zatneme s Useckou predstavujici jednotku.
DalSi sestrojitelné veliCiny vznikaji konstrukcemi v roving, a to jako
(@) prunik dvou pfimek ~» soustava dvou lineérnich rovnic,

(b) pranik pfimky s kruznici ~» soustava linearni a kvadratické rovnice,
(c) prunik dvou kruznic ~» soustava dvou kvadratickych rovnic.

Eliminaci jedné proménné dostaneme jednu linearni, nebo kvadratickou rovnici.

Jeji kofen(y) Ize vyjadfit z odp. koeficientl pomoci pravé uvedenych operaci! O

Poznamka
Algebraické vyjadreni kofenti kvadratické rovnice x + bx + ¢ = 0 vypada takto:

b\?  (b)? b\® (b2
2 —_ = | = —_ i —_ = | = -
X +bx+(2) (2) c, neboli (x+2) (2) c,

coz po odmocnéni a Upravé vede k dobfe znamému vyjadreni

-b+ Vb?-4c

x——9+ 92—0 neboli x =
27 ’ - 2

2



Teorie podobnosti

Teorie podobnosti (kniha VI) je zaloZena na pojmu Umérnosti, tedy rovnosti
pomeéru veli¢in (kniha V):

Definice

Veli¢iny a, b jsou ve stejném poméru jako veli€iny ¢, d,
a:b=c:d,

pokud pro kazda ¢isla m, n plati

naZmb < ncZ md.

Poznamky pro moderniho ¢tenare

Veliginy a, b, ¢, d jsou redlné &isla, €isla m, n jsou &isla cela.

Pfedchozi definici miizeme vyslovit taky takto:'®

Reélna &islar (= 2) as (= <) jsou si rovna, pokud pro kazdé raciondini ¢islo g (= T) plati

> >
r=q «<— s=q.

6Tady by se nam méla vybavovat konstrukce realnych &isel z racionalnich pomoci tzv. Dedekindovych
fezd...



Podobné trojuhelniky 33

Definice

Trojuhelniky (obecnéji, mnohothelniky) jsou podobné, pokud maji po dvou
shodné vnitfni Ghly a strany u shodnych Ghli maji umérné.

Tedy: trojuhelniky jsou podobné, pokud (pfi obvyklém znaceni)

a=d, =, y=7v,
b:c=b":¢’, c:a=c:a, a:b=a:b'.

Druhou sadu rovnosti obvykle prepisujeme takto

a’:a=>b":b=Cc:c = koeficient podobnosti.



Zakladni tvrzeni o pomérech obsahll

Véta

Pomér obsahti trojuhelnikd (resp. rovnobéZniku) se stejnou vyskou je stejny jako
pomér délek jejich zakladen.

H L

&G B [ D K

obsah ACB : obsah ACD = CB : CD

Dikaz.
Plyne pfimo ze zakladni véty o rovnosti obsahu trojuhelnikd (s. 8) a z definice

rovnosti pomérd (s. 32)... O

Poznamka
Odtud mame vzoredéek pro vypocet obsahu trojuhelniku:
1
S=-a-v,
5 v

kde S = obsah trojuhelniku, a = velikost strany, v = velikost vySky na stranu a.

34



Zakladni tvrzeni o pomérech ramen 35

Véta
Pfimka je rovnobéZna s jednou stranou trojuhelniku < protind zbylé dvé
strany umérné.

SD’: SD = SE’ : SE < D'F’|DE

Dlkaz.

Podle pfedchozi véty vime, ze
SD’ : SD = obsah SD’E : obsah SDE,
SE’ : SE = obsah SE’D : obsah SED.

Jmenovatelé na pravé strané jsou titiz a trojuhelniky SD’E a SE’D maji spole€ny
pranik SDE.
Zbytek plyne ze zakladni véty o rovnosti obsah trojihelniki (s. 8).. . O



Ekvivalence v definici podobnosti 3%

Vlastnosti v definici podobnych trojuhelnikd (s. 33) jsou ekvivalentni:

Véta

Trojuhelniky maji po dvou shodné vnitini Ghly <= strany u shodnych thlt jsou
umérné.

¢
A
(ol
Nef ¢
8 ‘
o

a=da,B=p,y=y & b:c=b':c¢,c:a=c':a’,a:b=a :b'.

Ddlkaz.

Implikace zleva doprava je disledkem predchozi véty (s. 35)...

Pro opacéné tvrzeni uvazme pomocny trojuhelnik ABD, ktery ma shodné vnitfni
Uhly s trojuhelnikem A’B’C’. Nyni strany u shodnych Ghll jsou Gmérné a
soucasné trojuhelniky ABD a ABC maji spole¢nou stranu, tedy jsou

shodné. .. O



Poznamky 37

Implikaci ,—" v pfedchozi vété s prezdiva véta UU.

Mnoho pfedchozich Uvah Ize nahradit Uspornéj$im argumentem s podobnymi
trojuhelniky, viz napf.:

» véta o mocnosti bodu ke kruznici (s. 17),

> véta o zlatém fezu v pravidelném pétidhelniku (s. 22),

» Eukleidova véta o odvésné/vysce (s. 9):

AC? = AD x AB
= BD x AB
AD x BD

[u)

Q

e
|

Ddlkaz.
Trojuhelniky ADC a ACB maji po dvou shodné vnitini Ghly = jsou podobné

— AC:AD=AB:AC — AC?=AB-AD.
Ostatni vztahy Ize zdGvodnit podobné. . . O



Uzitek

Vyska stromu pomoci podobnych trojuhelnikd. . .

38



O obsazich podobnych Gtvart 39

Véta
Pomeér obsaht podobnych trojuhelniki (mnohothelnik() je stejny jako pomeér

druhych mocnin odpovidajicich stran.
/&

A
B G C E

Je-li 1 : k pomér podobnosti, potom pomér obsahti je 1 : k2.
Dukaz'’.
Pomocny bod G € BC je takovy, ze EF : BG = BC : EF.
Podle predpokladu je AB : DE = BC : EF =1 : k.
Tzn. AB : DE = EF : BG, odkud vyplyva, ze obsah ABG = obsah DEF.

Odtud dostavame

obsah ABC : obsah DEF = obsah ABC : obsah ABG =
= BC:BG=(BC:EF)-(EF:BG)=1:k?. 0O

7. .. bez infinitezimalnich Gvah pro obecné k € R!



Zobecnéni Pythagorovy véty 40

Véta

Pokud jsou mnohothelniky nad stranami pravothlého trojuhelniku podobné,
potom obsah mnohouhelniku nad pfeponou je roven souétu obsaht téch nad
odvésnami.

Dukaz.

Plyne z Pythagorovy véty (s. 9) a pfedchoziho tvrzeni (s. 39)... O



O obsazich kruht 41
U kfivoGarych Gtvard se infinitezimalnim Gvaham nevyhneme. .. '8

Véta

Pomér obsahu kruht je stejny jako pomér druhych mocnin jejich primerd.
B B H
w WA

[

Idea dikazu.
Kazdy kruh Ize libovolné presné aproximovat mnohouhelniky.

Kazdé dva kruhy jsou podobné; pokud jsou aproximovany analogicky, jsou
odpovidajici mnohouhelniky taky podobné.

Pomérim obsahu takovych mnohouhelnikd rozumime (s. 39). .. O

Poznamka

Pfi obvyklém znaceni muzeme predchozi tvrzeni psét jako

S1:S =r2:r2, neboli Si:r?P=S,:r?= konst.
T 1 2

'8 .. v klasickém pojeti pomoci Eudoxovy metody.



O obsahu kruhu a obvodu kruznice 42

Véta (Archimédova)

Obsah kruhu je roven obsahu pravouhlého trojuhelniku, jehoZ jedna odvésna je
shodna s polomérem, druhd s obvodem kruhu.

Poznamka
Prvni ¢ast véty fika, ze S = %r~ 0, kde r = polomér kruznice a o = jeji obvod.
To spolu s rovnosti na s. 41 dava

S= %r~o = konst - r2.
Tzn. stejna konstanta vystupuje ve vyjadreni jak obsahu, tak obvodu!
Tradi¢né se tato konstanta znaéi r, tudiz
2

S=n-r° a o=2r-r.



Poznamky ke kvadratuie

Umime kvadraturovat libovolny mnohouhelnik (s. 10), kvadraturovat vSak Ize i
nékteré kiivocaré Utvary:

Hippokratés: Vyznacené pllmésice maji stejny obsah jako odpovidajici pravouhly
trojuhelnik.

Archimédés: Obsah parabolické Usece je roven % obsahu trojuhelniku PQq.

43



Slavné problémy starovéku 44

(a) zdvojeni krychle ~» x = V2a,
(b) rozvinuti kruznice ~» x = 2xr,
(c) kvadratura kruhu ~» x = +/ar,
(d) roztfetdni Ghlu ~» x®-3ax®-3x+a =0,
(e)

e) pravidelné mnohothelniky ~ ...... (s. 27)

Problémy (b) a (c) jsou ekvivalentni; problémy (d) a (e) spolu Gzce souvisi.

Diky J.H. Lambertovi, resp. F. Lindemannovi vime, Ze & neni racionalni, resp.
algebraické &islo."®

Diky charakterizaci eukleidovsky sestrojitelnych veli€in (s. 30) vime, zZe

> problémy (a), (b) a (c) nejsou nikdy fesitelné,
» problémy (d) a (e) jsou ve specialnich pfipadech fesitelné.

°r. 1767, resp. 1882



Mascheroniovské a steinerovské konstrukce

Eukleidovské konstrukce = konstrukce s kruzitkem a pravitkem.
Mascheroniovské konstrukce = konstrukce pouze s kruzitkem.

Steinerovské konstrukce = konstrukce pouze s pravitkem a jednou kruznici.

?
A 0 A\Ys A’
€
. /NG

Mascheroniovska a steinerovska konstrukce inverzniho bodu A’ k bodu A vzhledem ke
kruznici se stredem O.

Poznamka

Plati, Ze konstrukce je proveditelna eukleidovsky
&= je proveditelnd mascheroniovsky
< je proveditelna steinerovsky. ..

45



Konstrukce neusis 46

Konstrukce neusis = konstrukce s kruzitkem a pravitkem se znaCkami (které se
prikladaji k pfimkam, resp. kruznicim)

Archimédés: Trisekce Uhlu s oznaenym pravitkem. ..

Poznamka

Takto Ize sestrojit (redlné) kofeny libovolné kubické rovnice, tedy vyfesit problémy
(a), (d) a nékteré dalsi (e) na s. 44...2°

2nttp://en.wikipedia.org/wiki/Neusis_construction


http://en.wikipedia.org/wiki/Neusis_construction

Uzitek

Na tomto principu funguiji rozliénd mechanicka zatizeni. ..

Konstrukce elipsy pomoci neusis udélatka.
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Zakladni prostorové vztahy 48

Znéme z roviny:
> Pfimky jsou rovnobézné, pokud lezi v téZe roviné a nemaji zadny
spole¢ny bod.

> Pokud jsou vedlej$i Uhly vymezené dvéma protinajicimi se pfimkami shodné,
pak kazdy z téchto UhlG se nazyva pravy a pfimky se nazyvaji kolmé.

Nové v prostoru:

> Neprotinajici se pfimky jsou kolmé, pokud rovnobézka k jedné pfimce
protinajici pfimku druhou je k ni kolma.
» PFimka je kolma k roviné, pokud je kolma ke vSem piimkam, které v ni lezi.

> Dvé roviny jsou kolmé, pokud jedna z rovin obsahuje pfimku, ktera je kolma ke
druhé roviné.

> Roviny jsou rovnobézné, pokud nemaji zadny spolecny bod.
> Apod.




O objemech rovnobéznosténd (a hranolt) 49

K tvrzenim o rovnobéznicich (s. 8, s. 34, s. 39) mame tyto 3D analogie:

> Rovnobéznostény se stejnymi zakladnami a stejnymi vySkami maji stejny

objem. y K

» Pomér objemd rovnobéznosténu se stejnou vyskou je stejny jako
pomeér obsahl jejich zakladen.

MW
i S

> Pomér objem0 podobnych rovnobéznosténd je stejny jako pomér tretich
mochin odpovidajicich stran.




O objemech jehlanu 50

K tvrzenim o trojuhelnicich uvadime na ukazku jednu 3D analogii s naprosto
neanalogickym dukazem:

Véta

Pomér objem( jehlant se stejnou vyskou je stejny jako pomér obsahii jejich
zakladen.

Idea dikazu.
Kazdy jehlan Ize libovolné pfesné aproximovat koneénym poctem hranold.
Napf. mGzeme v obou jehlanech pouzit hranoly se stejnymi vySkami.

Pomérim objem0 takovych hranol( rozumime (s. 49)... O



Poznamky 51

Limitni verze pfedchozi Gvahy je zndma jako tzv. Cavalieriho princip.?'

Z uvedeného napf. vyvozujeme, ze F
objem trojbokého jehlanu je roven tfetiné objemu
hranolu se stejnou zékladnou a stejnou vyskou:

; D
Teprve odtud mame vzorecky V
‘ N
V=8
38 v,

kde V = objem jehlanu, S = obsah podstavy
a v = velikost odpovidajici vysky.

Pozor

Ani v pfipadé jehlan se stejnymi zakladnami a stejnymi vySkami (tedy se
stejnymi objemy) nelze Uvahy v pfedchozim dikazu nahradit stfihanim a
preskupovanim &asti jako u rovnob&Zznosténd, resp. hranol(i!?

Tzn. 3D analogie Wallaceovy—Bolyaiovy—Gerwienovy véty (s. 10) obecné neplati.

2http://en.wikipedia.org/wiki/Cavalieri%27s_principle
22M. Dehn, 1900


http://en.wikipedia.org/wiki/Cavalieri%27s_principle

Platonska télesa

= pravidelné konvexni mnohostény
= konvexni mnohostény, které maji stejny pocet stén kolem kazdého vrcholu
a jejichz stény jsou navzajem shodné pravidelné mnohouhelniky?®

Véta
Platénskych téles je pravé pét druhi:

" Slyrsten krychle osmistén
Vb, fmb, St v=b, b=l s=6 yb, huld, =8
(43) (6,) (63)
dvandctistén dvacelistén
y=20, h=30, s=12 ym)2, b=l s=20
(%) (20;)

28— maji v8echny sténové uhly shodné, Ize je vepsat do koule atd.



Duakaz 53

(1) Platonskych téles neni vic neZ pét druhi:2*
soucet Uhli kolem kazdého vrcholu musi byt ostfe mensi nez piny Ghel:

aTod

{3.3} {3.4} {3.5} {3.6}
Defect 180° Defect 120° Defect 60° Defect 0%

14.31 {4.4} {5.3} 16,3}
Defect 90° Defect 0° Defect 36° Defect 0°

A vertex needs at least 3 faces, and an angle defect.
A 0° angle defect will fill the Euclidean plane with a regular tiling.
By Descartes' theorem, the number of vertices is 720%/defect.

(2) Platonskych téles je pravé pét druhu:
pro kazdou z péti moznosti je treba ,slozit“ odpovidajici téléso:
> Ctyfstén {3, 3}, krychle {4, 3}, osmistén {3, 4} jsou snadné,
> pro rozbor dvacetisténu {3, 5} a dvanactisténu {5, 3} budeme potfebovat vétu o
pravidelném 5-, 6- a 10-Uhelniku vepsaném do téze kruznice (s. 23)...

24ht'cp ://en.wikipedia.org/wiki/Platonic_solid


http://en.wikipedia.org/wiki/Platonic_solid

Pravidelny dvacetistén poprvé 54

QL = QR = strana vepsaného 5-Ghelniku, LE = strana vepsaného 10-uhelniku,
LEQ = pravouhly trojuhelnik.

Proto EQ = strana vepsaného 6-Uhelniku = polomér kruznice.

EQ = VE, tedy EVWQ je Ctverec.



Pravidelny dvacetistén podruhé
QWZ = pravouhly trojuhelnik, QZ = QR = strana vepsaného 5-Uhelniku, QW =
strana vepsaného 6-uhelniku.
Proto WZ = strana vepsaného 10-Uhelniku = delSi ¢ast zlatého fezu poloméru
kruznice.

AN

iy
5

e

2

WZ = delsi ¢ast zlatého fezu usecky WQ.
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Pravidelny dvacetistén potreti 56

Pravidelny dvacetistén je vepsan do koule. ..

Rez dvacetisténu a fez zlaty.?5

2yiz konstrukci na s. 12



Pravidelny dvanactistén struc¢né

Nad kaZzdou sténou krychle uvazme vrcholy U, V, W podle obr.
Zajemci snadno zddvodni, ze:

> body UBCWYV lezi v jedné rovingé,

> pétithelnik UBCWYV je pravidelny,

» vzdalenost stfedu krychle je od v8ech vrcholl stejna. ..

A

RU = RP = del§i ¢ast zlatého fezu tsecky PN.

57



UzZitek

Tatel 1 — Cirengia.

Phaeodaria. — Robvilvablinge.

Circogonia icosahedra vlevo nahore.
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Dotykové ulohy

= Ulohy s body, pfimkami, kruznicemi a jejich dotykem. ..

60



Dotyk vs. orientovany dotyk

Casto je vyhodné (obéas nutné) rozliovat orientace:
» cyklus = orientovana kruznice,
> paprsek = orientovana primka,

> orientovany dotyk = dotyk ve shodé s orientacemi.

61



Zakladni ulohy s te¢nami 62

Tecna z bodu ke kruznici:
(a) pomoci Thaletovy kruznice (b) pomoci soumérnosti

Spole¢né te€ny ke dvéma kruznicim:
(a) pomoci stejnolehlosti (b) pomoci dilatace



Zakladni ulohy s kruznicemi

Kruznice opsand trojuhelniku (pomoci os Useéek), kruznice vepsand mezi tfi pfimky
(pomoci os Uhld).

63



Zakladni ulohy s kruznicemi

Kruznice prochazejici dvéma body a dotykajici se pfimky, resp. kruznice:
(a) pomoci mocnosti (b) jesté uvidime. ..

64



Zakladni ulohy s kruznicemi

Kruznice prochazejici bodem a dotykajici se dvou pfimek:
(a) pomoci soumérnostiZ® (b) pomoci stejnolehlosti

26 .. redukovano na predchozi ptipad (s. 64).
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Mirné zobecnéni

Seie

Kruznice dotykajici se kruznice a dvou pfimek:
(a) pomoci dilatace®” (b) pomoci stejnolehlosti

27 .. .redukovéno na predchozi ptipad (s. 65).
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Dalsi zobecnéni

Kruznice prochéazejici bodem a dotykajici se dvou kruznic:

pomoci stejnolehlosti a mocnosti sestrojen bod K tak, aby SK-SA = SP -

28_ .. a tim redukovano na predchozi piipad (s. 64).

SQ'...

28
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Obecna Apolléniova uloha 68
= dotykova Uloha se tfemi danymi kruZznicemi.
VSechny pfedchozi tlohy (a mnoho dalSich) chapeme jako mezni pripady:

lim(kruznice) = bod, lim (kruZnice) = pfimka.
r—oo

r—0

Obecnd (neorientovana) uloha ma az 8 feSeni; se zvolenymi orientacemi
dostavame feSeni po dvojicich:

SRS
o:eieie:



Poznamky 69
Zajimava historie, mnoho rozli¢énych feeni a fada aplikaci. . . 2°

Viz napf. van Roomenovo feseni, Newtonovu reformulaci a problém trilaterace. . .

kel

Stiedy vSech cykld, které se dotykaji dvou danych cyklQ, tvofi kuzelose€ku.

2nttp://en.wikipedia.org/wiki/Problem_of_Apollonius


http://en.wikipedia.org/wiki/Problem_of_Apollonius

Nas pristup

Z ptedchozich ukazek je patrné, Ze budeme protézovat uziti geometrickych
transformaci k zjednoduseni problému:

> soumernosti,

> stejnolehlost,

» dilatace,

» kruhova inverze,

> apod.

Podrobnosti k jednotlivym transformacim zac&inaji na s. 78; ukazka typického
pouziti na nasledujici strané. . .3°

http://ggbtu.be/mrFsNSnbN
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http://ggbtu.be/mrFsNSnbN

Orientovana Apolléniova uloha

Sestrojit cykly, které se dotykaji tf danych cykli.3!

3'orientace je vyznatena typem &ary

71



Orientovana Apolléniova uloha

- ~o
// A
, N
/ ‘\ .
i B
1 ° |
r,=27 \ /
—_— \ ’
fh=-6 \ ’
— N .
=108 S
. e
d=-108

(1) dilatace,??

2. .atim redukovéno na piedchozi pfipad (s. 67), nebo ...



Orientovana Apolléniova uloha

T T~
// N
\ -
I/ \ 77N .
( \
i B ! )
1 ° | NS
ry=27 \ 1
—_— \ ’
r,=-6 N 7
— N .
=108 =

(2) kruhova inverze,®

33 . se stfedem v bodé C, ...
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Orientovana Apolléniova uloha

. ~
,
’
’
i B
1 -
r,=27 \ PR \
R \ e \
n=-6 N \
S PR - \
=108 - ~=- \
-7 \

(3) spole¢né tedny,3*

34_..zéKkladni Uloha (s. 62), ...
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Orientovana Apolléniova uloha

(4) kruhova inverze zpét,3®

35, .snadné, ...

siete]
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Orientovana Apolléniova uloha 76

(5) dilatace zpét.%®

36 snadné.
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Osova soumérnost

Co to je? Transformace eukleidovské roviny.
Cim je uréena? P¥imkou 0.3’
Jak je uréena? Obraz A’ lib. bodu A lezi na kolmici k ose, a to tak, ze

AA, = AA’,

kde A, = prusecik AA’ s osou o.

Jaké ma vlastnosti? Involutivni transformace s pfimkou samodruznych bod(,
zakladni shodnost v roviné, nepfima transformace, . ..

37tzv. 0sa
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Dalsi shodnosti 79

Definice
Shodné zobrazeni zobrazuje kazdou Use€ku na Use€ku s ni shodnou.
Tzn. pro libovolné body A, B a jejich obrazy A’, B’ plati

|A’B’| = |AB.

Véta

KaZda shodnost v roviné je sloZzenim nejvyse tfi osovych soumérnosti:

... proto je osova soumérnost zakladni shodnosti v roviné.



Klasifikace v roviné 80
Odtud klasifikace shodnosti v roviné:
(a) identita = slozeni dvou os. soum. takovych, Zze 0; = 0o,
(b) posunuti = sloZzeni dvou os. soum. takovych, Ze o4]|0z,
(c) otaleni = slozeni dvou os. soum. takovych, Ze 01 a 0 jsou riznobézné,
(d) stfedova soumérnost = slozeni dvou os. soum. takovych, ze 0; L 0z,
(e) osova soumérnost = jedna os. soum.,

)

(f) posunuta soumérnost = slozeni tfi obecnych os. soum.

Poznamky

Shodnost s pfimkou samodruznych bodu je pravé osova soumérnost (e).

Shodnosti (a)—(d) jsou pfimé (zachovavaji orientaci),
shodnosti (e)—(f) jsou nepfimé (méni orientaci).

Pojmenovani (f) je odvozeno z mozného rozkladu na osovou soumérnost
a posunuti:

e U L (S
o F o33



Poznamky

Obdobné avahy plati pro shodnosti v prostoru (dim 3), resp. na pfimce (dim 1)...

Napf¥. 3-rozmérnou analogii osové soumérnosti je soumérnost podle roviny aneb
zrcadleni.

Kazdé shodné zobrazeni:

» zachovava vzdalenosti bodl (definice),
» zobrazuje pfimky na ptimky,

» zachovava odchylky pfimek,

» zachovava obsahy, resp. objemy,

je prosté (1j. injektivni).

v



Uzitek

Somérnosti jsou vSude. ..
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Stejnolehlost aneb Skalovani 83

Co to je? Transformace eukleidovské roviny.
Cim je uréena? Bodem S a nenulovym realnym &islem k.38
Jak je uréena? Obraz A’ lib. bodu A lezi pfimce SA, a to tak, ze

— — —
SA’=k-SA, neboli A’=S+ k-SA.

Jaké ma viastnosti? Transformace se samodruznym bodem,
zakladni podobnost, v roviné pfima transformace, . ..

38tzv. stfed a koeficient = pomér kalovani



Specialni a mezni pfipady

Spec. pro koeficient |k| = 1 dostdvame shodnosti:

> identita, pokud k = 1,
> stfedova soumeérnost, pokud k = —1.

Pokud bychom pfipustili k = 0, dostaneme velmi degenerovany pfipad:

» zobrazeni do jednoho bodu.
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Zakladni vlastnosti a skladani stejnolehlosti 8

Zakladni poznatek je na s. 35!

Zejména, kazda stejnolehlost je

> podobné zobrazeni, které

» kazdou pfimku zobrazuje na pfimku s ni
rovnobéznou.

Zobrazeni s témito vlastnostmi neni mnoho, jmenovité tfi:

Véta

SloZeni dvou stejnolehlosti se stfedy Sy, resp. S, a koeficienty ki, resp. ks je:
(a) identita, prave kdyZ kiko =1 a Sy = S,,

(b) posunuti, pravé kdyz kiko =1 a S; # Sa,
(c) obecna stejnolehlost, prave kdyZz kika # 1.



Stejnolehly obraz kruznice

Kazdé dveé kruznice jsou stejnolehlé, a to dvojim zplsobem.

86



Mongeova véta

Jako dusledek predchozich poznatkd pro zajimavost uvadime:

Mezi Sesti stfedy stejnolehlosti tfi kruznic jsou étyfi kolinedrni trojice.
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Dalsi podobnosti 88

Definice
Podobné zobrazeni zachova poméry vzdalenosti.
Tzn. pro libovolné body A, B a jejich obrazy A’, B’ plati

|A’B’| = konst-|AB|.

Tato konst. je tzv. koeficient podobnosti a je to kladné realné &islo.

Véta
KaZdé podobné zobrazeni je sloZzenim néjaké shodnosti a stejnolehlosti.

... proto je stejnolehlost zdkladni podobnosti.



Poznamky

Kazdé shodné zobrazeni je podobné (s koeficientem k = 1).

Kazdé podobné zobrazeni:

» zachovava poméry vzdalenosti (definice),

» zobrazuje pfimky na pfimky,

» zachovava odchylky pfimek,

» obsahy se méni k2-krat, resp. objemy se méni k3-krat,
> je prosté (tj. injektivni).

89



Uzitek

Pantograf®®

http://en.wikipedia.org/wiki/Pantograph

90


http://en.wikipedia.org/wiki/Pantograph

Kruhova inverze

Co to je? Transformace roviny vyjma jednoho bodu, ozn. 0.4
Cim je uréena? Kruznici se sttedem O a polomérem r.4!
Jak je uréena? Obraz A’ lib. bodu A # O leZi na polopfimce OA, a to tak, ze
2

;
OA|-|0OA'| = r? boli |OA'| = —.
|OA|-|OA’| = r*, neboli |OA’| Al

Jaké ma viastnosti? Involutivni transformace s kruznici samodruznych bodd,
zéakladni konformni transformace v roving, nepfima, ...

K ¢emu to je dobré? Bude zfejmé z dalSich vlastnosti. ..

4Otzv. stfed kruhové inverze
4tzv. Fidici kruznice
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Ztejmé vlastnosti 92

(@)

(b) Vsechny body na Fidici kruZnici jsou samodruZné.

(c) Vsechno, co je vné fidici kruZnice, se zobrazuje dovnitf, a naopak.
(d)

Kruhova inverze je involutivni transformace.

KaZda pfimka prochazejici sttedem inverze je samodruzna;
pfitom jediné samodruzné body jsou pruseciky s fidici kruZnici a

lim X" =0, resp. lim X = oo.
X-0

X—>o0



Dalsi vlastnosti )

(e) Kruznice prochazejici sttedem O se zobrazuje na pFimku (neprochazejici
stfedem O), a naopak.

mﬁ' ‘

A

Dukaz.

Pfedp. A = vzor a A’ = obraz vzhledem ke kruhové inverzi I'; y = kruznice s
primérem OA’, £ = kolmice k OA. DokaZzeme, ze y = ¢':

Thaletova véta — Uhel OB’A’ je pravy — trojuhelniky OAB a OA’B’ jsou
podobné®? —

OB : OA=0A’": 0B, neboli OB’ -OB = OA’-OA.

Body A, A’ si vSak odpovidaji vzhledem ke kruhové inverzi I, tudiz

OB -OB=0A"-OA=r> O

“20ba trojlihelniky jsou pravouhlé a navic maji spoleény dhel u vrcholu O



Dalsi vlastnosti 04

(f) Kruznice kolma ke I' se zobrazuje sama do sebe.
Naopak, kazda kruZnice prochazejici dvojici inverznich bod je kolma ke T

Dlkaz.

KruZnice vy protina Fidici kruznici I' kolmo*®

< polomér OP je te€nou ke kruznici y

& pro libovolnou se¢nu jdouci bodem O plati**

OA-OA" =0P? =12

< body A, A’ si odpovidaji vzhledem ke kruhové inverzi I'. O

43tzn. teny ve spoleéném bodé P jsou kolmé
“4podle véty o mocnosti bodu ke kruznici (s. 17)



Dalsi vlastnosti

(9) Obecna kruZnice neprochdazejici sttedem O se zobrazuje do jiné kruZnice
neprochazejici O.

Dukaz.

UvaZme kruznici T, ktera je soustfedna s I a protina kruznici y kolmo.
Ukézeme, Ze slozeni kruhovych inverzi I a T je stejnolehlost:

Ogn. A — A’ kruhovou inverzi vzhledem k ' a A — A kruhovou inverzi vzhledem
kT, tedy _ L
OA-OA =7 a OA-OA =r%

QOdtud po Gpravé
OA’: OA =r?:7? =konst.,, neboli OA’ =konst-OA. O

95



Pozor 9%

P¥i stejnolehlosti T o T : A > A’ se stfed y zobrazuje na stfed v'.

P¥i kruhové inverzi I : A — A’ se stfed y nezobrazuje na stfed y’!

(Viz obraz stfedu y vzhledem ke kruhové inverzi T...)



Dalsi vlastnosti o7

(h) Kruhové inverze je konformni zobrazeni.*®

Ddlkaz.

Odchylka dvou kfivek v jejich spoleéném bodé P = odchylka jejich teCen m a ¢.
Misto dvou obecnych kfivek mizeme uvazovat lib. dvé kruznice, které prochazi
bodem P a maji pfimky m a ¢ jako tecny.

Misto obecnych dvou kruznic miZzeme uvazovat kruznice y; a y», které jsou
kolmé k Fidici kruznici I'!

Avsak kruznice y; a y» se zobrazuji samy do sebe, obrazem bodu P je druhy
spoleény bod P’ kruznic a odchylka v bodé P je stejna jako odchylka v

bodé P’. o

45Tzn. zachovéava odchylky protinajicich se kFivek.




Poznamky 98

Kazdé podobné zobrazeni je konformni.

Kazdé konformni zobrazeni v roviné je sloZzenim podobnych zobrazeni a
kruhovych inverzi.

... proto je kruhova inverze zakladnim konformnim zobrazenim v roviné.
Limitnim pfipadem kruhové inverze je osova soumeérnost (pro r — o).
3-rozmérnou analogii kruhové inverze je kulova inverze. ..

Kruhova inverze (a kazdé konformni zobrazeni):

> nezachovava vzdalenosti ani poméry vzdalenosti,
> nezobrazuje pfimky na pfimky,

> nezachovava obsahy, resp. objemy,

> ale zachovava odchylky protinajicich se kfivek,

> je prosté (tj. injektivni).



Uzitek 99

Fig. 1. @eradbfiibrung von Peauncellier.

Peaucelliertiv—Lipkintiv mechanizmus ptevadi pfimogary pohyb na otagivy a naopak. .. 46

“®nttp://en.wikipedia.org/wiki/Peaucellier%E2%80%93Lipkin_linkage
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Dilatace

Co to je? Orientované kontaktni zobrazeni v roving.*’
Cim je uréena? Nenulovym realnym Gislem p.
Jak je uréena? Obraz lib. orient. dotyk. elementu zastoupeného vektorem v

je reprezentovan vektorem v’, ktery je posunut o vzdalenost p
kolmo k v, a to na spravnou stranu v zavislosti na orientaci. . .

Jaké ma vlastnosti? Orientované kontaktni zobrazeni!

K ¢emu to je dobré? Zachovéava orientovany dotyk kfivek (viz s. 62, s. 66, s. 72, ...)!

47 (Orientovand) kontaktni zobrazeni nezobrazuji body, ale tzv. (orientované) dotykové, neboli kontaktni
elementy. Ty jsou reprezentovany pfimkami (polopfimkami, resp. vektory). ..
V8echna ostatni zobrazeni v tomto kurzu jsou bodova zobrazeni!

100



Osova afinita aneb Skalovani v jednom smeéru

Co to je? Transformace eukleidovské roviny.
Cim je uréena? Pfimkou o, smérem s a nenulovym realnym &islem m.*8
Jak je uréena? Obraz A’ lib. bodu A lezi na pfimce se smérem s, a to tak, ze

— —
A’A, = m-AA,,

kde A, = prusecik AA’ s osou o.

Jaké ma viastnosti? Transformace s pfimkou samodruznych bod(,
zakladni afinni transformace v roving,
pfiméa/nepfima podle znaménka m, ...

48tzv. osa, smér skalovani a modul = pomér $kalovani v daném sméru
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Specialni a mezni pfipady

Specialnimi, resp. meznimi pfipady osové afinity jsou:
» osova soumérnost, pokud m=-1as L o,

> Sikma soumérnost, pokud m=-1as L o,

elace aneb naklonéni, pokud sl|lo (= m = 1),

Pokud bychom pfipustili m = 0, dostaneme degenerovany (neinjektivni) pfipad:

> rovnobéZné promitani do pfimky o ve sméru s.

102



Zakladni vlastnosti

Obecna osova afinita:

‘7

’
BN

X A
;

wa

(a) zobrazuje kolinearni body na kolinearni body,

(b) zachovéavé poméry vzdalenosti trojic kolinearnich bodu,*

(c) zachovava rovnobéznost pfimek.

Dukaz.

Variace na podobné trojuhelniky. . .

4Stzv. délici poméry bodu
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Dalsi afinni zobrazeni 104

Definice

Obecné afinni zobrazeni je zobrazeni s vlastnostmi (a)—(c) ze s. 103.
Afinni zobrazeni nemusf byt prosté® (viz rovnob&zné promitani).
Bijektivni afinni zobrazeni se nazyva afinita (viz osova afinita).

Afinita, ktera zachovava obsahy (resp. objemy), se nazyva ekviafinita (viz Sikma
soumérnost nebo elace).

Poznamka
Za predpokladu (a) jsou vlastnosti (b) a (c) ekvivalentni. ..

Al



Dalsi afinni zobrazeni 105

Analogicky k tvrzeni na s. 79 mame:
Véta
KaZzda afinita v roviné je sloZenim nejvyse tii osovych afinit.

... proto je osova afinita zakladni afinitou v roviné.

Stejnolehlost jako sloZeni dvou osovych afinit. . .

Poznamky
K vyjadreni neinjektivnich zobrazeni potfebujeme také rovnobézna promitani. . .

Afinni zobrazeni v roviné s pfimkou samodruznych bodu je pravé osova afinita
nebo rovnobézné promitani do pfimky.



O urcenosti afinniho zobrazeni 106

Afinni zobrazeni mezi pfimkami je zcela uréeno podminkou (b), tj. obrazy dvou
riiznych bod. ..

Afinni zobrazeni mezi rovinami je zcela uréeno obrazy tfi bodd v obecné
poloze. ..

Véta
Prosté®' afinni zobrazeni prostoru dimenze n je jednoznaéné uréeno obrazy
n + 1 bodu v obecné poloze.

Dukaz.

Konstruktivni — pomoci rovnobézek a pfenageni délicich poméra. .. 2 O

5'resp. ,ne ptili§ degenerované®. ..
52nttp://tube.geogebra.org/student,/m1070821
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Poznamky

Kazdé podobné zobrazeni je afinni.

KaZzdé shodné zobrazeni je ekviafinni.

3-rozmérnou analogii osové afinity je afinita s rovinou samodruznych bodu. ..

3-rozmérnou analogii rovnobézného promitani do pfimky je rovnobézné
promitani do roviny. ..

Obecné afinni zobrazeni:

» zobrazuje pfimky na pfimky,

» zachovava poméry vzdalenosti trojic kolin. bodd,
» zachovéava rovnobéznost,

> nezachovava obsahy, resp. objemy,

> nezachovava odchylky,

> nemusi byt prosté (tj. injektivni).

107



Uzitek

Afinni obraz pravidelného estibokého hranolu a jeho fez rovinou KLM.5®

53nttp://ggbtu.be/mkvIL3iqr
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Osova kolineace

Poslednim zobecnénim je tzv. osova kolineace:

Je to zakladni projektivni transformace v roviné; k jejimu pofadnému popisu
nejdfiv musime vysvétlit nékolik véci. . . 5

54s. 116

109



Stredové promitani aneb projekce
Jiné typické projektivni zobrazeni je stfedové promitani:

A -,

N oVl T
A= 4] 41 Ay Ay Ao

Pfi sttedovém promitani mezi eukleidovskymi prostory nékteré body nemaji vzor,
nékteré nemaji obraz. ..

...resp. se jedna o ,body v nekone¢nu®.

110



Projektivni rozsifeni 111

Projektivni pfimka/rovina/prostor je eukleidovska pfimka/rovina/prostor roz§ifena
o ,body v nekoneénu*.

Body v nekone¢nu jmenujeme nevlastni, ostatni pak viastni.

> Projektivni rozsifeni eukleidovské ptimky mé pravé jeden nevlastni bod:

» Projektivni rozsiteni eukleidovské roviny méa pfimku nevlastnich bodd apod.

» Kazdé dvé piimky v projektivni roviné se protinaji.>®

55Rovnobézky se protinaji v nevlastnim bodé, riznobézky ve vlastnim.



Uspofédénl' 112

» Projektivni pfimka je uzaviena.
> Projektivni pfimka nerozdéluje projektivni rovinu na dvé nesouvislé ¢asti.
» Usporadani bodu na projektivni pfimce nema valného smyslu:

E

Eukleidovska vs. projektivni pfimka



Délici pomér a dvojpomér

Definice
Délici pomér trojice kolinearnich bodu (A, B, C) je reélné Cislo d takové, Ze plati
A—C) =d- B—C); znacime a zapisujeme takto:

d=(ABC)=

llc’%l

os]

C
Dvojpomeér &tvefice kolinearnich bodl (A, B, C, D) je pomér délicich poméru
(ABC) : (ABD), tedy

—

D

>

(ABCD) =

I
5|

Poznamky
Vzhledem k tomu, ze Aim (AB D) =1, plati EI}im (AB CD) = (AB C); stru¢né

(ABCD,,) = (ABC).



Zname 14

Véta

P¥i rovnobéZném promitani se zachovéavaji poméry trojic kolinedrnich bod.%®

P

Dukaz.

(a) Spec. ptipad plyne z podobnosti trojihelnikil AA’C a BB'C’ (s. 35).

(b) Obecny ptipad plyne z (a) a shodnosti protilehlych stran v
rovnobéznicich. O

56 .. pokud se riizné body zobrazi na riizné body.



Nové 115
Véta (Pappova)

P¥i stfedovém promitani se zachovavaji dvojpoméry étvefic kolinearnich bod(.%”

Dukaz.

(a) Spec. ptipad plyne z podobnosti dvojic barevné rozlisenych trojuhelnika,
jedné Upravy a vztahu (AB C) = (AB CD..). ..

(b) Obecny pripad plyne z (a) a podobnosti dvojice Zlutych trojuhelnikd. . .

57 ..pokud se riizné body zobrazi na riizné body.



Osova kolineace aneb nejzakladnéjsi transformace

Co to je? Transformace projektivni roviny.
Cim je uréena? P¥imkou o, bodem S a nenulovym reainym &islem m.%
Jak je uréena? QObraz A’ lib. bodu A lezi na pfimce SA, a to tak, ze

(AAAS)=m

kde A, = prisecik AA’ s osou 0 a (A’A A,S) = dvojpomér.

°s

Jaké ma viastnosti? Transformace s pfimkou samodruznych bod(,
zakladni projektivni transformace v roving, . ..

58tzv. osa, stfed a modul
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Specialni a mezni pfipady

Specialnimi, resp. meznimi pfipady osové kolineace jsou:
> osova afinita, pokud S = nevlastni,

» stejnolehlost, pokud o = nevlastni,

» posunuti, pokud S i 0 jsou nevlastni.

Pokud bychom pfipustili m = 0, dostaneme degenerovany (neinjektivni) pfipady:
» stfedové promitani do pfimky o z bodu S.

> rovnobézné promitani do pfimky o, pokud S = nevlastni.
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Zakladni vlastnosti 118

Obecna osové kolineace:
cteed
R

P

'3

T '%e ' Ao osd

iRt

(a) zobrazuje kolinearni body na kolinearni body,

(b) zachovava dvojpomeéry Ctvefic kolinearnich bodd.

Dukaz.

Plyne z definice a z Pappovy véty. .. O



Dalsi projektivni zobrazeni 118

Definice
Obecné projektivni zobrazeni je zobrazeni s vlastnostmi (a) a (b) ze s. 118.
Projektivni zobrazeni nemusi byt prosté (viz stredové promitani).

Bijektivni projektivni zobrazeni se nazyva projektivita nebo kolineace (viz osova
kolineace).

Poznamka
Z (a) a (b) plyne, ze prosté projektivni zobrazeni

(c) zobrazuje projektivni pfimky na projektivni pfimky.%°

Ve skuteénosti plati, Zze (c) = (b)...%°

59tedy nikoli napf. na Gsecky nebo jiné Easti primek
80 .. viz zakladni vétu projektivni geometrie (pfisti semestr)!



Dalsi projektivni zobrazeni 120

Analogicky k tvrzeni na s. 105 mame:
Véta
KazZda kolineace v (projektivni) roviné je sloZzenim nejvyse tii osovych kolineaci.

... proto je osova kolineace zakladni kolineaci v roviné.

Poznamky

K vyjadreni neinjektivnich zobrazeni potfebujeme také stfedova promitani. ..

Projektivni zobrazeni v roviné s pfimkou samodruznych bodu je pravé osova
kolineace nebo stfedové promitani do pfimky. . . &

61 ..viz Desarguesovu vétu



Desarguesova véta 121

Véta (Desarguesova)
Pro libovolné dva trojuhelniky XYZ a X'Y’Z’ v projektivni roviné plati:

pfimky XX', YY’, ZZ' prochazi jednim bodem <= priseciky pfimek XY
aXVY,YZaY'Z,XZaXZ leZi najedné pfimce.

Desarguesova véta a jeji trojrozmérnd interpretace.



O ur€enosti projektivnino zobrazeni 122

Projektivni zobrazeni mezi pfimkami je zcela uréeno podminkou (b), tj. obrazy tfi
riiznych bodu; tedy napf. obrazy dvou rtiznych vlastnich bodd a jednim
Ubéznikem. ..

Projektivni zobrazeni mezi rovinami je zcela uréeno napf. obrazy tii vlastnich
bodl v obecné poloze a dvéma odpovidajimi Ubézniky. . .

Véta

Prosté® projektivni zobrazeni prostoru dimenze n je jednoznaéné uréeno obrazy
n + 1 vlastnich bod( v obecné poloze a n odpovidajicimi ubézZniky.

Dukaz.

Konstruktivni — pomoci pfenageni dvojpoméra. .. 8 mi

62resp. ,ne pili§ degenerované*. ..
83nttp://tube.geogebra.org/student,/m1070821
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Poznamky

Kazdé afinni zobrazeni je projektivni.

3-rozmérnou analogii osové kolineace je kolineace s rovinou samodruznych
bodu. ..

3-rozmérnou analogii stredového promitani do pfimky je stfedové promitani do
roviny. ..

Obecné projektivni zobrazeni:

» zobrazuje pfimky na ptimky,

» zachovava dvojpoméry vzdalenosti ¢tvefic kolin. bodd,
> nezachovava rovnobéznost,

> nezachovavé obsahy, resp. objemy,

> nezachovava odchylky,

> nemusi byt prosté (ij. injektivni).
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UzZitek

Projektivni obraz pravidelného Sestibokého hranolu a jeho stin.
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Prehled zakladnich transformaci 125
Ve, co jsme kdy jmenovali zakladni transformaci v roving, mélo:%*

> osu = pfimku samodruznych bod,
» stied = takovy bod, Ze kazda jim jdouci pfimka je samodruzna.

Z Desarguesovy véty (s. 121): transformace mé& osu <= ma stred!

| sttedS | osao [ Seo [ modul || druh |
vlastni vlastni ne 0 || (stfedové promitani do pfimky)
ano 1 || projektivni elace
ne —1 || harmonicka soumérnost
ne jinak || osova kolineace
nevlastni vlastni ne 0 || (rovnobézné promitani do pfimky)
ano 1 || elace
ne —1 || 8ikma4, resp. osova soumérnost
ne jinak || osova afinita
vlastni | nevlastni ne 0 || (promitani do bodu)
ne 1 || identita
ne —1 || stfedova soumérnost
ne jinak || stejnolehlost
nevlastni | nevlastni ano 1 || posunuti

54http ://tube.geogebra.org/student/m1073959
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Prehled typll zobrazeni a jejich viastnosti

H kolin. ‘ vzdal. ‘ dél. pom. ‘ dvojpom. ‘ rovnob. ‘ obs. ‘ odch. ‘
projektivni + - - + - - -
afinni + - + + + - —
ekviafinni + - + + 4 + _
podobna + - + + + - +
shodna + + + + + + +

konformni H - ‘ - ‘ - ‘ - ‘ - ‘ - ‘ + ‘

> Projektivni zobrazeni, které zobrazuje vSechny vlastni body na vlastni
(ekvivalentné, nevlastni body na nevlastni), je afinni.

» Afinni zobrazeni, které zachovava poméry vzdalenosti jakychkoli (tedy
i nekolinedrnich) trojic bodu, je podobné.

» Konformni zobrazeni, které je projektivni, je podobné.
» Podobné zobrazeni, které je ekviafinni, je shodné.
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Hierarchie zobrazeni
127
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Z&klady
Dotykové ulohy

Geometricka zobrazeni

Zobrazovaci metody
Uvod
Zname: volné primeéty

Noveé: sdruZzené a vazané priméty
Zavérecné shrnuti
Organizaéni véci

Zdroje

59

77
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129
133
135

153

159

161



Uvodni prehled

Co chceme? Nazorné a korektni 2D obrazy 3D objektti®®
a rekonstrukce skuteénych 3D vztah(l z 2D obraz(.

V jakém ramci? V rdmci projektivnich zobrazeni:
pfimky +— pfimky, resp. body.

stfedové
Sikmé
kolmé

Jak délime? Podle zplGsobu promitani e, {
rovnobézné

volné

Podle zplsobu zadani { j 3
vazané
Zakladni dlohy? Pro volné priméty:
(1) prenaseni pomérd/dvojpomerd.
Pro vazané priméty:
(2) pranik pfimky a roviny,
(3) vzdalenost dvou bodd.

85 .. takova zobrazeni jsou vzdy degenerovana (neprosta)!



Motivace 130

Korespondence mezi obecnym a kolmym prdmétem (pldorysem):

Je vsechno OK?



Motivace 131

Korespondence mezi obecnym a kolmym primétem (pddorysem):

Neni, ale umime napravit!



Bod v prostoru

Bod v 3D prostoru je jednoznaéné uréen

> soufadnicemi A = (Xa, ya,2a)%® ~» vypocty,
» pudorysem A; = (Xa, ya) a kétou (= souradnici z4) ~ mapy,

» pudorysem A; = (Xa, ya) a cyklem (= kruznici s polomérem |z4| a orientaci
podle znaménka z,) ~» cyklografie,

» pludorysem A; = (Xa, Ya) @ narysem Ay = (Xa,2a) ~ !

86 ..vzhledem k n&jaké kartézské soufadné soustavé
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Volny prdmét (zname)

™

bAd

Volné (rovnobézné, resp stredové) promitani je uréeno obrazy
nékolika méalo bodu (viz s. 106, resp. s. 122)...57

5https://ggbm.at/yWcCaQeA
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Poznamky 134

Rovnobézné, resp. stfedové promitani je specialni (zakladni) afinni, resp.
projektivni zobrazeni.

Proto obrazy ur€ujicich bodi nemohou byt Gplné libovolné. ..

V pfedchozim opakované potfebujeme zakladni konstrukci:

(1) prenaseni déliciho poméru, pfip. dvojpoméru

| (sted )m'T
\

Pfipomindme z&kladni slabinu této metody:
Jak sestrojit obraz bodu v soufadné roving, ktera se zobrazuje do pfimky 758

58 (fegeni na s. 139)



(Mongeovy) sdruzené praméty 195

= kolmé priiméty do dvou soufadnych rovin (pldorys a narys), které jsou
sdruzeny vzhledem ke spole¢né soufadnici (x)




Bod

Bod v prostoru je uréen sdruzenymi priméty.
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Primka

=N =P

h=d,

P=PyzNyz Ny

Ptimka v prostoru je uréena sdruzenymi priméty, ptip. stopniky.5®

% ttps://ggbm.at/TxNch9AB
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Rovina 138

N
n'(‘

n,w o 3

P© PO &, P4 ™

Rovina je (skoro vzdy) uréena svymi stopami.



Vazany pramét 139

Vazané (rovnobézné, resp stfedové) promitani je uréeno pfresnym vymezenim
primétny a sméru, resp. sttedu promitani vzhledem k zobrazovanému objektu.”®

n, ™ +s

pat™ +5,

http://ggbtu.be/mZv1063hi


http://ggbtu.be/mZvlO63hi

Velmi specialni pfipad 140

Primétna kolmé k padorysné, smér promitani rovnobézny s padorysnou:”’

£3
x A
|
- !
| o7
o mén, g7
|
i o e By, :
< . ye L : ‘
0,70, ety =1y AT - o " e
X!
o
v (N =%
" . N
| s,

"gr. s problémem na s. 134



Specialni pfipad 141

Pramétna kolma k plidorysné:?

.

N
5 S : ‘
T — N \\ i
i X4
L M :
) i

N

<" v

72viz t6% 5. 143



Dalsi specialni pripad

Primétnou je narysna, smér promitani obecny:’?

3tzv. kosouhlé promiténi
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Uzitek

143



Obecny pripad?

V pfedchozim opakované potfebujeme zakladni konstrukce:

(2) prunik pfimky a roviny,
(3) vzdalenost dvou bodd,

avsak ve velmi specialni podobné.

Jak se tyto ulohy Fesi obecné?™

74zé&kladni konstrukce na s. 145 a 147, vychytavky od s. 148
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Prinik pfimky a roviny 145

Pranik (resp. vzajemna poloha) pfimky k a roviny @« = ABC:

B,

Prinik R := k N « je prinikem pfimek k a [ lezicich v pomocné (svislé) roviné!
(Pokud nahodou k||/, potom k|la; pokud k = I, potom k C «.)



Prinik pfimky a roviny 146

Pranik (resp. vzajemné poloha) p = PQ a roviny 8 = KLM:™®

0

\ O’Tv
O\

Stejnd myslenka jako na s. 145, ovSem realizovana pomoci stop roviny . ..

https://ggbm.at/IgQu6PVN


https://ggbm.at/JgQu6PVN

Vzdalenost dvou bod

Vzdélenost bodl A a B:"®

Usetka se zobrazuje nezkreslend v naryse (resp. plidoryse) pravé tehdy, kdy? je
rovnobézna s pudorysnou (resp. narysnou).

Tedy, skute¢na velikost Usecky AB je rovna velikosti pfepony v pravodhlém
trojuhelniku, jehoz odvésny vidime nezkreslené v naryse, resp. v ptdoryse!

"Shttps://ggbm.at/vpnVx35C
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Otoceni roviny do primétny

Pfi méfeni vztahli mezi vice body v jedné roviné je vyhodné otocit celou rovinu
kolem stopy do pramétny:’”

Konstrukéné Uplné staci:

(1) ototit jeden bod: A — Ay (viz s. 147),
(2) vSimnout si a vyuzit osové afinity:

> BpAp N B1Ag € stopé (= osa),
> ByBi||AgA1 (= smér, kolmy k ose)!

"Thttps://ggbm.at/BMchank j
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Otoceni primétny do obecné roviny

Pro obecné vazané priméty Ize pfedchozi myslenku s ota¢enim pouzit také
naopak.

Napf. pfi kolmém promitani do obecné roviny a oto¢eni Mongeovych priméten
do této roviny pozorujeme...

... tedy nékolik osovych afinit (osa = stopa, smér L ose)!
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Zarezova metoda 150

Tato pozorovani jsou zakladem velice ¢inné metody:”®

Bleskurychla korespondence mezi Mongeovymi ,oddruzenymi“ priméty a kolmym
pramétem do obecné roviny.

78http ://is.muni.cz/el/1441/jaro2017 /MA2BP_PKG/um/dum_zarez.pdf


http://is.muni.cz/el/1441/jaro2017/MA2BP_PKG/um/dum_zarez.pdf
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UzZitek




Na rozlouc¢enou

e

Co je Spatné?
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Klasickéa k. g. 154
Uvod

» primitivni pojmy, vztahy (relace) a tvzeni (axiomy, resp. postulaty)

> axiémy vyslovené, nevyslovené (spojitost, usporadani) a problematické
(rovnobéZnost)

Planimetrie

» zakladni poznatky (napf. o vnéj§im thlu v 3dh.)

» dusledky postulatu o rovnobézkach (napf. o souctu Ghli v 3dh., Pythagorova
véta)

> geometricka algebra (zlaty fez)

> 0 kruznicich (obvodové ahly, mocnost)

> pravidelné mnohouhelniky (3, 4, 5, 6, 15, ?)

> teorie podobnosti (poméry a tmérnosti, zakladni ekvivalence)

Sestrojitelné veliciny

> Uplna chakterizace (+ — - : /)
> slavné problémy starovéku (napf. kvadratura kruhu)



Klasickéa k. g. 155

Stereometrie

» rozsiteni slovniku a moznych 3D vztah( (kolmost, rovnobéznost)
» analogie, resp. rozdily k 2D (rovnobéznostény, resp. jehlany)
> pravidelné mnohostény (4, 6, 8, 12, 20)

Dotykové ulohy

» zdakladni tlohy (te¢ny)
» z&kladni ndpady (mocnost, soumérnost, stejnolehlost, dilatace)
» zakladni motivace (obecna Apolldniova Uloha)

Uzitek

> kvadratura mnohouhelniku

» kvadratické rovnice a jejich feSeni
> pravidelny 50helnik apod.

> specifické dotykové ulohy



Zobrazeni

Taxonomie

> hlavni patef (shodna, podobna, (ekvi)afinni, projektivni)
> dalsi typy (konformni, kontaktni)
> priklady, obecné vlastnosti a hierarchie

Obecny ramec

> projektivni rozsifeni
> Pappova véta

> véta o uréenosti

Zakladni transformace

» regularni: osova kolineace (a spec. ptipady), Desarguesova véta
» singularni: stfedové, resp. rovnobézné promitani
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Zobrazeni

Zobrazovaci metody 3D — 2D
> podle promitani: sttedové (= projektivni), rovnobézné (= afinni)

» podle zadani: volné (obrazy nékolika bodll), vazané (stfed/smér promitani a
rovina)

Zadani

> kartézské souradnice vs. Mongeovy sdruzené priméty (ptdorys, narys)

Zakladni ulohy

> prenaseni (dvoj)poméru kolin. bodu
> pranik pfimky a roviny

» skute¢na velikost Usecky
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Zobrazeni

Vychytavky

> otoCeni roviny
» zarezova metoda

Uzitek

» obecna Apolldniova Gloha (pomoci dilatace a kruhové inverze)
» obecné priméty pravidelnych a jinych téles
» fezy hranold, jehlanl a jejich skute¢né velikosti
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Organizacni véci 160
Preference
(1) celkovy prehled
(2) hlavni myslenky a teoretické pozadi
(3) vlastni konstrukce a technické zalezitosti
Zkouska
» pisemka: poZaduiji aspoil poloviéni Uspésnost (terminy vypséany v IS)”®
> Ustni: probiha nad pisemkou (terminy budou vypisovany podle potreby)
Konzultace
» hromadné: Gt 23.5. od 9:20, posl. 35
> individualné: podle domluvy (od 25.5. do 5.6. nebudu k zastizeni)
Soutéz

> 0 nejpovedenéjsi konstrukci/vykres/aplikaci pouzitelnou ve vyuce
> vitéz ziska vliv na dalsi pradbéh kurzu, nehynouci slavu a vécnou cenu

9Terminy lIze vyuzit i bez z&po&tu ze cvieni; pisemky opravim, az zapodet ziskate.
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