Kapitola 1

Posloupnosti

S pojmem posloupnosti jsme se jiz setkali na stfedni skole, zejména jsme pro-
cvicovali posloupnost aritmetickou a geometrickou. V této kapitole si dané poznatky
zopakujeme a rozsitime o dalsi pojmy.

1.1 Definice a vlastnosti

Def. 1.1 Posloupnost je zobrazeni z mnozZiny N do mnoziny R.

Tuto definici muzeme piepsat do tvaru Posloupnost je funkce, jejimz defini¢nim
oborem je mnozina vSech prirozenych cisel.

Grafem posloupnosti je mnozina izolovanych bodu [n; f(n)]. Misto f(n) byva
zvykem psat a, a mluvime o n-tém ¢lenu posloupnosti. Posloupnost muzeme zadat
vyctem clent, obecnym vzorcem ¢i rekurentnim vzorcem. Tyto zpusoby si ukazeme
na prikladech.

Piiklad 1.1 {a,} = (2,3,5,7,11,13,...). Zde je ziejmé, ze ¢leny posloupnosti
jsou prvocisla setazend podle velikosti. Vyjadieni zbyvajicimi dvéma zpusoby je
prakticky nemozné. Pokud bychom chtéli byt pedanti, méli bychom psat {a,}> ;.
Pokud nemuze dojit k nedorozumeéni, tak se indexy vynechavaji.

Priklad 1.2 Nam jiz znama aritmeticka posloupnost je definovana obecnym vzor-
cem a, = a; + (n — 1)d, kde d je diference. Posloupnost geometricka je pak ddna
vzorcem a, = a;q” ', kde ¢ je kvocient.

Priklad 1.3 Ném jiz znamé aritmetickd posloupnost je definovana rekurentnim
vzorcem a, = a,_1 + d, a; = ¢, kde d je diference. Posloupnost geometricka je
pak dana vzorcem a, = a,_1q, a; = ¢, kde ¢ je kvocient.

Def. 1.2 Posloupnost {a,} se nazyjvd

rostouct, jestlize pro kazZdé n € N plati a1 > an,

klesagict, jestlize pro kazdé n € N plati apyq < ay,

nerostouct, jestlize pro kazdé n € N plati a, 1 < a,,

neklesajici, jestlize pro kazdé n € N plati a,q1 > a,,

ohranicend (omezend) shora, jestlize ezvistuje K € R takové, Ze pro kazdé n € N
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2 KAPITOLA 1. POSLOUPNOSTI

plati a, < K,

ohranicend (omezend) zdola, jestlize ezistuje k € R takové, Ze pro kazdé n € N
plati a,, > k.

Posloupnost, kterd je ohranocend shora i zdola se nazjvd ohranicend.

Priklad 1.4 Zjistéte, zda posloupnost {"T“} ma nékterou z uvedenych vlastnosti.

Zkusime si vypsat nékolik prvnich ¢lentu posloupnosti: a; = 2, ay = %, az = %
ay = %. Vypada to, ze posloupnost bude klesajici, prijméme tedy tuto hypotézu.

: > _ nt2 _ n+l ¢ & i+ n42 n+1
Jelikoz any1 = 55 a a, = =, musi pro vsechna n € N platit <t Snadnou

upravou dojder%?k nerovnosti 0 < 1, ktera je pravdiva a nezavisla na n, nase
hypotéza se tedy potvrdila.

Jelikoz je posloupnost klesajici, je prvni clen nejvétsi, tedy plati, ze pro vSechna
n € N je a, < 2 a posloupnost je omezend shora. Posloupnost obsahuje pouze
kladna ¢isla, je tedy kazdy clen vétsi nez nula a posloupnost je ohranicena i zdola.
Abychom ziskali co nejlepsi informace u posloupnosti, byva zvykem jeti pikem,
pardon, to patii do kartografie. Byva zvykem uvadét hranice nejmensi ¢i nejveétsi.
Uvédomime-li si, ze ¢itatel zlomku je vzdy o jednicku vétsi nez jmenovate, je jasné,
ze vSechny ¢leny posloupnosti budou vétsi nez jedna.

7 uvedeného postupu je také ziejmé, ze ani Spatny odhad hypotézy nas nemuze
vykolejit. Pokud bychom predpokladali, ze tato posloupnost je rostouci, dosli bychom
k nepravdivé nerovnosti, musi tedy platit hypotéza opacna.

Navic to, ze si vypiSeme nékolik prvnich clenu posloupnosti, by nas nemélo vést
k ukvapenym zavérum. Budeme-li vySetfovat posloupnost {%} a napiseme-li
si nékolik prvnich ¢lenu posloupnosti, muzeme prijit k ukvapenému zavéru, ze se
jedné o posloupnost rostouci, a to i v pripadé, ze budeme mit dost trpélivosti a psaci
latky a vypiSeme-li tfebas prvnich padesét tisic ¢lent. Uvédomme si ale, ze kazdy
dalsi ¢len posloupnosti ziskame tak, ze predchozi vynésobime jistym zlomkem, jehoz
c¢itatel budou vzdy stejny a jmenovatel se bude zvétsovat. Po uréitém poctu kroku
tedy dospéjeme do stavu, ze Clen pfedchozi budeme néasobit ¢islem mensim nez
jedna a ¢leny se budou zmensovat.

Vratme se vsak k posloupnosti {”T“} Vsechny ¢leny posloupnosti budou ¢isla
vetsi nez jedna, pro velké hodnoty n se vsak citatel a jmenovatel nebudou piilis
lisit, zlomek tedy bude skoro roven jedné. Dejme tomu, ze ndm bude stacit pocitat
s presnosti na dvé desetinna mista. Vyjadieno matematicky musi platit ”TH —
1 < 0,01. Snadnou upravou zjistime, tento pozadavek je splnén pro vsechny c¢leny
stoprvnim poéinaje. Re¢eno mluvou inzenyra stym prvnim ¢lenem pocinaje budou
vSechny v toleranci 0, 01 od stfedu reprezentovaném jednickou. Sestrojime graf
posloupnosti a a sestrojme primky y = 1,01 a y = 0,99. Tyto dvé primky vytvori
pas o Sitce 0,02 a stym prvnim ¢lenem pocinaje budou vSechny v tomto toleranénim
pasu. Samoziejmeé se tolerance 0,01 muze nékomu zdat ptilis hruba. Zvoli-li si nékdo
toleranci jemnéjsi, pak stejnou tivahou dojde k podobnému zavéru, ze od jistého
¢lenu vSechny ¢leny padnou do toleranéniho pasu. tyto uvahy nas vedou k zavedeni
dulezitého pojmu limita posloupnosti.

Def. 1.3 Necht je ddna posloupnost {a,} a éislo L € R. Rekneme, Ze posloupnost
{a,} mad vlastni limitu L, jestlize ke kazdému € € R, € > 0 existuje ng € N takové,
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Ze pro vSechna n > ng plati |a, — L| < e. Ma-li posloupnost vlastni limitu, ikdme,
ze konverquje (k ¢islu L ).

Pokud jsme pojem vlastni limity spravné pochopili, je nam jasné, ze pro vSechna
n > ng se cleny posloupnosti nemohou prilis lisit od jistého realného ¢isla L (vlastni
limity) a Ze tedy nemohou neomezené rust ¢i klesat, jinymi slovy takové posloup-
nost musi byt ohranicend. Mame tedy dobry duvod vyslovit nasledujici tvrzeni,
jehoz dukaz lze najit v uvedené literature.

Veéta 1.1 Kazdd konvergentni posloupnost je ohranicend.

Musime podotknout, ze nepatii k pravium posloupnosti mit vlastni limitu.
Uvazujme posloupnost {n?}. Snadno se piesvédéime, 7e se jedna a posloupnost ros-
touci a jelikoz ¢leny jsou pouze kladna cisla, tak je i zdola ohrani¢end. S ohrani¢enosti
shora je to jiz horsi. Zvolime-li si libovolné redlné ¢islo K, byt sebevic velké, vzdy
dojdeme k nezvratnému zévéru, ze véechny ¢leny, jejichz index je vétsi nez K tuto
zavoru preskoc¢i. Muzeme tedy definovat nevlastni limitu nasledujicim zpusobem:

Def. 1.4 Necht je ddna posloupnost {a,} a ¢islo K € R. Rekneme, Ze posloupnost
{an} md nevlastni limitu +o00, jestlize ke kazdému K € R, existuje ng € N takové,
Ze pro vsechna n > ng plati a, > K. Podobnym zpiusobem lze definovat nevlastni
limitu —oo. Md-li posloupnost nevlastni limitu, rikdme, Ze diverguje.

Podivejme se jesté na posloupnost{cosnzr}. Pro lichd n jsou ¢cleny posloupnosti
rovny -1, pro sudd n zase +1. Tato posloupnost limitu nem4, nebot je zfejmé, Ze
vzdalenost dvou sousednich ¢lenu na ose y je vzdy dvé. Nepodaii se nam na ose y
najit zadny bod takovy, ze by se nam do libovolného toleranéniho pasu podarilo
uzaviit vSechny ¢leny posloupnosti jistym indexem ny pocinaje. Jelikoz se jedné o
ohranicenou posloupnost, nemuze mit ani limitu nevlastni. O takové posloupnosti
fikdme, ze osciluge.

7 posledniho prikladu plyne, ze posloupnost mit limitu nemusi. Pokud ji ma,
pak jen jednu, coz muzeme shrnout do nasledujiciho tvrzeni.

Veéta 1.2 KazZdd posloupnost md nejvys jednu limitu.

Neékteré limity muzeme pocitat primo z definice. Vratime-li se o pét odstavcu
vyse a zopakujeme-li postup pro posloupnost {"TH} s tim, ze ¢islo 0,01 nahradime
obecnym ¢islem ¢ > 0, médme dukaz, ze lim{®} = 1. Podobné dokdzeme, ze
lim{%} = 0, toto nechdme ¢tenari na samostané cviceni. Jelikoz v piipadé posloup-
nosti se vzdy jedna o limitu pro n — oo, byva zvykem z tspornych duvodu tento
symbol vynechavat. Tusime vSak, ze vypocet limity na zakladé definice nemusi byt
vzdy tak jednoduchy jako ve vyse uvedenych ptipadech. Je tedy na misté otazka,
zda si muzeme pfi vypoctu limity poéinat i jinym zptisobem. Odpovéd zni ano, pro
vypocet limity mame fadu zpusobu, které lze pouzit. Tak predevsim limita kopiruje
aritmetické operace jakoz i absolutni hodnotu, plati tedy nasledujici tvrzeni.

Véta 1.3 Necht plati lim{a,} = A a lim{b,} = B, pricem? plati A, B € R. Pak

je
1. lim{|a,|} = |A|,
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2. lim ({an} + {b,}) = A £ B,
3. lim ({an} - {bn}) = A- B,

/. lim f{gﬁ =4 je-li B#0.

Zkusime dokéazat tvrzeni ¢. 2. Chceme dokézat, ze ke kazdéme € > 0 existuje ng
takové, ze pro vsechna n > ng je |(a,+0b,)—(A+B)| < e. Existuje pro néjaké e; > 0
ne tak, ze pro vSechna n > n, je |a, — A| < 1 a n, tak, Ze pro viechna n > ny, je
|b, — B| < 1. Zvolme ng vétsi z obou ¢isel n, any aey = 5. Pak pro vSechna n > ng
je [(an+0b,) — (A+B)| = |(an — A)+ (b, + B)| < |a, —A|+|b,— B| < e1+e1 =¢
Zbyvajici tvrzeni si zkuste dokdzat sami ¢i si jejich dukazy prostudujte v literature.

Dalsi uzite¢nou vétu pro vypocet limity uvedeme redlnou situaci. Predstavme
si, ze tii lidé jdou vedle sebe tizkou chodbou drzice se za ruce. Pokud oba krajnici
projdou aniz by se odfeli o stény, je zfejmé, Ze ani ona osoba jdouci uprostied
neutrpi zadnou ijmu. Proto muzeme tvrdit, ackoliv vyse uvedené nelze povazovat
za matematicky dukaz, ze je spravné nasledujici tvrzeni.

Véta 1.4 Necht jsou ddny posloupnosti {a,}, {b,} a {c,}, pricemz pro vsechna
n > ng plati a,, < b, < ¢,. Necht ddle lim{a,} = lim{c,} = L, kde L € R. Pak
plati, Ze lim{b,} = L.

Pouziti si ukazeme na jednoduchém ptikladu.
Piiklad 1.5 Urcete lim{n,%%}. Ziejmé plati 0 < - < % Jelikoz limity obou

n3+6
krajnich posloupnosti jsou rovny nule, musi platit lim{ 515} = 0.

A jesté jedna véta, ktera nam muze napomoci k vypoctu limity.
Véta 1.5 Necht lima,, = 0 a posloupnost {b,} je ohranicend. Pak lima,, - b, = 0.
A na demonstraci opét jednoduchy priklad.

Priklad 1.6 Vypoctéte lim % Abychom dodrzeli oznaceni predchozi véty, mame
ap = % a b, = sinn. Jelikoz je lim% = 0 a posloupnost {sinn} je ohranic¢end ¢isly
—1 a +1, je lim #22 — (.

Véta 1.6 Necht lim{a,} = +o0. Pak limﬁ = 0. Necht ddle plati lim{a,} = 0
a pro viechna n > ng plati a, >0 (a, <0). Pak limﬁ = +o00 (limﬁ = —00).

K této vété si dovolime maly komentar. Nekdy se také nepresné tiké, ze é =0
i % = £00. Musime mit na paméti, ze se v kazdém piipadé jednd o limitu posloup-
nosti ¢i funkce, jak uvidime v nasledujici kapitole. Zatimco prvni situace je zfejma,
ve druhém ptipadé musime rozlisit, zda jsou od jisté meze vSechny cleny kladné
(zaporné). Napiiklad limita posloupnosti a,, = ﬁ neexistuje, posloupnost totiz
osciluje. Pfi vypoctu limity muzeme narazit i na %odivné vyrazy jako oo — o0,
=, % apodobné. V pripadé téchto neurcitych vyrazu, jak zni spravné oznaceni
téchto podivnosti se jiz nelze spoléhat na intuici afici ze je to nula ¢i jednicka.
Tyto limity nékdy existuji a nékdy ne, musime postupovat piipad od pripadu. V
kapitole o aplikacich derivace pozndme pomérné jednoduchy zpusob, jak nékteré z
nich vypocitat.
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Véta 1.7 Kazdd neklesagici, shora ohranicend posloupnost {a,} md vlastni limitu,
kterd je rovna suprému mnozZiny tvorené vsemi cleny posloupnosti. KaZdd neros-
touct, zdola ohranicend posloupnost {a,} ma vlastni limitu,kterd je rovna infimu
mnoziny tvorené vsemi ¢leny posloupnosti.

Zavérem uvedeme jesté jednu dulezitou limitu. Lze dokazat, ze lim (1 + %)n =e.

Priiklad 1.7 Vypoctéte lim (1 + 3%1)” Podivame-li se na dany vyraz, zjistime, ze
se hodné podoba vyse uvedené limité, problém je vsak v tom, ze exponent neod-
povidéa jmenovateli zlomku. To snadno napravime jednoduchym trikem, plati totiz

lim (1 + %)n:hm (1 + %)%:\3/ lim (1 + %)Sn Zavedeme-li substituci 3n = m,

méme lim (1+ 1)" = y/e.

Vratme se k posloupnosti {cos mn}. Jak jiz zjistili znalci goniometrickych funkef
vidi, ze vSechny liché ¢leny posloupnosti maji hodnotu —1, kdezto sudé jsou rovny a
posloupnost limitu nemé. Pokud bychom skrtli viechny sudé (liché) éleny posloup-
nosti, dostali bychom opét nekonecnou posloupnost, tentokrat ovsem konvergetni s
limitou -1 (1). Opticky to vypada tak, ze se ¢leny této posloupnosti hromadi kolem
techto dvou ¢fsel. Skrtani ponechme ministrim financim a definujme nyni pojem
vybrana posloupnost.

Def. 1.5 Necht je ddna posloupnost {a,}>2, a {ng}3>, je rostouci posloupnost
prirozenych cisel. Pak posloupnost {an, }32, se nazgvd vybrand posloupnost (podpo-
sloupnost) z posloupnosti {a,}° ;.

Nyni uvedeme jednu vétu, ktera navazuje na predchozi tvahy.

Véta 1.8 Necht {a,,} je vybrand posloupnost z posloupnosti {a,} a necht plati
lim{a,} = L. Pak ilim{a,, } = L.

Na zakladé této véty ukazem, ze posloupnost a, = cosnm nema limitu. Pokud
by totiz bylo limitou ¢islo 1, pak by toto ¢islo muselo byt i limitou vybrané po-
sloupnosti ¢lentu s lichymi indexy. Tak tomu evidentné neni a stejna tvaha plati i
pro ¢islo -1. dalsi ¢isla ani neprichézeji v avahu.

Nez pristoupime k definici hromadného bodu, musime si uvédomit, ze ¢leny po-
sloupnosti se mohou hromadit i nad (pod) uréitou hranici. Pfipomindme rozsifenou
realnou osu, kdy k redlnym cislim pridame symboly +o0o. Rozsifenou redlnou osu
obvykle znacime R*.

Def. 1.6 Necht je ddna posloupnost {a,} a ¢islo H € R. Rekneme, Ze posloupnost
{an} md hromadny bod H, jestlize ke kazdému e € R, € > 0 existuje ny € N takové,
e pro nekonecné mnoho n > ng plati |a, — H| < €. Rekneme, Ze posloupnost {a,}
ma hromadny bod +o00, jestlize ke kaZdému K € R, existuje ng € N takové, Ze
pro nekoneéné mnoho n > ngy plati a, > K. Rekneme, Ze posloupnost {a,} ma
hromadny bod —oo, jestlize ke kazdému K € R, existuje ng € N takové, Ze pro
nekonecné mnoho n > ng plati a, < K.

Uvedeme dvé véty o hromadnych bodech.
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Veéta 1.9 Kazdd posloupnost md alespon jeden hromadnij bod.

Ma-li posloupnost vice hromadnych bodu, lze je sefadit podle velikosti. Ma-
li posloupnost pouze jeden hromadny bod, je tento soucasné jak nejmensi, tak i
nejveétsi. Predchozi vétu muzeme uvést i ve znéni, ze kazda posloupnost ma nejvetsi
a nejmensi hromadny bod. Definujeme nasledujici pojmy:

Def. 1.7 Necht je ddna posloupnost {a,}. Nejvétsi z hromadnijch bodi nazveme
limita superior a znac¢ime limsup a,,. Nejmensi z hromadngch bodu nazveme limita
inferior a znac¢ime liminf q,,.

Plati véta:

Véta 1.10 Posloupnost {a,} md limitu prdaveé tehdy, kdyz platilim sup a,, = liminf a,,.
Tato spolecnd hodnota je limitou posloupnosti.

Véta 1.11 Cislo H € R* je hromadnym bodem posloupnosti {a,} prdvé tehdy,
kdyz existuje vybrand posloupnost {a,,} takovd, Ze lim{a,, } = H.

Nésledujici véta je nazyvana Bolzanova- Weierstrassova a ma velky vyznam v
radé oblasti matematické analyzy.

Veéta 1.12 7 kazdé ohranicené posloupnosti lze vybrat posloupnost konvergentny.

Zaverem uvedeme jesté jeden dulezity pojem, s nimz se muzeme setkat predevsim
v teorii.

Def. 1.8 Rekneme, Ze posloupnost {a,} je cauchyovskd, jestlize pro kazdé e > 0
existuje ng € N takové, Ze pro vsechna m,n € N, m,n > ngy plati |a,, — a,| < €.

Zavérem uvedeme jesté jednu vétu, kterd je znama jako Cauchy-Bolzanovo
kritérium konvergence.

Veéta 1.13 Posloupnost je konvergentni prdve tehdy, kdyz je cauchyovskd.



Kapitola 2

Limita a spojitost funkce

Uvodem mi dovolte nékolik slov. V soucasnych ucebnicich diferencidlniho poctu
funkce jedné realné proménné se zacina vykladem pojmu limita. Moje dlouhodobé
zkuSenost vsak ukazuje, ze studenti tento pojem nechapou, je jim cizi a jeho vypocet
chapou formélné. Je historickou pravdou, ze se jiz dvé stoleti vesele a uspésné
derivovalo, aniz existoval pojem limity. pokusim se vysvétlit, jak je to mozné a
pro¢ tedy bylo nutno vynalézt limitu.

Vratme se do 17. stoleti a vyfesme jednen problém, ktery se tykd stanoveni
vzorce pro okamzitou rychlost, zname-li vztah pro drahu. Snad to velikan vedy
prezije, pouziji-li jeho jméno v nasledujicim vykladu. Newton znal vzorec pro drahu
pohybu rovnomérné zrychleného, specidlnim piipadem je pak volny pad. Konec-
koncu neni ani problém si tento vzorec experimentalné ovérit ve fyzikalnim prak-
tiku. Vyjdéme tedy ze znalosti vzorce s = %at2 (pro volny péd plati a = g =
9,81m.s2 a ptejme se, jakd je okamzita rychlost pohybujiciho se téles v ¢ase .
Otazku lze formulovat i jinak, naptiklad jakou rychlosti dopadneme, spadneme-li
z jisté vysky so. Na danou otdzku nemuzeme odpovédét, nebot patiiény vzorec
nemame k dispozici. Zname vSak vzorec pro prumérnou rychlost, spoc¢téme tedy
alespon tuto velic¢inu.

As  za(to+ At)? — satd  atgAt + At?
Up = = .

At At At

Newton a jeho pomocnik dlouho vysetiovali tento pohyb, avsak zadnych vysledku
se nedobrali. Teprve az pomocnik onemocnél a poslal za sebe svoji slicnou chot doglo
k pokroku. Je lidské, ze Newton postavil svoji pomocnici do své blizkosti, ¢imz se
casovy interval At velice zmensil. V té chvili si védec uvédomil, ze pokud bude
tento ¢asovy usek skoro roven nule, bude prumérna rychlost takika rovna rychlosti
okam?Zité, nebot pohybujici se téleso nebude mit moznost rychlost téméf zménit.

Pomoci kalkulacky lze demonstrovat, ze pro dostatecné malé At muzeme jeji
druhou mocninu vypustit, aniz by to zménilo vysledek. Pokud druhou mocninu
zanedbame, dostaneme po zkraceni At vzorec v = at, coz je spravny vzorec.

Zkusme se abstrouhat od fyzikalni podstaty. Méjmé tedy kvadratickou funkce
y = x°. Zopakujme si, Ze okamZitd rychlost je ¢fselné rovna zméné (piirustku)
dréhy za jednotku c¢asu. Uréime prirtstek kvadratické funkce y = 22 vztazeny na
jednotkovou zménu proménné x. Postup je obdobny jako pfi stanoveni prumérné

7
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rychlosti.
Ay  (zg+ Az)?> — 23  xAx + Ax?

Az Ax - Ax = 270

Pojem derivace byvé ¢asto motivovan i tlohou naldzt tec¢nou ke grafu funkce
y = f)z) v bodé zg. Jelikoz pfimka je ddna dvéma body, musime vyjit z rovnice
seny v bodé xy. Hledand secna bude bude dana body T'[x¢; f(z0)] a X|z; f(z)] a
jeji rovnice bude
f(x) — f(xo)

r — Xy

(l’ —ZL’()),

y— f(xo) =
pricemz zlomek w je smérnici této primky. S timto zlomkem jsme se vsak se-
tkali vyse a interpretovali ho jako prirustek funkce vztazeny na jednotkovy prirustek
proménné x v bodé x.

Sami citime, ze vypocet tohoto piirustku metodou kdy se to hodi je Az rovno
nule nebo ruzné od nuly neni hodno matematika 21. stoleti. Tento problém hybal
matematikou vice nez dvé stoleti a vyustil v zavedeni pojmu limita funkce. Nez

pristoupime k zavedeni tohoto pojmu, uvedeme definici dulezitého pojmu okoli
bodu.

Def. 2.1 Necht je ddn bod xq a redlné ¢islo § > 0. Interval O(zg) = (xo—0d;29+0)
nazveme (delta) okolim bodu xy. Interval [xo;xo + 0) resp. (xg — 0;x0] nazveme
pravym (levgm) okolim bodu . MnozZinu O(xo) — {xo} nazveme ryzim (prsten-
covyym) okolim bodu xq. Interval (a;+00) resp. (—oo;a), a € R nazveme okolim
bodu oo resp. —oo.

Nyni muzeme pristoupit k zavedeni pojmu limity funkce v bodé x.

Def. 2.2 Rekneme, ze funkce md v bodé x, limitu rovnou L € R, jestlize ke
kazdému € > 0 existuje ryzi § - okoli bodu xq takové, Ze pro vsechna x z tohoto
okoli plati

[f(x) — L] < e

Nahradime-li pojem ryzi § okoli pojmem pravé (levé) ryzi okoli, mluvime o limité
zprava (Zleva). Znacit budeme lim,_,,, f(z), lim f(x) ¢ lim f(z).
x%ma' T—=T)

Precteme-li si pozorné definici limity pozorné, zjistime, ze se v ni viibec nemluvi
o hodnoté f(xg).

Vyse uvedena definice nam urcuje vlastni limitu ve vlastnim bodé. Co vsak
takova funkce y = :712 v bodé x = 07 Budeme-li poc¢itat funkéni hodnoty pro x ~ 0,
pak nam budou vychéazet velka ¢isla. To nas vede k zavedeni pojmu nevlastni limita
ve vlastnim bodé.

Def. 2.3 Rekneme, e funkce f(x) md v bodé xo nevlastni limitu oo (—oc), jestlize
pro kaZdé K € R existuje ryzi delta okoli bodu xq takové, Ze pro vsechny body z
tohoto okoli plati f(x) > K (f(z) < K). Nahradime-li pojem okoli pojmem pravé
(levé) okoli, budeme opét hovorit o limité zprava (zleva).

Jelikoz posloupnost je specidlni priklad funkce, tak nas urcité neprekvapi nékteré
analogie. Prvni z nich je nésledujici véta.



Veéta 2.1 Funkce f mad v daném bodé nejuys jednu limitu.
Stejné tak nas neptekvapi, ze limita funkce kopiruje aritmetické operace.

Véta 2.2 Necht plati lim f(x) = A a lim g(x) = B, pricemZ plati A, B € R. Pak

T—TQ T—TQ
Je

1. lim |f(z)] = |A],
2. hm(() g(z)) = A+ B,
3.hm(()())AB

4. lim % = §7 je-li B # 0.

T—T0 g(z)

Samoziejmeé plati i véta o sevieni.

Véta 2.3 Necht existuje okoli bodu xq v némsz plati f(z) < g(z) < h(x) a lim f(z) =
Tr—T0
lim h(x) = L. Pak i lim g(z) = L.
Tr—xTQ

T—T0

Rovnéz pro pocitani limit typu i a podobné plati taz pravidla jako v pripadé
posloupnosti.
Pro vypocet limity nam pomuze i nasledujici véta.

Véta 2.4 Necht lim ¢(z) = a, lim f(y) = L a necht existuje ryzi okoli bodu x
T—T0 T—T0
takové, Ze pro vsechny body z tohoto okloli plati p(x) # . Pak lim f(p(z)) = L.
T—rT0

Vratme se k pojmu limity. Jak uz bylo feceno, v definici se viibec nezmifiujeme o
tom, jaka je hodnota funkce v bodé zy. V tomto bodé nemusi byt funkce vibec defi-
novana ¢i muze mit jakoukoliv hodnotu, dokonce muze byt funkéni hodnota rovna
piimo limité. A préavé tento pfipad nas bude eminentné zajimat, jelikoz funkce
s nimiz od zékladni skoly jsou vétsinou tento pripad. Uvedeme proto nésledujici
definici.

Def. 2.4 Rekneme, Ze funkce f(x) je v bodé xq spojitd, jestlize plati lim = f(xq).
T—TQ

Nahradime-li pojem limita pojmem limita zprava (zleva), mluvime o spojitosti zprava
(zleva).

Pojem spojitosti v§ak muzeme zavést, aniz bychom piimo mluvili o limité. Staci
totiz definici spojitosti upravit nasledujicim zpusobem.

Def. 2.5 Rekneme, e funkce je v bodé xo spojitd, jestlize ke kazdému e > 0 existuje
ryzi 0 - okoli bodu xq takové, Ze pro vsechna x z tohoto okoli plati

[f(x) = flzo)| <€

Nahradime-li pojem ryzi 6 okoli pojmem pravé (levé) ryzi okoli, mluvime o spojitosti
zprava (zleva).

Podobné jako v ptripadé limity spojitost kopiruje aritmetické operace.
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Véta 2.5 Necht funkce f g jsou spojité v bodé xy. Pak jsou v tomto bodé spojité i
funkce f+ g, f-g avpripadé g(xo) # 0 i funkce 5.

Nasledujici véta ma vyznam pro pocitani limit slozenych funkei.

Véta 2.6 Necht lim ¢(x) = a a funkce f je spojitd v bodé o. Pak plati lim f(p(x)) =

T—T0 T—T0
fla).

Funkce s nimiz pracujeme byvaji obvykle definovany na jistém intervalu. Meéli
bychom se tedy zajimat, jak je to se spojitosti funkce na intervalu. za¢neme definici.

Def. 2.6 Rekneme, Ze funkce f(x) je spojitd na intervalu I C D(f), je-li spojitd v
kazdém vnitrnim bodé tohoto intervalu. Patri-li levy (pravy) koncovy bod do I, pak
je zde spojitd zprava (zleva).

Nyni uvedeme dvé véty, které jsou velmi dulezité a pomahaji ndm osvétlit pojem
spojitosti. Prvni véta je také zndma jako véta Weierstrassova).

Véta 2.7 Necht funkce f je spojitd na uzavieném intervalu I. Pak je zde ohranicend
a nabyvd zde nejvétsi a neymensi hodnoty.

Druhd véta je pojmenovana podle ¢eského matematika a filozofa Bernarda Bol-
zana.

Véta 2.8 Necht funkce f je definovdna na uzavieném intervalu I. Pak zde nabyjvd
vsech hodnot mezi svou nejuétsi a nejmensi hodnotou.

Dusledkem této véty je toto tvrzeni.

Véta 2.9 Necht funkce f je definovdna na intervalu [a;b] a necht plati f(a)- f(b) <
0. Pak ezistuje bod £ € (a;b) takovy, Ze plati f(§) = 0.

Budeme bézné pracovat také s funkcemi inverznimi, proto se nam hodi i tato
véta.

Véta 2.10 Necht funkce f je ryze monoténni a spojitd na intervalu I C D(f).
Pak inverzni funkce je spojitd a ryze monotonni na intervalu J = f(I).

Zavérem se jesté podrobnéji podivame na body, v nichz je funkce nespojita. Ten
bod budeme oznacovat x,. RozlisSujeme tii ptripady:

1) Existuje vlastni limita lim f(z) = a. Tento pfipad nazveme odstranitelnd ne-
Tr—T0

spojitost . Nazev je piipadny, nebot nespojitost lze snadno odstranit definovdnim
nové funkce dle nize uvedeného vzoru.

gle) = { @) =€ D(f) - {x0}

o ee sinx

. Tato funkce neni definovdna pro
= 1. Tuto nespojitost lze odstranit dodefinovanim

xr =0, le¢c lim ==&
T—T0

_J 1 =0
Y= e s eR-0
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2. Limita funkce sice neexistuje, ale existuji obé jednostranné limity, jsou vlastni
a ruzné. Tento piipad nazveme bod nespojitosti pruniho druhu. Piikladem budiz
funkce definovana nasledujicim zpusobem.

r—1 xzeR™
y=1+< 0 x=0
r+1 zeRT

Limita neexistuje, jednostranné limity jsou rovny -1 resp. +1.
3. Alespon jedna z jednostrannych limit neexistuje nebo je nevlastni. Tento ptipad
nazveme bod nespojitosti druhého druhu. Piikladem budiz funkce y = 2

T
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Kapitola 3

Derivace funkce

V motivaénich tlohéch, at se jiz jednalo o uréeni okamzité rychlosti, rovnici teény
a dalsi hral klicovou roli podil ﬁ—i, jestlize jmenovatel byl prakticky roven nule.
Jelikoz jsme se jiz seznamili s pojmem limity, kterémuz dobfe rozumime, je nam
jasné, ze muzeme opustit cachry s Az a definovat pojem derivace.

Def. 3.1 Derivaci funkce v bodé xq nazveme limitu

lim f(z) — f(zo) — Im f(wg + Az) — f(ifo).

T—x0 xr — X Az—0 AZL’

Znacit budeme f(x) resp. y'. Je-li limita vlastni, mluvime o vlastni derivaci, v
opacném pripadé se jednd o derivaci nevlastni. V pripadé, Ze existuji jen jedno-
stranné limity, mluvime o derivaci zprava (zleva).

Nésledujici véta uvadi vztah mezi spojitosti a derivaci.

Véta 3.1 Necht funkce f(x) md v bodé xy derivaci (derivaci zprava, derivaci
zleva). Pak je zde spojitd (spojitd zprava, spojitd zleva,).

Musime si uvédomit, ze tato véta je implikace, nemusi tedy platit implikace
obrdcend. Jednoduchym piikladem je funkce y = |z|, kterd ma derivaci zprava
rovnu 1 a derivaci zleva rovnu -1, derivaci tedy nema.

V dalsi vété uvedeme postup pro derivaci souctu, souc¢inu a podilu funkei.
Zatimco u souctu ¢i rozdilu je to stejné jako u limity, v piipadé soucinu resp.

vvvvvv

Véta 3.2 1. (cf(xg)) = cf'(x0)

2. (f(@o) £ g(x0))" = f'(20) £ ¢'(x0)

3. (f(xo) - g(w0))" = ['(w0) - g(z0) + f(w0) - ¢'(@0)
/. <f(xo>>’ _ /(@0)-9(w0) S (0) ' (20)

g9(zo) f2 (o)

Abychom nemuseli porad psat u x index, nadefinujeme si derivaci na intervalu
a pak jiz pristoupime k nékterym vzorcum pro derivace elementarnich funkei.

Def. 3.2 Rekneme, Ze funkce f(x) md derivaci na intervalu I C D(f), jestlize md
derivaci v kaZdém bodé tohoto intervalu. Je-li interval na nékteré strané uzavreny,
musi mit patricnou jednostrannou derivaci.

13
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Nyni si uvedeme vzorce pro derivaci elementarnich funkei.
3.1.
3.2.

(
(
3.3. (sinz) = cosz
(
(

3.4. (cosz) = —sinx
A

3.5. (tgx) = L

3.6. (cotgx) = —(Sinlx)Q

3.7. (Inz) =2

3.8.

(
(
3.9. (e%) = e
(
(

3.10. (a*) =a”-Ina
3.11. (arcsinz) = ——=;
3.12. (arccoszx) = — 11_962
3.13. (arctgz) = ﬁ
3.14. (arccotgz) = —ﬁ

Bohuzel, vérsina funkei s nimiz budeme pracovat jsou funkce slozené, musime
si tedy fici, jak se derivuje funkce slozena.

Veéta 3.3 Necht funkce u = g(x)md vlastni derivaci v bodé x¢ a necht funkce y =
f(u) md vlastni dervaci v bodé ug = g(xy). Pak slozend funkce y = F(z) = f[g(x)]
ma vlastni derivaci v bodé xy a plati:

’

F(iﬂo) = f(20) - §(wo) = f[g(xo)] g (o).
Piidame jesté vétu o derivaci funkce slozené.

Véta 3.4 Necht funkce x = f(y) je spojitd a ryze monoténni na intervalu I. Necht
Yo je vnitind bod intervalu I a necht md funkce f v bodé vyo derivaci f, (yo). Pak
md inverzni funkce y = f~(z) v bodé xog = f(yo) rovnéz derivaci.

Je-li f/ (yo) # 0, je derivace inverzni funkce vlastni a plati

(f71) (w0) = .
[ ()

Je-li f (yo) = 0, je derivace funkce inverzni nevlastni a rovna 400 pro funkci
rostouci a —oo pro funkci klesajict.
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Derivace funkce na intervalu I je funkce, nebot kazdé hodnoté x € I pifslusi
pravéjedna hodnota y” . Tuto funkci muzeme opét derivovat, je tedy namisté nasledujici
definice.

Def. 3.3 Druhou derivaci funkce f rozumime funkce 'f/ = ( f/ ) a pro libovolné
n > 2 definujeme n—tou derivaci (derivaci n—tého 7ddu) funkce f vztahem f™ =

(F=)
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Kapitola 4

Aplikace derivace

Dulezitou tlohou nejen v matematice je nalezeni teény a normaly ke grafu funkce
v jistém bodé. Na zakladé toho, co jsme dosud probrali o derivaci a vzpominek na
analytickou geometrii muzeme formulovat nasledujici vétu.

Véta 4.1 Rownice tecny ke grafu funkce y = f(x) v bodé T[xo; yo| md tvar

Y —yo = ['(w0)(z — 7o)
Rovnice normadly ma tvar

1
Y—%Y = —m(x — 1p).

f'(z)
Nyni se vratime k vypoctu limity neurcitych vyrazu. Mame k dispozici pomérné
ucinny prostiedek znamy jako L “Hospitalovo (nemocni¢ni) pravidlo.

Véta 4.2 Necht xg € R* a je splnéna jedna ze dvou ndsledujicich podminek

lim f(z) = lim =0

T—x0 T—T0
nebo
lim |g(z)| = 4o0.
T—rT0

sy pak existuje i lim 55

Ezxistuje-li lim a plati

T—T0

lim /() = lim '(z)

r—T0 g(xo) T—T0 g’(;po)

V nasledujici ¢asti se budeme vénovat prubéhu funkce, ¢imz se mini nalezeneni
dulezitych udaji o fukei (definiéni obor, obor hodnot, monotonie, extrémy, inflexni
body, asymptoty). Z toho, co jiz vime o derivaci, muzeme formulovat nasledujici
vetu.

Véta 4.3 Necht funkce f md na otevieném intervalu I viastni derivaci. Pak pplati:

4.1. Funkce f je neklesagici na I prave tehdy, kdyz f'(x) >0 na I.

17
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4.2. Funkce f je rostouci na I prdvé tehdy, kdyz f'(x) > 0 na I, pricemz rovnost
f'(x) =0 neplati na Zdidném podintervalu intervalu I.

Analogickd tvrzend plati pro nerostouct a klesajici funkce.

Platnost této vety lze rozsitit na interval I libovolného typu. Staci predpokldadat,
ze [ je spojitd na I a f’ existuje uvnitt I. Véta plati i v pripadé, kdyz f méa nékde
nevlastni derivaci, pokud se predpoklada, ze funkce f je spojita. Z této véty snado
odvodime postacujici podminku pro monotoénii funkce.

Véta 4.4 Necht f md konecnou derivaci na otevieném intervalu I. Je-li f'(x) > 0
(f'(x) <0) pro kazdé x € I, pak je f rostouct (klesajici) na I.

Definujme lokalni extrém.

Def. 4.1 Rekneme, Ze funkce f md v bodé x:

e [okdlni mazimum, existuje-li okoli O(xg) tak, pro kazdé x € O(xg) je f(x) <

f(IL‘()),

o lokdlni minimum, existuje-li okoli O(x) tak, pro kazdé x € O(xy) je f(x) >

f(l’()),

o ostré lokdlni mazimum, existuje-li ryzi okoli O(xy) tak, pro kazdé x € O(xy)

je f(l’) < f('ro)?

e ostré lokdlni minimum, existuje-li ryzi okoli O(xg) tak, pro kazdé x € O(xy)
je f(x) > f(zo).
Tvrzeni predchozi véty ndm dava navod, jak nalézt lokalni extrémy:.

Véta 4.5 Necht je funkce f spojitd v bodé xo a md vlastni derivaci v néjakém
ryzim okoli O(xo). Je-li pro vSechna x < o z tohoto okoli f'(x) > 0 a pro vsechna
x > 0 z tohoto okoli f'(x) < 0, pak md v bodé xq ostré lokdlni maximum. Obdobné
turzend plati i pro ostré lokdlni minimum, zobdcky jsou obrdcené.

Maéame jesté jeden prostiedek na nalezeni lokalnich extrému.

Véta 4.6 Necht f'(xg) = 0. Je-li f"(xg) <0, md funkce f v bodé xy osré lokdlni
mazimum. Je-li f"(xo) >0 md funkce f v bodé xo ostré lokdlni minimum.

Shrneme-li tyto dvé véty, mame souvislost mezi derivaci a lokdlnimi extrémy.

Véta 4.7 Necht md funkce f v bodé xg lokdlni extrém a necht je v tomto bodé
vlastni derivace. pak je f'(xq) = 0.

Tuto vétu jsem uvedl jen pro prvni a druhou derivaci, mohl jsem ji ovsem formu-
lovat obecnéji zhruba timto zptusobem. Je-li liché derivace rovna nule a néasledujici
sudd je kladnd (zdpornd), ma funkce f v bodé xy ostré lokdlni minimum (maxi-
mum). Praktického smyslu to vSak moc nemd, snad jen u jednodussich funkci ma
smysl pocitat dervace vyssich radu.

Zatim jsme zduraznovali, ze se jednd o extrémy lokalni, tedy ze se jedna o
zalezitost bodu xy a jeho blizkého okoli. Muzeme se také ptat, zda ma funkce na
néjaké mnoziné nejvétsi ¢ nejmensi hodnotu. Odpovéd nalezneme v nésledujic
definici.
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Def. 4.2 Necht funkee f je definovina na mnoziné M. Rekneme, Ze funkce f md
v bodé xy absolutni (globdlni) maximum, jestliZe pro vsechna v € M plati f(x) <
f(zo). Rekneme, Ze funkce f md v bodé xq absolutni (globdlni) minimum, jestlize
pro vSechna x € M plati f(x) > f(xo).

Vykreslime-li si graf néjaké funkce, pak vétsinou dojdeme k ladnym kiivkam.
Definujeme

Def. 4.3 Rekneme, ze funkce f je konvezni na intervalu I, jestlize pro libovolné
tri body w1, xo, x3 € I takové, Ze v1 < x9 < x3 plati

n f(x3) — f(z1)

xr3 — T

f(z2) < f(z1) (29 — 21).

Rekneme, Ze funkce f je konkduni na intervalu I, jestlize pro libovolné tii body
X1, o, x3 € I takové, Ze x1 < xo < x3 plati

| ) = o)

xr3 — I

f(z2) > f(z1) (22 — 21).

pokud nahradime neostré nerovnosti ostrymi, dostaneme definici pojmau ostré ko-
vexnosti (konkdvnosti) na intervalu 1.

Zkusme si tuto krkolomnou definici rozklicovat jak se ted ifka hezky cesky.
Spojme body x; a x3 primkou. Ta bude mit rovnici

f(x3) — f(z1)

T3 — 1

y=flz1)+ (x —a1).

Znamend to, ze vSechny body funkce jsou pod touto ptimkou, graf funkce je
vypoukly smérem dolu vSude tam, kde je vypoukly.

Zajimat nas musi jak zjistime tuto vlastnost grafu. Odpovéd nam d4d nésledujici
véta.

Véta 4.8 Necht funkce f md vlastni derivaci na otevieném intervalu I. Funkce f
je konvexni (ostie konvexni) na I pravé tehdy kdyz je funkce f' neklesagjici (rostouci)
na I. Funkce f je konkdvni (ostre konkdvni) na I prdvé tehdy kdyz je funkce f'
nerostouct (klesagici) na I.

Uvédomime-li si jak zkoumame monoténii, tak muzeme formulovat tuto vétu.

Véta 4.9 Necht I je otevieny interval a funkce f md na I vlastni derivaci.
Je-li f"(x) >0 pro kazdé x € I, pak je funkce na I ostie konvexnd.
Je-li f"(x) <0 pro kazdé x € I, pak je funkce na I ostre konkduvni.

Uvedeme jesté jednu vétu, kterd nam tyto pojmy vice objasni.

Véta 4.10 necht funkce f md vlastni derivaci na intervalu I. Pak je f konvexni
(konkdvni) na I prdvé tehdy, kdyz pro kazdé dva rizné body x, xo € I plati:

f(@) > f(xo) + f'(20)(x — o)
f(z) < f(wo) + f'(w0)(x — 20)
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Nahradime-li ve vyse uvedenych rovnicic f(z) pismenem y a nerovnosti rovnosti,
obdrzime rovnici tecny. Graf funkce konvexni je tedy nad tecnou, u funkce konkavni
pak pod tecnou.

Tyto vlastnisti se mohou na néjakém intervalu stiidat, ten bod, v némz tato
zména nastane se nazyva bodem inflexnim. Definujme si ho presnéji.

Def. 4.4 Necht f md derivaci v bodé xg € R. je-li tato derivace nevlastni, musi
zde byt navic spojitd. rekneme, Ze xq je inflexnim bodem funkce f, existuje-li §-okoli
bodu xy takové, Ze je funkce na intervalu (xg — &;x0) Tyze konverni a na intervalu
(x0; 20 + 0) TYze konkdvni nebo naopak.

Abychom mohli nakreslit graf funkce, musime se jesté seznamit s pojmem
asymptota (te¢na v nekonecénu).

Def. 4.5 Bud zg € R. Piimka x = xq se nazijvd asymptotou bez smérnice funkce f,

jestlize ma funkce v bodé xo alespon jednu limitu nevlastni. Primkay = ax+b,a, b €

R se nazyvd asymptotou se smérnici funkce f, jestlize plati nebo h? (f(x)—(ax+
T—>+00

b)) =0 neboxl_i)r_noo(f(x) — (ax +b)) =0.

Problém, jak vypocitat koeficienty a, b fesi nasledujici véta.

Véta 4.11 Primka y = ax + b je asymptotou se smérnici ke grafu funkce f(x),

je-li a = lim @ a b= lim (f(z) — ax). Analogickou vétu mizeme zformulovat
T—r00 T—>00

pro T — —oo.

Nyni si ukdzeme, jak asymptoty pocitat.

Priklad 4.1 Najdéte asymptoty ke grafu funkce y = iz—ﬁ Tato funkce je defi-
novana pro vSechna realna c¢isla, neméa tedy asymptoty bez smérnice. Podivejme se
tedy, zda bude mit asymptoty se smérnici. Nejdiive budeme hledat smérnici.

ze—1 2

. 241 . xr _]_
k= lim ¥ = lim =
T—00 I z—00 3+ 1

Usek na ose y urc¢ime podle vzorce

. (=1
o= (G -oe) =1

Ke stejnému vysledku bychom dosli i pro x — —oo, piimka y = 1 je tudiz asympto-
tou se smérnici.

Jind situace nastane v nasledujicim piikladu.

Piiklad 4.2 Urcete asymptoty ke grafu funkce y = xe®. I tato funkce je defi-
novana pro vSechna realnd ¢isla, proto nema asymptoty bez smérnice. S asympto-
tami se smérnici je to ale jiné. Je totiz rozdil, pocitdme-li limitu pro plus ¢i

3 ~ 7 . T . . T ~’, 7 vy v
minus nekonecno. Zatimco lim ¥~ = oo, je lim %= = 0. Dopocitdme jesté
x—00 ¥ r——00 T
q = lim xe® = lim % . Pouzitim L’Hopitalova pravidla snadno zjistime, Ze

T—r—00 T——00
se rovna nule a ptimka y = 0 je asymptotou se smérnici pro x — oo.
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Zavérem této kapitoly si fekneme véty o stfedni hodnoté. Prvni z nich je véta
Rolleova.

Véta 4.12 Necht funkce f je definovdna na intervalu [a;b]. Necht md tato funkce
derivaci (miiZe byt i nevlastni) a necht plati f(a) = f(b). Pak existuje ¢ € (a;c)
takové, ze je f'(c) = 0.

Zobecnénim této véty je véta Lagrangeova.

Véta 4.13 Necht funkce f je definovdna na intervalu [a;b]. Necht md tato funkce
derivaci (muze byt i nevlastni). Pak existuje c € (a;c) takové, Ze plati

1) = f(a)

fle) = =0~

Se svou troskou do mlyna pfisel i pan Cauchy.

Véta 4.14 Necht funkce f a g jsou definovdny na intervalu [a;b] a necht v kazdém
bodé x € (a;b) existuji vlastni derivace f')x), ¢'(x). Pak existuje ¢ € (a;b) tak, Ze
plati

[£(0) = fla)lg'(c) = [9(b) — g(a)lf"(x).
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KAPITOLA 4. APLIKACE DERIVACE



Kapitola 5
Priblizné vyjadreni funkce

Na zavér si néco fekneme o ptiblizném vyjadieni funkce. Problém spoc¢iva v tom,
ze nékdy je presné vyjadreni funkce dosti slozité, pricemz v praxi bychom vystacili
i s méné presnym, zato jednodussim vyjadienim funkce v okoli néjakého bodu.
Budeme preferovat vyjadieni pomoci polynomu, nebot tato funkce se mimo jiné
snadno derivuje i integruje.

Def. 5.1 Necht funkce f je definovina v okoli O(xq) bodu xy a plati xy + h €
O(xo). Pak ¢islo h nazgvdme pririustkem nezdvisle proménné a rozdil Af(xy) =
f(zo + h) — f(zo) nazgvdme prirustkem funkce f v bodé xy s krokem h nebo téz
prirustkem zdvisle promenné.

Pokusime se nyni vyjadrit prirustek funkce v zavislosti na cisle h. Jednu z
moznosti udava nasledujici definice.

Def. 5.2 Rekneme, Ze funkce f je diferencovatelnd v bodé xy € R, jestlize existuje
okoli bodu xq takové, Ze pro vsechny body z tohoto okoli plati

f(xo+h)— f(zg) = A-h+7(h),

kde A je vhodné ¢islo a T(h) je funkce, pro niz plati }Lil% % =0.
—

Je-li funkce f v bodé xy diferencovatelnd, nazyvd se vyraz A-h diferencidl funkce
f v bodé xy a znaci se df(xo)(h) ¢i strucnéji df(xg).

Nyni se pokusime zjistit vyznam konstanty A. Pracujeme s funkcemi spojitymi,
které moho mit v bodé zy derivaci. Pokud tomu tak je, pak mame vyhrano, nebt
byla dokazéna nésledujici véta.

Veéta 5.1 Funkce f ma v bodé xo diferencial pravé tehdy, kdyZ existuje vlastni

derivace f'(xg). Konstanta A z predchozi definice je ddna vztahem A = f'(xq), je
tedy

df(wo)(h) = f'(x0) - .
Piseme téz df(x¢) = f'(zo)dx.
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Muze se stat, ze priblizné vyjadieni funkce diferencidlem neni dostatecné presné.
V tomto piipadé muzeme hledat vyjadieni polynomem stupné n ve tvaru P,(z) =
ap+ Ay (x —x0) +az(z — )+ - -+ an(z — )" Je rozumné pozadovat, aby platilo

f(xo) = Puz) = ao
fllxo) = Pv) = o

f(wo) = Pl(z) = 2a

f™ () = PM(z) = nla,
Hledany polynom ma tvar

P (z) _f(ﬂUo)‘i‘@(x—xo)—i—%(x_xo)?_F...+

f(n) ()

n!

( —x0)" = Tn()
Polynom T,,(x) se nazyvéa Tayloruv polynom se sttedem zy. Pan Taylor, po némz

je pojmenovéana nésledujici véta, dokazal, ze funkci f(z) lze nahradit polynomem.

Véta 5.2 Necht funkce f md v okoli bodu o vlastni derivace aZ do ¥ddun+1 pro
nektera n € NU{0}. Pak pro vSechna x z tohoto okoli plati:

f(x) = To(20) + Bn(2).

F(e)
(n+1)!

kde & je vhodné ¢islo mezi x a xq je zbytek (chyba). Je-li xy = 0, pak se polynom
nazyvd Maclaurinuw.

R,x =

($ _ l‘o)n+1

Y



