Kongruence, rozklad na zbytkové tridy
Véta: Necht’ a, b jsou cela Cisla takova, ze b # (. Potom existuji cela Cisla g, » spliujici
vztah: a = bg +r, 0 < r < | b| , piiGemZ toto vyjadienti je jednoznaéné.

Poznamka: V predchozi véte a je délenec, b je délitel, g je netiplny podil a » je zbytek.
Je nutno si uvédomit, ze zbytek r pii déleni je vzdy nezéporny, a to i v piipad¢ déleni
zapornym Cislem. Napt. a = =26, b = -8, g = 4, r = 6, protoze —26 = (—8).4 + 6.

Definice: Necht a, be C, me N, m = 2. Pak fekneme, Ze ¢islo a je kongruentni s ¢islem
b podle modulu m (piSeme a =b (mod m)), prave kdyz ob¢ Cisla a, b davaji pii déleni
modulem m stejny zbytek.

Priklad: 9 =23 (mod 7), 19 =51 (mod 8), — 26 =22 (mod 8), ale 11 Z 19 (mod 5).

Véta: Relace kongruence je pro libovolny modul m relaci ekvivalence na mnozing€ C (je
reflexivni, symetrickd a tranzitivni).

Definice: Necht’ m je pevné ptirozené Cislo vétsi nez jedna. Oznacme

C; = {xe C; x dava po d¢leni Cislem m zbytek i } ,proi =0, I, ..., m — 1.
Pak mnozina C; se nazyva zbytkova tiida podle modulu m. Symbolem C,, pak oznac¢ime
mnozinu vSech zbytkovych tfid podle modulu m, tj. C,, = {Cy, Cy, ..., Cp_1} .

Poznamka: Protoze pii déleni Cislem m jsou mozné zbytky 0, 1, ..., m — I, je pocet
zbytkovych tfid podle modulu m roven cislu m. Kazda zbytkova ttida podle modulu m
obsahuje nekonecné mnoho celych ¢isel, kterd davaji pfi déleni modulem m tyz zbytek
(tzn. lisi se o né&jaky celociselny nasobek modulu m).

Piiklad: a) m = 4

Co={....,-8 4,0, 48, ...}
Cr={.,-7 31529 ..}
C={.,-6-220610, ..}
Ci={.,-5-1,3711 ..}
bym=235

Co={....-10, =5, 0, 5, 10, ...}
C={.,9 41611, ..}

{..,-8 3,27 12 ..}
C;={..,-7,-2328 13, ..}
Ci={..,—0,-1,409 14, ..}

Véta: Necht m je pevné piirozené Cislo vétsi nez jedna. Pak mnozina C, vSech
zbytkovych tfid podle modulu m tvoti rozklad mnoziny C vSech celych ¢isel.

Pozndamka: Nyni se budeme zabyvat binarnimi operacemi s¢itdni a nasobeni
definovanymi na mnoziné¢ C, pro rizné moduly m. Ob& operace na systému vSech
zbytkovych tfid budeme chapat nasledujicim zplsobem: Necht napf. m = 5. Zapis
souctu C; + C;, = C, znamend, Ze sectenim libovolného celého ¢isla davajiciho pii
déleni péti zbytek 3 s libovolnym celym ¢islem déavajicim pti déleni péti zbytek 4
dostaneme vzdy celé Cislo, které pii délené péti dava zbytek 2. Analogicky zapis spoje
nasobeni C, . C; = C; znamend, ze vyndsobenim libovolného celého ¢isla davajiciho pti
déleni péti zbytek 2 s libovolnym celym ¢islem déavajicim pti déleni péti zbytek 4
dostaneme vzdy celé Cislo, které pifi délené péti dava zbytek 3. Popularné feceno,



vysledek sé¢itani ¢i ndsobeni zbytkovych tfid podle modulu m ziskame tak, ze seCteme
nebo vyndsobime indexy zbytkovych tfid ze zadéani ulohy, zjistime zbytek souctu c¢i
soucinu pii déleni ¢islem m a tento zbytek je indexem zbytkové tiidy hledaného souctu
nebo soucinu.

Pl\"l'klady.' a)m=4:C1 +C3:C(), C2+C3:C], CZ.C3:C2, Cg. CQZC(),
Cl) m=3:C1+C2=C0, C2+C2:C], CZ.C2:C1,C().C2:C(),

Poznamka: V nésledujicich tvrzenich uvedeme typy algebraickych struktur
definovanych na mnozindch zbytkovych tfid. Tvrzeni nebudeme dokazovat, vzdy
uvedeme jen ilustraci dané struktury pomoci tabulky. Kviili zjednoduSeni zapisi rovnéz
budeme misto C,, uvadet pouze index m (ziejmé nebude moci dojit k nedorozuméni).
V ptedchozim ptikladu a) tedynapt. / +3=0,2+3=1,2.3=2,2.2=0.

Véta: Necht m je pevné ptirozené Cislo veétSi nez jedna. Pak algebraicka struktura
(Cy, +) je komutativni grupa s neutralnim prvkem Cj.

[lustrace (Cy, +):

W= O+
W= OO
O W= —
— O [W|N N
N |—=[OD|W (W

Véta: Necht m je pevné ptirozené Cislo vétSi nez jedna. Pak algebraicka struktura
(Cw, . ) je komutativni pologrupa s neutralnim prvkem C; a agresivnim prvkem C,.

[lustrace (Cy, .):

1011123
00000
110111213
210121012
310131211
[lustrace (Cs , .):
1011121314
0({0(0]|0]0]|0O
1{011]1213/4
21012141113
31013111412
410141321

Pozndamka: Prohlédneme-li si pozorné obé tabulky v ilustraci predchozi véty, vidime,
7e pti operaci nasobeni zfejmé podstatné zavisi na modulu. Odstranime-li z obou téchto
tabulek prvni tadek a prvni sloupec, odpovidajici ttidé Cj, dostavame ndsledujici
tabulky struktur (C, —{Cy},.) a (Cs—{Cy}, .):

[lustrace (Cs —{Cy}, .):
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W —|—
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Tustrace (Cs — {Cy} , .):

1112134
1/112]|3|4
21214113
313[1]4]2
4141321

Struktura (C, — {Cy} , .) nyni jiz neni ani grupoid, nebot’ obsahuje v tabulce prvek 0 ,
ktery jiz nepatfi do nosné mnoziny (neni v zahlavi tabulky). Oproti tomu, algebraicka
struktura (Cs — {Cy} , .) se jesté ,,zlepSila, nyni jde jiz o komutativni grupu. Ktery piipad
nastane, zavisi na modulu.

Véta: Necht modul m je prvocislo. Pak algebraickd struktura (C, — {Cy} , .) je
komutativni grupa. Je-li modul m &islo slozené, pak (C,, —{Cy/} , .) neni ani grupoidem.

Diisledek: Necht modul m je prvocislo. Pak algebraicka struktura se dvéma operacemi
(Cn —{Cp} ,+, .) je komutativni teleso.

Pozndamka: Podle piedchoziho tvrzeni neni (C, — {Cy}, .) pro sloZeny modul ani
grupoidem. Protoze je vSak potfeba popsat i struktury zbytkovych tifid se dvéma
operacemi pro slozeny modul m, musime néjak ,,popsat™ situaci nul vyskytujicich se
v tabulkach (napt. (C;—{Cy}, .)).

Definice: Necht’ modul m je sloZzené Cislo, necht’ pro dvé zbytkové tiidy C,, C, podle
modulu m plati C, = Cy, C, = Cy. Jestlize C,. C, = Cy, pak ob¢ ttidy C,, C,se nazyvaji
vlastni dé€litelé nulového prvku Cy .

Poznamka: Definice vlastnich délitelit nulového prvku (stru¢né jen délitela nuly) je
samoziejm¢ obecnéj$i. Struktury zbytkovych tfid vSak poskytuji uziteCnou ilustraci
tohoto pojmu. Soucasné¢ ve shod¢ s obecnou teorii algebraickych struktur se dvéma
operacemi umoznuje existence délitelit nuly popsat i struktury (C,, — {Cy}! ,+, .) pro
slozeny modul m.

Véta: Necht modul m je sloZzené Cislo. Pak algebraicka struktura se dvéma operacemi
(Cn — {Cy} ,+, .) je komutativni okruh, ktery nikdy neni oborem integrity (obsahuje
delitele nuly).

Piiklad: V okruhu (Cy,— {Cp} ,+, .) je délitelem nuly C, ; v okruhu (Cs — {Cp} ,+, .) jsou
délitelé nuly C> C; a Cy ; v okruhu (Cs — {Cy} , +, .) jsou délitelé nuly C> Cy, Cs.



