Binarni operace v mnoziné

Definice 1: Necht M je libovolna neprazdnd mnozina. Binarni operaci O v mnoziné M
rozumime zobrazeni z mnoziny kartézského sou¢inu M x M do mnoziny M.

» Jestlize v binarni operaci je vzoru [x,y] € M x M pfifazen obraz z € M, piSeme:
1. xOy =z prvekz € M se nazyva vysledek operace O.
2. o:MxM—>M.

Poznamka 1. Zapisu [[x,y], z] € O, odpovidd zapisx O y =z (. z je vysledek operace O).
Priklad 1. a) Zapisu [[1,2], 3] € +, odpovida 1 + 2 =3 (). 3 je vysledek operace scitani Cisel

l1a2).
binarni operace s€itani soucet

b) Zéapisu [[2,3], 6] € & odpovidd 2 * 3 = 6 (1. 6 je vysledek operace ndsobeni
Cisel 2 a 3).

binarni operace nasobeni soucin

Pozndmka 2. Oznadeni binarnich operaci: +, *, o, [, O0,..
Piiklady binarnich operaci ve $kolské matematice:

1) Scitani (+), od¢itani (=), nasobeni (°), déleni (&), umocinovani,...
(pracujeme s nimi v ¢iselnych mnozindch).

2) Sjednoceni (L), prinik (N), rozdil ( - ), symetricky rozdil (A) mnoZin,...
(pracujeme s nimi v systémech mnozin).

Vlastnosti binarnich operaci:

Oznaceni:
* N-{1,2,3,4,..}- mnoZina vSech ptirozenych ¢isel
* No-{0, 1, 2, 3, 4, ..} - mnozina vSech pfirozenych c¢isel snulou (mnoZina vSech
nezapornych celych cisel)
e C-{.,-2,-1,0,1,2,3,4, ..} - mnoZina vSech celych ¢isel
* Q- mnoZzina vSech racionalnich cisel (zlomky)
* R-mnozina vSech realnych Cisel

Definice 2: Binarni operace © v mnozin¢ M, ktera ma vlastnost, ze je definovana pro kazdou
uspotadanou dvojici [x,y] € M x M, se nazyva operace neomezené definovana v mnozin¢ M
(zkracené operace definovana na mnoziné M). Znac¢ime ND.

Symbolicky: (Vx, y € M)(Fz€ M)[xoy=z].

Priklad 2:
» operace scitani (+)....... v mnoziné N, C, Q je ND
e operace od¢itani (-)...... v mnozin¢ N neni ND

v mnozin¢ C, Q, R je ND
e operace nasobeni (¢)..... vmnozin¢ N, C, Q je ND



e operace déleni (3)....... v mnozin¢ N, C, Q, R neni ND
v mnozin€ Q - {0}, R-{0} je ND

Definice 3: Bindrni operace © definovand na mnoziné M (je ND), se nazyva komutativni
pravé tehdy, kdyz plati:
(Vx,yeM)[xoy=yox]

Znacime K.
Priklad 3:
» operace scitani (+)....... na mnoZziné N, C, Q je K
e operace od¢itani (-)...... na mnozin¢ C, Q, R neni K
e operace nasobeni (*)..... namnoziné N, C, Q, Rje K
e operace déleni (3)........ na mnoziné Q - {0}, R - {0} neni K

Definice 4: Binarni operace O definovand na mnoziné¢ M, se nazyva asociativni pravé tehdy,
kdyz plati:
(Vx,yzeM)[(xoy)oz=xo(yoz)]

Znacime A.
Priklad 4.
» operace scitani (+)....... na mnoziné N, C, Q je A
e operace od¢itani (-)...... na mnozin¢ C, Q, R neni A
e operace nasobeni (*)..... namnozin€ N,C, Q, Rje A
* operace déleni (3)........ na mnozin€ Q - {0}, R - {0} neni A

Definice 5: Necht v mnoziné M je definovana binarni operace O. Existuje-li prvek e € M,
pro ktery plati:
(VxeM)[xoe=eox=x].
Pak se prvek e € M nazyva neutralnim prvkem mnoziny M vzhledem k operaci O.
Znacime EN.

Priklad 5:
* operace scitani (+)....... na mnozin€ N nema vlastnost EN (tj. neexistuje neutralni prvek
v mnoZiné N vzhledem ke s¢itanf)
» operace s¢itani (+)....... na mnoziné Ny, C, Q, R ma vlastnost EN (tj. existuje neutralni
prvek vzhledem ke s¢itani e=0: x+0=0+ x=x)
e operace odcitani (-)...... vmnoziné N, C, Q R nema vlastnost EN (tj. neexistuje

neutralni prvek vzhledem k od¢&itani)

e operace nasobeni (¢)..... namnozin¢ N, C, Q, R ma vlastnost EN (tj. existuje neutralni
prvek vzhledem k ndsobeni e=1: x* 1 =1°x=x)

* operace déleni (3)........ v mnoziné N, C, Q, R nema vlastnost EN (tj. neexistuje neutralni
prvek vzhledem k déleni)

Poznamka 3. Je-li operace O komutativni, pak v zapisu vlastnosti EN Ize vynechat jedna ze
dvou stran rovnosti x © e nebo e o x.



Definice 6: Necht' v mnozin€ M je definovana bindrni operace O a necht’ e je neutralni prvek

mnoziny M vzhledem k operaci O. Prvek @ € M nazyvadme inverznim prvkem k prvku a €

M v operaci © v mnozin¢ M prave tehdy, kdyz plati:

aoca=aoa =e.

Jestlize(Va € M)(Fa € M)[doa=aod = e, iekneme, Ze ke kazdému prvku

mnoziny M existuje prvek inverzni vzhledem k operaci ©. Zna¢ime EI.

Priklad 6:
» operace scitani (+)....... na mnozin¢ Ny nema4 vlastnost EI
» operace s¢itani (+)....... na mnoziné C, Q, R ma vlastnost EI (tj. existuje inverzni prvek

ke kazdému prvku z dané mnoziny vzhledem ke s¢itani tak, aby platiloa +a=a+a =
0. Inverzni prvek k prvku a vzhledem ke s¢itani se nazyva prvek opacny a znacime

J¢

a=-a

operace odcitani (-)...... v mnoziné N, C, Q, R nema vlastnost EI (nebot nema vlastnost
EN)

operace nasobeni (*)..... na mnoziné N, C, Q, R nem4 vlastnost EI

operace nasobeni (*)..... na mnozin¢ Q - {0}, R - {0} ma vlastnost EI (tj. existuje inverzn{

prvek ke kazdému prvku z dané mnoziny vzhledem k nasobeni tak, aby platilo

a+a=a-a = 1. Inverzni prvek k prvku a vzhledem k nasobeni se nazyva prvek
o, .- 1 )

prevraceny a znatime jejd =— =a !

operace déleni (¢)........ v mnoziné N, C, Q, R nem4 vlastnost EI (nebot nema vlastnost

EN)

Poznamka 4. Je-1i operace O komutativni, pak v zapisu vlastnosti EI 1ze vynechat jedna ze
dvou stran rovnosti @ © a = a © a.

Definice 7: Rikame, Ze binarni operace O definovana na mnoziné M ma vlastnost FeSitelnost
zakladnich rovnic prave tehdy, kdyz plati:

Va, beM))Ax,ye M)[aox=b L yoa =b].

Znacime ZR.

Poznamka 5. Je-1i operace O komutativni, pak v zapisu vlastnosti ZR Ize vynechat jedna
z vyrokovych forema o x =bneboyoa =b.

Priklad 7:
* operace s¢itani (+)....... na mnozin€ N, nemd vlastnost ZR (tj. rovnice a + x = b neni
pro vSechny prvky mnoziny N reSitelna)
» operace s¢itani (+)....... na mnozin¢ C, Q, R ma vlastnost ZR (tj. rovnice a +x = b je pro

vSechny prvky uvazovanych mnozin fesitelna: x = b - a)
operace nasobeni (+)..... na mnozin¢ N, C, Q, R nema vlastnost ZR (tj. rovnice a *x = b
neni pro vSechny prvky uvazovanych mnoZin reSitelnd)




» operace nasobeni (*)..... na mnozin¢€ Q - {0}, R - {0} ma vlastnost ZR (tj. rovnice a * x =

b
b je pro vSechny prvky uvazovanych mnozin fesitelna: x = o )
Definice 8: Necht' v mnozin€¢ M je definovéna bindrni operace O. Existuje-li prvek g € M,
pro ktery plati:
(VxeM)xog=gox=g]

Pak se prvek g € M nazyva agresivnim prvkem mnoziny M vzhledem k operaci O.

Priklad 8:
» pro operaci s¢itani (+) na mnoZiné N, C, Q neexistuje agresivni prvek.
e pro operaci nasobeni (+) na mnozin¢ C, Q, R existuje agresivni prvek: g=0: x *0=0"
x=0.

Urceni vlastnosti binarnich operaci podle tvaru operacni tabulky

Uvazujme binarni operaci © v mnoziné¢ M zapsané pomoci operacni tabulky, viz ptiklad:

Priklad 9: Je dana mnozina M = {a, b, ¢} a operace O v mnoziné¢ M dand tabulkou. Urcete

vlastnosti operace O. Pokud existuje neutralni nebo agresivni prvek, urcete je. K jednotlivym
prvkiim stanovte prvky inverzni, pokud existuji.

0 a b Cc

a b C a

Vysvétlivky k tabulce: a©a=b
boc=b
cOa=a

Reseni: ND L K L A-[ EN [ EI [ ZR

Pravidla pro uréovani vlastnosti operace v mnoziné€ dané tabulkou:

ND: Tabulka je celd vyplnéna prvky mnoziny M

K: Prvky tabulky, ktera je cela vyplnéna prvky mnoziny M, jsou soumérné rozlozeny podle
hlavni diagonaly

A: Z tabulky obvykle nepozname - urujeme z definice nebo ze vztahu A = (ZR < EI)

EN: Alespon jeden fadek a jeden sloupec jsou stejné jako zahlavi tabulky

EI: Kazdy radek i sloupec tabulky obsahuje neutralni prvky tak, ze ve vSech fadcich a



sloupcich existuji takové, Ze jsou soumérné rozlozeny podle hlavni diagonaly.
ZR: Kazdy tadek i sloupec obsahuje vSechny prvky mnoziny M
Agresivni prvek g € M pozname tak, ze v celém jemu piisluSejicim fadku i sloupci se
vyskytuje pouze prvek g.

Problém asociativity operace o

Vyjdeme ze vztahu A = (ZR = EI):
1. Pokud nastane situace, ze EI [ ZR nebo E¥ [ ZR, pak plati, Ze operace O neni
asociativni, tj. A
2. Pokud nastane situace, ze L ZR nebo EI L ZR, pak asociativitu operace O nelze
urcit pfimo, ale je potieba vyuzit Definici 4 ovéfenim vSech moznych trojic prvki
z dané¢ mnoziny (zdlouhavé)

Algebraické struktury s jednou operaci

Definice 9: Usporadana dvojice (M, O), kde M je neprazdna mnoZina, ve které je definovana
binarni operace O, se nazyva algebraicka struktura s jednou operaci.

Priklad 9: Ptiklad algebraickych struktur: (N, +), (C, -), (Q - {0}, :), (R, *); (M, ©O), kde mnoZina
M = {a, b, c} a operace O jsou z Prikladu 9, 10.

Definice 10:

I.  Algebraicka struktura (M, ©O) se nazyva grupoid pravé tehdy, kdyz operace O je
neomezené definovand v mnoziné¢ M (ND).

II.  Grupoid (M, 0), jehoz operace O je asociativni, se nazyva pologrupa (ND, A).

III.  Pologrupa (M, 0) takova, Ze v M existuje neutrdlni prvek vzhledem k operaci (M, ©O)
a ke kazdému prvku a € M existuje prvek inverzni @ € M, se nazyva grupa (ND, A,
EN, EI).

Poznamka 6. Jestlize v ptipadech 1., IL., I1I. je operace © komutativni, pak hovofime o
I.  Komutativnim grupoidu
II.  Komutativni pologrupé

III.  Komutativni grupé



Schéma k Definici 10:

Vlastnost operace O Algebraicka struktura
ND Grupoid
ND L K Komutativni grupoid
(M, 0) ND [ A Pologrupa
ND L ALK Komutativni pologrupa
ND L A L EN L EI Grupa
NDLALENL EIL K Komutativni grupa

Priklady algebraickych struktur s jednou operaci

1. ([, +) ... komutativni pologrupa
s¢itani ... ND L K L ALENL B L ZR
rovnice a + x = b neni pro libovolné a, b € []
fesitelna

2. (g, +) ... komutativni pologrupa s neutralnim prvkem e = 0
séitani... ND L K L ALENL EL ZR

3. (lo, -) ... neni ani grupoid
od¢itani . NB L Kk L AL ENL EEL ZR
hledame neutralni prvek, pro ktery plati: a —e=e—a =a
a-e=a L e-a=a
e =0 L e = 2a (vlastnost EN neni splnéna)

4. ([o, *) ... komutativni pologrupa s neutralnim prvkem e = 1
nasobeni .. ND L K L ALENL B[ ZR

5. (g, @) ...neni ani grupoid
déleni... NB L Kk L ALENL BHL ZR

6. (C, +) ... komutativni grupa s neutralnim prvkem e = 0 s vlastnosti ZR
s¢itani.. ND L K L A L EN L EI L ZR
a=-a
rovnice a + x = b je pro libovolné a, b € C vzdy
fesitelna



7.(C, -) ... grupoid s vlasnosti ZR
odéitani . ND L ¥ L A L ENL E L ZR
operace od¢itanineni K: a-x=b L y-a=5
x=a-bLy=b+a
a-beC L b+aecC tj. obé&rovnice jsou
pro lib. a, b € C vzdy fesitelné

8. (C, *) ... komutativni pologrupa s neutradlnim prvkem e = 1
nasobeni .. ND L KL ALENL B L ZR
rovnice a - x = b neni pro libovolné a, b € C teSitelna
9.(C, :) ...neni ani grupoid
déleni... NB L Kk L ALENL EHL ZR

10. (Q, +), (R, +) ... komutativni grupy s neutralnim prvkem e = 0 a vlastnosti ZR
s¢itani.. ND L K L A L EN L EI L ZR
a=-a
rovnice a + x = b je pro libovolné a, b € Q, R vzdy
fesitelna
11.(Q, -), (R, -)... grupoid s vlasnosti ZR
odéitani . ND L K L AL ENL E L ZR

12. (Q, *), (R, *)... komutativni pologrupy s neutralnim prvkem e = 1
nasobeni .. ND L K L AL EN L B [ #ZR
HL: a-a=1

pro a = 0 vSak neexistuje a, nebot’ ¢islo % neni definovdno
R a-x=b
x =
proa=0 L b#0 v3ak neexistuje x € Q, R tak, aby platilo 0 - x = b.

QT

13.(Q, :), (R, :)... neni ani grupoid
déleni... NB L K LALEBNL B[ ZR

14. (Q- {0}, ), (R- {03}, ) ... komutativni grupa s neutralnim prvkem e = 1 a vlastnosti ZR
nasobeni.. ND L KL ALENL EIL ZR
1

a=-

a
rovnice a - x = b je pro libovolné a, b € Q - {0}, R - {0} vidy feSitelna

Priklad 10: Je dana mnoZina M = {a, b, ¢} a operace © v mnozin¢ M dana tabulkou. Urcete
vlastnosti operace O. Pokud existuje neutralni nebo agresivni prvek, urcete je. K jednotlivym
prvkiim stanovte prvky inverzni, pokud existuji. UrCete typ algebraické struktury (M, O).



2.
0 a b C
a c a a
b a c b
c a b c
3.
0 a b C
a c a a
b c b
c a b c
4.

a a a a
b a a a
C a a a

Priklad 11: Urcete vlastnosti operace dané predpisem
0 ={[[ablc] € C2xC:c=a+b-2}






