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Pravdépodobnost N

{F 151
V pojmect
Pti stan
» ol o 1w P P "y mdme o
V piirodnich védéch i v praktickém Zivoté se setkdvame s pokusy, které pfti splnéni ol
piedepsanych podminek vedou vzdy ke stejnému, pfedem olekdvanému vysledku. Jkteré %
Napt. zahtejeme-1i vodu na 100 °C pii tlaku 100 kPa, za¢ne se vafit. Nebo nechdme-li P i
vodi¢em prochdzet elektricky proud, magnetickd stfelka umisténd pod nim se vzdy Y
vychyli ur¢itym smérem. Takovymto pokusiim fikdme deterministické. Najdeme viak
mnobho prikladi, kdy vySe uvedené neplati. Napt. hodime-li hraci kostkou, nemtizeme
s jistotou piedem fict, jaké ¢islo padne. Otocime-li klickem v zapalovani automobilu, .
vét§inou motor naskodi, nékdy ale kvili poruse nenastartujeme. Hodime
neumime-
Nahodnym pokusem rozumime pokus, ktery i za dodrZeni predepsanych pod- R]_ESE;‘\‘TI: A
minek mtiZe vést k riznym vysledkim a nelze s jistotou predvidat, ktery z téchto minct, ke
vysledki nastane. o
Cviceni

Bl Hoc
Klasickymi piiklady ndhodnych pokusti jsou hod kostkou, hod mincf, taZen{ karty o
z rozmichaného balicku, slosovini loterie, sdzeni na vysledek sportovniho utkéni Bl Uve
atd.

Pro praxi dileZitéjsimi piiklady mohou byt kontrola kvality vyrobené souc¢stky,
destruktivni zkouska pevnosti uritého materidlu, testovani Gc¢innosti nového
léku, realizace pfedvolebniho prizkumu atd.

a) |

b) |
t

N Do

m Uvazujme hod kostkou. Jaké vysledky pokusu mohou nastat? (Umluva: Kostkou v této jevi
ucebnici rozumime klasickou hract kostku ve tvaru krychle, na jejich? sténdch jsou turr

vyobrazeny ndsledujici pocty ,,ok“: 1,2, 3,4, 5a6.) KN N

RESENI: Vysledkem pokusu miZe byt libovolné pfirozené Cislo

ranc

od 1 do 6. Mnozina vSech téchto vysledk ma Sest prvki. mis

Navzd;

E] Pii kontrole uréitého pifstroje se provéfuji tii jeho soucdstky. U kazdé z nich se zjistuje, L
zda je, i nenf funk¢ni. Oznacme si symbolem f situaci, kdy dand soucdstka funguije,
symbolem 7 situaci, kdy tato sou¢dstka nefunguje. Jaké vysledky uvedeného pokusu

mohou nastat?
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RESENI: Jednotlivé souddstky je z praktického hlediska ziejmé tfeba rozliSovat (napf.
podle poradi, v jakém byly kontrolovany). MiZe tedy nastat celkem 23 = 8 vysledki,
které 1ze popsat ndsledujicimi uspofadanymi trojicemi pismen f a n:

2%

V pojmech kombinatoriky jde o tii¢lenné variace s opakovanim ze dvou prvki.

Pii stanoveni mnoziny vSech moznych vysledki daného ndhodného pokusu
mdme ob&as urcitou libovili — podle toho, jak detailné chceme, resp. potiebujeme
jednotlivé vysledky rozliSovat. Pokud by nds v tloze B nezajimalo konkrétné,
které komponenty funguji a které ne, ale jen kolik komponent je vadnych, pak
bychom rozliSovali jen ¢tyfi mozné vysledky pokusu: 0, 1,2 a 3.

Hodime najednou ¢tyfmi mincemi. Kolik riznych vysledkii pokusu miZe nastat,
neumime-li jednotlivé mince od sebe rozlisit?

RESENI: Vysledky pokusu lze v tomto piipadé charakterizovat napt. pomoci poctu
minci, které ukdzou lic. Moznych vysledku je tedy pét (0, 1, 2, 3, 4).

Cviceni

¥ Hodime-li postupné &tyfmi mincemi, kolik vysledki pokusu umime rozlisit?

" Uvazujte hod dvéma kostkami.

a) Kolik vysledki pokusu miiZe nastat, hodime-li kostkami najednou a neumime-
-li kostky rozlisit?

b) Kolik vysledki mize nastat, umime-li kostky rozliit (napi. podle velikosti,
barvy nebo potadi hodu)?

:W Do volejbalového turnaje se prihlésilo 12 druzstev. V mistnim zpravodaji se ob-
jevi jen poradi prvnich tf druZstev. Kolik je z tohoto hlediska moZnych vysledkd
turnaje?

¥ Na ulici pted sidlem urcité firmy je osm parkovacich mist. Osm zaméstnanci
rdno postupné piijede sluZebnimi vozy, kazdy si ndhodné vybere dosud volné
misto k parkovani. Kolik je moZznych zptisobii zaparkovani?

Navzdjem se vylucujici vysledky ndhodného pokusu, které jiz nelze jemnéji
rozlisit, se nazyvaji elementarni jevy.
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Jednoduché priklady:

e Pii hodu jednou kostkou muize nastat 6 elementdrnich jevl (mtze padnout
libovolné pfirozené ¢islo od 1 do 6).

e Pfi soucasném hodu dvéma nerozliSitelnymi mincemi mGZeme rozlisit
3 elementarni jevy (dva lice, rub a lic, dva ruby).

e Pii postupném hodu dvéma mincemi muizeme rozlisit 4 elementarni jevy —
usporadané dvojice (lic, lic), (lic, rub), (rub, lic) a (rub, rub).

Mnozinu vSech elementdrnich jevi, které mohou v daném pokusu nastat (tj. mno-
zinu vSech moznych vysledkt pokusu) budeme oznacovat velkym feckym pis-
menem . Libovoln4 jeji podmnozina se nazyva nahodny jev (skldd4-li se z vice
nez jednoho elementarniho jevu, fikdme, Ze je to jev sloZeny). Nahodné jevy bu-
deme oznacovat velkymi pismeny A, B atd. Mnozina Q je tzv. jisty jev, symbol
prazdné mnoziny @ oznacuje jev nemozny.

B Hodime postupné dvéma kostkami. Popisme pomoci elementdrnich jevi ndsledujici
L—4 nédhodné jevy:

a) Jev A: Na kostkach padnou stejnd &isla.

RESENI: Celkovy pocet elementarnich jevi je 36. VSechny tyto elementéarni jevy — b)

jde o usporfddané dvojice ¢isel od jedné do Sesti s moZnym opakovanim — lze
piehledné zapsat do schématu (tabulky):

Jev A se ziejmé skldada z téchto Sesti elementdrnich jevii:
A={(1,1),(2,2),(3,3), (4,4),(5,5), (6,6)}.

Ve vySe uvedeném schématu se jednd o prvky na hlavni diagondle (dhlopiicce
spojujici levy horni a pravy dolni roh tabulky).

b) Jev B: Na kostkdch padnou &isla, jejichZ soudet je vétsi nez 8.
RESENI: Celkem 10 elementérnich jevi je pfiznivych jevu B:
B={(3.6), (4,5), (4,6), (5,4), (5,5), (5,6), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)}
Ve schématu jde o prvky v ,,pravém dolnim rohu®.

c¢) Jev C: Padne alespoii jedna Sestka. (Zkuste vyfesit sami.)
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Hrad pokeru (varianta Texas Hold’em) dostane 2 karty z dokonale rozmichaného
balicku 52 karet. Popi¥me pomoci elementédrnich jevii nasledujici jevy (nerozliSujeme
poradi, v jakém hrac karty dostal):

a) Hrac¢ dostane do ruky eso a kréle.

EVy — RESEN{: Uvazovany baliek obsahuje karty Ctyf riznych ba-
rev: piky #, srdce ¥, kdra ®, trefy &. Od kazdé barvy je
v bali¢ku 13 karet riiznych hodnot: 2, 3, 4,5, 6,7, 8, 9,10, 7,
Q, K, A. Elementarni jevy jsou viechny moZné neuspofadané
dvojice karet, které 1ze vybrat z celkového poctu 52 karet.

e 52 . . (
) pis- Téchto elementédrnich jeva je < ) ) = 1326 (jde o dvojclenné

kombinace bez opakovani z 52 prvki). Pfiznivé jsou ty

Ebol kombinace, které obsahujf eso (A) a krdle (K), jde o nasledujicich 16 neuspordda-
nych dvojic:

{AN. Ko} {AM KV} {AM Ko} {AM, K&}

{AV. K&} {AV KV} {AV.Ké} {AY, K&}

ledujici {A® Ko} {A® KV} {A® K¢} {A® K&}

{Ad, K&} {A& K¥Y} {A&% Ko} {Ad, K}

b) Hra¢ dostane do ruky dvé esa. (Zkuste sami.)

Néhodné jevy jsou mnoZinami (jejich prvky jsou elementdrni jevy), proto mu-
7eme pouzivat mnozinovou symboliku.

Je-li Qc A, fikdme, Ze vysledek (elementarni jev) S je pFiznivy jevu A.
Je-li A C B, fikdme, Ze jev A je podjevem jevu B. Tj. viechny vysledky piiznivé
jevu A jsou pifznivé i jevu B.

ricce Vysledky priznivé priiniku AN B jsou pravé ty, které jsou priznivé soucasné
jevam A a B.
Je-li AN B = @, fikdme, Ze jevy A a B se vylucuji (jsou neslucitelné).
Vysledky piiznivé sjednoceni AUB jsou pravé ty, které jsou piiznivé jevu A nebo
jevu B (nebo obéma).
Opacny jev k jevu A oznaCujeme A’, vysledky pfiznivé tomuto opacnému jevu
j;‘j)u gé\vi ty, které nejsou pifznivé jevu A. UZitim mnoZinové symboliky lze psat
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Sledujeme dobu bezporuchového provozu uréitého zafizeni méfenou v celych dnech,
oznacime ji 7. Uvazujeme nésledujici ndhodné jevy:
Jev A: doba T je krat3i nez 2 dny;
Jev B: doba T je alespoti 5 dnii;
Jev C: doba T je alespoii 10 dnd.
Jakeé plati vztahy mezi témito jevy? Uréeme opacné jevy k jevim A, B a C.
RESENT: Ziejmé je ANB =@, tj. jevy A a B se vylucuji. TotéZ plati pro jevy A a C.
Jev AUB znamend, Ze zafizeni se porouchd b&hem prvnich 2 dni nebo funguje bez
poruchy minimdlné prvnich 5 dnd provozu. Podobné Ize popsat jev AUC. Je-li doba
bezporuchového provozu alespoii 10 dnd, pak samoziejm& musi nastat alespoti 5 dnd
bez poruchy, tedy C C B (jev C je podjevem jevu B). Plati tedy BNC=C aBUC =B.
Jev A’ znamen4, 7e se zafizeni béhem prvnich 2 dnd neporouchd, jev B’ znamend4, e
se zafizeni porouchd b&hem prvnich 5 dnd, interpretace C’ je obdobna.
Cviceni
1| Nahodné vyto¢ime telefonni &islo. Jev A spodivd v tom, Ze toto &slo md na
poslednim misté ¢tyrku, jev B spociva v tom, Ze toto &islo je délitelné dvéma,
ajev C spocivd v tom, Ze toto &islo je délitelné Etyimi.
a) Je néktery z téchto jevi podjevem jiného jevu?
b) Co miiZzeme fici o pfedposledni &islici vytodeného &isla, vime-li, Ze nastaly
soucasné jevy A a C?

1 Uvazujte hod dv&€ma kostkami. Jev A spocivd v tom, Ze padla alespoii jedna
Sestka, jev B spociva v tom, Ze soucet &isel je roven 6, a jev C spociva v tom, Ze
soucet Cisel je mensi nez 7.

a) Zapiste jev B pomoci elementdrnich jevi. Predpoklddejte, Ze kostky umime
rozlisit.

b) Popiste slovné jev C'.

c) Jaky je vztah mezi jevy A a C'?

d) Co muizeme fici o jevech A a B?

e) Jaky je vztah mezi jevy B a C?

f) Popiste slovné jev C\ B.

£ Vosudi jsou 2 bilé a 4 ¢erné koule. Postupné losujeme koule z osudi, dokud nenf
prdzdné, vytaZzené koule nevracime zpét.

a) Kolik je moznych vysledki losovani za predpokladu, Ze koule stejné barvy
neumime rozlisit?

b) Kolik vysledkii je pfiznivych jevu A, ktery spocivé v tom, Ze v prvnim tahu
byla tazena bild koule?

¢) Kolik vysledki je pfiznivych jevu B, ktery spo¢iva v tom, Ze obé bilé koule
byly taZeny béhem prvnich tf{ tahi?

d) Popiste slovné jev B’.

e) Kolik vysledkd je pfiznivych jevu C, ktery spo¢ivd v tom, Ze posledn{ tazend
koule je cerna?
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f) Jaky je vztah mezi jevy B a C?

g) Popiste slovné jev ANB’' N C.

Ze skupiny 6 chlapct a 4 divek ndhodné vybereme ctvefici déti.

a) Kolik je moznych vysledkd néhodného pokusu? Piedpoklddejte, Ze nezalezi
na poradi, v jakém jsou déti vybirany.

b) Kolik vysledkd je pifznivych jevu A, Ze mezi vybranymi détmi jsou dva
chlapci a dvé divky?

¢) Kolik vysledki je pifznivych jevu B, Ze mezi vybranymi détmi je nejvyse
jedna divka?

Zavod vyrdbi ur¢itou soucdstku, kterd je podrobena tiem riznym zkouskam.

Jev A spociva v tom, Ze nahodn& vybrand soucdstka obstoji pfi prvni zkouSce,

jev B v tom, Ze obstoji ve druhé zkousce, a jev C v tom, Ze obstoji ve tieti zkousce.

Vyjadfete v mnozinové symbolice (tj. pomoci jevi A, B, C), Ze soucdstka obstoji:

a) jen v prvni zkouSce,

b) v prvni a ve druhé zkousce, ale neobstoji ve tfeti zkousce,

¢) pravé v jedné zkousce,

d) alespori v jedné zkouSce,

e) pravé ve dvou zkouskéch,

f) alespoil ve dvou zkouSkach,

g) ve vSech tfech zkouskach,

h) nejvyse ve dvou zkouskach.

3.2 Pravdépodobnost — zakladni pojmy

Pravdépodobnosti ur¢itého nahodného jevu rozumime ciselné vyjadrent Sance
(resp. moznosti), Ze tento jev nastane. Pravdépodobnost je definovina jako Cislo
mezi nulou a jednou, ¢im bliZsi je k 1, tim jist&jsi si jsme, Ze dany jev nastane,
naopak ¢fm blizsi je k 0, tim jist&j$i si jsme, Ze nenastane. Pravdépodobnost
nahodného jevu A zapisujeme P(A).

« . " Ay . 1 ‘e ‘14
Rekneme-li, Ze pravdépodobnost ur¢itého jevu je rovna ~, znamena to, Ze pokladame
za stejné& moZné, Ze tento jev nastane i Ze nenastane. Napf. pfi hodu mincf (je-li mince
symetrickd a nesnaZime-li se vysledek nijak ovlivnit) je rozumné predpokladat, Ze
pravdépodobnost padnuti lice je stejnd jako pravdépodobnost padnuti rubu, tj. 5
Napiseme-li napt., ze P(A) = 0,8, znamend to, Ze ,,jsme si na 80 % jisti®, Ze jev A
nastane. Pokud bychom mohli opakované realizovat ndhodny pokus, jehoZ vysledkem
miZe a nemusi byt jev A, pak bychom ocekavali, Ze zhruba v 80 % piipadi jev A
skuten& nastane a ve zbyvajicich 20 % piipadi nastane opacny jev k jevu A, tedy
. /

jev A’
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: : . V zadén
Pravdépodobnost Ize nékdy téZ interpretovat jako ochotu k uzavieni ur¢ité sazky.

Rekneme-li napf. kamaradovi: ,,Vsadim Ctyfi sta korun proti tvoji stovce, Ze Z?rlfef _
Sparta zitra vyhraje!*, fikdme tim, Ze pokud Sparta nevyhraje, jsme ochotni mu ik
dat 400 K¢, vyhraje-li, budeme od néj chtit 100 K¢. Oznac¢ime-li si symbolem nam buc
A jev, Ze Sparta vyhraje, pak si myslime, Ze pravdépodobnost jevu A je Gtyfi- -
krét v&ti neZ pravdépodobnost jevu A’. ProtoZe soucet pravdépodobnosti jevu Jb ares ;f:
a pravdépodobnosti jevu opacného musi byt vzdy roven jedné, plati: N
P(A)=0,8aP(A)=0,2. Pfi rozli
bylo vy

vych s

Na podobném principu funguji sdzkové kanceldfe. VypiSe-li sdzkova kancelaf na vi- ,
t&zstvi Sparty kurs 1,25, znamen4 to, Ze vsadime-li na toto vitézstvi 100 K&, dostaneme jevu B2
v piipad€ vyhry Sparty nazpét 125 K¢ — jinymi slovy vyhrajeme pouze 25 K&, v opac-
ném piipadé o 100 K¢ pfijdeme. Tedy vsdazime 100 K¢ proti 25 K& sazkové kanceldre.

Na ulici
Pokud by kanceldr do kurzu 1,25 nepromitala naklady, bezpe¢nostni piirazku ani ode- nancu
kdvany zisk, dalo by se z néj odvodit, Ze analytik dané kanceldie soudi, Ze Sparta misto k
vyhraje s pravdépodobnosti 0,8. Zamestr
e ; i ! RESENI
JestliZze m4 urcity nahodny pokus kone¢ny pocet n moznych vysledkii (elementar- 1do 8).
nich jevi), které jsou stejné pravdépodobné, tj. maji stejnou Sanci se vyskytnout, Tificin
i L i 1 AL
je pravdépodobnost kazdého tohoto vysledku rovna —. vysledk
e zajiman
urcit pe
. . by pak
Uvazujme hod kostkou. Jaka je pravdépodobnost, Ze padne pétka? viak ve
RV . . ) jejich p
RESENI: Hod kostkou md 6 moZznych vysledka. Predpokldddme-li, ze kostka je syme- S
trickd a vysledek hdzeni nenf nijak ovliviiovén, Ize se domnivat, Ze vSechny vysledky Z hled:
) e - . . » . 1 fadano
Jsou stejné mozné. Tudiz pravdépodobnost, Ze padne ¢islo 5, je rovna —. —_—_
i nemusi
Ma-li ur€ity ndhodny pokus konecny pocet n moznych vysledkd, které jsou stejné ,
pravdépodobné, a uvazujeme-li nahodny jev A, ktery md pti tomto pokusu n(A) fled}f“‘
pfiznivych vysledki, pak pravdépodobnost jevu A je definovana jako podil pocitu #0HEL AN
priznivych vysledkii a poctu vSech moZnych vysledkii. Zapsano symbolicky: Zrejme.
I’l(A) 7e pO: €
P(A)=——.
n
Jde o tzv. klasickou definici pravdépodobnosti.
Viin
Hodime dvéma kostkami. Jakd je pravdépodobnost, Ze padnou &isla, jejichZ soucet je vybe
vetsi nez 8? moz;
RESENI: Abychom mohli vychdzet z klasické definice pravdépodobnosti, musime sta- U\:ixz
novit celkovy pocet elementdrnich jevii a poté pocet pifznivych elementarnich jevi. e

Musime si ale zdroven byt jisti, Ze ndimi uvazované elementdrni jevy jsou stejné mozné!
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V zadan{ nenf feceno, zda kostky rozliSujeme, ¢i nikoli. Kdybychom kostky nerozliso-
vali (pokud s nimi hodime soucasné a vypadaji stejné, skutecné je rozlisit nemusime
umét), pak by pocet elementdrnich jevi byl roven 21 — viz cviceni 2a z predchoziho
¢lanku. Tyto elementédrni jevy by vak nebyly stejn€ moZné! Napf. kombinace {1,2}
nam bude padat zhruba dvakrét Cast&ji nez kombinace {1, 1}. Proto je vhodné, tfeba
jen v nasich dvahéch, kostky rozliSovat — predstavme si napf., Ze jednu pied pokusem
barevné oznadime nebo Ze jednou z nich hodime o néco diive.

P¥i rozliSovéni kostek je celkem 36 elementérnich jevi, které jsou stejné mozné (toto
bylo vysvétleno v predchdzejicim &lanku v dloze D). Pocet elementdrnich jevi piizni-

vych souétu vét$imu nez 8 je roven deseti — mame vlastné vypoditat pravdépodobnost

10 5
jevu B z citované tdlohy D. Proto je hledana pravdépodobnost rovna P(B) = TR

Na ulici pred sidlem ur€ité firmy je osm parkovacich mist v jedné fadé. Osm zamést-
nancii rdno postupn& prijede sluzebnimi vozy, kazdy si nahodné vybere dosud volné
misto k parkovéni. S jakou pravdépodobnosti budou stat auta tif sluzebné nejstarsich
zaméstnancu vedle sebe?

RESENT: Pokud rozligujeme viechny zaméstnance (miiZeme si je piedem oCislovat od
1 do 8), je 8! = 40320 riiznych zptisobii zaparkovéni — jde o permutace osmiprvkové
mnoZiny. Pokud si zam&stnanci parkovaci mista vybiraji ndhodng, jsou tyto elementarni
vysledky stejné mozné. Pfedstavme si, Ze 3 sluzebné nejstarsi zamé&stnanci, o které se
zajimame, majf &isla 1, 2 a 3. K vypoctu hledané pravdépodobnosti bychom museli
urdit pocet téch permutaci, které maji tato tfi ¢isla vedle sebe. Pi{znivymi vysledky
by pak byly napf. permutace (8,6,1,3,2,5,7,4) nebo (4,3,2,1,5, 8,7,6) atd. Je jich
vak velmi mnoho a mo#nd vam neni na prvni pohled zfejmé, jak snadno a rychle urcit

Vv

jejich pocet. Ukédzeme si proto rad&ji jednodussi postup.

7 hlediska toho, co nds zajimd, miZeme za elementdrni vysledek povazovat neuspo-
fadanou trojici parkovacich mist, na kterych budou stdt auta naSich tf uvazovanych
zamé&stnancti. Na pofadi v této trojici ndm nemusi zdleZet a ostatni zaméstnance téz

nemusime rozliSovat. Z tohoto hlediska mdme tedy jen =56 elementarnich vy-

8
)
sledkti (jde o tficlenné kombinace z osmi prvki; napf. kombinace {2, 4,8} znamena,
Ye tii sluzebn& nejstarsi zaméstnanci obsadili druhé, Ctvrté a osmé parkovaci mi sto). Je
zfejmé, Ze viechny tyto elementdrni jevy jsou stejné mozné, a neni t&zké si rozmyslet,
7e pocet vysledkli pfiznivych naSemu jevu je 6. Jde o kombinace

3
81. Hledana pravdépodobnost je tedy 5% =g

Vimnéte si, Ze pfi vypoltu pravdépodobnosti mame Casto urcitou libovili pri
vybéru mnoZiny elementédrnich jevi. Neni nutné vzdy rozlisovat co nejjemneéji
mozné vysledky ndhodného pokusu. Musime si viak vzdy byt jisti tim, Ze nami
uvazované elementdrni jevy jsou stejné mozné, jinak nelze klasickou definici
pravdépodobnosti pouzit.
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Cviceni

Zapomnéli jsme Ctyfmistny PIN ke své platebni
karté. Pamatujeme si, Ze obsahoval tfindctku, tj.
jednicku a trojku tésné za sebou (nejsme si viak
jisti, zda uspofadand dvojice téchto &isel byla na
zacatku, uprostied nebo na konci PINu). Pama-
tujeme si jesté to, Ze zbyvajici dvé Cisla nebyla
stejnd. S jakou pravdépodobnosti mizeme PIN
uhddnout?

3 UvaZujme hod dvéma kostkami.
a) S jakou pravdépodobnosti padne alespoii jedna Sestka?
b) Jaky soucet ziskame s nejvetsi pravdépodobnosti?

. Hodime-li ¢tyfmi mincemi, s jakou pravdépodobnosti dvé mince ukdZou lic
a zbyvajici dvé rub?

| Hrac pokeru (varianta Texas Hold’em) dostane 2 karty z dokonale rozmichaného
balicku 52 karet. S jakou pravdépodobnosti bude mit v ruce

a) eso a kréle,
b) dvé esa,
¢) par, tj. dvé karty stejné hodnoty?

(Pro porovnani vyjadfete vysledky v procentech a zaokrouhlete na dvé desetinnd
mista.)

Uvazujme hod krabickou zdpalek. Mozné vysledky jsou ty, ze krabicka dopadne

: ) (4. na sténu s nejvétsim obsahem, at’ uZ logem vyrobce nahoru nebo dold),

(4. na ,Skrtatko*) nebo na vyiku (fj. na sténu, kde se krabi¢ka otvird). Co
miizeme fici o pravdépodobnostech téchto vysledki?

ADE IN G cn REPSSS Y

RESENI: Podle zadédni rozliSujeme celkem 3 mozné vysledky pokusu, nemdme viak
Zadny diivod se domnivat, Ze jsou stejn€ mozné. Intuitivné je zfejmé (a miZzeme se o tom
presvédcit sérif experiment), Ze krabicka bude padat naplocho mnohem Castéji neZ na
bok a jen ziidka dopadne na vysku. I kdybychom znali pfesné rozméry krabicky, stejné
bychom nebyli schopni vypocitat pravdépodobnosti vyse uvedenych vysledki. Tyto
pravdépodobnosti sice na rozmérech zavisi, ur¢ité viak ne jednoduchym zptisobem.
Roli nejspi§ hraje i hmotnost krabicky, vlastnosti materialu, na ktery krabicka dopada,
pocet sirek v krabicce atd. Jedinou moZnosti, kterou mame, je provést dostatedné
mnoZzstvi pokust a pravdépodobnosti odhadnout — viz nasledujici definice:
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Uvazujme ndhodny pokus, ktery za nezménénych podminek mnohokrat opaku-
jeme. P¥i kazdém opakovéni registrujeme, zda nastane urCity jev A. Jestlize se

A)

v sérii N opakovéni pokusu jev A vyskytne N(A)-krat, pak podil il nazy-
vame relativni Cetnosti jevu A. Pokud se s rostoucim N bliZi relativni ¢etnosti
%A) k né&jakému &islu, pak toto &islo povazujeme za pravdépodobnost jevu A.
V praxi samoziejmé nemuzeme pokus opakovat donekone¢na. Mdme-li k dispo-

zici dostateény pocet opakovani N, pak pravdépodobnost jevu A aproximujeme

N(A)

jeho relativni Cetnosti a piSeme P(A) = N Pravé popsany mySlenkovy postup

nazyvame statistickou definici pravdépodobnosti.

V podniku byla provedena analyza poruchovosti stroje. Podle zadanych tdaji odhad-
néme pravdépodobnost poruchy tohoto stroje.

Rok Pracovni hodiny

bez poruchy | s poruchou
2006 25030 1740
2007 26120 1790
2008 26320 1810
2009 27430 1810
2010 27510 1780

RESENI: Na kazdou pracovni hodinu stroje se miizeme divat jako na ndhodny pokus
a sledovat, zda pfi ném do$lo k poruse nebo ne. Mame odhadnout pravdépodobnost
poruchy stroje, ¢imZ se v daném piipadé rozumi pravdépodobnost, Ze se v ndhodné
vybrané pracovni hoding, at’ uz minulé ¢i budouci, vyskytla ¢i vyskytne porucha.
Pouzijeme statistickou definici pravdépodobnosti.
Celkovy pocet ndhodnych pokusu je roven celkovému poctu pracovnich hodin stroje
(bez poruchy i s poruchou) za vSechny minulé roky. Tedy
N =25030+1740+26120+---4+1780 = 141 340.
Pocet pokusti piiznivych jevu A, 7e nastala porucha, je
N(A)=1740+1790+1810+1810+1780 = 8930.

Z uvedenych vysledkl vyplyvd, Ze pravdépodobnost poruchy stroje je pfiblizné
P(A) = =0,06318, tj. asi 6,32 %.

141340

Cviceni

W0V sérii 500 hodi krabickou zépalek 385krdt krabicka padla naplocho, 82krét na
bok a 33krat na vy$ku. Odhadnéte pravdépodobnosti jevi A, Ze krabi¢ka padne
naplocho, B, Ze padne na bok, a C, Ze padne na vysku.

V osmi dodavkach urcitého druhu vyrobku byl zjiStovan pocet vadnych soucds-
tek. Vysledky jsou shrnuty v tabulce:
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Dodévka | Pocet dodanych Pocet vadnych 6 minu
¢. soucastek soucdstek v dodavce
1 741 32 pravde;
2 843 36
3 654 28 Pou:
4 699 30 e
dat
5 766 33 Pied
. fed
6 674 29 néhc
7 882 38 byir
8 810 35 don
dobr
Odhadnéte pravdépodobnost, Ze nahodné vybrand soucdstka z dalsi dodavky
bude vadna. V tloz:
pravdér
Neékdy se setkdvdme se situaci, kdy vysledkem nihodného pokusu miize byt Na 7ele
libovolny bod urcité tsecky (urCitého obrazce v roviné nebo uritého télesa : plisobis
v prostoru) . Pfedpokldddme-li, Ze v§echny body této tisecky (obrazce, télesa) kdyz b
predstavuji stejné mozZné vysledky, a mame-li vypocitat pravdépodobnost, Ze tento vzdaler
bod bude lezet v urcité podmnoziné A dané tsecky (obrazce, télesa), pak zfejmé RESENI
tato pravdépodobnost musi byt primo iimérnd ,,velikosti této podmnoZziny. s krain
(A ; . NP
Presnéji: P(A) = ; fﬂ; , kde symbol p vyjadiuje tzv. ; fadanot
V piipadé tsecky rozumime mirou mnoziny jeji délku, v ptipadé obrazce v roviné v pra
Jjeho obsah a v pripade télesa v prostoru jeho objem.
Tomuto pristupu se fikd geometricka definice pravdépodobnosti. pusot

Pro veCerni ndvrat z restaurace se rozhodneme pouZit metro. Nezndme piesny jizdni
fad, vime jen, Ze v tuto dobu jezdi v pravidelnych desetiminutovych intervalech.
S jakou pravdépodobnosti budeme &ekat na soupravu déle nez 6 minut?

RESENI: Hodiny ve stanici, ukazujici ¢as, kdy odjel po-
sledni vlak, mohou pfi nasem piichodu ukazovat libovolny
¢as od 0 minut do 10 minut. Z praktického hlediska je jen
konec¢ny pocet mozZnosti (¢as je na hodinach uvddén v mi-
nutdch a sekundéch), ale je jednodussi si piedstavit, Ze Cas,
po ktery budeme cekat, je vyjadien libovolnym redlnym
Cislem z intervalu (0; 10), tj. geometricky libovolnym bo-
dem tseCky s krajnimi body 0, 10. Nemédme 7adny divod
povazovat néktery z téchto ¢asti za vice ¢i méné pravd&podobny. Do stanice jsme piisli
v podstaté ndhodné, proto je kazdy tento Cas, zndzornény piislunym bodem dsecky,
stejn€ mozny. Oznacme si A jev, o ktery se zajimame, tj. Ze budeme ekat déle ne

112




6 minut. Jev A nastane, budou-1i stani¢ni hodiny ukazovat ¢as od 0:00 do 4:00.
tedy predstavuje , a jeho

4
pravdépodobnost je tedy rovna podilu délek obou tsecek: P(A) = T0° 0,4.

Pouzivdme-li geometrickou definici pravdépodobnosti, neméd smysl se ptét na
pravdépodobnost jednoho konkrétnitho bodu. Nemd napt. smysl v dloze F hle-
dat pravdépodobnost, Ze budeme cekat presné 4 minuty a 12,456 sekundy apod.
Predpokladame-li, ze vysledkem pokusu muze byt libovolné redlné Cislo z da-
ncho intervalu, pak vzhledem k tomu, 7Ze téchto Cisel je nekonec¢né mnoho, musi
byt pravdépodobnost kazdého z nich nulova. Z tohoto divodu neni dilezité, zda
do naSeho nahodného jevu zapocitavame krajni hodnoty nebo ne, pravdépo-
dobnost jevu se tim nezmeni.

lodavky
V tloze F je tedy pravdépodobnost, Ze budeme ¢ekat déle neZ 6 minut, stejnd jako
pravdépodobnost, Ze budeme ¢ekat alespoil 6 minut, tj. pfesné 6 minut nebo déle.
e byt Na Zelezobetonovy nosnik o délce 8 m plisobi dvé sily. Pfedpoklddejme, Ze polohy
ek plisobist’ obou sil jsou zcela ndhodné a nezdvislé na sob&. K poruSe nosniku dojde,
) kdyZ budou tato piisobisté od sebe vzdalend méné neZ 2m a soucasné budou obé
wento vzdélena alesporti 2 m od konct nosniku. S jakou pravdépodobnosti se nosnik porusi?
e RESENI: Piisobiité prvni sily si miizeme predstavit jako nahodn& zvoleny bod na iisecce
s krajnimi body O m a 8 m, stejné si muzeme predstavit i pisobisté druhé sily. Uspo-
fddanou dvojici téchto plisobist’ mizeme chépat jako bod Ctverce o délce strany 8 m
s v pravouhlém soufadnicovém systému — viz obrazek 3.1.
A
pusobisté 2. sily/m
S R
1 1
/] " I :
v jizdni ! !
valech. 6 : :
1 1
R} T
1 1
1 I
4f---r--H--- |
1 1
I I
3b--A -+ i
I 1
1 I
2 ] i
1 1
I i
L= it Tl el T
1 i 1 1 1 I
1 1 1 1 1 1
: ;{}j\ll O 1 2 3 4 5 6 7 8 pisobistd1.sily/m
USCCKY,
cle nez Obr. 3.1
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Protoze polohy plisobist sil jsou ndhodné a na sobé nezavislé, je kazdy z bodt tohoto
¢tverce stejné pravdépodobny. Tento Ctverec tedy reprezentuje mnozinu Q z geomet-
rické definice pravdépodobnosti a jeji mira, tj. obsah, je rovna 64 m?. Obé piisobisté
budou od sebe vzdilena méné nez 2 m pravé tehdy, kdyz bod, ktery je reprezentuje,
bude lezet uvnitf pasu ohrani¢eného Cernymi Sikmymi ¢arami. Ob€ pusobisté budou
vzdalena alesponl 2 m od konct nosniku pravé tehdy, kdyz bod, ktery je reprezentuje,
bude leZet uvnitf vnitiniho ¢tverce, ohraniceného modrymi ¢arami. Vysledky pfiznivé
jevu A, Ze se nosnik porusi, jsou tedy vSechny body uvnitf ¢ervené ohrani¢eného
obrazce. Jeho obsah lze snadno zjistit z obrazku, napf. od obsahu vnitiniho ¢tverce
(16 m?) ode¢teme obsahy dvou trojiihelnicki v jeho levém hornim a pravém dolnim
rohu a dostaneme 12 m?. Pravdépodobnost poruchy nosniku je tedy podle geometrické
wA) 123

fini PA)=—>=—=—.
definice rovna P(A) Q) 6416

Cviceni
| Stroj vyrabi sklenéné trubi¢ky o délce 1 m. Rozlomi-li se trubicka kvili poruse
materidlu na dva kusy, s jakou pravdépodobnosti bude jeden z nich del$i nez

80 cm, a bude jej tedy mozno dale vyuzit? (Predpokladejte, Ze trubicka se muize
zlomit na kterémkoliv misté se stejnou pravdépodobnosti.)

1| Vedouci prodejny nabytku o¢ekdva béhem dne dodavku zboZi od dvou riznych
dodavatelti. Od prvniho dodavatele byl informovan, Ze auto muiiZe pfijet kdykoliv
mezi 9. a 12. hodinou, auto druhého dodavatele mize pfijet kdykoliv od 9 do
14 hodin. Pfejimka zboZi (od kteréhokoliv dodavatele) trvd hodinu. S jakou
pravdépodobnosti se stane, Ze auto, které pfijede pozdéji, bude muset cekat na
dokonceni prejimky zbozi z auta, které dorazilo di{v?

3.3 Zakladni pravidla
pro vypocet pravdépodobnosti

Jiz v predchézejicim Clanku jsme obcas mlcky pouZili nékteré samoziejmé vlast-
nosti pravdépodobnosti. Nynf si je postupné shrneme. VSechny nasledujici vlastnosti
a vzorce plati bez ohledu na to, zda v dané situaci pouzivame klasickou, statistickou
nebo geometrickou definici pravdépodobnosti.

1. Pravdépodobnost libovolného jevu A je ¢islo z intervalu (0; 1).
Pravdépodobnost jistého jevu je rovna jedné: P(Q) = 1.

Pravdépodobnost nemozného jevu je rovna nule: P(@) = 0.
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2. Jsou-li A a B dva neslucitelné jevy, pak pravdépodobnost jejich sjednocent je
rovna souctu jejich pravdépodobnosti:

P(AUB) = P(A)+P(B).
Tomuto vztahu fikdme vzorec pro s¢itani pravdépodobnosti neslucitelnych
jevu.
3. Soucet pravdépodobnosti libovolného jevu a pravdépodobnosti jevu k nému
opacného je roven jedné:
P(A)+P(A')=1.

Z toho samoziejmé plyne, Ze P(A’) = 1 —P(A). Poslednimu vztahu budeme
fikat vzorec pro pravdépodobnost opac¢ného jevu.

Zasilkovy prodejce rozliSuje objednavky od zakaznikid podle zptisobu pfijeti do tii sku-
pin: telefonické, e-mailové a objednavky na tiSténém formuldfi pro stdlé zakazniky.
Podle velikosti objednavky rozdéluje objedndvky do ¢tyf skupin: malé (do 500 K¢),

stiedni (od 501 do 3 000 K<), velké (od 3001 do 10 000 K<) a prioritni (nad 10 000 K¢).
Z databdze vsech objedndvek za posledni ¢asové obdobi lze vycist nasledujici infor-

mace:
Velikost objedndvky
i TREWY, y ———] Celkem
- mald | stfedni | velkd | prioritni
Zpisob telefon 1021 216 109 14 1360
prijeti e-mail 86 371 308 49 814
objednavky | formuldr || 1497 230 86 13 1 826
Celkem 2604 817 503 76 4000

Vyznam tabulky je zfejmy — napf. ¢islo v prvnim fadku a prvnim sloupci fika, Ze
v poslednim ¢asovém obdobi bylo 1021 malych objednavek pfijato po telefonu.

a)

Urceme pravdépodobnost jevu F, Ze ndhodné vybrand objedndvka byla (bude)
pfijata na tiSténém formuldfi pro stdlé zdkazniky.

RESENI: Pfedeviim uvedme, Ze otizku Ize chdpat dvojim zpiisobem. Jedna moz-
nost je, Zze opravdu vybereme ndhodné jednu objedndvku z existujici databaze
4 000 minulych objednavek. Pak ¢islo 4 000 predstavuje pocet vSech elementarnich
vysledkl naseho ndhodného pokusu a Cislo 1826 reprezentuje pocet vysledki

piiznivych jevu F. Proto podle klasické definice pravdépodobnosti dostaneme

182
P(F)= % =0,4565, tj. 45,65 %. Nebo, coz je z praktického hlediska zajimavéjsi

N 24

na databazi 4 000 minulych objedndvek divame jako na sérii opakovani nahodného
pokusu (ktery spo¢iva v prijeti a zafazeni objednavky), v této sérii doSlo v 1826
piipadech k vyskytu jevu F, a proto za pfedpokladu, 7e se struktura objednavek
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b)

c)

d)

v budoucnu nebude ménit, dostaneme podle statistické definice pravdépodobnosti

) 1826 . .
stejny vysledek: P(F) = 7000 - 0,4565, tj. 45,65 %. Vidime tedy, Ze bez ohledu na

presnou interpretaci otazky je Ciselny vysledek stejny.
Ur¢eme pravdépodobnost jevu A, Ze ndhodné vybrand objedndvka bude piijata
prostiednictvim e-mailu nebo na formuléii.

RESEN{: MiiZeme postupovat piimo podle tabulky. Pi klasické interpretaci prav-
dépodobnosti je pocet vysledkd piiznivych jevu A roven souctu e-mailovych ob-
814+1826 .
1000 - 0,66, tj. 66 %.
Ukazme si vSak také, Ze lze pouzit vzorec pro s¢itdni pravdépodobnosti nesluci-
telnych jevil. Jev A je totiZ sjednocenim dvou neslucitelnych jevii — jevu M, ktery
spocivd v tom, Ze objedndvka bude pfijata prostfednictvim e-mailu, a jevu F, Ze
bude prijata na formuldfi. Plati tedy

jedndvek a objedndvek na formuléfi. Proto P(A) =

814 1826 .
P(A)=P(M)+P(F)= 7000 + 7000 = 0,66, tj. 66 %.
U vsech velkych a prioritnich objedndvek a téZ u vSech objedndvek piijatych
prostiednictvim e-mailu nebo po telefonu prodejce vyZzaduje platbu pfedem na svij
det. Uréeme pravdépodobnost jevu B, Ze u ndhodné vybrané objedndvky bude

vyzadovana platba predem.

RESEN{: Hledanou pravdépodobnost by bylo mozné urit pfimo z tabulky. Je viak
jednodussi pouZzit vzorec pro pravdépodobnost opa¢ného jevu. Opacny jev k jevu B
jejev B', ktery spo&iva v tom, Ze u ndhodné vybrané objednavky nebude vyZzadovana
platba pfedem. Tato platba neni vyzadovdna jen u malych a stfednich objedndvek,
a to pfijatych na formuldfi — rozmyslete si sami. Proto

14974230

4000

Je-li objedndvka pfijata na formuldfi nebo patii-li podle finan¢niho kritéria do pri-
oritni skupiny, dostane kupujici jako bonus maly darek. Urc¢eme pravdépodobnost
jevu C, Ze ndhodné vybrand objednavka bude mit narok na bonus.

P(B)= =0,43175, atudiz P(B)=1-0,43175=0,56825, tj. 56,825 %.

RESENI: Objednavky, u kterych mé zdkaznik ndrok na maly darek, jsou uvedeny
v predposlednim fadku a v predposlednim sloupci tabulky. Jejich celkovy pocet
je roven 1497+230+86+14+49+13 =1889. Proto je hledand pravdépodobnost
1889 .

rovna P(C) = 7000 = 0,47225, . 47,225 %.

Mozna vas napadlo, pro¢ jsme pfi urcovani celkového poctu téchto objedndvek
misto zdlouhavého s¢itani Sesti ¢isel z vnitini ¢asti tabulky prosté nesecetli celkovy
pocet objednavek na formuléii a celkovy pocet prioritnich objednavek. Takové zjed-
noduseni by bylo chybné, protoze 1826476 = 1902 # 1889. Problém je v tom, Ze
pfi uvedeném postupu pocitdme prioritni objedndvky piijaté na formuldfi dvakrdt.
Skute¢né: 1902 — 1889 = 13. Tato pozndmka dzce souvisi s nasledujici dilezitou
tvahou.

Jev C je sjednocenim dvou jevi: jevu F, Ze objedndvka dojde na formulafi, a jevu R,
7e ma prioritni velikost. Je tedy C = F UR. Bylo by v8ak chybné pouzit vzorec pro
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scitani pravdépodobnosti neslucitelnych jevd, protoze jevy F a R se nevylucuji.
Skutecné:

1889 1826 76
=——=0,472 PRF)+PR)=—+—— = .
P(C) 1000 0,47225 # P(F)+P(R) 4000+4000 0,4755
Abychom dostali spravny vysledek, musime od sou¢tu pravdépodobnosti jevu F
a R odecist pravdépodobnost jejich primiku, tj.

1826 76 13
: P(C)=P(F)+P(R)-P(FNR) = 4000 T 2000 ~ 2000

=0,47225.

Na tomto pifkladu jsme vlastné odvodili velmi dileZity vzorec, ktery pfiddme k nasemu
seznamu.

4. Jsou-li A a B libovoliné jevy, pak plati:
P(AUB) = P(A)+P(B)— P(ANB).

Tomuto vztahu budeme fikat obecny vzorec pro séitani pravdépodobnosti.

Z databidze klientd, ktef{ maji otevieny béZny Gcet u urcité banky, plyne, Ze 71 % z nich
vyuZivé tzv. kontokorent, tj. moznost ,,jit na svém Gétu do minusu®. 32 % klientt z celé
databdze pouZivé kreditni kartu této banky. 21 % klientli z databaze vyuziva soucasné
kontokorent a kreditni kartu. S jakou pravdépodobnosti md ndhodné vybrany klient
zfizen kontokorent nebo pouziva kreditni kartu? S jakou pravdépodobnosti nevyuZivé
ani jednu z téchto sluzeb?

RESENI: Pro spravné pochopeni zaddni uvedme nejprve, Ze prvni uvedeny tdaj k4,

Ze zhruba 71 klientti ze sta ndhodn& vybranych md kontokorent, pfi¢emz nékzei z nich
g mohou mit i kreditni kartu. Procentudlni podil klienti majicich pouze kontokorent bez

kreditni karty je samoziejmé mensi nez 71 % (dal by se snadno urcit ze zadani —

rozmyslete si sami).

OznaCme si A jev, ze ndhodné vybrany klient vyuZivd kontokorent, a B jev, Ze ma

kreditni kartu. Ze zaddni plyne:

P(A)=T1 %, PB)=32%, P(ANB)=21 %.

Jev, Ze ndhodné vybrany klient méd kontokorent nebo kreditni kartu, je tfeba chdpat

tak, Ze vyuziva jednu nebo druhou nebo i obé& sluzby zdrovefi. Jde o sjednoceni jevu

A a B a jeho pravdépodobnost je podle obecného vzorce pro s¢itan{ pravdépodobnosti

rovna:
P(AUB)=0,71+0,32-0,21 =0,82.

To znamend, Ze 82 % klienti vyuZiva alespoi jednu z uvedenych sluZeb.

Jev C spocivajici v tom, Ze klient nevyuZiva ani jednu ze sluzeb, je opaénym jevem

k jevu AUB. Podle vzorce pro pravdépodobnost opacného jevu dostaneme hledanou

pravdépodobnost:
= P(C)=1-P(AUB)=1-0,82=0,18.

Jinak feceno, 18 % klientd nevyuzivé ani jednu ze sluzeb.
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Vzorec pro séitdni pravdépodobnosti neslucitelnych jevi se da zobecnit i na
situace, kdy pracujeme s vice ne7 dvéma jevy. Je-li jev A sjednocenim kone¢ného
poctu po dvou neslucitelnych jevu, tj. je-li A=B; UBy U -+ - UB,, pficemz jevy
B; a B; jsou neslucitelné pro libovolnou dvojici navzdjem riiznych i, j, pak
P(A)=P(B)+P(By)+::-+P(B,).

Hrac bridze dostane do ruky 13 karet z dobi'e rozmichaného bali¢ku 52 karet. S jakou
pravdépodobnosti ma alespori 8 karet stejné barvy?

RESENI: Balitek bridZovych karet jiz byl popsén v tloze E prvniho ¢lanku kapitoly.
Pfipomeiime, Ze obsahuje karty &tyf riznych barev: piky, srdce, kdra a trefy a Ze od
kazdé této barvy je v bali¢ku 13 karet riznych hodnot: 2, 3,4, 5, 6,7, 8,9, 10, ], Q,
K, A.
V zadéni nasi dlohy nenf barva konkrétné specifikovana, jev (ozna¢me si ho A), jehoz
pravdépodobnost mame ur¢it, si tedy mizeme vyjadfit jako sjednoceni Ctyt jevi:
A=SuUHuUDuUC.
Pfitom S oznaluje jev, Ze hra¢ dostane alespon 8 pikt (v angli¢tiné spades), H oznaCuje
jev, ze hra¢ dostane alespori 8 srdci (hearts), D oznacuje jev, Ze dostane alespon 8 kar
(diamonds), a C oznacuje jev, Ze dostane alespori 8 trefi (clubs). Jevy S, H, D a C
jsou po dvou neslucitelné, proto plati P(A) = P(S)+ P(H)+P(D)+ P(C). Z nizoru
i z nésledujicich tvah je zfejmé, Ze vSechny tyto Ctyfi pravdépodobnosti jsou stejné,
stac{ tedy urcit jen jednu z nich.
Spocitejme tedy napf. pravdépodobnost jevu H, Ze hrac dostane alesponi 8 srdci. Jev H
miZeme rozepsat jako sjednoceni Sesti jevii: H=Hg UHgUH;o UH;; UH;; UH3.
Zde Hg oznacuje jev, ze hra¢ dostane presné 8 srdci (a zbylych 5 karet je jinych
barev), Hy znamend, Ze dostane piesné 9 srdci atd. Vzhledem k neslucitelnosti je
P(H) = P(Hg)+P(Hg)+---+P(H;3). Jednotlivé pravdépodobnosti v tomto souctu vSak
nejsou stejné, je tfeba spocitat kazdou zvlast’.
Pro dalsi vypocty pouZijeme klasickou definici pravdépodobnosti. Elementdrni jevy
jsou v8echny mozné kombinace 13 karet, které hra¢ mize dostat. Takovych kombinaci

. 52\ . TR " (

jen=| ,)ajsou ziejmé stejné pravdépodobné.

Pocet kombinaci, které obsahuji pfesné 8 srdcf, tj. pocet kombinaci p¥iznivych jevu Hg,
o . (13 39 - .y . 13\ .

ur¢ime jako soucin g ) \s5) MiZeme totiZ sestavit celkem 3 riznych kom-

binaci osmi srdcovych karet a kazdou z nich midzeme doplnit libovolnou pétici zby-

. .. (39 )
vajicich 39 karet, téchto pétic je < s | Z obdobné tvahy plyne, Ze pocet kombinaci

39

13
obsahujicich pfesné 9 srdci je roven <9> : <4

>, pocet kombinaci obsahujicich

. 13 39 . o
presné 10 srdci je roven < : O) . ( 3 ) atd. Kombinace pfiznivd jevu, Ze hrd¢ dostane

viech 13 srdcovych karet, je jen jedna, nicméné pro zajimavost uvedme, Ze i tento
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13 39
vysledek dostaneme na zakladé predchozich dvah, nebot ( ) 3> . < 0 ) =1.

Nyni miZeme vypocitat pravdépodobnosti jednotlivych jevi:

() (5) (5) (3)
P(Hg) = ——$—~5—2—5— =0,001167, P(Hy)= % =0,000093 atd.
() ()
Pravdépodobnost jevu H, Ze hra¢ dostane alespori 8 srdcf, je
P(H) = P(Hg)+P(Hg)+---+P(H;3) =0,001264,
pravdépodobnost jevu A, Ze hrac dostane alespon 8 karet stejné barvy, je pak
P(A)=4-P(H)=0,005055=0,5 %.

Nami ziskany vysledek prakticky znamend, Ze hra¢ bridZze zhruba v 5 hrach z 1 000
muiZe olekdvat pii rozdani alespon 8 karet stejné barvy.

Expert sazkové kanceldfe soudi, Ze urcité fotbalové muzstvo v ndsledujicim utkdni
doma zvitézi s pravdépodobnosti a, prohraje s pravdépodobnosti » a bude hrat neroz-
hodné s pravdépodobnosti c. Jaké kursy by méla sdzkova kanceldr teoreticky vypsat
na jednotlivé vysledky, pokud by do nich nepromitala ani své ndklady, ani oCekavany
zisk? Jakou matematickou vlastnost by tyto kursy mély?

RESENI: Oznadme si jednotlivé vysledky zdpasu takto:
Vysledek A znamend, Ze muZstvo vyhraje, vysledek B,
Ze prohraje, a vysledek C, Ze remizuje. Tyto vysledky se
navzdjem vylucuji, jeden z nich vSak musi nastat. Proto
AUBUC = Q (kde Q oznaluje jisty jev), a tedy podle
vzorce pro s¢itdni pravdépodobnosti neslucitelnych jeva
plati

| =P(Q2) = P(A)+P(B)+P(C) =a+b+c.

Vyjadiime-li si kurs na vitézstvi muZstva ve tvaru 1+k, pak tento kurs znamena, Ze
vsadime-li si 1 K¢ na vitézstvi daného muZstva a toto muzstvo opravdu vyhraje, sdz-
kovd kanceldi ndm vyplati (1+k) K¢, tj. vyhrajeme k& K¢. Pokud muZstvo nevyhraje,
o 1 K¢ ptijdeme. Jak jiz bylo vysvétleno v tivodu ¢ldnku 3.2, pomér mezi pravdépodob-
nosti, Ze muzZstvo nevyhraje, a pravdépodobnosti, Ze vyhraje, by mél byt stejny jako

+
pomér nas$i mozné vyhry a prohry. Tedy (b+c):a=k: 1¢ilik = TC, a konecné vlastni

b+ +b+ 1
kurs na vitézstvi je roven 1+k=1+ Jre.é € = 2. Odvodili jsme jednoduchou
a

a zajimavou vlastnost — kurs na VftéZS[i/lf danéhoamuistva by mél byt roven prevracené
hodnoté pravdépodobnosti tohoto vitézstvi. Stejnymi tvahami Ize odvodit totéZ pro
kursy na prohru a remizu — obecné kurs na urcity vysledek zapasu, dostihu apod.
by mél teoreticky byt roven pievracené hodnoté pravdépodobnosti tohoto vysledku.
Nebo jinak feceno, pfevracené hodnoty kursti na jednotlivé vysledky by se mély rovnat
pravdépodobnostem téchto vysledkd.
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Sdzkovéa kanceldf Fortuna méla 2 dny pred zdpasem kvalifikace MS ve fotbale
Slovensko—Cesko (hranym 5. zai{ 2009) aktudlni kursy na vitézstvi doméciho muzstva
(Slovenska) 2,75, na nerozhodny vysledek 3,2 a na vitézstvi hostl (éeska) 2,3.Colze
fici o predpokladanych pravdépodobnostech téchto vysledki? Je to mozné?

RESENI: Z piedchozi tilohy vime, Ze pravdépodobnosti uvedenych vysledkii by mély
byt rovny prevracenym hodnotdm kurs, tj. pravdépodobnost vyhry Slovenska by méla

. 1
byt 775 - 0,363 6, pravdépodobnost remizy 33" 0,3125 a pravdépodobnost vyhry

“ 1
Ceska 73 =(0,4348. Soucet téchto pravdépodobnosti pak md byt roven jedné, zde

je viak tento soucet roven pfiblizng 1,1109. Nemiize tedy jit o pravdépodobnosti.
Znamena to, Ze kursy nebyly odvozeny Cisté jen z pravdépodobnosti, ale Ze do nich
kancel4f logicky zahrnula i ndklady na provoz, bezpe¢nostni pfirazku, o¢ekavany zisk
atd.
Cviceni
Loterie ma 1000 losd, z nichz na jeden los pfipadd vyhra 500 K¢, na 10 losi
vyhra po 100 K¢, na 50 lost vyhra po 20K¢, na 100 lost vyhra po 5 K¢, ostatni
losy nevyhrdvaji. Petr si koupi jeden los. Jaka je pravdépodobnost, Ze vyhraje
nejméné 20 K¢?
V doddvce zboZi je 50 matic a 150 $roubi. Polovina matic a polovina Sroubt
je poskozena. Jestlize nahodné vybereme jednu soucdstku, jakd je pravdépodob-
nost, Ze to bude matice nebo poskozena souc¢dstka?

V krabici je 20 soucéstek stejného druhu, z nich jsou 3 vadné. K sestaveni piistroje
vybereme ndhodné 5 soucastek. S jakou pravdépodobnosti budou (bude)

a) vSechny bez vady, b) pravé jedna vadnd,
¢) praveé dvé vadné, d) pravé tfi vadné,
e) prave Ctyii vadné, f) alespori jedna vadna?

Pti zkouSce si student ndhodné vybere ze 30 riznych otdzek tfi. Aby zkouSku
tispé$né absolvoval, musi spravné zodpovédét alespoti dvé z nich. Jaka je prav-
dépodobnost, Ze student, ktery umi 20 otdzek z celkového poctu 30, absolvuje
uspésné zkousku?

Chlapec vystieli bez mifeni na ter¢ — viz obrdzek 3.2. S jakou pravdépodobnosti
ziska vice neZ 1 bod, ale pfitom méné nez 5 boda, vime-li, Ze zasahl zakladni
desku ter¢e? Zakladni deska ma tvar ¢tverce o délce strany 35cm a jednot-
livd pdasma jsou ohrani¢ena soustfednymi kruznicemi o primérech 5cm, 15cm
a25cm. 1
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V sacku je 30 kulicek. Z toho je 8 kulicek bilych, 10 modrych a 12 cervenych.
Jaka je pravdépodobnost, Ze ze sicku vytdhneme tfi kulicky téZe barvy?

. Padesat ucastnikl Sachového turnaje je nahodné rozlosovdno do 5 skupin po

deseti. S jakou pravdépodobnosti budou hrat
a) dva vykonnostné nejlepsi hraci ve stejné skuping,
b) tii vykonnostné nejlepsi hraci ve stejné skupiné?

. Vloterii bylo vydano 1000 losd, z nich 100 vyhrava. S jakou pravdépodobnosti

ziskéte alespon jednu vyhru, koupite-li si
a) jeden los, b) pét losd,
¢) deset losu, d) dvacet lost?

Hra¢ pokeru (varianta Five Card Draw) dostane pétici karet z dokonale rozmi-
chaného bali¢ku 52 karet. S jakou pravdépodobnosti drzi v ruce

a) vSech 5 karet stejné barvy (napf. 5 srdci), coZ v pokerové terminologii zna-
mend, Ze drZi flush nebo straight flush nebo dokonce royal flush;

b) quads, tj. Ctvefici karet stejné hodnoty (napi. Ctyfi krale a jednu dal3f, libo-
volnou kartu);

¢) fullhouse, tj. trojici karet stejné hodnoty dopl-
nénou dvojici karet jiné stejné hodnoty (napt.
tfi sedmicky a dvé esa nebo tii krale a dvé pét-
ky apod.)?

d) Ktery z jevli uvedenych v a), b), ¢) ma nejvét-
81 pravdépodobnost a ktery nejmensi?

Prodejce automobilli se specializuje na dvé zna¢ky, ozna¢me je H a L. Pro
prodané vozy zajituje zaruéni opravy. Kazdd oprava je klasifikovana podle typu
odstrafiovaného problému a podle znacky vozu. Ziznamy o poctech oprav za
posledni rok jsou shrnuty v ndsledujici tabulce:

Problém
motor | pfevodovka | vyfuk | karoserie | ostatni
. H 106 211 67 133 24
Znacka
L 21 115 16 24 6

a) S jakou pravdépodobnosti se nahodné& vybrand oprava tykd vozu znaCky H?
b) Za vazné problémy se povazuji poruchy motoru a pievodovky, opravy vozi
znacky L byvaji ¢asove ndro¢né kviili Ihitdm dod4ni néhradnich dild. S jakou

pravdépodobnosti se bude ndhodné vybrand oprava tykat vazného problému
nebo vozu znacky L?

\

1 Rika se, Ze Zeny byvaji v zaméstnéni Casto diskriminovany pii obsazovani ve-

doucich pozic — zastavaji Castéji spiSe okrajové pozice (napt. vedouci osobniho
oddélent, oddéleni pro styk s vefejnosti apod.) na rozdil od muzi, kteff jsou
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typicky dosazovani do pozic jako je finan¢ni feditel, feditel pro strategii a rozvoj
podniku apod. V urcité firmé je 12 vedoucich pozic, z nichZ 5 1ze povaZovat za
okrajové. Na téchto 12 pozicich pracuje 8 muzu a 4 Zeny. Pokud by pozice byly
obsazovany nahodné, bez ohledu na pohlavi, s jakou pravdépodobnosti by na
okrajovych pozicich pracovaly tii nebo dokonce vSechny Ctyfi Zeny?

) Vyrobce pocitact pouzivd pii prejimce harddiski od dodavatele nésledujici

strategii: Z celé doddvky detailné zkontroluje soubor ndhodné vybranych diskt
a najde-li mezi nimi 5 % nebo vice diskli s vadnymi sektory, odmitne doddvku
prevzit. V opa¢ném piipadé dodavku pfijme. S jakou pravdépodobnosti vyrobce
odmitne dodavku 300 diskd, kterd ve skuteCnosti obsahuje piesné 4 % diskl
s vadnymi sektory, pokud detailné kontroluje soubor

a) 20 ndhodné vybranych diskd,
b) 40 ndhodné vybranych diskti?
S jakou pravdépodobnosti vyrobce pfijme dodavku 300 diskd, kterd ve skutec-

nosti obsahuje presné 6 % diskid s vadnymi sektory, pokud detailné kontroluje
soubor

¢) 20 ndhodné vybranych diskd,
d) 40 ndhodné vybranych diskt?

3.4 Podminéné pravdépodobnost

Casto se setkdvdme s pozadavkem urit pravdépodobnost néjakého néhodného jevu A,
mame-li dodatecnou informaci, tj. vime-li, Ze nastal néjaky jiny ndhodny jev B.
Ukazme si nékolik motivacnich piiklada.

Uvazujme situaci z dlohy A predchoziho ¢lanku, kde jsme se zabyvali strukturou
objedndvek zasilkového prodejce. Uvedme znovu tabulku s informacemi o velikosti
objednavek, jejich poc¢tu a zptisobu pfijeti:

Velikost objednavky
p SRR p ———1 Celkem
mald | stfedni | velkd | prioritni
Zputsob telefon 1021 216 109 14 1360
prijeti e-mail 86 371 308 49 814
objednavky | formuldf || 1497 230 86 13 1826
Celkem 2604 817 503 76 4000

a) Predstavme si, Ze praveé vold zdkaznik, ktery si chce objednat zboZi. S jakou prav-
dépodobnosti bude jeho objednavka prioritni?

RESENI: Vime, Ze objedndvka, o kterou se zajimdme, bude pfijata telefonicky.
Z tabulky vidime, Ze z celkového poctu 1360 telefonickych objedndvek bylo 14
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= 1,03 %. Cislo, které

jsme pravé urcili, je tzv. podminéna pravdépodobnost jevu R, Ze objednavka bude
mit prioritni velikost, za podminky, Ze nastal jev T spocivajici v tom, Ze objed-
navka je piijata telefonicky. Tuto podminénou pravdépodobnost budeme oznacovat
P(R|T). V tomto piikladu bylo snadné ji urcit z tabulky.

_ . 14
prioritnich, a proto je hledand pravdépodobnost rovna 1360

b) Referentka fekla, Ze pravé vyfidila prioritni objednavku. S jakou pravdépodobnosti
ji vyfizovala se zdakaznikem telefonicky?

RESENI: Médme uréit podmin&nou pravdépodobnost jevu T, vime-li, Ze nastal jev R.

14 .
Z tabulky vidime, ze P(T|R) = 7 = 18,42 %. Vsimnéte si, ze P(R|T) # P(T|R)!

Vratme se k tloze E prvniho ¢lanku této kapitoly, kde jsme se zabyvali jednou z variant
pokeru. Hrac své dvé karty z balicku 52 karet dostava postupné. Je-1i prvni karta, kterou
dostal, krdl, s jakou pravdépodobnosti mu jako druha karta pfijde také kral?

RESENI: Hra¢ md v ruce kréle a v balicku zbyvd 51 karet. Mezi nimi jsou jiZ jen

3 kralové, proto hledana pravdépodobnost musi byt Ve skute€nosti jsme

5117
opét pocitali podminénou pravdépodobnost. Oznacime-li symbolem K jev spocivajici
v tom, Ze prvni karta, kterou hra¢ dostane, je krél, a symbolem K; jev spocivajici v tom,

Ze druhd karta, kterou hra¢ dostane, je krél, pak jsme vlastné uréili P(K,|K;) = 7

Poznamenejme, Ze v obou predchozich piikladech jsme mohli postupovat i jinak.

V tloze A jsme podminénou pravdépodobnost jevu R za podminky, Ze nastal jev T,
nasli jako podil poctu pfipadi, kdy nastaly oba jevy Ra T sou¢asné k poctu piipadi, kdy
nastal jev T. Uplné stejny vysledek ale dostaneme, kdyZ vydélime pravdépodobnost
soucasného vyskytu jevit R a T pravdépodobnosti jevu T.
14
« . P(RNT) 4000 _ 14
Skutecné: P = 1360 ~ 1360
4000

4
Vil Bj = —
uloze B je P(K;) 5

=P(R|T).

Uvahami pouZivanymi mnohokrat v minulém ¢lanku

G) s

s » 1 . .
muzeme vypocitat P(K; NKy) = —*- = —— = ——. Dostavame obdobny vztah:
1

52 1326 221
2
PKiNKy) 207 1

PK) ~ 1 17 = P(K;|K}). Tyto tivahy ndm poslouZi jako motivace k obecné

=ﬁ'

1
13
definici podminéné pravdépodobnosti:
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5. Jsou-li A a B libovolné dva jevy takové, Ze jev B md nenulovou pravdépodob-
nost, pak podminénou pravdépodobnost jevu A za podminky, Ze nastal
jev B (nebo struénéji podminénou pravdépodobnost jevu A jevem B), de-
finujeme jako podil pravdépodobnosti soucasného vyskytu jevi A a B a prav-
dépodobnosti jevu B a piseme:

P(ANB)

Uvazujme situaci z dlohy B minulého ¢lanku, kde jsme se zabyvali databdzi klientti
urCité banky. Vybereme-li ndhodné klienta, ktery pouziva kreditnf kartu této banky,
s jakou pravdépodobnosti ma sjednany i kontokorent?

RESENI: Mame ur¢it podminénou pravdépodobnost jevu A, vime-li, Ze nastal jev B
(pouZivame oznaceni zavedené v citované tloze). Podle definice podminéné pravdé-
podobnosti je: P(A|B) = PANE _0.21 65,625 %

P(B) 0,32 ’ '
Odvozeny vysledek se d4 snadno vysvétlit i laicky, bez pouZiti pravdépodobnostni
terminologie. Prosté zhruba 65,6 % (asi dvé tfetiny) klientG pouzivajicich kreditni
kartu m4 sjednany i kontokorent.

Vybereme-li v situaci z pfedchozi tlohy ndhodné klienta, ktery ma sjednany kontoko-
rent, s jakou pravdépodobnosti pouziva i kreditni kartu? (Zkuste sami.)

Cviceni
Vime, Ze mezi 50 soucastkami jsou 4 vadné. Pii postupné kontrole celé série bylo

prvnich 8 soucastek kvalitnich. Jaka je pravdépodobnost, Ze devatd kontrolovand
soucastka bude vadna?

Hodili jsme soucasné dvéma kostkami.

a) S jakou pravdépodobnosti padla alesponi jedna Sestka, vime-li, Ze padl sou-
cet 87

b) S jakou pravdépodobnosti padl soucet vétsi nez 10, vime-li, Ze padla alesponi
jedna Sestka?

Hra¢ pokeru (varianty Five Card Draw, pii které dostane 5 karet z dokonale
rozmichaného bali¢ku 52 karet) drzi po rozdani v ruce tfi krdle, eso a sedmicku.
Rozhodne se sedmicku vymeénit za jinou kartu z balicku. S jakou pravdépodob-
nosti mu dojde kral (tj. bude mit quads) nebo eso (tj. bude mit fullhouse)?

UvaZzujte situaci ze cviceni 10 minulého ¢lanku, tykajiciho se zdruc¢nich oprav

automobild. Uvedeme znovu tabulku, shrnujici pocty oprav za posledni rok podle
typu zdvady a podle znacky vozu:
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Problém
motor | prevodovka | vyfuk | karoserie | ostatni

H 106 211 67 133 24
L 21 115 16 24 6

Znacka

a) S jakou pravdépodobnosti se oprava vozu znacky L, ktery je objednan do
servisu, bude tykat motoru?

b) Spocitejte vSechny mozné podminéné pravdépodobnosti jevi, Ze se oprava
bude tykat jednotlivych problémi za podminky, Ze viz je znacky H, resp. L.
Vysledky usporadejte do tabulky. Pokuste se je okomentovat z praktického

hlediska.
Z obecné definice podminéné pravdépodobnosti (vzorec 5 naSeho pribézné vytva-
. P(ANB
feného seznamu) 1ze pouhym vyndsobenim obou stran rovnosti P(A|B) = (P B )

jmenovatelem z pravé strany odvodit obecny vzorec pro nasobeni pravdépodob-
nosti:

6. Pro libovolné dva ndhodné jevy A a B plati:
P(ANB)=P(A|B)- P(B).

Pravdépodobnost soucasného vyskytu dvou jevi P(ANB) budeme téz nazyvat
sdruzenou pravdépodobnosti jeva A a B.

Vzhledem k tomu, ze operace prunik je komutativni, tj. nezdlezZi na poradi jevit,
muzeme vzorec 6 piepsat do ekvivalentni podoby:

6%, P(ANB) = P(B|A)- P(A).

Vratme se jeSté jednou k situaci hrace, ktery postupné dostane dvé karty z dokonale

rozmichaného balicku 52 karet.

a) Pomoci obecného vzorce pro ndsobeni pravdépodobnosti vypocitejme pravdépo-
dobnost, ze hra¢ dostane dva krale.

RESENI: Hledanou pravdépodobnost miiZzeme urdit pifmo pomoci klasické defi-
nice pravdépodobnosti jako podil dvou kombinacnich ¢&isel, viz pozndmka za tdlo-
hou B. Miizeme vsak také postupovat takto: Mdme vypocitat P(K; NK») (oznadeni
z ulohy B). Podle vzorce pro nasobeni pravdépodobnosti je:

1 1
17 13~ 221
b) Vypocitejme pomoci vzorce pro nasobeni pravdépodobnosti pravdépodobnost, Ze

hra¢ dostane eso a kréle.

P(K|NKy) =P(Ky|Ky) - P(Ky) = (porovnejte s feSenim tlohy B).

RESENI: I zde bychom mohli pravddpodobnost ur€it piimo. V feSenf ulohy E
Clanku 3.1 jsme odvodili, Ze pocet kombinaci karet pfiznivych tomuto jevu je 16,
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52
pocet v§ech mozZnych kombinaci dvou karet z 52 je ( ) ) =1326, a proto je hledana 3 _ 5 1

16 8
pravdépodobnost rovna ——— 1326~ 663 =1,21 %.

. . P v e . . . ; Dostavarn
UkaZme si nyni jiny postup, vyuZzivajici vzorec pro nasobeni pravdépodobnosti. P
Hra¢ md mit v ruce eso a krale, nezdleZi na tom, v jakém poradi tyto karty dostane. 7e mezi v
Toto poradi v§ak musime v ndsledujicim vypoctu zohlednit. Zavedeme obdobné Ze dva ne
oznaceni jako u jevl K; a K,. A; necht’ oznaCuje jev, Ze prvni karta, kterou hrad 7adnd vaz
dostane, je eso, a A oznacuje jev, Ze druhd karta je eso. Jev, jehoZ pravdépodobnost vislé, kdy
mame urcit, nastane, kdyZ hra¢ nejdiive dostane kréale a potom eso nebo naopak, tj. pravdép
mutZeme ho vyjadfit ve tvaru (K; NA2)U(A; NKy). Ide o sjednoceni dvou nesluditel-
nych jevi, proto jeho pravdépodobnost je souctem jednotlivych pravdépodobnosti.

4 1 . :
Je: P(KyNAy) = P(AL]Ky) - P(Ky) = 5 13" 663 (rozmyslete si sami), obdobng Rekner
4 4 . prvnih
P(A;NKy) =P(Ky|A))-P(A)) = 5T 13- 663" a proto je hledand pravdépodobnost jevem.
rovna souctu dvou stejnych Cisel: 4 + 4 i
u —t— .
= 663 663 663
Netvrdime, Ze pravé pfedvedeny postup feseni je zde vyhodné&jsi (spiSe asi ne), ale U nezavi:
pro pochopeni souvislostf je dobré o ném védét. Skute¢ne
CV|cen| pravdepoc
1 Mezi 50 kontrolovanymi soucdstkami jsou 4 soucastky vadné. PouZijeme-li ~
2 ndhodné vybrané soucdstky, s jakou pravdépodobnosti budou ob& bez vady? =P(A)-P
Zapiste vysledek pomoci ndsobeni pravdépodobnosti. tak naslec
"] V losovaci urné je 5 bilych a 8 Cernych kouli. Postupné vylosujeme 2 koule,
pficemZ vylosované koule nevracime zpét.
a) S jakou pravdépodobnosti jsou ob& vylosované koule bilé? 7. Dvz
b) S jakou pravdépodobnosti jsou vylosované koule riznych barev? ZI
Zapiste vysledky pomoci nasobeni pravdépodobnosti.
Zékladni déleni vyrobki urcité produkce je na vadné vyrobky a kvalitni vyrobky, T
kvalitni vyrobky pak jsou zafazeny do prvni nebo do druhé jakosti. Urlete 170
pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany vyrobek je prvni jakosti, vite-li, Ze 4 % sdr
produkce jsou vadné vyrobky a 75 % kvalitnich vyrobkd je prvni jakosti. pra
Je zndmo, Ze 4 % panell od urcitého vyrobce maji odchylku od pozadované
délky, 3 % paneli maji odchylku od pozadované §itky. Pfitom celd ¢tvrtina
paneli majicich odchylku délky ma i odchylku $itky. S jakou pravdépodobnosti Nyni se b
bude mit ndhodné vybrany panel nezdvisle
a) odchylku délky i §itky, UvaZujme
b) odchylku délky nebo $itky, objednéve
c¢) odchylku délky, ale ne $itky, aT. 7e ob
d) oba rozméry v poradku,
e) odchylku délky, ma-1i odchylku $itky? RESENI: L
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3.5 Nezavislost jevu, Bernoulliovo schéma

Vv v

Dostévéame se ke klicovému pojmu teorie pravdépodobnosti. Rekneme-1li v b&7né fedi,
Ze dvé situace, dva problémy, dva mozné vysledky apod. jsou nezdvislé, myslime tim,
Ze mezi nimi neni zZadnd logicka vazba nebo spojitost. Co znamend, kdyZ fekneme,
ze dva ndhodné jevy jsou nezdvislé? Budeme tim téZ rozumét, Ze mezi nimi neni
74adna vazba, a to v néasledujicim pravdépodobnostnim smyslu: Dva jevy jsou nezi-
vislé, kdyz vyskyt jednoho z nich neovlivni (tj. nezméni, nepomtize zpfesnit, opravit)
pravdépodobnost druhého. Pfesnéji viz nésledujici definice.

Rekneme, Ze dva nahodné jevy A a B jsou nezavislé, je-li pravdépodobnost
prvniho z téchto jevl rovna podminéné pravdépodobnosti tohoto jevu druhym
jevem, tj. plati-li P(A) = P(A|B).

U nezavislych jevt, tedy i v pfedchozi definici by na pofadi jevli nemé&lo zéleZet.
Skute¢né tomu tak je: Plati-li P(A) = P(A|B), pak vzhledem k definici podminéné

P(ANB)

pravdépodobnosti (vzorec 5) musi byt P(A) = . Odtud plyne rovnost P(ANB) =

P(ANB)
P(A)

= P(A) - P(B) a z ni dostaneme, Ze plati také P(B) = = P(BJ|A). Odvodili jsme

tak ndsledujici dilezitou vétu o nezavislosti jeva:

7. Dvandhodné jevy A a B jsou nezavislé prave tehdy, kdyz plati alespoii jedna
Z TOVNOSti:
P(A)=P(A|B), P(B)=P(B|A), P(ANB)=P(A)-P(B).
Tyto tfi rovnosti jsou ekvivalentni, tj. plati-li kterakoli z nich, musi platit
1 zbyvajici dvé. V aplikacich se nejcast&ji pouZiva ta posledni, kterd fik4, 7e
sdruzena pravdépodobnost dvou nezavislych jevii je rovna soucinu jejich
pravdépodobnosti.

Nyni se budeme vracet k nékterym z predchozich tloh a ukdZeme si, které jevy jsou
nezavislé a které nikoli.

Uvazujme opét situaci z ilohy A pfedchoziho ¢lanku, kde jsme se zabyvali strukturou
objedndvek zdsilkového prodejce. Jsou ndhodné jevy R, Ze objednivka je prioritni,

aT, ze objedndvka je piijata telefonicky, nez4vislé?

RESENI: Uvedme znovu tabulku struktury objedndvek zdsilkového prodejce.
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Velikost objednavky
Z NNV p — 1 Celkem
mala | stfedni | velkd | prioritni
Zpusob telefon 1021 216 109 14 1360
pfijeti e-mail 86 371 308 49 814
objednédvky | formuldr || 1497 230 86 13 1826
Celkem 2604 817 503 76 4000
76 1360 14
idime, 7 = — =—— PR =—— P { st
Z tabulky vidime, z.e P(R) 1000 P(T) 1000° P(RNT) 1000 osledni rovnos
z véty o nezavislosti neplati:
14
=——=0, R)-P(T)=0 46,
P(RNT) 2000 0,0035# P(R)- P(T)=0,006

jevy R aT tedy nejsou nezavislé.

Piklad je jiz vyfeSen, ukazme si nicméné jesté jiné, ndzorn&jsi feSeni. Z tabulky

vidime, Zze P(R|T) = T360° Prvni rovnost z véty o nezavislosti tedy také neplati:
76 14
PR)=——==19%#PR|T) = ——— =1,03 %.
(R)= 3000 = 110 %7 PRIDI= 1355 = 1,03 %

Co tato nerovnost znamend? Rekne-li referentka, Ze pravé pfijala novou objedndvku,
odhadneme $anci, tj. pravdépodobnost, Ze tato objedndvka je prioritni, ¢islem 1,9 %.
Prozradi-li n&m k tomu, 7e tuto objedndvku vyfizovala po telefonu, zméni to nds
pivodni odhad. Nyni pravdépodobnost, Ze tato objedndvka je prioritni, klesne na
1,03 %. Je tomu tak proto, Ze podil prioritnich objedndvek mezi telefonickymi je
meni nez podil prioritnich objedndvek mezi viemi objedndvkami v databdzi. Vyskyt
jevu T tedy ovliviiuje (méni) pravdépodobnost jevu R.

V prvnim ro¢niku uréité vysoké koly je 220 chlapcti, z toho 120 absolventii gymnazia
a 100 absolvent jiné stfedni $koly. Ddle je v ro¢niku 132 divek, z toho 72 absolventek
gymnézia a 60 absolventek jiné stfedni $koly. Vybereme-li ndhodn€ jednoho studenta,
jsou jevy A, Ze tento student je chlapec, a B, Ze tento student absolvoval gymnazium,
nezavislé?

120+72 192 6 120 6 y .
705132 -350 - 11° P(B|A) = 2011 UvaZované jevy jsou
tedy nezavislé. (Jednoduché vysvétleni: Podil absolventi gymnézia je na uvazované
vysoké $kole stejny mezi chlapci jako mezi divkami. Kdyby tyto podily stejné nebyly,
pak by o nezavislé jevy neslo.)

RESEN(: Plati P(B) =

Hodime postupné dvéma kostkami. Ozna¢ime si symbolem A jev spocivajici v tom,
7e na prvni kostce padne liché &islo, a symbolem B jev spocivajici v tom, Ze na druhé
kostce padne Sestka. Jsou tyto dva jevy nezdvislé?
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RESENI: Je ziejmé, Ze tyto jevy jsou nezdvislé. Piipadny vyskyt jevu A ndm nijak
nepomiiZe zpfesnit (opravit) pravdépodobnost jevu B. Bez ohledu na to, co padlo na

1
prvni kostce, pravdépodobnost, Ze na druhé kostce padne Sestka, je 3 Tedy P(B) =
1
= — = P(BJA).
- =PBA)

V predchozi dloze jsme se setkali s pomérné Castou situaci. Uvazovany ndhodny pokus
(hod dvéma kostkami) se skladal ze dvou dil¢ich pokust — hodu prvni kostkou a hodu
druhou kostkou. At nastane v prvnim pokusu jakykoli vysledek, nijak to neovlivni
pravdépodobnosti jednotlivych vysledkd v pokusu druhém. (Kostky ,,nemaji pamét™,
padla-li poprvé Sestka, pravdépodobnost, Ze padne i podruhé Sestka, zlstava stejnd,

ato 6.) Mizeme fici, Ze tyto dva dil¢i pokusy jsou nezdvislé. Obecné plati:

Sklada-li se nahodny pokus ze dvou nezavislych dil¢ich pokusu a je-li jev A
uréen prvnim dil¢im pokusem a jev B druhym dil¢im pokusem, pak jsou jevy A
a B nezdvislé.

Uvedme alespori dva dal3i typické priklady takto nezdvislych jevi:

e Koupime dva losy z riznych loterii. Jev A oznacuje skute¢nost, Ze prvni los
vyhrdva, jev B oznacuje skutecnost, Ze druhy los vyhrava.

e Honza a Adam si koupi notebooky dvou riznych znacéek. Jev A spociva v tom,
ze Honzliv notebook se porouchd béhem zaruéni doby, jev B spocivd v tom, Ze
Adamiv notebook se porouchd béhem zaruéni doby.

8. Zobecnime nyni definici nezavislosti jevil pro vice nez dva jevy. Vyjdeme
pfitom ze tfeti rovnosti ve vété o nezdvislosti dvou jevi (véta 7 z naSeho
seznamu).

e Rekneme, 7e tii ndhodné jevy A, B a C jsou nezavislé, jestlize plati:
P(ANB) = P(A)- P(B), P(ANC) = P(A)- P(C), P(BNC) = P(B)- P(C),
P(ANBNC)=P(A)-P(B) - P(C).

e Rekneme, 7e étyFi nahodné jevy A, B, C a D jsou nezavislé, jestlize pro
kazdou dvojici téchto jevt je pravdépodobnost jejich priniku rovna sou-
¢inu piislusnych dvou pravdépodobnosti, dale jestlize pro kazdou trojici
téchto jevl je pravdépodobnost jejich priniku rovna soucinu piislusnych
tfi pravdépodobnosti, a konecné jestlize pro celou Ctverici téchto jevi je
pravdépodobnost jejich pruniku rovna soucinu vSech étyf pravdépodob-
nosti.

o Obecné: Konecna mnozina nahodnych jevi je tvorena nezavislymi jevy,
jestlize pro jeji libovolnou podmnozinu plati, Ze pravdépodobnost priiniku
jevi z této podmnoziny je rovna soucinu pravdépodobnosti téchto jevi.
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V kopirovacim centru je 5 kopirek, z toho jsou 3 ¢ernobilé a 2 barevné. Predpoklddejme,
7e z dlouhodobé zkusenosti je zndmo, Ze pravdépodobnost poruchy ¢ernobilé kopirky
je 0,1, pravdépodobnost poruchy barevné kopirky je 0,2. (Pravdépodobnosti poruchy
rozumime pravdépodobnost, Ze v ndhodné zvoleném okamziku béhem pracovni doby
bude mit kopirka poruchu.) Pfedpokladejme, Ze poruchy kopirek vznikaji nezévisle na
sob&. Predpoklddejme ddle, ze v pfipadé nutnosti miZze byt barevna kopirka pouZzita
k ¢ernobilému kopirovani.

a) S jakou pravdépodobnosti bude zdkaznik, ktery poZaduje ¢ernobilou kopii, obslou-

b)

)

zen?

RESENI: Spocitejme pravdépodobnost opacného jevu, tj. jevu, Ze zdkaznik nebude
obslouZen. Toto nastane pravé tehdy, kdyz vSech 5 kopirek bude kviili poruchdm
sou¢asné mimo provoz. Ozna¢ime si A jev, Ze prvni ¢ernobild kopirka md poruchu,
A, jev, Ze druhd Cernobild kopirka md poruchu, Asz jev, Ze tfeti Cernobild kopirka
mé poruchu, B jev, Ze prvni barevnd kopirka ma poruchu, a B, jev, Ze druhd
barevna kopirka ma poruchu. Jev spocivajici v tom, Ze vSech pét kopirek ma
poruchu, mizeme zapsat jako prinik A} NA, NA3NB; NB,. Jeho pravdépodobnost
je vzhledem k predpokladu nezavislosti rovna soucinu

P(A})-P(Ay)-P(A3)-P(By)- P(B2)=0,1-0,1-0,1-0,2-0,2 = 0,00004.

Pravdépodobnost, Ze zdkaznik bude obslouZen, je tedy rovna 1-0,00004 = 0,999 96
(tedy témét 100 %).

S jakou pravdépodobnosti bude zakaznik, ktery poZaduje Cernobilou i barevnou
kopii, obslouzen?

RESENI: Aby byl tento zdkaznik obslouzen, musi byt alespoii jedna barevnd ko-
pirka v provozu. Naopak obslouzen nebude, kdyZz budou obé barevné kopirky
kviili poruchdm stdt. Na po¢tu a funk&nosti ernobilych kopirek zde tedy nezaleZi.
Pravdépodobnost, Ze obé& barevné kopirky maji poruchu, je 0,2-0,2=0,04, a tedy
pravdépodobnost, Ze zdkaznik bude obslouZen, je 0,96.

S jakou pravdépodobnosti bude v ndhodné zvoleném okamziku vSech 5 kopirek
v provozu?

RESENT: Tento jev miizeme zapsat jako Aj N A5 NA; N B} NB) a jeho pravd&podob-
nost je rovna (1-0,1)3-(1-0,2)* = 0,466 56.

Cviceni

W Pokus se sklddd z hodu dvéma mincemi. UvaZzujte nasledujici dva jevy. Jev A: na

prvni minci padne lic, jev B: na druhé minci padne lic. Jsou tyto jevy nezavislé?

B Urcity vyrobek md s pravdépodobnosti 0,1 vadu vzhledu, s pravdépodob-

nosti 0,06 funkéni vadu a s pravdépodobnosti 0,03 ob& vady soucasné. Jsou
jevy ,,vada vzhledu® a ,funkéni vada® nezavislé?

W 7 rozmichaného balitku 32 maridSovych karet vytdhneme jednu kartu. Upfes-

néme, 7e tento balicek se sklad4 ze Ctyf riznych barev (Cervené, zelené, Zaludy
a kule), od kazdé barvy je v ném 8 karet riznych hodnot (eso, krdl, dama, kluk,
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desitka, devitka, osmicka a sedmicka). Jev A spoCivd v tom, Ze vytazend karta je
Cervend, jev B spociva v tom, Ze je to desitka, a jev C v tom, Ze jde o eso.

a) Jsou jevy A a B nezdvislé?

b) Jsou jevy A a C nezdvislé?

c¢) Jsou jevy B a C nezavislé?

¥ 7 500 vyrobki je 430 vyrobka prvni jakosti a 70 druhé jakosti. Z vyrobki prvni

jakosti bylo 350 vyrobeno v dilné C a 80 v dilné D. Z vyrobkl druhé jakosti
bylo 50 vyrobeno v dilné C a 20 v dilné D. Jev A spocivd v tom, Ze ndhodné
vybereme vyrobek prvni jakosti, a jev C v tom, Ze ndhodné vybereme vyrobek
vyrobeny v diln& C. Jsou jevy A a C nezdvislé?

¥ Tii kamarddi se v baru domluvili, Ze ten, na kterého padne los, zaplati za vSechny

ttratu. Losuji tak, Ze kazdy hodi minci a ten, kterému jeho mince ukdZe jinou
stranu neZ mince zbyvajicich dvou, musi zaplatit. Pokud vSechny mince ukdZou
stejnou stranu, hazeni opakuji aZ do rozhodnuti.

a) S jakou pravdépodobnosti se rozhodne jiz prvnim hodem? \\

b) S jakou pravdépodobnosti nebude ani po druhém hodu
rozhodnuto?

¢) S jakou pravdépodobnosti nebude ani po ¢tvrtém hodu -
rozhodnuto?

d) Lze pfedem stanovit, po kolikdtém hodu jiZ musi byt
rozhodnuto?

V osudi jsou dvé bilé a tfi ¢erné koule. Vytdhneme postupné dvé koule, pficemz
po prvnim tahu kouli vracime do osudi a osudi promichdme. Jaka je pravdépo-
dobnost, Ze obé koule budou bilé?

| Piistroj se skldda ze tff Casti, z nichZ kazda nezavisle na zbyvajicich miZze mit

v prabéhu urcité doby poruchu. Porucha kterékoliv ¢asti md za ndsledek poruchu
celého pfistroje. Spolehlivost (tj. pravdépodobnost, Ze nedojde k poruse) prvni
c¢asti je 0,8, druhé 0,9 a treti 0,7. Jaka je spolehlivost celého pfistroje?

Pravdépodobnost vyrobeni vyrobku I. jakosti na stroji A je rovna 0,9, na stroji B
je rovna 0,85. Na stroji A maji byt zhotoveny tfi vyrobky a na stroji B dva
vyrobky. Urcete, s jakou pravdépodobnosti budou vSechny vyrobky I. jakosti.

W V nadrazni hale jsou umistény tfi automaty na kdavu. U prvniho nastane po-

rucha s pravdépodobnosti 0,1, u druhého s pravdépodobnosti 0,15 a u tetiho
s pravdépodobnosti 0,05. Jaka je pravdépodobnost, Ze nastane porucha

a) pravé jednoho automatu,
b) nejvyse jednoho automatu?

Sportovni stielec stiili opakované do terce (obr. 3.2, str. 120). Predpokladejme,

e stielec zasdhne stfed terée a ziskd tim 5 bodd s pravdépodobnosti 0,55,

zasdhne vnitini mezikruzi a ziska 3 body s pravdépodobnosti 0,35, zasdhne

vnéjsi mezikruZzi a ziskd 2 body s pravdépodobnosti 0,05, zasdhne zdkladn{ desku
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a ziska 1 bod s pravdépodobnosti 0,03. Ter¢ mine se zbyvajici pravdépodobnosti
0,02. S jakou pravdépodobnosti bude mit

a) po dvou vystfelech pfesné 5 bodd,

b) po tiech vystielech alespon 12 bodii?

Predpoklddejte, Ze vysledky jednotlivych vystfeli Ize povazovat za nezédvislé
jevy.

Urdité zafizend se skladd ze tif prvki — viz obrdzek 3.3. Aby celé zafizeni fungo-
valo, musi fungovat prvek A a soucasné alespori jeden z prvkii B a C (tyto dva
prvky se nahrazuji — ve schématu je to naznaceno jejich paralelnim zapojenim). I
Spolehlivosti (tj. pravdépodobnosti, Ze nedojde k poruse) jednotlivych soucdsti z
jsou 0,9 pro prvek A, 0,8 pro prvek B a 0,7 pro prvek C. Jakd je spolehlivost

celého zafizeni za predpokladu nezédvislosti vzniku poruch u jednotlivych prvka?

B
A

Obr. 3.3

o

(@]

UvaZujte zafizeni sestavené ze stejnych prvki se stejnymi spolehlivostmi jako
v pfedchozim cvicent, aviak s jinym zpisobem zapojeni — viz obrdzek 3.4. Nyni,
jak vidime ze schématu, je k funk&nosti zaiizeni potfeba, aby fungoval prvek A
nebo oba prvky B, C soucasné (neboli prvek A miZe byt nahrazen souCasnym na
zapojenim prvkd B a C). Jakd je spolehlivost tohoto zafizeni? or-

A zt

Obr. 3.4

Z osudi, ve kterém je patndct bilych a pét ¢ernych kouli, postupné vylosujeme Ctyfi
koule, pficemZ po kazdém tahu tazenou kouli vratime do osudi a osudi promichdme. Uved

a) Jaka je pravdépodobnost, Ze viechny tazené koule budou bilé?

RESENI: Jde o ndhodny pokus se ¢tyimi dil¢imi nezdvislymi pokusy. Oznacime- zapsa
-li si symbolem A;, kde i=1,2,3,4, jev, Ze v i-tém tahu vytdhneme bilou kouli,

Neni
pak jevy A, Ay, A3, A4 jsou nezdvislé a vSechny maji stejnou pravdépodobnost -

bilycl
0= 0,75. Jev spoéivajici v tom, Ze vSechny tazené koule jsou bilé, je prini- \HLI
kem téchto &tyf jevi, a proto je jeho pravdépodobnost rovna soucinu jednotlivych nymi
pravdépodobnosti, tj. 0,75% = 31,64 %. —
b) Jak4 je pravdépodobnost, ze mezi taZenymi koulemi budou tfi bilé a jedna ¢ernd?
RESEN{: Jev, Ze mezi tazenymi koulemi je pravé jedna ¢ernd, miZe nastat nasledu- AN=
jicimi EtyFmi navzdjem se vylucujicimi zplisoby:
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»dobnost{

nezavislé

ni fungo-

tyto dva
pojenim).
1 soucasti
rlehlivost

ucasnym

eme Ctyfi
richame.

)znaCime-
ou kouli,
odobnost

je pruni-

notlivych

a Cerna?

' nasledu-

Pravdépodobnost kazdého z t&chto Ctyf jevi je vSak stejnd. Prvni z téchto jevi
miZeme symbolicky vyjadfit jako A} N Ay N A3 N A, a jeho pravdépodobnost je
rovna (1-0,75)-0,75-0,75-0,75 = 0,75 - 0,25. Druhy jev miZeme vyjadfit jako
A;NALNA;NA, ajeho pravdépodobnost je 0,75-(1-0,75)-0,75-0,75 = 0,75%.0,25
atd.

Hledan4 pravdépodobnost, Ze mezi vylosovanymi budou pravé tfi bil€ a jedna Cerna
koule, je tedy rovna souctu Ctyf stejnych pravdépodobnosti:

4.0,75%-0,25 = 42,19 %.
¢) Jaka je pravdépodobnost, Ze vylosujeme dvé bilé a dvé cerné koule?

RESENI: Jev, Ze mezi vytaZenymi koulemi jsou pravé dvé bilé a pravé dvé cerné
koule, miiZe nastat $esti navzajem se vylucujicimi zpisoby. Kazdy z téchto zplsobii
je jednozna¢né vyjadien napf. neuspofddanou dvojici Cisel tahd, ve kterych jsme
vylosovali bilou kouli. Téchto dvojic je pravé Sest, jde o pocet dvojclennych kombi-
naci ze Ctyf prvkii. Kazdy z téchto zptsobi ma opét stejnou pravdépodobnost. Napt.
pravdépodobnost, Ze vytdhneme bilou kouli v prvnim a ¢tvrtém tahu (a Cernou ve
zbyvajicich dvou tazich), je rovna 0,75-(1-0,75)-(1-0,75)-0,75 = 0,75%-0,252,
stejna je viak tieba pravdépodobnost, Ze bilou kouli vytdhneme poprvé a podruhé
a pak vytdhneme dvé ¢erné koule apod. TudiZ hledana pravdépodobnost, Ze mezi
Styfmi losovanymi koulemi jsou pravé dve bilé, je rovna

4
<2) -0,75%-0,252 =6-0,75%-0,25% = 21,09 %.

4
Uvédomime-li si, Ze < 3> =4, dala by se i jiz odvozend pravdépodobnost z otdzky b)

4
zapsat pomoci kombinaci: 4-0,75%-0,25 = <3> -0,75%-0,25.

Nenf uZ t87ké shrnout odvozené vysledky a uvédomit si, Ze z hlediska poctu tazenych
bilych kouli mezi &tyFmi vylosovanymi mtiZe nastat celkem 5 navzdjem se vylucujicich
situaci — jevi By, k=0, 1,2, 3, 4, kde jev By spociva v tom, Ze mezi ¢tyfmi vylosova-
nymi bylo taZeno pravé k bilych kouli. Pravdépodobnost kazdé z téchto situaci je ddna

4
vzorcem: P(By) = < -0,75%.0,25%* Jiz jsme ukézali, Ze tento vzorec plati pro k =3

k
. (4 4 4 0 4 :
ak=2.Platiipro k=4, nebot 4 =laPBy)= 4 -0,75%.0,25 =0,75% (srovnejte

s vyslednou pravdépodobnosti z a)). Jeho platnost pro k =0 a k=1 si ovéfte sami.
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V tloze E jsme uvaZovali Styfi nezdvislé dil&f pokusy, které spocivaly v losovani koule b) Ve dvs
z osudi. V kaZzdém dil¢im pokusu mohl nastat jen jeden ze dvou moZnych vysled- <
ki — zdar nebo nezdar. Domluvme se, Ze za zdar povaZujeme vytazeni bilé a za nezdar RP\ .
vytazeni ¢erné koule. Ve vSech dil¢ich pokusech je pravdépodobnost zdaru konstantni, praves
tj. béhem pokust se neméni. Tato pravdépodobnost je rovna 0,75, jeji neménnost

rovna
plyne z toho, Ze tazenou kouli do osudi vZdy pfed dal$im tahem vracime, pomér bilych
a Cernych kouli je tedy stéle stejny. Béhem fesen{ tlohy E jsme odvodili vzorec, jak lze o) Ve
vypocitat pravdépodobnost, Ze v dané sérii ctyt dil¢ich pokusi nastane urity (pfedem T
dany) pocet zdarti. Nyn{ tento vzorec zobecnime pro libovolny kone¢ny pocet dil¢ich RES
pokusi a libovolnou pravdépodobnost zdaru. -
Uvazujme sérii n dil¢ich pokust, z nichz kazdy muze skonéit bud’ zdarem s prav- Dol
dépodobnosti p, nebo nezdarem s pravdépodobnosti ¢ = 1 — p. JestliZe jsou tyto nebo
dil¢i pokusy nezdvislé a pravdépodobnost zdaru p je v kazdém z nich stejnd, pak
pravdépodobnost ndhodného jevu Ay, Ze v celé sérii nastane pravé k zdarii, je 2
rovna
n L o o
P(Ay) = <k> - pF-q"7*, kde k je libovolné &islo z mnoziny {0,1,2,...,n}. Tedv b
Uvedené pravdépodobnosti tvori tzv. Bernoulliovo schéma nebo také binomické '
rozdéleni.
E Student 1
jsou nabic
VySe uvedené jevy A, se navzdjem vylucuji. VZdy vSak musi nastat pravé jeden St}ﬁ\én; N
s jakou pr

znich, 4. jejich sjednocent je jisty jev. Proto soucet jejich pravdépodobnosti musi
byt roven jedné. To lze odvodit také nasledujicim zpisobem: a) Vibec
Podle binomické véty pro libovolna ¢isla p a g plati

RESEN

n n . n _

(p+q)" = <0> Vv (1) Pt <2> PP notlive

L B ).pn—l,ql+<n P, oznacs
nl n spo¢
ale jelikoz p+q = 1, musi byt i soucet na praveé strané€ predchozi rovnosti roven dépod
jedné.
15
(1o

Hazime postupné kostkou. Urceme, s jakou pravdépodobnosti nastanou nasledujici O —

jevy:

a) V Sesti po sobé jdoucich hodech padne praveé jedna Sestka. b) Castla
< . . Sak
RESENI: PouZijeme Bernoulliovo schéma. Jde o Sest nezavislych dil¢ich pokust e

: s v « 1 D&

(hody kostkou), v kazdém z nich bud’ padne Sestka s pravdépodobnosti 6 nebo Iii =
A"
.. 5 | L

padne jiné ¢islo s pravdépodobnosti 3 Tedyn=6ap= 3 (padnuti Sestky povazu- dobnc

jeme za zdar). Mdme spocitat pravdépodobnost, Ze nastane pravé jeden zdar, tj. k= 1.

6 ' /5\6 1 /5\5 ‘

Hledana épodobnost ¢ =)= =6-—-( = | =40,19 %. -
edand pravdépodobnost je rovna <1> (6) (6> 3 (6) 0,19 %
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ani koule b) Ve dvandcti po sobé jdoucich hodech padnou pravé dveé Sestky.
y
1 visled- .
K nezdar RESENI: PouZijeme stejné tvahy a oznaceni jako v tloze a). Nynijen=12a k=2,
T ravdépodobnost zdaru p je samoziejmé beze zmény. Hledana pravdépodobnost je
nstantni, p J y p p J

1ennost :
. - . - = 2 1 (7 .
bilych rovna <2> <6> <6> 9,61 %

- "j:iiii ¢) Ve dvandcti po sobé jdoucich hodech padnou alespori dvé Sestky.
=t dfléich v . . . 1 ) .. . )
RESENI: Je opétn=12ap= 8; mohli bychom secist pravdépodobnosti pro k =2,
k=3 atd. aZ po k=12. Je vSak jednodussi spocitat pravdépodobnost opa¢ného jevu.
M“‘ Opacnym jevem k jevu, Ze padnou alesponi dvé Sestky, je jev, Ze nepadne zadna
;. IE nebo padne jedna Sestka. Pravdépodobnost tohoto jevu je rovna

= 0 12 1 1
= <102> . <—é—> . (%) + (112) . (é) . (%) =0,11216+0,26918 =0,381 3.

Tedy hledand pravdépodobnost je pfiblizné rovna 1-0,3813 =0,6187, tj. 61,87 %.

Student md u pfijimaci zkousky odpovédét na 15 testovych otizek. U kazdé otdzky
jsou nabidnuty Etyfi odpovédi A, B, C a D, z nichz je vzdy pravé jedna spravna. Aby
student u zkousky uspél, musi spravné odpovédét alespori na 10 otdzek. Vypoctéte,

jeden
: s jakou pravdépodobnosti se mu to podaii v nasledujicich piipadech:

i musi

a) Vibec nic neumi a odpovédi voli zcela ndhodné.

RESEN{: Miizeme opét pouZit Bernoulliovo schéma. Studentovy odpovédi na jed-
notlivé otazky lze povazovat za dil¢i nezdvislé pokusy; pravdépodobnost zdaru, tj.

oznaceni spravné odpovédi, je pokazdé rovna —. Je tedy n =15, p =0,25. Mame

spocitat pravdépodobnost, Ze pocet zdari bude alespon 10, tj. musime secist prav-
dépodobnosti z Bernoulliova schématu pro k=10, 11, ..., 15:

1
(18) -0,2510.0,75% + (ﬁ) :0,2511.0,75%+- - -+ Gg) -0,25"3.0,75°£0,0795 %.

rediyict Jak se dalo ocekdvat, hledana pravdépodobnost je velice mala.

b) Cast litky se naucil, a tak si je u Sesti otazek jisty, jakd odpovédje spravn4, u dalsich
L vSak opét hada.

kusu

~ nebo RESENT: Student nyni had4 jen devétkrét (6 spravnych odpovédi znd), tedy n = 9.
Aby uspél, musi alespori Ctyfikrat oznacit spravnou odpovéd. Hledand pravdépo-
povazu- dobnost je rovna

k=1.
<Z> .0,254.0,75° + (2) -0,25%.0,75%+- .-+ (g) -0,25%.0,75° = 16,57 %.
19 9%
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Cviceni

Hodime a) deseti, b) dvaceti, c) tficeti mincemi. S jakou pravdépodobnosti na
poloviné z nich padne lic?

Pravdépodobnost, Ze spotfeba plynu ve vSedni den uritého obdobi piesihne
stanovenou normu, je 0,2. Jakd je pravdépodobnost, Ze béhem péti ndhodng
volenych pracovnich dnt

a) nebude norma ptekrocena, b) bude piekrocena dvakrat?

Rozhlasovd aparatura se sklada z 1 000 prvkd, z nichz kazdy se béhem jednoho
roku porouchd s pravdépodobnosti 0,001. Tato pravdépodobnost nezdvisi na
stavu ostatnich prvkd. Jaka je pravdépodobnost, Ze se za rok porouchaji

a) dva prvky, b) nejméné dva prvky?

Urcity 1€k dspésné vyléci uréitou nemoc v 90 % piipadi. Je-li podédn deseti
pacientiim, s jakou pravdépodobnosti bude alespoti osm z nich vylé&eno?
Je zndmo, Ze 8 % hodinek urcité znacky je reklamovéno kvili poruse b&hem

zdrucni doby. S jakou pravdépodobnosti budou u 15 prodanych hodinek vice neZ
dvé reklamace?

*3.6 RozSifujici ucivo:

Uplna pravdépodobnost,
Bayesuv vzorec

V tomto ¢lanku se vratime k podminéné pravdépodobnosti a doplnime nase znalosti
o dva vzorce diilezité v aplikacich. Pro motivaci se nejprve vratime k jiz nékolikrat
rozebirané karetni hie.

. Hrac pokeru dostane postupné dvé karty z balicku 52 karet. S jakou pravdépodobnosti
X je druh4 karta kral?

RESENI: Otdzka zddnlivé nemd smysl, na prvni pohled se zd4, Ze je nutno doplnit infor-
maci, jakou kartu dostal hrd¢ jako prvni. Tuto informaci ale nemusime mit. Prakticky
si to Ize dobfe predstavit: Hra¢ dostavé své dveé karty postupné, licem dolti. Chee-li se
na n€ podivat, miiZe napied otocit tu, kterou dostal jako druhou, a tedy prvni karta je
v tuto chvili pro néj opravdu nezndma. Nicméné za tG¢elem vyfeSeni tlohy se musime
i touto prvni kartou zabyvat.

Pouzijeme jiz difve zavedené oznaceni a odvozené vysledky:

K| oznacuje jev, Zze prvni karta je kral, P(K;) = 3 K, oznacuje jev, Ze druhd karta je
krél, pravdépodobnost tohoto jevu mame uréit. Kdybychom védéli, jaka karta prisla
hraci jako prvni, uméli bychom podminénou pravdépodobnost jevu K, vypocitat velmi

3 4
snadno: P(K;|K;) = —, podobné plati P(K;|K]) = 3T Jevy K a K/ jsou opacné —

51°

navzdjem se vylucuji a jeden z nich musi nastat. Proto plati K, = (K nKp) U (Ko nKY).
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Jevy KoKy a KynK| se viak také vylucuji, a proto miiZeme nas vypocet dokonéit
s pouZitim vzorcl 2 a 6 z ptedchozich ¢lanki:

P(Ky) = P(Ky MKy +P(Ky NKY) = P(Ka[Ky) - P(K) )+ P(Ky K - P(K)) =
301 4 12 1

BRI R

Dokdzali jsme na prvni pohled prekvapivy vysledek. Pravdépodobnost, Ze druh4
Karta, kterou hrac¢ dostane, bude krdl, nemame-1i informaci o prvni karté, je stejnd
Jjako pravdépodobnost, Ze prvni karta je krdl. Tento vysledek se d4 zobecnit i na
Jiné situace, napr.:

e Losujeme-li postupné bez vraceni koule z osudi, kde na po¢atku bylo b bilych
kouli a ¢ ¢ernych kouli, pak pravdépodobnost, Ze prvni vylosovand koule je

bil4, je rovna - Stejnd je ale i pravdépodobnost, ze druhd koule bude bila,
¢

nemame-li zddnou informaci o barvé prvni koule (napf. pokud jsme se na ni

nepodivali a dali ji stranou).

e Kontrolujeme-li postupné kvalitu ur¢ité produkee, kde je celkem k kvalitnich
a n nekvalitnich vyrobkii, pak pravdépodobnost, Ze prvni kontrolovany vyro-
bek je nekvalitni, je rovna S Opét stejnd je i pravdépodobnost, Ze druhy

n

kontrolovany vyrobek je nekvalitni, nemdme-1li dosud k dispozici Zadnou in-
formaci o kvalité prvniho kontrolovaného vyrobku.

V feSeni tilohy A jsme pracovali se dvéma opacnymi jevy K; a K. Takové jevy se
samoziejmé vylucuji, pficemz pravé jeden z nich musi vzdy nastat, tj. jejich sjedno-
ceni je rovno jistému jevu. Navzdjem opacné dva jevy jsou specidlnim pfipadem tzv.
uplného systému vylucujicich se jevii. Obecné se takovy systém definuje nasledovné:

Jevy By, Bs, ..., B, tvoii dplny systém vylucujicich se jevi, jestlize se libo-
volné dva z téchto jevii navzdjem vylucuji a jestlize vZdy musi pravé jeden z jevii
B, By, ..., B, nastat, tj. jestlize ByUB,U---UB, = Q.

Princip vypoctu pravdépodobnosti jevu K, v feSeni tdlohy A Ize zobecnit pro libovolny
jev a pro libovolny tplny systém vyluujicich se jevii:

9. Je-li A libovolny nahodny jev a By, B,, ..., B, libovolny tplny systém
vylucujicich se jevu, pak plati

P(A) = P(A[By) - P(B1)+P(A|By)- P(By)+:--+P(A[B,) - P(B).

Této rovnosti fikame véta o tiplné pravdépodobnosti.
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V Cokolddovné se kompletuji bonboniéry na tiech vyrobnich linkdch. Na lince A je
zkompletovéno 40 % denni produkce a na zdklad€ dlouhodobé zkuenosti se odhaduje,
Ze 5 % bonboniér z této linky neni v normé& (obsahuje vice nebo mén& bonbont, nez
md byt). Na lince B je zkompletovano 45 % denni produkce
a odhaduje se, Ze 4 % bonboniér z této linky nejsou v normé.
vozu, je zkompletovan zbytek denni produkce, pii¢emz podle
odhadu jen 2 % bonboniér nejsou v normé. Zkontrolujeme-li
bonboniéru ndhodné vybranou z celé denni produkce, s jakou
pravdépodobnosti nebude v normé?
RESENI: Ukdzeme si postup pouzivajici vétu o tGplné pravdépodobnosti. Oznaéme si A
jev, Ze nahodné vybrand bonboniéra byla zkompletovana na lince A, B jev, Ze byla
zkompletovana na lince B, a C jev, Ze byla zkompletovéna na lince C. Jevy A, B a C
evidentné tvorfi iplny systém vylucujicich se jevii; ze zadéni plyne, Ze P(A) = 0.4, P(B) =
=0,45aP(C)=1-0,4-0,45=0,15. Oznacme si N jev spocivajici v tom, Ze ndhodn&
vybrana bonboniéra neni v normé. Fakt, Ze 5 % bonboniér zkompletovanych na lince A
neni v normé, musime chdpat jako podminénou pravdépodobnost, Ze bonboniéra nen{
v normé za podminky, Ze pochdzi z linky A, tj. P(N|A) = 0,05. Podobné plati: P(N|B) =
=0,04, P(N|C)=0,02.
Nyni mizeme dokoncit vypocet pomoci véty o tiplné pravdépodobnosti:
Roli jevu A hraje jev N, n =3 aroli jevi By, B, a B; hraji jevy A, B a C. Tedy:

P(N) = P(N|A)-P(A)+P(N|B)- P(B)+P(N|C)- P(C) =

=0,05-0,4+0,04-0,45+0,02-0,15 = 0,041.

Vysledek dlohy B se dd odvodit a vysvétlit i bez pouZiti pravdépodobnost-
nich termind: Pocet procent nevyhovujicich bonboniér v celé produkci je vd-
Zenym priimérem poctu procent nevyhovujicich bonboniér z jednotlivych linek,
kde vahami jsou podily linek na celkové produkci. Tj. 5 % -0,4+4 %-0.45+
+2 %-0,15=4,1 %. O vdzeném pruméru se dozvite vice v kapitole vénované
statistice.

Cviceni
1 V osudi je 6 bilych, 8 cervenych a 10 modrych kuli¢ek. Postupné bez vracen{
vylosujeme dvé kulicky. S jakou pravdépodobnosti bude
a) prvni modra,
b) druhd modrd, vime-li, Ze prvni byla erven4,
¢) druhd modrd (aniZ vime, jakou barvu méla prvn{)?
| 'V zisilce je 400 vyrobkd, z nichz 150 dodal zavod A a 250 zévod B. Kazdy zavod

mél ve své doddvcee 5 vadnych vyrobki. Jaké je pravdépodobnost, Ze vybereme
vadny vyrobek, pokud

a) jej vybirdme nahodné z celé zasilky,
b) nejdifve ndhodné vybereme dodévku, a teprve poté z ni vyrobek?
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V piistroji jsou tii lampy, které pracuji zcela nezavisle. Pravdépodobnost poruchy
prvni lampy je 0,1, druhé 0,2 a téetf 0,3. Piistroj je vyfazen z provozu pfi poruse
jedné lampy s pravdépodobnosti 0,25, pfi poruse dvou lamp s pravd&podobnosti
0,6 a pii poruse tif lamp s pravdépodobnosti 0,9. Funguji-li vSechny t¥i lampy,
pak je pfistroj v provozu vzdy. Uréete pravdépodobnost, Ze

a) nefunguje prave jedna lampa,
b) nefunguji pravé dveé lampy,
¢) nefunguji vSechny tfi lampy,
d) pfistroj je vyfazen z provozu.

Vratme se k tloze B a polozme si dopliujici otazku: Jestlize vybereme z celé pro-
dukce ndhodné bonboniéru a zjistime, Ze neni v normé, s jakou pravdépodobnosti byla
zkompletovdna na lince A, resp. na lince B, resp. na lince C?

RESENI: Pouzijeme oznaceni a odvozené vysledky z feSeni dlohy B.

Piedevsim je tfeba si uvédomit, Ze nyni mame vypocitat podminéné pravdépodobnosti
P(AIN), P(B|N) a P(C|N). K tomu pouZijeme definici podminéné pravdépodobnosti
(vzorec 5), obecny vzorec pro ndsobeni pravdépodobnosti (vzorec 6) a vétu o tplné
pravdépodobnosti (vzorec 9):

P(AIN) = P(ANN) _ P(N|A)-P(A) B
(AIN) = P(N) ~ P(N|A)-P(A)+P(N[B)-P(B)+P(N|C)-P(C)
0,05-04 . .
= ”'(M)T = 4878 /0
Zcela obdobné vypocteme
P(BIN) = P(BNN) _ P(N|B)- P(B) ~
BIN) = P(N) — P(N|A)-P(A)+P(N|B)-P(B)+P(N|C)-P(C) ~
0,04-045 .
= 00 =43.90 %,
P(C|N)_P(CmN)_ P(N|C)- P(C) _
~ P(N) — P(N|A)-P(A)+P(N|B)- P(B)+P(N|C) - P(C) _
0,02-0,15 .
=~ 00a =7,32 %.

Vsimnéte si, Ze soucet podminénych pravdépodobnosti P(A|N), P(B|N) a P(C|N)
Jeroven 1 (tj. 100 %). Musi tomu tak byt, nebot’jevy A, B a C tvofi tplny systém
vylucujicich se jevu.

Prakticky vyznam odvozenych vysledki mizeme vysvétlit tieba takto:

Vybereme-li ndhodné bonboniéru a nezkoumame jeji kvalitu, pak mame celkem tfi
hypotézy, odkud miZe pochdzet — z linky A, B nebo C. Bez dalsich informaci je
nejpravdépodobnéjsi hypotézou, Ze pochazi z linky B (P(B) =45 %).

Zjistime-li vSak, Ze vybrand bonboniéra neni v normé, pak je tieba zménit odhad —
nyni soudime, Ze s nejvétsi pravdépodobnosti (48,78 %) pochazi z linky A, zatimco
z linky B pochdzi s pravdépodobnosti pouze 43,9 %.
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Ptvodni{ odhad pravdépodobnosti (45 %), Ze jesté nezkontrolovana bonboniéra pochazi
z linky B, je tzv. apriorni pravdépodobnost hypotézy B. Opraveny odhad této pravdé-
podobnosti, vime-1i, Ze nastal jev N, je tzv. aposteriorni pravdépodobnost hypotézy B.
Reseni tlohy C déva veelku jasny nadvod, jak hledat aposteriorni pravdépodobnosti —

Samoz:
viz nésledujici, jiZz posledni vzorec v této kapitole.

Bayes
Ze zad:

tvodn
10. Je-li A libovolny ndhodny jev a B;, By, ..., B, libovolny tplny systém ”Pi"yto 'S
vylucujicich se jevu, tzv. hypotéz jevu A, pak pro libovolnou hypotézu By, Dile ze
1 <k < n, plati tzv. Bayesuv vzorec: je skute
e P(AIBy) - P(By) ‘
P(A[By)-P(B1)+P(A[By)- P(By)+:--+P(A|By) - P(Bn)
Mame
-li, 7e C
dobnost
Bayesuv vzorec se pouziva, jestlize zname apriorni pravdépodobnosti viech Vi e
hypotéz P(B;), P(By), ..., P(B,) a také vSechny podminéné pravdepodobnosti B, a B
urcitého jevu A za podminky platnosti téchto hypotéz P(A|B,), P(A|By), ..., hrdie je
P(A|B,). Vime-li, Ze nastal jev A, potom Bayesovym vzorcem muZeme opra- o
vit (zpfesnit) puvodni apriorni pravdépodobnost P(By) libovolné hypotézy By P
a nahradit ji aposteriorni pravdépodobnosti P(B|A).
Prakticl
Komin tepelné elektrarny ¢as od Casu vypousti nadlimitni (nepfipustné) mnozstvi pustné ;
Skodlivych emisi. Z dlouhodobé zkuSenosti vime, Ze k tomu dochdzi v priméru v 1 % Vypoust
piipadi (v jedné setiné provozni doby). eni hra
Na komin bylo namontovéno ¢idlo sledujici mnoZstvi emisf. ve jmen
Toto ¢idlo vSak neni stoprocentné spolehlivé. Pfi jeho kalib- nosti ie
raci bylo zji$téno, Ze pokud komin ve skute¢nosti vypousti pii- emisi ie
pustné mnozstvi emisi, pak ¢idlo indikuje nadlimitni mnoZstvi nmosh
s pravdépodobnosti 4 %, hrani¢ni mnozZstvi s pravdépodob-
nosti 5 % a pripustné mnozstvi s pravdépodobnosti 91 %. Po- V ko
kud komin ve skute¢nosti vypousti nadlimitni mnozstvi emisi, 5 mr‘l
pak cidlo indikuje nadlimitni mnoZstvi s pravdépodobnosti muz“i
92 %, hrani¢ni mnoZzstvi s pravdépodobnosti 5 % a piipustné :
mnozstvi s pravdépodobnosti 3 %. Zjisti-1i obsluha, Ze ¢idlo pravé ukazuje nadlimitni s
mnozstvi emisi, s jakou pravdépodobnosti opravdu komin nadlimitni mnoZstvi pravé
vypousti? Pravdér
RESENI: V tloze miZeme rozlisit celkem p&t ndhodnych jevi: Case bel
sovske
nachdzi
strom r
téz. Dal
Zname
hypotéz
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noZstvi

v 1 %

mitni
| pravé

Samoziejmé plati, ze B, = B/, ale ponechme oznaceni ve stavu co nejpodobné&jsim
Bayesovu vzorci.
Ze zadani zndme apriorni pravdépodobnosti jevi B; a B (apriorni zde znamend
ptivodni, odhadnuté jen na zdklade predchozi zkuSenosti bez pouZiti informace z ¢idla).
Tyto jsou: P(By) =0,01 a P(B;)=0,99.
Déle ze zadani zndme podminéné pravdépodobnosti toho, co ukaze ¢idlo, vime-li, jaka
je skute¢nd hladina emisi:
P(A|B)=0,92, P(A|B)=0,05, P(As]B)=0,03,
P(A{|By)=0,04, P(A;|By)=0,05, P(A3|By)=0091.
Mime vypocitat pravdépodobnost, Ze komin vypousti nadlimitni mnoZstvi emisf, vime-
-li, ze ¢idlo ukazuje pravé tuto skute¢nost, tj. mame spocitat podminénou pravdépo-
dobnost P(B; |A1 ).
Vse je piipraveno k pouziti Bayesova vzorce. Mozné hypotézy zde mame jen dvé:
B, a B», tj. n v Bayesové& vzorci je rovno dvéma. Roli jevu A z Bayesova vzorce zde
hraje jev A;. Podle vzorce 10 jiZ snadno dostaneme:

PB,AD = P(A{|B))- P(B)) ~ 0,92-0,01 K
U= P(A[|B)- P(B1)+P(A;By)-P(By)  0,92-0,01+0,04-0,99
0,0092 .
— ) = 0y
= 00438 = 18,85 %.

Prakticky vyznam pravé odvozeného vysledku je pfekvapivy. Ukazuje-li ¢idlo nepfi-
pustné mnozstvi emisi, jen s cca 19% pravdépodobnosti tyto emise komin skutecné
vypousti. Je to zpisobeno nedokonalosti ¢idla v kombinaci s tim, Ze skutené pfekro-
&eni hrani¢niho mnoZstvi emisi nastava jen velmi ziidka. Poznamenejme jesté, Ze ¢islo
ve jmenovateli zlomku je podle véty o tGplné pravdépodobnosti rovno pravdépodob-
nosti jevu A;. Zjistili jsme mimodék, Ze i kdyZ komin vypousti nadlimitni mnoZstvi
emisi jen v jedné setiné provozni doby, ¢idlo indikuje (diky chybovosti) nadlimitni
mnozstvi s pravdépodobnosti 0,048 8, tj. pfiblizné v jedné dvacetiné provozni doby.
V komplikovanéjSich situacich, kdy pfi vypoctu pravdépodobnosti vychdzime
z mnoha tdajti a v prib&hu feSeni musime pouzit slozity vzorec nebo vice vzorcd,
muze k pochopeni piikladu pomoci tzv. pravdépodobnostni strom. UkdZzeme si
nyni, jak by takovy strom mohl v pfedchozi tiloze vypadat.

Pravdépodobnostnim stromem se prochdzi zleva doprava, a to v ndhodné zvoleném
Case b&hem pracovni doby. V tomto ¢ase mohou nastat dva vylucujici se jevy, v baye-
sovské terminologii tzv. hypotézy nebo také tzv. prirozené stavy, ve kterych se komin
nachézi — komin bud’ vypousti pfipustné, nebo nepfipustné mnozstvi emisi. Proto se
strom rozdé€luje na dvé vétve, pod nimi jsou zapsany pravdépodobnosti obou hypo-
téz. Dalsi rozvétveni stromu vyjadfuje mozné stavy cidla — tzv. pozorovatelné jevy.
Zname podminéné pravdépodobnosti téchto jevl za podminky platnosti jednotlivych
hypotéz — tyto jsou opét zapsany pod jednotlivymi vétvemi. Vpravo vedle kazdé vétve
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jsou zapsany souciny pravdépodobnosti podél této vétve. Prvni tento soucin 0,009 2
vyjadiuje sdruZenou pravdépodobnost toho, Ze komin vypousti nadlimitni mnoZstvi
emisi a souasné ¢idlo spravné indikuje emise nad limitem. V zavedeném oznaCeni
jde o vztah:

P(A1NBy)=P(A{|By)-P(B;)=0,92-0,01 =0,0092.
Podobny vyznam maji i zbylé souciny.

¢idlo nad limitem

0.02 0,0092

komin r(l)z’i(()illimitem ¢idlo ?)i) lslranici 0.0005
éidlo&&ormé 0.0003 v |
¢idlo n(e)ti) ilimitem 0.0396 ?’:
komflz) \é gormé cidlo gao l;ranici 0.0495 1
Gidlo v normé__

0,91
Obr. 3.5

Nasf tlohou bylo vypo&itat podmin&nou pravdépodobnost jevu, Ze komin vypousti
mnoZstvi emis{ nad limitem, vime-li, Ze ¢idlo indikuje emise nad limitem. Tuto prav-
d&podobnost dostaneme pomoci stromu takto:

DiileZité jsou pro nds nyni jen vétve piislusné ke stavu ¢idla nad limitem (tj. 1. a 4. vé-

~

(

tev odshora — jsou vyznaleny Cervené). Soucet sdruzenych pravdépodobnosti podél A
téchto dvou vétvi, j. 0,0092+0,0396 = 0,048 8, vyjadiuje (jak jiz bylo konstatovano) B
pravdépodobnost, Ze ¢idlo ukazuje stav nad limitem. Vyd€lime-li sdruzenou pravdépo- C
dobnost stojici u prvni vétve, tj. 0,009 2 pravdépodobnosti 0,048 8, dostaneme konecny
vysledek. :
Strom je vlastné grafickou podobou Bayesova vzorce — podivejte se jeSt€ jednou na b
kone¢ny vypocet v ptivodnim feSeni tlohy a pokuste se beze zbytku porozumét, jak C
s timto vypocétem koresponduje nds strom. d
E Vratime se jesté k dloze D. P
a) Zjisti-li obsluha, Ze ¢idlo pravé ukazuje hraniéni mnoZstvi emisi, s jakou pravde- 2 Bl

podobnosti komin v tomto okamZiku opravdu vypousti nadlimitni mnoZstvi?
Co mizeme fici o jevech komin vypousti nadlimitni mnoZstvi emisi a cidlo indikuje
hranic¢ni mnozstvi emisi?

RESENI: Zkuste sami — je vyhodné pouzit strom z pfedchozi tlohy. DileZité pro &
vypocet jsou tentokrdt 2. a 5. vétev stromu. Str
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).0092 b) Zjisti-li obsluha, Ze ¢idlo pravé ukazuje piipustné mnozstvi emisi, s jakou pravdépo-
noZstvi dobnosti je vSe v poradku, tj. komin v tomto okamZiku opravdu vypousti pifpustné
naceni mnozstvi?
RESENI: Zkuste sami — miZete op&t pouZit strom z predchozi tlohy. Dilezité pro
vypocet jsou 3. a 6. vétev stromu.
Cviceni
1 Tlustrujte feSeni dlohy C pravdépodobnostnim stromem. Jak miZeme urcit po-

mocfi stromu podminénou pravdépodobnost, Ze vybrana bonboniéra, kterd nevy-
hovuje normé, byla zkompletovana na lince A?

| Je zndmo, Ze 90 % vyrobki odpovida standardu. Byla vypracovéna zjednodusend
kontrolni zkouska, kterd u standardniho vyrobku dd kladny vysledek s pravdépo-
dobnosti 0,95, zatimco u vyrobku nestandardniho s pravdépodobnosti 0,2. Jaka
Jje pravdépodobnost, Ze vyrobek, u néhoz zkouska dopadla kladné, je standardni?

| Petrsichce koupit v bazaru starsi auto urcité znacky. Je znamo, Ze zhruba ¢tvrtina
takovych aut ma vadnou prevodovku. Petr se v autech moc nevyznd, domluvi se
proto se zndmym automechanikem, aby s nim Sel auto projet a odhadl stav vozu.
Automechanik vSak téZ neni neomylny — ve 20 % ptipadu pfi jizdé vadu pievo-
dovky neodhali a naopak v 10 % pripadd, kdy je pfevodovka v pofddku, tvrdi,
Ze je vadnd. S jakou pravdépodobnosti Petr koupi auto s dobrou pievodovkou,
tvrdi-1i automechanik, Ze je v poradku?

3.7 Ulohy k opakovani

5 V krabici jsou matice a §rouby. Ndhodné z krabice vybereme jednu souédstku.
Oznalme si tyto jevy:

A: vybrand soucdstka je §roub,

B: vybrand soucéstka je rezavd,

C: vybrand sou¢astka ma levotocivy zavit.

a) Kdy nastane jev D=ANBNC'?

Sou na b) Pfi jaké podmince bude platit rovnost ANBNC = A?

St jak ¢) Kdy bude jev C’ podjevem jevu B?

d) Kdy bude platit rovnost A’ = B?

e) Bude platit rovnost A’ = B, kdyz Zddny roub nebude rezavy?

f) Co vyjadiuje jev E=AUB?

Plesova tombola ma 1 000 losti. Jakou pravdépodobnost hlavni vyhry v tombole
md ndvstévnik plesu, ktery si zakoupil 20 losa?

Na Sachovnici ndhodné na dvé rizna policka umistime dvé véZe, bilou a dernou.
S jakou pravdépodobnosti se navzajem ohrozuji?

3!
o
o

P Velitel zdchranné operace soudfi, Ze kdekoli v oblasti ve tvaru &tverce o délce
strany 200 mil mtzZe byt ¢lun s trose¢niky.
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a) S jakou pravdépodobnosti ho objevi zdchranné letadlo, které proleti celou
oblasti po piimce od stfedu jedné strany ¢tverce ke stiedu protilehlé strany,
ma-1i pilot po celou dobu letu dostate¢ny rozhled na vzdalenost 25 mil?

b) Druhé zdchranné letadlo proleti nad oblasti stejnym zptisobem, ale kolmo na
trasu prvniho. S jakou pravdépodobnosti objevi ¢lun alesponl jedno z obou
letadel?

¢) VyfeSte znovu otdzku a), leti-li letadlo nad dhlopfickou c¢tverce. Je tento
zpUsob letu efektivnéjsi z hlediska pravdépodobnosti nalezeni ¢lunu?

d) Vyfeste znovu otdzku b), leti-li obé letadla po thloprickach ctverce. Je tento
zpusob efektivnéjsi z hlediska pravdépodobnosti nalezeni ¢lunu?

Krychle ma vSechny stény obarvené. Rozfezeme ji na 1 000 stejnych krychlicek

a tyto peclivé promichdme. Vybereme-li ndhodné jednu krychlicku, s jakou

pravdépodobnosti bude mit

a) jednu obarvenou sténu,

b) dvé obarvené stény,

c) tii obarvené stény?

d) S jakou pravdépodobnosti nebude ani jedna sténa obarvena?

N .

51| Je pravdépodobnéjsi ziskat soucet 9 pii hodu dvéma kostkami, nebo tfemi kost-

kami? DoloZte vypoctem.

Ze 100 vyrobki, mezi nimiz je 15 nekvalitnich, ndhodné vybirame ke kontrole 10.
Ukézalo se, Ze prvnich 8 vyrobki bylo kvalitnich. Jaka je pravdépodobnost, Ze
1 devdty vyrobek bude kvalitni?

1 Prodejce luxusnich panskych oblekti ma zkusenost, Ze zdkaznici pozaduji krej-
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¢ovskou upravu u 10 % prodanych kalhot a u 15 % prodanych sak. U 7 %
zakoupenych oblekt zdkaznici pozaduji Gpravu jak kalhot, tak saka. S jakou
pravdépodobnosti u ndhodné vybraného prodaného obleku

a) nebude pozadovana zadna uprava,

b) bude zdkaznik pozadovat jen jednu dpravu (kalhot
nebo saka, ne vsak obojiho)?

¢) Proda-li obchodnik za odpoledne Ctyfi obleky
¢tyfem ruznym zdkaznikim, s jakou pravdépodob-
nosti bude pozadovdna alespori jedna tprava saka?
Jakou vlastnost ndhodnych jevu jste pfi vypoctu
predpokladali?

d) Prodé-li obchodnik ¢tyfi obleky jednomu zakazni-
kovi, miizeme odhadnout, s jakou pravdépodobnosti
bude pozadovéna alespoii jedna Uprava saka?

Z celkového poctu 26 zaku tfidy, ve které je 12 chlapci a 14 divek, jsou losovéni
3 zastupci tridy. Jaka je pravdépodobnost, Ze to budou

a) pouze chlapci,

b) dvé divky a jeden chlapec?




celou
strany,

Imo na

z obou

> ento

c [ento

kost-

vani

B8 Jeden tah Sportky spo&iva ve vylosovéni 6 zdkladnich a jednoho dodatkového

Cisla z mnoziny cisel od 1 do 49. Vsadime-li jeden sloupec (tj. ozna¢ime-li
na jednom sloupci tiketu Sest ¢isel z této mnoziny), s jakou pravdépodobnosti
vyhrajeme v tomto tahu tzv.

a) treti poradi,

b) Ctvrté poradi,

¢) paté poradi?

Upiesnéme, Ze tfeti poradi vyhrdva ten, kdo oznali prave pét &isel z Sesti zaklad-
nich losovanych, ¢tvrté pofadi vyhrdva ten, kdo oznaci étyfi Cisla ze Sesti a pro
vyhru patého poradi je tfeba oznadit tfi z uvedenych &isel. Dodatkové &islo nema
ani na jedno z té€chto poradi vliv.

Honza a Pavel hodi kazdy jednou kostkou. Vyhraje ten, komu padne vétsi &islo.
(Kdyby padla stejnd cisla, hod by opakovali.) Po hodu se Honza raduje, Ze vy-
hrdl — s jakou pravdépodobnosti mu padla pétka?

’J Na ur¢ité $kole propadd 15 % studentl z matematiky, 10 % z fyziky a5 % z obou

téchto pfedméti. Oznacme si symbolem A jev, 7e nahodn& vybrany student
propadé z matematiky, a symbolem B jev, Ze nahodné vybrany student propada
z fyziky. Jsou tyto dva jevy nezdvislé?

Je zndmo, Ze chlapci se rodi v priméru o néco vice
nez divek. Na zdkladé statistickych tidaji pro Ceskou
republiku miiZeme pravdépodobnost narozeni chlapce
aproximovat ¢islem 0,516 a pravdépodobnost narozeni
divky ¢islem 0,484. S jakou pravdépodobnosti jsou mezi
osmi détmi, které se narodily v ur¢ité porodnici urcity
den, alespon tfi divky? Jak by se tato pravdépodobnost zménila, kdybychom (ne-
presn€) predpoklddali, Ze pravdépodobnosti narozeni chlapce a narozeni divky
jsou stejné?

' Revizor ze zkuSenosti vi, Ze zhruba ve Etvrting tramvaji najde pii kontrole er-

ného pasazéra. Kolik tramvaji musi zkontrolovat, aby mél alespoti 95% jistotu,
Ze alespoii jednoho ¢erného pasaZéra objevi?

V tcetnich dokladech ur¢ité firmy je chyba. Kontroluji je nezavisle na sobé& dva
auditofi. Prvni z nich chybu odhali s pravdépodobnosti 0,9, druhy s pravdépo-
dobnosti 0,95. S jakou pravdépodobnosti ji odhalf alespoii jeden z nich?

Sonda ma dvé kamery, které pracuji nezdvisle na sob&. Kazd4 z nich je vybavena
pro piipad poruchy korek¢nim mechanismem. Pravdépodobnost poruchy libo-
volné kamery je 0,1, porouchd-li se, pak se ji pomoci korekéniho mechanismu
s pravdépodobnosti 0,3 podaii zprovoznit. S jakou pravdépodobnosti sonda kvili
poruchdm nic nenafilmuje?

| Do bazénu pfitékd voda tfemi vzdjemn& nepropojenymi Cerpadly. Prvni se po-

rouchd s pravdépodobnosti 0,08, druhé s pravdépodobnosti 0,1 a tieti s pravdé-
podobnosti 0,12.

a) Jaka je pravdépodobnost, Ze se porouchaji alesponi dvé cerpadla?
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b) Je-li z pomalé rychlosti napousténi zfejmé, Ze jedno Cerpadlo nefunguje,
s jakou pravdépodobnosti je jim prvni z nich?

Tti stielci vystielili kazdy jednou na vzdaleny ter¢. Z jejich dosavadni vykonnosti
odhadujeme, Ze prvni zasdhne ter¢ v priméru v 87 pfipadech ze sta, druhy
v priméru v 72 piipadech ze sta a tfeti v praméru v 65 pifpadech ze sta. V terci
byly zjidt€ny dva zdsahy. S jakou pravdépodobnosti minul tieti stfelec?

Potfebu sou¢dstek pro vyrobu kryje zavod ze dvou dilen. Prvni dilna vyrab{ 80 %
viech soudastek, pricemz ze 100 souédstek je 80 prvni jakosti. Druhd dilna vyrdbi
20 % vsech souddstek, pti¢emz na 100 soucastek piipadd 75 prvni jakosti.

a) Jakd je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrand soucastka je prvni jakosti?
b) Jakd je pravdépodobnost, Ze ndhodn& vybrand soucdstka prvni jakosti byla
vyrobena v prvni dilné?

Pfi vyrob& 30 % piistroji byl pouZzit zpiisnény technologicky rezim, zbylych
70 % piistroji bylo vyrobeno ve standardnim rezimu. Ze statistickych zdznama
je ve firm& zndmo, 7e 92 % piistroji vyrobenych ve zpfisnéném reZimu se
b&hem zaru¢ni doby neporouchd, zatimco z piistrojii vyrobenych standardné se
neporouchd jen 78 %. Vime-li, Ze se ndmi zakoupeny pfistroj do konce zdru¢ni
doby neporouchal, s jakou pravdépodobnosti byl vyroben ve zpfisnéném rezimu?

Exkurze do historie

Teorie pravdépodobnosti jako soucdst matematiky vznikla
v poloviné 17. stoleti. Zdkladni inspiraci byla snaha popsat
a feSit rizné problémy spojené s hazardnimi hrami, zejména
s hrou v kostky. Francouzsky $lechtic a hazardni hrd¢ Cheva-
lier de Méré byl presvédcen, Ze sdzka na to, Ze mu ve 24 hodech
dvéma kostkami padne alesponi jednou soucet 12 neboli dvo-
jice Sestek, musi byt vyhodna. Jinymi slovy, myslel si, Ze prav-
dépodobnost takového jevu je vétsi neZ jedna polovina. Pro-
toze vSak dlouhodobé spiSe prohrdval, obratil se v roce 1654
s prosbou o radu na tehdejstho véhlasného matematika Blaise
Pascala. Na zakladé tohoto impulzu probéhla korespondence
mezi Pascalem a dal$im uznavanym matematikem Pierre de
Fermatem. D4 se fici, Ze jejich spole¢né badani poloZilo z4-
klady teorie pravdépodobnosti. Mimochodem, dovedli byste
vyftesit Méréav problém? Veéiime, Ze po prostudovani této ka- Chevalier de Méré
pitoly je to pro vds snadné.

Zéklady teorie pravdépodobnosti jako matematické discipliny pozdéji rozvinul Chris-
tian Huygens ve své préaci De Ratiociniis in Ludo Aleae, vénované pravdépodobnost-
nim problémim v hazardnich hrach. Tato tematika se pomérné rychle zpopularizovala,
a proto naSel nasledovniky, mezi néZ se fadi napf. Abraham de Moivre nebo Jacob
Bernoulli. O Bernoulliové schématu se mtZete docist v této ucebnici. Moivre ve své
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préci The Doctrine of Chance: A Method of Calculating the Probabilities of Events in
Play, kde se mimo jiné poprvé objevila definice nezavislosti jevii, odvodil téZ centraln{
limitn{ vétu.

Zdaleka nejvyznamnéjsim a dodnes inspirativnim klasikem te-
orie pravdépodobnosti byl vSak Pierre-Simon Laplace (1749—
1827). Ve svém monumentalnim dile o teorii pravdépodob-
nosti (Théorie analytique des probabilités) nejen Ze systema-
tizoval veSkeré pozndni svych pfedchidct, ale dalekoséhle je
rozpracoval i aplikoval na téméf vSechny oblasti tehdejsiho
védeckého pozndni — od fyziky az po socidlni v&dy. Mimo
jiné objevil jednu z kliovych formuli teorie pravdépodob-
nosti, zndmou dnes jako Bayestv teorém, odvodil teoretické
rozloZeni chyb (tzv. Gaussovu kiivku) pro nékteré konkrétni
experimenty atd.

Pierre-Simon Laplace

Laplace pozvedl teorii pravdépodobnosti na drover, kterd pak celé stoleti po jeho smrti
nebyla ptekondna. Novéjsi vyvoj sledoval dvé hlavni linie: Jedna z nich se zabyvala
zejména pravdépodobnosti v kontextu tzv. hromadnych jevi a fakticky vedla k v pod-
stat¢ statistickému pojeti pojmu pravdépodobnosti (tzv. frekvencionistickd $kola, jejimz
hlavnim propagédtorem byl Richard von Mises). Matema-
tici fazeni do druhé vyvojové linie se snaZili postavit teo-
rii pravdépodobnosti na moderné&jsi zdklady. Tato linie je
charakterizovdna zejména pracemi védcii Markova, Ceby-
Seva, a hlavné Andreje Nikolajevice Kolmogorova. Po-
sledni ze jmenovanych ve své monografii Grundbegriffe
der Wahrscheinlichkeitsrechnung vybudoval axiomatickou
teorii pravdépodobnosti. V této knize a pozdéjsich ¢lancich
zavedl fundamentalni pojmy jako podminénd stfedni hod-
nota, nahodna prochdzka, stochasticky integral, dynamicky
systém atd.

A.N. Kolmogorov

Ve dvacitém stoleti probéhla pravdépodobnostni revoluce ve fyzice, zejména pokud
Jde o statistickou fyziku, kvantovou mechaniku, teorii chaosu, informacni fyziku apod.
Dalsi aplikace teorie pravdépodobnosti miizeme najit v naprosto rozdilnych védeckych
oblastech, jako je genetika, biologie, psychologie, ekonomie, finanéni matematika &i
optika. Ve skutecnosti by bylo nejspis obtiZné najit védn{ obor, ve kterém by se aplikace
teorie pravdépodobnosti viibec neobjevovaly.
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