
3.1 Náhodné il=ffi

V p írodních vědách i v praktickém životě se setkáváme s pokusy, které p i splnění
p edepsan ch podmínek vedou vždy ke stejnému, p edem očekávanému v sledku.
Nap . zah ejeme-li vodu na 100 oC p i tlaku 100kPa, začne se va it. Nebo necháme-li
vodičem procházet elektrick proud, magnetická s elka umístěná pod ním se vždy
vych lí určit}m směrem. Takov mto pokus m ftráme deterministické. Najdeme však
mnoho p íkladri, kdy v}še uvedené neplatí. Nap . hodímeJi hrací kostkou, nem žeme
s jistotou p edem ííct, jaké číslo padne. Otočíme-li klíčkem v zapalování automobilu,
většinou motor naskočí, někdy ale kv li poruše nenastartujeme.

Náhodnym pokusem rozumíme pokus, kter i za ďoďržení p edepsan ch pod-
mínek mriže vést krťrzn m v sledkrim anelzes jistotou p edvídat, kter z těchto
v sledkťr nastane.
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Uvažujme hod kostkou. Jaké vysledk} pokusu
učebnibi rozumíme klasickou hracť kostku ve
vyobrazeny následující počty ,,ok": 1,2, 3, 4,

mohou nastat? (Úmluva: Kostkou v této
tvaru krychle, na jejťchž stěnóch jsow

5 a6.)

ŘBŠENÍ: V; sledkem pokusu m že b ,t libovolné píkozené číslo
od 1 do 6. Množina všech těchto vysledk má šest prvk

P i kontrole určitého p ístroje se prově ují t ijeho součástky. IJ každé z nich se zjištirje,
zda je, či není funkční. označme si symbolem / situaci, kdy daná součástka funguje,
symbolem n situaci, kdy tato součástka nefunguje. Jaké v sledky uvedeného pokusu
nohou nastat?
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ŘBšBNí: Jednotlivé součástky je z praktického hlediska ňejmé eba rozlišovat (nap .

podle po adí, v jakém byly kontrolovány). Mriže tedy nastat celkem 23 = 8 v sledkri,

které lze popsat následujícími uspo ádan mi trojicemi písmen f an:

(í, í, í), (í, í,n), (í,n, í), (r, í, í), (í,n,n), (n, í,n), (n,n, í), (n,n,n),

V pojmech kombinatoriky jde o t íčlenn é variace s opakoviáním ze dvou prvk .

Hodíme najednou čty mi mincemi, Kolik r zn ch v sledkri pokusu mriže nastat,

neumíme-lijednotlivé mince od sebe rozlišit?

ŘBšBNí: V sledky pokusu lze v tomto p ípadě charakterizovaí napí, pomocí počtu

mincí, které ukiážou líc. Možn ch v sledk je tedy pět (0,I,2,3,4),

Cvičení

I Hodím e_Ii postupněčty mi mincemi, kolik vl sledk pokusu umíme rozlišit?

l| UvaZuite hod dvěma kostkami.

a) Kolik v sledkri pokusu m že nastat, hodíme-li kostkami najednou a neumíme-

-li kostky rozlišit?

b) Kolik v sledk mriže nastat, umíme-li kostky rozlišit (nap . podle velikosti,
barvynebopo adíhodu)?

E Do volejbalového tumaje se piihlásilo 12 družstev. v místním zpravodaji se ob-

- 
jeví jen po adí prvních í družstev. Kolik je z tohoto hlediska možn ch v sledkri
turnaje?

E Nu ulici p ed sídlem určité firmy je osm parkovacích míst. Osm zaměstnancri
ráno postupně p ijede služebními vozy,každ si náhodně vybere dosud volné
místo k parkování. Kolik je možn ch zprisobťr zaparkování?

Navzdjem se vylučující v sledky náhodného pokusu, které již nelze jemněji

rozlišit, senaz vají elementární jevy.
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Množinu všechelementárních jevů, které mohou v daném pokusu nastat (ti, mno-
žinu všech možných výsledku pokusu) budeme označovat velkým řeckým pís-
menem Q. Libovolná její podmnožina se nazýv ínáhodný jev (sHádá-li se z více
než jednoho e,lementárního jevu, říkáme, že je to jev složený). Náhodné jevy bu-
deme označovat velkými písrneny A, B atd. Množina Q je tzv. jistý jev, symbol
prázdné množiny O označuje jev nemožný.

Hodíme postupně dvěma kostkami. Popišme pomocí elementárních jevů následující
náhodné jevy:

Na kostkách padnou stejná čísla.
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ŘpšpNí: Celkovy počet elementárních jev je
jde o uspo ádané dvojice čísel od jedné do
p ehledně zapsď" do schómatu (tabulky):

36. Všechny tyto elementátrníjevy -
šesti s možnym opakov áním lze

b)

Jev A se zíejmé skládá ztéchto šesti elementárních jevri:

A = {(1, D, Q,2), (3,3), (4,4), (5,5), (6,6)}.

Ve v še uvedeném schématu se jedná o prvky na hlavní diagonále ( hlop íčce
spojující lev horní a pravy dolní roh tabulky).

Na kostkách padnou čísla, jejichž součet je větší než B.

ŘBšrXí: Celkem 10 elem entátních jevr'i je p1ízniv chievu B:

B - {(E, 6), (4,5), (4,6), (5,4), (5,5), (5,6), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)}

Ve schématu jde o prvky y ,,ptavém dolním rohu".

Padne alespoň jedna šestka. (Zkuste vy ešit sami.)
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Htáč pokeru (varianta Texas Hold'em) dostane 2 kartY Z dokonale

balíčku 52 katet. Popišme pomocí eleme ntárních jevri následqícíjerrY
po adí, v jakém htáč karty dostal):

a) F{ráč dostane do ruky eso a krále.

rozmíchanóho
(nerozlišujeme

následuj ících 16 neuspo áda-

Q je p ízniyy jevu A.

!. všechny vysledky pYíznivé

které jsou píízntvé současně
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n;ich dvojic:

{Aó,Kl} {Aó,Kv} {Aó,Ka} {At,Kt}
{A",Kl} {A",K?} {AÝ,Ka} {AÝ,Kt}
{Ao,Kó} {Aa,K?} {AO,Kl} {Aa,Kt}
{At,Kó} {AT,K?} {At,Ka} {A*,Ks}

b) Hráč dostane do ruky dvě esa. (Zkuste sami.)

Náhodné jevy jsou množinami (ejich prvky jsou elementární jevy), proto mri_

žeme používat množinovou symboliku.

Je-li Qe A,íkáffie, že vysledek (elementárníjev)

Je-li A c B, ftáffie, že jev A j" podjevem jevu B.
jevu A jsou pííznivé i jevu B.

V sledky pííznivé pr niku A n B jsou právé ty,
jevrim A a B.

Je-li An B=@, ftáme, že jevy A a B se vylučují (sou neslučitelné).

Vysledky p íznivé sjednocení A u B jsou právě ty, které j sou p ízniv é jevuA nebo

jevu B (nebo oběma).

opačn jev k jevu A označujeme A/, v sledky pyanivé tomuto opačnému jevu

jsou právě ty, které nejsou p íznivé jevu A. užitím množinové symboliky lze psát

A'= Q\A.
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Sledujerne dobu bezporuchového provozu určitého zaíízeníměřenou v celých dnech,
označíme ji T , Uvažujeme následující náhodné jevy:
Jev A: doba 7 je kratší než 2 dny;
Jev B: doba 7je alespoň 5 dnů;
Jev C: doba 7je alespoň 10 dnů.
Jaké platí vztahy mezi těmito jevy? Určeme opačné jevy k jevům A, B a C.
ŘBšBŇ: Zřqméje An B = @, tj. jevy A a B se vylučují. Totéž platípro jevy A a C.
Jev Au B znamená,že zaíízení se porouchá během prvních 2 dnů nebo funguje bez
poruchy minimálně prvních 5 dnů provozu. Podobně lze popsat jev A u C. Je-li doba
bezporuchového provozu alespoň 10 dnů, pak samozřejmě musí nastat alespoň 5 dnů
bez poruchy, tedy C c B (jév C je podjevem jevu B). Platí tedy B n C = C a B u C = B.
Jev A/ znasrcná, že se zaíízení během prvních 2 dnů neporouchá, jev Bl znarnená, že
se zaŤízení porouchá během prvních 5 dnů, interpretace C/ je obdobná.

Cvičení
§ Nrarroaně vytočíme telefonní číslo. Jev A spočívá v tom, že toto číslo má na

posledním místě čtyřku, jev B spočívá v tom, že toto číslo je dělitelné dvěma,
a jev C spóčívá v tom, že toto číslo je dělitelné čtyřmi.

a) Je některý z těchto jevů podjevem jiného jevu?
b) Co mŮžeme říci o předposlední číslici vytočeného čísla, víme-li, že nastaly

současnějevyAaC?

!| Uvažujte hod dvěma kostkami. Jev A spočívá v tom, že padla alespoň jedna
šestka, jev B spočívá v tom, že součet čísel je roven 6, a jev C spočívá v tom, že
součet čísel je menšínež7.
a) Zapište jev B pomocí elementárních jevů. Předpokládejte, že kostky umíme

rozlišit.
b) Popište slovně jev C/.
c) Jaký je vztahmezi jevy A a C/?
d) Co můžeme říci o jevech A a B?
e) Jaký je vztahmezi jevy B a C?
f) Popište slovně jev C \ B.

E V osudí jsou 2bílé a4čemé koule. Postupně losujeme koule z osudí, dokud není
ptáadné, vytažené koule newac íme zpét.

a) kolik je možných výsledků losování za předpokladu, že koule stejné barvy
neumíme rozlišit?

b) Kolik výsledků je příznivých jew A, který spočívá v tom, že v prvním tahu
bylataženabílá koule?
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Kolik vl sledkťr je píízntvych jevu B, kter} spočívá v tom , že obě bíIé koule
byly taženy během prvních í tahri?
Popište slovně jev B/.

Kolik vysledk je píízniv ,chjevu C, ktery spočíváv tom, že poslední tažená
koule je černá?
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0 Jak je vztahmezi jevy B a C?
g) Popište slovně jev A n B/ n C.

Ze skupiny 6 chlapcri a 4 dívek náhodně vybereme čtve ici dětí.

a) kolik je možn chv sledkri náhodného pokusu? p edpokládejte,ženezáleží
na po adí, v jakém jsou děti vybírány.

b) kolik v sledkri je pííznvych jevu A, že mezi vybran}mi dětmi jsou dva

chlapci a dvě dívky?
c) Kolik q sledk je pííznivych jevu

jedna dívka?
B, že mezi vybrany*i dětmi je nejvyše

závod vyrábí určitou součástku, která je podrobena t em r znl m zkouškám.

Jev A spočívá v tom, že náhodně vybraná součástka obstojí p i první zkoušce,
jev B v tom, že obstojí ve druhé zkoušce, a jev C v tom, že obstojí ve t etí zkoušce.

Vyjád ete v množinové symbolice (tj. pomocíjevri A, B, c), že součástka obstojí:

a) jen v první zkoušce,

b) v první a ve druhé zkoušce, ale neobstdí ve t etí zkoušce,

c) právě vjedné zkoušce,

d) alespoň v jedné zkoušce,

e) právě ve dvou zkouškách,

f) alespoň ve dvou zkouškách,

g) ve všech t ech zkouškách,

h) nejv še ve dvou zkouškách.

3.2

Pravděpodobností určitého náhodného jevu rozumime číselné lyjád ení šance
(resp. možnosti), že tento jev nastane, Pravděpodobnostje definována jako číslo
mezi nrrlou a jednou, čírn bližší je k 1, tím jistější si jsme, že dar jev nastane,

naopak čím bližší je k 0. tím jistější si jsme, že nenastane. Pravděpodobnost
náhodnéhoievu A zapisujemc P(A).

Řekneme-li, že pravděpodobnost určitého jevu je rovna }, rnu-"nato, že pokládiáme

za stejně možné,že tento jev nastane i že nenastane. Nap , p i hodu mincí (e-li mince
symetrická a nesnažíme-li se v sledek nijak ovlivnit) je rozumné p edpokládat, že

pravděpodobnost padnutí líce j e stejná j ako pravděpodobnost padnutí -b". ť . ; 
.

NapíšemeJi napí., že P(A) = 0,8, znamená to, že ,jsme si na 80 %o jisti", že jev A
nastane. Pokudbychommohliopakovaně realizovatná todnypokus,jehožv sledkem

mttže a nemusí b t jev A, pak bychom očekávali, že zhruba v 80 Vo p ípadri jev A
skutečně nastane ave zb vajících2o 7o píípadi nastane opačn jev k jevu A, tedy
jev A/.
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Na podobném principu fungují sázkové kancelráře. Vypíše-li sázková kanceliář na ví-
tězstvíSpartykurs 1,25, znamenáto,ževsadíme-linatclto vítézství 100Kč,dostaneme
v případě výhry Sparty ňazpét I25Kč - jinými slovy vyhrajeme pouze 25Kč, v opač-
ném případě o 100 Kč přijdeme. Tedy vsázíme 100 Kč proti 25 Kč sázkové kanceliáře.
Pokud by kancelář do kurzu 1,25 nepromítala nráklady, bezpečnostnípflrážku ani oče-
kávaný zisk, dalo by se z něj odvodit, že analytik dané kanceláře soudí, že Sparta
vyhraje s pravděpodobností 0,8..

Jestliže má určitý náhodný pokus konečný počet n možnýchuýsledků (elementiár-
ních jevů), které jsou stejně pravděpodobné, tj. mají stejnou šanci se vyskytnout,

je pravděpodobnost každého tohoto výsledku rounu 1.
n
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ŘBšEŇ,
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A 
IJvažqme hod kostkou. Jaká je pravděpodobnost, že padne pětka?

ŘBšBNí: Hod kostkou má6 možnych v sledkri. P edpokládáme-li,žekostka je syme-
tická a v sledek házéní není nijak ovlivňován, lze se domnívat, že všechny v sledky
jsou stejně možné.Tudíž pravděpodobnost, že padne číslo 5,_1je rounu f .

6'

Má-liurČit nráhodnl pokuskonečnl početnmožn ch1 sledk,kteréjsoustejně
pravděpodobné, a uvažujeme-Ii náhodnl jev A, kteú máp i tomto pokusu n(A)
pÍÍznivych vl sledkri, pak pravděpodobnost jevu A je definován a jako podíl počtu
p ízniv chvysledk apočtuvšechmožnychv sledk .zapsáno symbolicky:

rlA.1 = '(A).
n

Jde o tzv. klasickou definici pravděpodobnosti.

' Hodíme dvěma kostkami. Jaká je pravděpodobnost, že padnou čísla, jejichž součet je
:ť..:,:.& větší než 8?

REŠBNÍ: Abychom mohli vycházetzklasické definice pravděpodobnosti, musíme sta-
novit celkovl počet elementárních jevri a poté počet píízniv, ch elementárních jev .

Musíme si a]e zároveň bytjisti, ženámiuvažované elementárníjevy jsou stejně možné|

10B 3.2 Pn



y zaďánínerllřečeno, zda kostky rozlišujeme, či nikoli. I(tlybychom kostkY nerozliŠo-

vali (pokud s nimi hodíme současně a vypadají stejně, skuteČně je rozliŠit nemusíme

umětj, pak by počet element árúchjevu byl roven 2I - viz cvičení 2a z píedchozího

rmnm. ryto elementární jevy by však nebyly stejně možné! Např. kombinace {1,2}
nám bude padat zhruba dvakrát čpstěji než kombinace {.1, 1}, Proto je vhodné, třeba

jen v našich úvahách, kostky rozlišovat - představme si např., žejednu před pokusem

barevně označíme nebo že jednou z nich hodíme o něco dříve.

při rozlišování kostek je celkem 36 elementárních jevŮ, které jsou stejně moŽné (toto

bylo vysvětleno v předcházqícímčlánku v íloze D). Počet elementárních jevŮ Přízni-
Vycích součtu většímu než 8 je roven deseti - máme vlastně vypočítat pravděpodobnost

jevu B zcitované lohy D. Proto je hledanápravďěpodobnost rovna P(B) =
105
36 18,

O),1':í:,,::"i j:,",ft x,,,i"ťT;i.i;,H,"Ti:ffi #ťiH*l,ť"l;T"T.íT.T,i
místo k partováni. S jakou pravděpodobností budou stát auta t í sluŽebně nejstarŠÍch

zaměstnanc vedle sebe?

ŘnšBŇ: Pokud rozlišujeme všechny zaměstnance (mrižeme si je p edem očíslovat od

1 do 8), je 8! = 40320 rrizn}ch zprisobri zaparkovátlt _ jde o permutace osmiprvkové

množiny. pokud si zaměstnanci parkovací místa vybírajínráhodně, jsou tyto elementární

VyS
ZaJLm

i sledky stejně možné. P edstavme si, že 3 služebně nejstarŠÍ zaměstnanci, o které se

iímáme, malíLJií čísla 1 , 2 a 3. K vypočtu hledané pravděpodobnosti bychom museli

ur8it počet těóh permutací,kíeré mají tato t i čísla vedle sebe. Píizniv mi vysledky

bv pukbyly nap . permutace (8,6,1,3,Z,5,7,4) nebo (4,3,2,I,5,8,'1,6) atd, Je jich

viak velmi mnoho a možnávámnení na první pohled zíejmé, jak snadno a rychle určit
jejich počet. Ukážeme si proto raději jednodušší postup.

Z hlediska toho, co nás zqímá, mrižeme za elementární v q]edek považovat neuSpo-

ádanou trojici parkovacích míst, na kterych budou stát auta našich t í uvžovanlich
zaměstnancri. Na po adí v této trojici nám nemusí záIežet a ostatní zamésínance téŽ

nemusíme rozlišovat. Ztohotohlediska máme tedy r* (:) = 56 elemen tarníchvy-

sledkri (de o t íčlenné kombinace z osmi prvkri; nap . kombinace {2,4,8} znamená,

že t i služebně nejstarší zaměstnanci obsadili druhé, čtvrté a osmé parkovací místo). Je

zíejmé,že všechny tyto elementární jevy jsou stejně možné, anení těŽké si rozmYslet,

že početv sledku píiznivych našemu jevu je 6. Jde o kom-binace {I,2,3}, {2,3,4},

{3,4,5}, . . . , {6,7,8}. Hledaná pravděpodobnost je 
'"U, *= *
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Cvičení
Ir Zapomněli jsme čty místq PII{ ke své platební

kartě. Pamatujeme si, že obsahoval t ináctku, tj.
jedničku a trojku těsně za sebou (nejsme si však
jisti, zdauspo ádanádvojice těchto čísel byla na
začáku, uprost ed nebo na konci PINu). Pama-
tujeme si ještě to, že zbyvqící dvé čísla nebyla
stejná. S jakou pravděpodobností mrižeme PIN
uhádnout?

Q Uvažljme hod dvěma kostkami.
a) S jakou pravděpodobností padne alespoň jedna šestka?
b) Jak}? součet získáme s největší pravděpodobností?

Hooime-li čty mi mincemi, s jakou pravděpodobností dvě mince ukážou líc
azb vající dvě rub?

P HráČ pokeru (varianta Texas Hold'em) dostane 2karty zdokonale rozmíchaného
balíčku 52 karet. S jakou pravděpodobností bude mít v ruce

a) eso akrátle,
b) dvě esa,

c) pár, tj. dvě karty stejné hodnoty?

(Pro porovnání vyjád ete v sledky v procentech a zaokrouhlete na dvě desetinná
místa.)

uvažujme hod krabičkou zápalek. Možné vysledky jsou ty, že krabička dopadne
naplocho (tj. na stěnu s největším obsahem, aťuž logem 1robce nahoru nebo dolri),
na bok (tj. na ,,škrtátko") nebo na vyšku (tj. na stěnu, kde se krabička otvírá). Co
mrižeme íci o pravděpodobnostech těchto v sledk ?

ŘBšBNí: Podle zadání rozlišujeme celkem 3 možné v sledky pokusu, nemáme však
žádn d vod se domnívat, žejsou stejně možné.Intuitivněje z ejmó (amrižeme se o tom
p esvědČit sérií experimentri), že krabička bude padat naplocho mnohem častěji než na
bok a jen z ídka dopadne na vl šku. I kdybychom znali p esné rozméry krabičky, stejně
bychom nebyli schopni vypočítat pravděpodobnosti v še uveden; ch v sledkri. Tyto
pravděpodobnosti sice na rozměrech závisí, určitě však ne jednoduchl m zprisobem.
Roli nejspíŠ hraje i hmotnost krabičky, vlastnosti materiálu, na ktery krabička dopadá,
PoČet sirek v lcrabiČce atd. Jedinou možností, kterou máme, je provést dostatečné
množství pokusri a pravděpodobnosti odhadnout - viz následující definice:
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Uvažujme náhodný pokus, který za nezměněných podmínek mnohokrát opaku-

ieme. Při každém opakovaní registrujeme, zda nastane určitý jev A. Jestliže se

v sérii N opakování pokusu jev A vyskytne N(A)-krát, pak podíl 
Nll) 

nury-N
várne relativní četností jevz A. Pokud se s rostoucím N bIíží relativní četnosti

{P t nějakému číslu, pak toto číslo považujeme za pravděpodobnost jevu A.
1\/

Vopraxi samoz ejmě nem žeme pokus opakovat donekonečna. Máme-li k dispo-
zici dostatečnl počet opakování N, puk pravděpodobnost jevu A aproximujeme

jeho relativní četností a píšeme P(A) = 
N$). 

P.6u6 popsanl myšlenkovy postup

nazyv áme statistickou definicí pravděpodobnosti.

V podniku byla provedena anal za poruchovosti stroje. Podle zadan ch ridajri odhad-
něme pravděpodobnost poruchy tohoto stroje.

Rok
Pracovní hodiny

bez poruchy S poruchou

2006 25ua I7 40

2001 26 lza I ]90

2008 26320 1B10

2009 2] 430 1 810

20I0 27 5I0 1 780

ŘBšBŇ: Na každou pracovní hodinu stroje se m žeme dívat jako na niáhodny pokus
a sledovat, zďapíi něm došlo k poruše nebo ne. Máme odhadnout pravděpodobnost
poruchy stroje, čímž se v daném p ípadě rozumí pravděpodobnost, že se v náhodně
vybrané pracovní hodině, ať už minulé či budoucí, vyskytla či vyskytne porucha.
Použijeme statistickou definici pravděpodobnosti.
Celkov počet nráhodn ch pokusri je roven celkovému počtu pracovních hodin stroje
(bez poruchy i s poruchou) za všechny minulé roky. Tedy

trr - 25030+I740+26L20+...+ 1780 - L4I340.
pííznív ,chjevu A, že nastala porucha, je

N(A) _ 1740+1790+ 1810+ 1810+ 1780 = 8930.

vysledk vyplyvá, že pravděpodobnost poruchy stroje je p ibližné

P(A) = m;0,063 18, tj. asi 6,32%o.

V sérii 500 hodri krabičkou zápalek 385krát krabička padla naplocho, 82krát na
bok a 33krát na v šku. Odhadněte pravděpodobnosti jevri A, že krabička padne
naplocho, B, že padne na bok, a C, žepadne na v šku.

V osmi dodávkách určitého druhu v robku byl zjištbván počet vadn ch součás-
tek. V sledky jsou shrnuty v tabulce:
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Dodávka

c.

Počet do,dan; ch

součástek

Počet vadnych
součástek v dodávce

1 74I 32

2 B43 36
-,J 651 28

4 699 30

5 766 aaJJ

6 614 29

] 882 38

8 810 35

Odhadněte pravděpodobnost, že náhodně vybraná součástka z další dodávky
bude vadná.

Někdy se setkáváme se situací, kdy v sledkem náhodného pokusu m že b í
libovolnl bod určité risečky (určitého obrazce v rovině nebo určitého tělesa
v prostoru) Q. P edpokládáme-li, že všechny body této risečky (obrazce, tělesa)
p edstavujístejněmožnévysledlcy,amátne-livypočítatpravděpodobnost,žetento
bod bude ležet v určité podmnožině A dané risečky (obrazce, tělesa), pak z ejmě
tato pravděpodobnost musíb t p ímo měrrui,,velikosti" této podmnožiny.

P esněji: P(A) = 4*, OO" symbol pt, vyjadíuje tzv.p(a)'
V p ípadě sečky rozumíme mírou množiny její délku,v píípadě obrazce v rovině
jeho obsah a v pffpadě tělesa v prostoru jeho objem.

Tomuto p ístupu se ftá geometrická definice pravděpodobnosti.

Pro večerní návrat z restaurace se rozhodneme použít metro. Neznáme p esn jízdrtt
ád, víme jen, že v tuto dobu jezdí v pravideln ch desetiminutov ch intervalech.

S jakou pravděpodobností budeme čekat na soupravu déle neŽ 6 minut?
RpšpNí: Hodiny ve stanici, ukazující čas, kdy odjel po-
slední vlak, mohou p i našem p íchodu ukazovat libovolny
čas od 0 minut do 10 minut. Z praktického hlediska jejen
konečny počet možností (čas je na hodinách uváděn v mi-
nutách a sekun dách), ale je jednodušší si p edstavit, že čas,
po ktery budeme čekat, je vyj ádíen libovolnym reálnym
číslem z intervaLu (0; 10), tj. geometricky libovolnl m bo-
dem risečky s krajními body 0, 10. Nemáme žádny drivod
považovat někte ztěchto časri zavíce či méně pravděpodobn . Do stanice jsme p išli
v podstatě náhodně, protoje kažď tentočas,znázoměn p íslušn m bodem sečky,
stejně možn . označme si A jev, o kter se zajímáme, tj. že budeme čekat déle než
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6 minut. Jev A nastane, budou-li staniční hodiny ukazovat čas od O:00 do 4:00. Úsečka
s krajními body 0 a 4 teďy p edstavuje množinu v sledk píízniv chjevu A, a jeho

pravděpodobnost je tedy rovna podílu délek obou riseček: P(A) = *, =O,+.t0

V loze F je tedy pravděpodobnost, že budeme čekat déle než 6 minut, stejná jako
pravděpodobnost, že budeme čekat alespoň 6 minut, tj. p esně 6 minut nebo déle.

Na železobetonov nosník o délce 8m prisobí dvě síly. P edpokládejme, že polohy
prisobišť obou sil jsou zcela náhodn( a nezávislé na sobě. K poruše nosníku dojde,
když budou tato prisobiště od sebe yzďálenáménénež 2m a současně budou obě
vzdálená alespoň 2m od koncrl nosníku. S jakou pravděpodobností se nosník poruší?

ŘBšBŇ: Prisobiště první síly si mrižeme p edstavit jako náhodně zvolen} bód na sečce
s krajními body 0m a 8m, stejně si m žeme p edstavit i prisobiště druhé síly. Uspo-
ádanou dvojici těchto prisobišť mrižeme chápatjako bod čtverce o délce strany 8 m

v pravolíhlém sou adnicovém systému -viz obrázek3.I.

pťrsobišté 2. sflylm

;-*-
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l
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o prisobiště 1. sílylm

Obr. 3.1
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Protože polohy působišť sil jsou náhodné a na sobě nezávislé, jekaždý z bodů tohoto
čtverce stejně pravděpodobný, Tento čtverec @dy reprezentuje množinu Q z geomet-
rické definice pravděpodobnosti a její mira, d. obsah, je rorma 64 Ň . Obě působiště
budou od sebe vzdáIena méné než 2m ptávé tehdy, když bod, kter,ý je reprezentuje,
bude ležet uvniř pásu ohraničeného černými šikmými čarami. Obě působiště budou
vzdáiená alespoň 2modkonců nosníku právě tehdy, když bod, kterYje reprezenťuje,
bude ležet uvniř vniřního čtverce, ohraničeného modrými čarami. Výsledky píizruvé
jevu A, že se nosník poruší, jsou tedy všechny body uvniř červeně ohrarričeného
obtazce. Jeho obsah lze snadno zjistit z obrázku, např. od obsahu vniřního čtverce
(16 m2) odečteme obsahy dvou trojúhelníčku v jého levém horním a pravém dolním
rohu a dostaneme I2rď. Pravděpodobnost poruchy nosníku je tedy podle geometrické

definice rovnaP(A) ='!1] =2 = 1.p(a) } 64 16,

Gvičení
Stroj vyrábí skleněné trubičky o délce 1m. Rozlomí-li se trubička kvůli poruše
materiálu na dva kusy, s jakou pravděpodobností bude jeden z rttch delší než
80 cm, a bude jej tedy možno dále vylžít? (Předpokládejte, že trubička se může
zlomit na kterémkoliv místě se stejnou pravděpodobností.)

Vedoucí prodejny nábytku očekává během dne dodávku zboží od dvou různých
dodavatelů . Od prvního dodavatele byl informován , že auto může přij et kdykoliv
mezi 9. a 12. hodinou, auto druhého dodavatele může přijet kdykoliv od 9 do
14 hodin. Přejímka zboží (od kteréhokoliv dodavatele) tr,vá hodinu. S jakou
pravděpodobností se stane, že auto, které přijede později, bude muset čekat na
dokončení přejímky zbožíz auta, které dorazilo dřív?

3.3 ffi
Již v p edcháaejícím článku jsme občas mlčky použili některé samoz ejmé vlast-
nosti pravděpodobnosti, Nyní si je postupně shrneme. Všechny následující vlastnosti
ayzorceplatíbez ohledu nato,zda v danó situaci poažíváme klasickou, statistickou
nebo geometrickou definici pravděpodobnosti.

1. Pravděpodobnost libovolného jevu A j. číslo z intetvalu (0; 1).

Pravděpodobnost jistého jevu je rovna jedné: P(a) - 1.

Pravděpodobnost nemožnéhojevu je rovna nule: P(@) = Q.
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2. Jsou-li A a B dva neslučitelné jevy, pak pravděpodobnostjejich sjednoceníje
rovna součtu jejich pravděpodobností:

P(AuB)=p(A)+p(B).

Tomuto vztahu íkáme vzorec pro sčítánípravděpodottnostíneslučitelnych
jevťr.

3. Součet pravděpodobnosti libovolného jevu a pravděpodobnosti jevu k němu
opačného je roven jedné:

P(A)+P(A/) = 1.

Z toho samoz ejmě plyne. že P(A/) = 1*P(A). Poslednímu vztahu budeme
íkat vzorec pro pravděpodobnost opačného jevu.

ffi- Zásilkov;i prodejce rozlišuje objednávky odzákaznftri podle zprisobu p ijetí do t í sku-
&e-B pin: telefonické, e-mailové a objednávky na tištěném formulrffi pro stálé zákaznky.

Podle velikosti objednávky rozděluje objednávky do čty skupin: malé (do 500Kč),
st ední (od 501 do 3 000 Kč), velké (od 3 001 do 10 000 Kč) a prioritní (nad 10 000 Kč).
Z databáne všech objednávekza poslední časové období lze vyčíst následující infor-
mace:

Velikost objednávky
Celkem

malá st ední Velká prioritní

Zprisob

p ijetí
objednávky

telefon I 02I 216 109 I4 1 360

e-mai1 86 37I 308 49 8l4
formulá I 49] 230 86 13 I 826

Celkem 2 604 8L7 503 16 4 000

Yyznan tabulky je zíejm - nap . číslo v prvním ádku a prvním sloupci ía<á, že
v posledním časovém období bylo 1 021 mal ch objednávek p ijato po telefonu.

a) Určeme pravděpodobnost jevu F, že náhodně vybraná objednávka byla (bude)
pfijata na tištěném formulá i pro stálé zákaznky.

ŘBšBNí: P edevším uvedme, že otázkulze chápat dvojím zprisobem. Jedna mož-
nost je, že opravdu vybereme náhodně jednu objednávkll z existující databáze
4 000 minulych objednávek. Pak číslo 4 000 p edstavuje počet všech elementrárních
v sledkťr našeho nráhodného pokusu a číslo 1826 reprezentuje počet v sledkri
píizniv ch jevu F. Proto podle klasické definice pravděpodobnosti dostaneme

P(F) = i# = 0,4565,tj,45,657o. Nebo, což jezpraktickéhohledisk azajímavéjší

a užitečnější, si m žeme p edstavit náhodně vybranou budoucí objednávku, Pak se
na databázi 4 000 minul ch objednávek dívráme jako na sérii opakování náhodného
pokusu (kter spočívá v p ijetí a zaíazení objednávky), v této sérii došlo v 1826
p ípadech k v skytu jevu F, a proto za p edpokladu, že se struktura objednávek
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v budoucnu nebude měnit, dostaneme podle statistické definice pravděpodobnosti

stejný výsledek: P( F) = m = 0,456 5, tj. 45,65 vo, yidíme tedy, žebez ohledu na

přesnou interpretaci otázĚy lečíselný výsledek stejný.

b) Určeme pravděpodobnost jevu A, že náhodně vybraná objednávka bude přijata
prosřednictvím e-mailu nebo na formulráři.

ŘBšBNí: Můžeme postupovat přímo podle tabulky. Při klasické interpretaci prav-
děpodobnosti je počet výsledku píiznivýchjevu A'roven součtu e-mailových ob-

jednávek a objednávek na formuliáři. Proto P(A) = %# =0,66,tj.66 Vo.

Ukžme si však také, že lze polžít vzorec pro sčítiání pravděPodobností nesluči-
telných jevů. Jev A je totiž sjednocením dvou neilučitelných jew - jevu M, kteď
spočívá v tom, že objednávka bude přijata prosřednictvím e-mailu, a jevu F, že
bude přijata na formuliá,ři, Platí tedy

p(A) = 
p(M) + P(F) = 

o o*E 
* 

o *S = 0,66, tj. 66 ?o.

c) U všech velkých a prioritních objednávek a též u všech objednávek přijatých
prosřednictvím e-mailu nebo po telefonu prodejce vyžaduje platbu předem na svůj
účet. Určeme pravděpodobnost jevu B, že u náhodně vybrané objednávky bude
vyžadov ána platba předem,

ŘBšBM: Hledanou pravděpodobnost by bylo možné určit přímo z tabulky. Je však
jednodušší p ollžíívzorecpro pravděpodobnost opačnéhojevu. Opačnýjev kjew B
jejev B/, který spočívá v tom, že u náhodně vybrané objednávky nebude vyžadována
platba předem. Tato platba není vyžadována jen u malých a sředních objednávek,
a to přijatých na formuliffi - rozmyslete si sami, Proto

D,D/\ _ L49'7 +230
P(B' ) = 4000 =0,43175, atudížP(B) = 1_0,43175 =0,56825,tj. 56,825 vo.

d) Je-li objednávka pí7jatana formuláři nebo paříJi podle finančního kritéria do pri-
oritní skupiny, dostane kupující jako bonus malý dárek. Určeme pravděpodobnost
jew C, že náhodně vybrarrá objednávka bude mít nárok na bonus.

ŘBšBŇ: Objednávky, u,kterych má zákaznk nárok na malý dárek, jsou uvedeny
v předposledním řádku a v předposledním sloupci tabulky. Jejich celkový počet
je roven 1497 +230+86+14+49+ 13 = 1889. Proto je hledaná pravděpodobnost

rovnaP(C) = o,*§ =0,47225,tj.47,225 ?o.

Možná vás napadlo, proč jsme při určování celkového počtu těchto objednávek
místo zdlouhavého sčítání šesti čísel z vniřní části tabulky prostě nesečetli celkový
počet objednávek na formulráři a celkový počet prioritních objednávek. Takové zjed-
nodušení by bylo chybné, protože 1826+76 = 1902 / 1 889. Problém je v tom, že
při uvedeném postupu počítáme prioritní objednávky přijaté na formuláři dvakrát.
Skutečně: 1902- 1889 = 13. Tato poznámka úzce souvisí s následující důležitou
úvahou.

Jev C j. sjednocením dvou jev :jevu
že máprioritní velikost. Je tedy C -
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F,že objednávkadojde na formulári, ajevu R,
F u R. Bylo by však chybné použítyzorec pro
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sčítání pravděpodobností neslučitelných jevů, protože jevy F a R se nevylučují.
Skutečně:

p(c) = iffi = 0,47225 / p(F)+p(R) 
=

Abychom dostali správn v sledek, musíme od
a R odečíst pravděpodobnost jejich pr niku, t1.

1826 76
4000 

+ 
+ooo = 0'475 5'

součtu pravděpodobností jev F

P(C s =P(F) + P(R) - P( F n R ) = _I -8f:5_ *,!-__ ]l = o.41 225.4000 4000 4000

Natomtop íldadujsmevlastněodvodilivelmidriležit vzorec,kíeryp idámeknašemu
Seznamu.

4. Jsou-li A aB libovotné jevy, pak platí:

P(A L-l B) = P(A) + p(B) - p(A n B).

Tomuto vztahu budeme ftat obecn yzorecpro sčítání pravděpodobností.

Zd,atabáz'eleJientri, kte ímajíotev en béžn íčeíuurčitébanky, plyne,že7I ?o znich
vyuŽÍvátzv, kontokorent, tj. možnost ,jít na svém čtu do minusu". 32 ?o klien1fi z ce|é
databáze používá kreditní kartu této banky. 21 7o kJienti z databáue využívá současně
kontokorent a kreditní kartu. S jakou pravděpodobností má náhodně vybran klient
zYlzenkontokorent nebo používá kreditní kartu? S jakou pravděpodobností nevyužívá
ani jednu z téchto služeb?

ŘBšBNí: Pro správné pochopení zaďání uved'me nejprve, že prvníuvedeny daj íká,
Že zhruba 7 1 klientri ze sta náhodně vybran ch má kontokorent, p ičemž někte í z ních
mohou mít i kreditní kartu. Procentuální podíl klientri majících pouze kontokorent bez
kreditní karty je samoz ejmě menší než 71 7o (dat by se snadno určit ze zadání -
rozmyslete si sami).
označme si A jev, že náhodně lybran klient využívá kontokorent, a B jev, že má
kreditní katu. Ze zadáníplyne:

P(A) =71 Eo, P(B) =32 Ea, P(An B) =2I Vo.

Iev, Že náhodně vybran klient má kontokorent nebo kreditní karn], je t eba chápat

'*, !" 
využívá jednu nebo druhou nebo i obě služby zároveň. Jde o sjednocení jw

A a B ajeho pravděpodobnostje podle obecného vzorce pro sčítání pravděpodobností
rovna:

P(A U B) = 0,J I + 0,32 _ 0,21 = 0,82,
To znamená, že 82'
Jev C spočívající v
k jevu A u B. Podle
pravděpodobnost:

Jinak ečeno, IB %o

7o klient využívá alespoň jednu z uvedenych služeb.
tom, Že khent nevyužívá ani jednu ze služeb, je op ačnymjevem

,,YZotCe pro pravděpodobnost opaČného jevu dostaneme hledanou

P(C) - 1 -P(Au B) - 1 - 0,82= 0,18.

klient nevyutžívá anijednu ze služeb.
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Hráč bridže dostane do rŇy 13 karet z dobře rozmíchaného balíčku 52karct, S jakou
pravděpodobností má alespoň 8 karet stejné barvy?

ŘBšBŇ: Balíček bridžových kar:et již byl popsán v úloze E prvního článku kapitoly.
Připomeňme, že obsahuje karty čtý Ňzných barev: piky, srdce, kára a trefy aže od
každé této barvy je v balíčku 13 karet Ňzných hodno| 2, 3, 4, 5, 6,7 ,8, 9, 10, J, Q,
K, A.
Y zadánínaší úlohy není barva konkrétně specifikovrána, jev (označme si ho A), jehož
pravděpodobnost máme určit, si tedy můžeme vyjádřit jako sjednocení čtý jevů:

A=SuHuDuC.
Přitom S označuje jev, žebráčdostane alespoň 8 piků (v angličtině sp ades),Hoznačuje
jev,žehráč dostane alespoň 8 srdcí (hearts), D označujejev, že dostane alespoň 8 kár
(diamoruds), a C označuje jev,že dostane alespoň 8 trefů (clubs). Jevy S, H, D a C
jsou po dvou neslučitelné, proto platí P(A) = P(S)+P(H)+P(D)+P(C). Z názoru
i z následujících úvahje zíejmé, že všechny tyto čtyři pravděpodobnosti jsou stejné,
stačí tedy určit jen jednu znich.
Spočítejme tedy např. pravděpodobnost jevu H,žehráč dostane alespoň 8 srdcí. Jev H
můžeme rozepsat jako sjednocení šesti jevů: H = Hs U H9 U H16 U H11 U H12 U H13.

Zde Hg označuje jev, že hráč dostane přesně 8 srdcí (a zbylých 5 karet je jiných
barev), H9 znarnená. že dostane přesně 9 srdcí atd. Vzhledem k neslučitelnosti je
P(H) = P(Hs)+P(H9)+.,.+P(H13). Jednotlivé pravděpodobnosti v tomto součtu však
nejsou stejné,je řeba spočítat každou zvlášť.

Pro další výpočty použijeme klasickou definici pravděpodobnosti. Elementární jevy
jsou všechny možné kombinace 13 karet, které hráčmůže dostat, Takových kombinací
. /52\j", = (l;,/ a jsou zřejmě stejně pravděpodobné.

Početkombinací,které obsahujípřesně 8 srdcí, tj. početkombindcípíiznivýchjevu H3,

určíme jako součin (T) (?) Můžeme totiž sestavit celkem ('r') *^O.h kom-

binací osmi srdcových karet a každou z tttch mtňeme doplnit libovolnou péticí zbý-

vajících39 karet, těchto pětic r" (?) . Z obdobné úvahy plyne , že početkombinací

obsahujících přesně 9 srdcí je roven (T) (3f,), počet kombinací obsahujících

p esně

všech

,1 18 3. PnnvoĚpoooBNosT

10 srdcí je."r", (1;) (?) atd. Kombin acepíiznivá jevu,žehráč dostane
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q sledek dostaneme nazákladě p edch ozíchtívah, neboť ([)
I.{yní m žeme vypočítat pravděpodo6nosti jodnotlivych jev :

/13\ /.?) /13\ /39\

p(H8)= ('/==!'/ 
=0,001167, p(H9)= ('i;\'/ n0,000093atd./52\ " /52\(,,/ (,r/

Pravděpodobnost jevu H, že hráč ,dos me alespoň 8 srdcí, je

P(H) = P(Ha) +F( {9) + ", +P(H rc) : 0,001264,

pravděpodobnost jevu A, žehráč dostarre alespň 8 karet stejné barvy, je pak

P(A) = 4.P(H):0,005055 !0,5 Eo.

Námi získan v sledek prakticky zn&lerrettá, že hráč bridže zhraba v 5 hrách z 1 000
mriže očekávatpíirozdání alespoň 8 karet ste,iné barvy.

Expert sázkové kancelrá e soudi že tfičité fstbalbvé mužstvo v následujícím utkání
domazvítézí s pravděpodobností a, prafur_ aje s pravděpodobností b abldeíT átneroz-
hodně s pravděpodobností c. Jaké kurs tby měla sázková kancelá teoreticky vypsat
na jednotlivé v sledky, pokud by do nich nepromítala ani své náklady, ani očekávan
zisk? Jakou matematickou vlastnost by tyto kursy měly?

ŘpšBxí: Označme si jednotlivé vysledky zápasu takto:
Vysledek A znamená, že mužstvo vyhraje, vysledek B,
že ptohraje, a vysledek C, že remizuje. Tyto q sledky se
nayzájem vylučují, jeden z nich však musí nastat. Proto
A u B u C = Q (kde a označuje jisty jev), a tedy podle
vzotQe pro sČÍtání pravděpodobností nesluČitelnych jevti
platí

1 = P(a) = P(A) +P(B) +P(C) = a+b+ c.

Vyjád íme-li si kurs na vítézství mužstva ve tvaru 1+k, pak tento kurs znartená, že
vsadíme-li si 1 Kč na vítězství daného mužstva a toto mužstvo opravdu vylraje, sáa-
ková kancelá nám vyplatí (1+k) Kč, tj. vyhrajeme k Kč. Pokud mužstvo nevyhraje,
o 1 Kč p ijdeme. Jak již by1o vysvětleno v vodu článku 3.2, poměr mezi pravděpodob-
ností, že mužstvo nevyhraje, a pravděpodobností, že vyhraje, by měl byt stejnyjako

poměr naší m ožné v hry,a prohry. Tedy (b + c) : a = k :1 čili k = ry, ukon"čně vlastní

kurs na vítězství je roven 1 +k=I*+ ='T= 1. Odvodili jsme jednoduchou

a zajímavouvlastnost - kur s navítézst?ídaného mužstva by měl b t roven p evrácené
hodnotě pravděpodobnosti tohoto vítézství. Stejn mi vahami lze odvodit totéž pto
kursy na prohru a remízu - obecně kurs na určit vl sledek zápasu, dostihu apod.
by měl teoreticky bl t roven p evrácenó hodnotě pravděpodobnosti tohoto vysledku.
Nebo jinak ečeno, p evrácené hodnoty kursri na jednotlivé v sledky by se měly rovnat
pravděpodobnostemtěchto v sledk .
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Sázková kancelář Fortuna méla 2 dny před zápasem kvalifikace MS ve fotbale
Slovensko-Česko (hraným 5 . zéňí 2009) akturální kursy na vítězství domácího mužstva
(Slovenska) 2,7 5 , na nerozhodný výsledek 3,2 a navítězství hostů (Česka) 2,3. Co lze
říci o předpokláďanýchpravděpodobnostech těchto výsledků? Je to možné?

ŘnšBrví: Z přeďchozíúlohy víme, že pravděpodobnosti uvedených výsledků by měly
být rovny převráceným hodnotám kursů, tj. pravděpodobnost výhry Slovenska by měla

ll
být 

2J5 =0,3636, pravděpodobnost remízy 
ý=0,3125 

a pravděpodobnost výhry

-1
Česka ,a :0,4348. Součet těchto pravděpodobností pak má být roven jedné, zde

je však ťento součet roven přibližně 1,1109. Nemůže tedy jít o pravděpodobnosti.
Znamená to, že kursy nebyly odvozeny čistějen z pravděpodobností, ale že do nich
kancelář logicky zahrnulai náklady na provoz, bezpečnostnípíirážka, očekávaný zisk
atd.

Gvičení
I Loterie má 1000 losů, z nichž na jeden los připadá výhra 500Kč, na 10 losů

výhra po 100 Kč, na 50 losů výhra po 20Kč, na 100 losů výhra po 5 Kč, ostatní
losy nevyhrávají. Petr si koupíjeden los. Jakáje pravděpodobnost, že vyhraje
nejméně 20 Kč?

E V dodávce zboží je 50 matic a 150 šroubů. Polovina matic a polovina šroubů
je poškozena. Jestliže náhodně vyberemejednu součástku,jakáje pravděpodob-
nost, že to bude matice nebo poškozená součástka?

§ VtraUicije20součástekstejnóhodruhu,znichjsou3vadné.Ksestavenípřístroje
vybereme náhodně 5 součástek. S jakou pravděpodobností budou (bude)
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E P i zkoušce si student náhodně vybere ze 3O Ňzn ch otázek t i. Aby zkoušku
spěšně absolvoval, musí správně zodpovědět alespoň dvě z nich. Jaká je prav-

děpodobnost, že student, kter umí 2O otánek z celkového počtu 30, absolvuje
spěšně zkoušku?

Chlapec vyst elí bez mftení na terč - viz obrázek 3.2. S jakou pravděpodobností
získávíce než 1 bod, ale p itom méně než S-bodri, víme-li, že zasáhlzakJaďní
desku terče? ZakJadní deska má tvar čtverce o délce strany 35cm a jednot-

tivá pásma jsou ohraničena soust ednl mi kružnicemi o prriměrech 5 cm, 15 cm

a) všechny bez vady,
c) právé dvě vadné,
e) právé čty i vadnó,

a25 cm.

b) právéjedna vaďná,
d) právétivadné,
0 alespoň jedna vadná?

r

Obn 3.2
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El V sáčku je 30 kuliček. Ztohoje 8 kuliček bíl ch, 10 modr ch a 12 červenl ch.
Jakáje pravděpodobnost, že ze sáčku vytáhneme t i kuličky téžebarvy?

fl padesát častnft šachového turnaje je nráhodně rozlosováno do 5 skupin po
deseti. S jakou pravděpodobností budou hrát

a) dva vykonnostně nejlepšíhráči ve stejné skupině,
b) t i vykonnostně nejlepší hráči ve stejné skupině?

f| V loterii bylo vyrdáno
získáte alespoň jednu
a) jeden los,
c) deset losti,

1 000 los , z nich 100
vyhru, koupíte-li si

b)
d)

vyhrává. S jakou pravděpodobností

pět los ,

dvacet losti?

E HráČ pokeru (varianta Five Card Draw) dostane pětici karet z dokonale rozmí-
chaného balíčku 52karet. S jakou pravděpodobností drží v ruce

a) všech 5 karet stejné barvy (nap . 5 srdcí), což v pokerové terminologii zna-
mená, že držíflush neho straight flush nebo dokonce royal flush;

b) quads, tj. čtve ici karet stejné hodnoty (nap . čty i krále ajednu další, libo-

c) fwUhouse, tj. trojici karet stejné hodnoty dopl-
něnou dvojicíkaretjiné stejné hodnoty (nap .

t i sedmičky a dvě esa nebo tíil<ráIe a dvě pět-
ky apod.)?

d) Ktery z jev uveden ,ch v a), b), c) má největ-
ší pravděpodobnost a ktery nejmenší?

|[l Prodejce automobilri se specializuje na dvě značky, označme je H a L. Pro
prodané vozy zajišťuje zárační opravy. každá oprava je klasifikovrána podle typu
odstraňovaného problému a podle značky vozu. záznamy o počtech opray za
poslední rokjsou shrnuty v následující tabulce:

Problém
motor p evodovka vyfuk karoserie ostatní

Značka
H 106 211 67 133 24
L 2I 115 I6 24 6

a) s jakou pravděpodobností se niáhodně vybraná oprava t kávozu značky H?
b) zavážné problémy se považují poruchy motoru a p evodovky, opravy voz

znaČky L b; vají časově náročné kv li lh tám dodání náhradních dílri. S jakou
pravděpodobností se bude náhodně vybraná oprava tykatvážného problému
nebovozu značkyL?

Řitá se, že ženy b ,vají v zaměstnání často diskriminovány p i obsazování ve-
doucích pozic - zastávají častěji spíše okrajovépozice (nap . vedoucí osobního
oddělení, oddělení pro styk s ve ejností apod.) na rozdíl od mužú. kte í jsou
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typicky dosazováni do pozic jako je finanční ředitel, ředitel pro strategii a rozvoj
podniku apod. V určité flrmě je 12 vedoueích pozic, z ruchž 5 lze považovat za
okrajové. Na těchto 12 pozicích pr,eui},8 nružů a 4 ženy. Pokud by pozice byly
obsazoviány náhodně, bez ohled*r na pot*hři s jakou pravděpodobností by na
okrajových pozicích pracovaly ři nebo fukonce všechny čtyři ženy?

§P Výrobce'počítačů používá při přejímee lprddiskri od dodavatele následující
strategii: Z celé dodávky detailně zkon*e*,tlje soubor náhodně vybraných disků
a najde-li mezi nimi 5 7o nebo víee diskťl s vadrrými sektory, odmítne dodávku
píevzít. V opačném píipadé doúÉvku ťijffió. S jakou pravděpodobností výrobce
odmítne dodávku 300 disků, která ve sktrtečnosti obsahuje přesně 4 7o disŇ
s vadnými sektory pokud detail# korrfio}uje soubor

a) 20 nráhodně vybraných disků,

b) 40 náhodně vybraných disků?

S jakou pravděpodobností výrobce přlirne dodávku 300 disků, která ve skuteč-
nosti obsahuje přesně 6 7o disků s vadqýnÉ sektory, pokud detailně kontroluje
soubor

c) 20 iráhodně vybraných disků,

d) 40 náhodně vybraných tliskti?

Často se setkáviáme s požadavkem určit pravděpodobnost nějakébo náhodného jevu A,
miámeJi dodatečnou informaci, tj. vímeJi, že nastal nějaký jiný náhodný jev B.
Ukažme si několik motivačních přftla&l.

Uvažujme situaci z úlohy A předchozího č}árrku, kde jsme se zabývali sffukturou
objednávek zásilkového prodejce, Uveďme znovu tabulku s informacemi o velikosti
objednávek, jejich počtu a způsobu pfiilpti:

Velikost objednávky
Celkem

malá st ední velká prioritní

Zp sob

p ijetí
objednávky

telefon L 02l 216 109 l1 1 360

e-mail 86 3]l 308 49 814
formulá I 197 230 86 I3 L 826

Celkem 2 604 817 503 16 4 000

a) Redstavme si, že právě volá zákaznk, kter. si chce objednat zboží. S jakou prav-
děpodobností bude jeho objednávka prioritní?

ŘBšBNí: Yírne, že objednávka, o kterou se zajímáme. bude p ijata telefonicky.
Z tabu|ky vidíme, že z celkového počtu 1 360 telefonick ch objednávek bylo 14
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prioritních, a proto je hledaná pravděpodobnost rovna # = 1,03 Vo. Čís?o, které
j sme právě určili, je av. podmíněná pravděpodobnost j vu R, že objednávka bude
mírt prioritní velikost, za podmínky, že nastal jev T spočívající v tom, že objed-
návka je p ijata telefonicky, Tuto podmíněnou pravděpodobnost budeme označovat
P(R|T). V tomto pffkladu bylo snadné jiwčitz tabulky.

b) Referentka ekla, žeprávévy ídilaprioritníobjednávku. Sjakoupravděpodobnosti
ji vy izovala se zákaznkem telefonicky? '

Ř$BNí: Máme určit podmíněnou pravděpodobnost jevu T, víme-li, že nastal jev R.

Ztabull<y vidíme, že P(T|R) = iŽ= 18,42 vo. Všimněte si, že P(R|T) /P(T|R)!

Vrat'me se k loze E prvního článku této kapitoly, kde jsme se zab vali jednou z variant
pokeru. Hráč svó dvě karty z balíčku 52 karet dostává posťupně. Je-li první karta, kterou
dostal" král, s jakou pravděpodobností mu jako druhá karta p ijde také král?

ŘBšBŇ: Hráč má v ruce.kriále a v balíčku zb vá 5I karet. Mezi nimi jsou již jen

3 králové, proto hledaná pravděpodobnost musí b t : = +. Ve skutečnosti jsme',51 17
opět počítali podmíněnou pravděpodobnost, Označíme-li symbolem K1 jev spočívající
v tom, že prvníkarta, kterou hráč dostane, je král, a symbolem K2 jev spočívající v tom,

že druhákarta, kterou hráč dostane, je král, pak jsme vlastně určili P(K2 
| 
K ,) = + 

.

Poznamenejm e, že v obou p edchozích p íkladech jsme mohli postupovat i jinak.

V loze Ajsme podn rrěnou pravděpodobnostjevu R za podmínky, že nastaljev T,
našli jako podfl počtu p ípadri, kdy nastaly obajevy R a T současně k počtu p ípadri, kdy
nastal jev T. Úphě stejn v sledek ale dostaneme, když vydělímJ pravděpodobnoŠt
současného v" sl<ytu jev, R aT pravděpodobností jevuT,

I4

skutečně: 

'ffil = +33& = #=p(RlT).
4000

_4,|Y loze B je P(K1) = i.= rr. Uvahami používanymi mnohokrát v minulém článku

mrižeme vypočítat P(Kl n K2) =
61

= 1326 = ň. Dostáváme obdobny vztah:
()

a1

P(K1 nK2) _u _]
P(Kr ) 1

E
definici podmíněné pravděpodobnosti:

3.4 PoouítvĚruÁ pRAvDĚpoooBNosT

- ň - P(Kzl Kr ). Tyto vahy námposlouží jako motivace k obecné
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5. Jsouli A a B libovolné dva jevy takové, že jev B má nenulovou pravděpodob-
nost, pak podmíněnou pravděpodobnost jevu A za podmínky, že nastal
jev B (nebo stručněji podmíněnou pravděpodobnostjevu Ajevem B), de-
finujemejako podíl pravděpodobnosti současného výskytujevů A a B a prav-
děpodobnosti jevu B apíšeme:

P(AnB)
P(AiB) = p(B) .

Uvažujme situaci z útlohy B minulého článku, kde jsme se zabývali databází klientů
určité banky. Vybereme-li náhodně klienta, ktery používá kTeditní karnr této banky,
s jakou pravděpodobností má sjednaný i kontokorent?

ŘBšBNí: Máme určit podmíněnou pravděpodobnost jevu A, víme-li, že nastal jev B
(používráme označení zavedené v citované úlaze), Podle definice podmíněné pravdě-

podobnosti je:P(A|B) = TP =W=65,625 Vo.

Odvozený výsledek se dá snadno vysvětlit i láicky, bez pottžití pravděpodobnostní
terminologie, Prostě zhrlba 65,6 Vo (asi dvě řetiny) klientů polžívqících kreditní
kartu má sjednaný i kontokorent

Vybereme-li v situaci zpíeďchozíúlohy nráhodně klienta, který má sjednaný kontoko-
rent, s jakou pravděpodobností používá i kreditní kartu? (Zkuste sami.)

Cvičení
Víme, že mezi 50 součástkami jsou 4 vadné. ři postupné kontrole celé série bylo
prvních 8 součástek kvatitních. Jakáje pravděpodobnost, že devátá kontrolovaná
součástka bude vadná?

Hodili jsme současně dvěma kostkami.

a) S jakou pravděpodobností padla alespoňjedna šestka, víme-li, že padl sou-
čet 8?

b) S jakou pravděpodobností padl součet větší než 1 0, víme-li, že pad|a alespoň
jedna šestka?

Hráč pokeru (varianty Five Card Draw, při které dostane 5 karet z dokonale
rozmíchaného batíčku 52karer) držíporozdání v ruce ři krále, eso a sedmičku,
Rozhodne se sedmičku vyměnit za jinou karíu z balíčku, S jakou pravděpodob-
ností mu dojde král (tj.,bude mít quads) nebo eso (tj. bude mítfullhouse)?

Uvalujte situaci ze cvičení 10 minulého článku, týkajícího se záručních oprav
automobilů, Uvedemeznovutabulku, shrnujícípočty oprav zaposlednírokpodle
typtl záv ady a podle značky vozu:
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Problóm
motor p evodovka vyfuk karoserie ostatní

Značka
H 106 2II 67 I33 24

L 2I 115 I6 21 6

S jakou pravděpodobností se oprava vozu značky L, ktery je objednán do
servisu, bude tykat motoru?

Spočítejte všechny možné podmíněné pravděpodobnosti jevri, že se oprava
bude tykatjednotlivych problém za podmínky, že v z je značky H, resp. L.
Vysledky uspo ádejte do tabulky. Pokuste se je okomentovat z praktického
hlediska.

Z obecné def,nice podmíněné pravděpodobnosti (vzorec 5 našeho prriběžně vytvá-

eného seznamu) lze pouh}m vynásobením obou stran rovnosti P(A|B) = "g:r')P(B)
jmenovatelem z pravé strany odvodit obecn vzorec pro násobení pravděpodob-
ností:

6, Pro libovolné dva náhodné jw: 
l,:'.áil 

"r,Pravděpodobnost současného vl skytu dvou jevri P(A n B) budeme též naz vat
sdruženou pravděpodobností jevri A a B.

6iix; #;(

Vrat'me se ještě jednou k situaci lT áče,ktery postupně dostane dvě karty z dokonale
rozmichaného balíčku 52 karet.
a) Pomocí obecného yzotce pro násobení pravděpodobností vypočítejme pravděpo-

dobnost, žehtáč dostane dvakrále.

ŘBšnNí: Hledanou pravděpodobnost mrižeme určit pffmo pomocí klasické defi-
nice pravděpodobnostijako podíl dvou kombinačních čísel,viz poznámka za lo-
hou B. Mrižeme však také postupovat takto: Máme vypočítat P(K1 n K2) (označení
zítlohy B). Podle vzorce pro násobení pravděpodobnostíje:

P(Kl n Kz)=P(KzlKr).P(Kr) = + += }1{norornejte 
s ešením lohy B).

b) Vypočítejme pomocí yzorce pro násobení pravděpodobností pravděpodobnost, že
hráč dostane eso a krále.

ŘnšBNí: I zde bychom mohli pravděpodobnost určit p ímo. V ešení lohy
článku 3.1 jsme odvodili, že počet kombinací karet p ízniv ch tomuto jevu je
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počet všech možnych kombinacídvou karet z 52 je

pravděpodobnost rovna L= } :1.21 %o' 1326- 663- 
L)L,L /U,

(,:)= I326, a proto je hledaná

Ukažme si nyní jin postup, využívající yzorec pro násobení pravděpodobností.

Hráč mámít v ruce eso a krále, nezáležínatom, v jakém po adí tyto karty dostane.
Toto po adí však musíme v následujícím v počtu zohlednit. Zaveďeme obdobné
označeníjako ujev K1 aK2. A1 nechťoznačujejev, že první karta, kterou hráč
dostane, je eso, a 42 označujejev, že druhá kartaje eso. Jev,jehož pravděpodobnost
máme určit, nastane, kdyžhráč nejd íve dostane krále a potom eso nebo naopak, tj.
mrižemehovyjád itvetvaru(KrnAz)U(nrOK2).Jdeosjednocenídvouneslučitel-
n ch jevri, proto jeho pravděpodobnost je součtem jednotliv ch pravděpodobností.

DoStá., .,_-."

žedrě.,
že lnezt
že ch ci ;,

žádná \ .,__

vislé. k;.
prT\,d ě :,

Řeki.- _

pr\ n ^..

jer e i:

U nez;-i,, ,.

Skutečtl:

pra\-dě|.

_PlA n

tak

], |- -

Z-"

-T,, -
,L,_

] L]

sdr
pra

}.I1,ní . c ,-

nezár l t _;

I_JvažLl,]_ :

Objedtl.," .

aT.žť,^

Řršrri' .

P(Kl nA2) = P(AzlKr).P(K1)= + += ft {ror^vslete si sami), obdobně

P(Al n K2) = P(Kz lAr ) .P(Ar ) = + * = *,a proto je hledaná pravděpodobnost

rovna součtu dvou stejnl ch čísel: *- *= #
Netvrdíme, žeptávép edveden pgstup ešeníje zde v hodnější (spíše asi ne), ale
pro pochopení souvislostíje dobré o něm vědět.

Cvičení
Mezi 50 kontrolovanymi součástkami jsou 4 součástky vadné. Použijeme-li
2 náhodně vybrané součástky, s jakou pravděpodobností budou obě bez vady?
Zapište v sledek pomocí násobení pravděpodobností.

E V losovací urně je 5 bíl ch a 8 čern ch koulí. Postupně vylosujeme 2 koule,
p ičemž vylosované koule neviacíme zpét.

a) S jakou pravděpodobnostíjsou obě vylosované koule bílé?
b) S jakou pravděpodobnostíjsou vylosované koule rrizn ch barev?

Zapište v sledky pomocí násobení pravděpodobností.

ZátJadní délení v robkri určité produkce je na vadné v robky a kvalitní v robky,
kvalitní v robky pak jsou zaíazeny do první nebo do druhé jakosť. Určete
pravděpodobnost, že niáhodně vybran v robekje prvníjakosti, víte-li, že 4 Vo

produkcejsou vadné v robky a75 7o kvalitních v robk je prvníjakosti.

Je známo, že 4 Vo panel od určitého v robce mají odchylku od požadované
délky, 3 7o panel mají odchylku od požadované šffky. P itom celá čtvrtina
panelri majícíclt odchylku délky má i odchylku šífty. S jakou pravděpodobností
bude mít náhodně vybran panel

a) odchylku délky i ší ky,

b) odchylku délky nebo ší ky,

c) odchylku délky, ale ne šffky,

d) obarozméry vpo ádku,
e) odchylku délky, má-li odchylku šffky?

126 3. PnnvoĚpoooBNosT
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3.5 Nezávislost Bernoulliovo schéma

Dostáváme se ke klíčovému pojmu teorie pravděpodobnosti. Řekneme-li vbéžnéíeči,
že dvé situace, dva problémy, dva možné v sledky apod. jsou nezávis|é,myslíme tím,

, vi1že mezí nimi není žádnálogickávazba nebo spojitost. Co znamená,když ekneme,
že dva nóhodné jevy jsou nezávislé? Budeme tím éž rozumět, že mezi nimi není
žádná vazba, a to v následujícím pravděpodobnostním smyslu: Dva jevy jsou nezá-
vislé, když u slqt jednoho z ntch neovlivní (tj. nezmění, nepom že zp esnit, opravit)
pravděpodobnost druhého. P esněji viz následující definice.

fiffi

Řekneffie, že dva náhodné jevy A a B
prvního z téchto jevri rovna podmíněné
jevern, tj. platí-li P(A) = P(AlB).

jsou nezávislé, je-li pravděpodobnost
pravděpodobnosti tohoto jevu druhym

U nezávisl ch jevri, tedy i v p edchozí definici by na po adí jevťr nemělo záležeí.
Skutečně tomu tak je: Platí-li P(A) = P(A|B), pak vzhledem k definici podmíněné

pravděpodobnosti (vzorec 5) musí b t P(A) = TP . Odtud plyne rovnost P(A fi B) =

= P(A).P(B) a z ní dostanem e, že platítaké P(B) = TF = P(BIA), odvodili jsme

tak následující driležitou větu o nezávislosti jevri:

'7 . Dva náhodné jevy A a B jsou nezávislé právě tehdy, kďyž ptatí alespoň jedna
z rovností:

P(A)=P(A|B), P(B)=P(BIA), P(AnB) =P(A).P(B).
Tyto t i rovnosti jsou ekvivalentní, tj. platí-li kterákoli z nich, musí platit
i zb vající dvě. v aplikacích se nejčastěji používá ta poslední, kteráíká, že
sdružená pravděpodobnost dvou nezávisl ch jev je rovna součinu jejich
pravděpodobností.

Nyní se budeme vracet k někter m z píedchozích riloh a ukáňeme si, které jevy jsou
nezávislé a které nikoli,

UvaŽujme opět situaci zli|ohy "fi, p edchozítro článku, kde jsme se zabl vali stlukturou
objednávek zásilkového prodejce. Jsou náhodné jevy R, že objednávka je prioritní,
aT,že objednávkaje p ijata telefonicky, nezávislé?

ŘgšBNí: Uvedme znovu tabulku struktury objednávek zásilkového prodejce,

1273.5 NrzÁvlslosT JEvů, Benruoulllovo scHÉMA



Velikost objednávky
Celkem

malá st ední velká prioritní

Zp sob

p ijetí
objednávky

telefon I02L 2I6 109 í4 1 360

e-mai1 B6 31I 30B 49 814

formulá L 191 230 86 l3 l 826

Celkem 2 601 817 503 16 4 000

t*l = affi,p{r) = ffi, ",*n-, 
= uffi poslední rovnost

z věty o nezávislosti neplatí:

P(R. T) = 
o o*4 = 0,003 5 / P(R), P(T) = 0,00646,

jevy R a T tedy nejsou nezávislé. .

P íklad je již vy ešen, ukažme si nicméně ještě jiné, názornější ešení. Z tabalky
l4

vidíme, že P(RlT) = ň, První rovnostzvéty o nezávislosti tedy také neplatí:

p(R) = k= 1,9 vo / p(R|D = r :ooa 
! I,o3 7o.

Co tato nerovnost znanená? Řekne-li referentka, žeprávép ijala novou objednávku,

odhadneme šanci, tj. pravděpodobnost, že tato objednávka je prioritnÍ, ČÍslem I,9 Vo.

Prozradí-li nám k tomu, že tuto objednávku vy izovala po telefonu, změní to náš

privodní odhad. Nyní pravděpodobnost, že tato objednávka je prioritní, klesne na

1,03 qo. Je tomu tak proto, že podí| prioritních objednávek mezi telefoniclc mi je

menší nežpodíl prioritních objednávek mezi všemi objednávkami v databázi. V skyt
jew T tedy ovlivňuje (mění) pravděpodobnost jevu R.

Vprvnímročnftuurčitévysgkéškolyje 22Ochlapc ,ztohol20 absolventri gymnánia

a 1O0 absolventri jiné st ední školy. Dále je v ročníku I32 dívek, ztoholl absolventek

gymnáziaa 60 absolventek jiné s ední školy. Vyberemeli náhodně jednoho studenta,

jsou jevy A, že tento student je chlapec, aB,že tento stude'nt absolvoval gymnázilm,
nezávislé?

ŘešpŇ: platí p(B) = m= #.=fr , 

"rr1o; 
= #=f . uuuuou*é jevy jsou

tedy nezávislé. (Jednoduché vysvětlení: Podíl absolventri gymnániaje na uvaŽované

vysoké škole stejn mezi chlapci jako mezi dívkami. Kdyby tyto podíly stejné nebyly,

pak by o nezávislé jevy nešlo,)

kostkami. Označíme si symbolem A jev spočív ající v tom,

liché číslo, a symbolem B jev spočívající v tom, že na druhé
tyto dva jevy nezávislé?
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Hodíme postupně dvěma
že na první kostce padne
kostce padne šestka. Jsou
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1

6

ŘnšBNí: Je z ejmé, že tyto jevy jsou nezávis|é. P ípadn vyskyt jevu A nrám nijak
nepom že zp esnit (opravit) pravděpodobnost jevu B. Bez ohledu na to, co padlo na

první kostce, pravděpodobnost. že na druhé kostce padne šestka, j" 
*. 

Tedy P(B) =

= P(BlA).

V p edchozí loze jsme se setkali s poměrně častou situací. Uvažovan náhodn pokus
(hod dvěma kostkami) se skládal ze dvou díIčích pokusri - hodu první kostkou a hodu
druhou kostkou. Ať nastane v prvním pokusu jak koli v sledek, nijak to neovlivní
pravděpodobnosti jednotliv ch v sledkri v pokusu druhém. (Kostky ,,nemají pamětno,

padla-li poprvé šestka, pravděpodobnost, že padne i podruhé šestka, ztsíává stejná,
1

a to 
|.) 

Mrižeme ííci, že tyto dva dflčí pokusy jsou nezávislé. Obecně platí:

.i,._-r5[

ulky

Iom,
Jruhé

nár-ku,
|.9 7o.

tC} náš
ne na

ími je
l-_ skyt

nnázia
1-čntek

ldenta,
ázium,

ry jsou

ior-ané
tebr-ly,

Uvedme alespoň dva další typické p íklady takto nezávisl ch jevri:

r Koupíme dva losy z Ňzn ch loterií. Jev A označuje skutečnost, že první los
vyhrává, jev B označuje skutečnost, že drahy los vyhrává.

o Honza a Adam si koupí notebooky dvou r znl ch značek. Jev A spočívá v tom,
že Honzriv notebook se porouchá během záruční doby, jev B spočívá v tom, že
Adamriv notebook se porouchá během zárační doby.

B. Zobecníme nyní deíinici
p itom ze tÍetí rovnosti
SeZnamu).

nezávislosti jev pro
ve větě o nezávíslosti

více než dva jery. Vyjdeme
dvou jevri (véta 7 z našeho

o Řekneffie, že tíináhodné jevy A, B a C jsou nezávislé, jestliže platí:
P(A n B) = P(A) .P(B), P(A n C) = P(A) .P(C),, P(B n C) = P(B) .P(C),
P(An B n C) = p(A) . p(B) . p(C).

o Řekneffie, že čty i náhodné jevy A, B, C a D jsou nezávislé, jestliže pro
každou dvojici těchto jevri je pravděpodobnost jejich prriniku rovna sou-
činu p íslušnlich dvou pravděpodobností, ďáIejestliže pro každou trojici
těchto jevri je pravděpodobnost jejich prriniku rovna součinu p íslušn ch
t í pravděpodobností, a konečně jestliže pro celou čtve ici těchto jevri je
pravděpodobnost jejich prriniku rovna součinu všech čty pravděpodob-
noStí.

o Obecně: Konečná množina náhodnych jevti je tvo ena nezávislymi jevy,
jestliže pro její libovolnou podmnožinu platí, že ptavděpodobnost prriniku
jev z této podmnožiny je rovna součinu pravděpodobností těchto jev .
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V kopírovacím centru je 5 kopírek, z toho jsou 3 černobílé a2bxevné. Předpokládejme,
že z dlouhodobé zkušenostije známo, že pravděpodobnost poruchy černobílé kopírky
je 0,1, pravděpodobnost poruchy barevné kopírky je 0,2. (Pravděpodobností poruchy
rozumíme pravděpodobnost, že v nráhodně zvoleném okamžiku během pracovní doby
bude mít kopírka poruchu.) Předpokládejme,že poruchy kopírek vznikají nezávisle na
sobě. Předpokládejme ďále, že v případě nutnosti mtňebyt barevná kopírka polžita
k černobílému kopírování..

a) S jakou pravděpodobností bude zákaznk, ktery požaduje černobílou kopii, obslou-
žen?

ŘnšBŇ: Spočítejme pravděpodobnost opačného jevu, tj. jew, že zákaznknebude
obsloužen. Toto nastane právě tehdy, když všech 5 kopírek bude kvůli poruchám
současně mimo provoz. Označíme si A1 jev, žeprvníčemobílákopírka máporuchu,
A2 jev, že druhá černobílá kopírka má poruchu, Aa jev, že tíetí černobílá kopírka
má poruchu, Br jev, že první barevná kopírka má poruchu, a 82 jen že drahá
barevná kopírka má poruchu. Jev spočívající v tom, že všech pět kopírek má
poruchu, můžeme zapsat jako prunik A1 n A2 n A3 n 81 fi 82. Jeho pravděpodobnost
je vzhledem k předpokladu nezávislosti rovna součinu

P(A1),P(A2),P(Al),P(Br) ,P(B) = 0,1 ,0,1 ,0J,0,2,0,2 = 0,00004.

Pravděpodob nost,že zákaznft bude obsloužen, je tedy rovna 1-0,000 04 = 0,999 96
(edy téměř I00 Vo).

b) S jakou pravděpodobností bude zákaznk, který požaduje černobflou i barevnou
kopii, obsloužen?

ŘBšBNi: Aby byl_tento zákazník obsloužen, musí být alespoň jedna barevná ko-
pírka v provozu. Naopak obsloužen nebude, když budou obě barevné kopírky
kvůli poruchámstát. Na počtu a funkčnosti černobílých kopírek zdetedy nezáIeŽÍ.

Pravděpodobnost, že obě barevné kopírky mají poruchu, je 0,2,0,2 = 0,04, a tedy
pravděpodobnost, že zákaznkbude obsl,oužen, je 0,96.

c) S jakou pravděpodobností bude v náhodně zvoleném okamžiku všech 5 kopírek
v provozu?

ŘBšBŇ: Tento jev můžeme zapsat jako Ai nAi nA! n Bi n B! a jeho pravděpodob-
nost je rovna (1 -0,1)3 . 0 -0,2)2 = 0,46656.

Cvičení
I Pokus se skládá z hodu dvěma mincemi. Uvažujte následující dva jevy. Jev A: na

první minci padne líc, jev B: na druhé minci padne líc. Jsou tyto jevy nezávislé?

f| UrrirY výrobek má s pravděpodobností 0,1 vadu vzhledu, s pravděpodob-

- 
ností 0,06 funkční vadu a s pravděpodobností 0,03 obě vady současně. Jsou
jevy,,vada vzhledu" a,,funkční vadď' nezávislé?

3l Z rozmíchaného balíčku 32 maiášových karet vytáhneme jednu kartu. Upřes-

něme, že tento batíček se skládá ze čtyí Ňznýchbarev (červené, zelené, Žaludy

akule), od každé barvy je v něm 8 karet Ňzných hodnot (eso, král, dáma, kluk,
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desítka, devítka, osmička a sedmička). Jev A spočívá v tom, ževytaženákarta je
červená, jev B spočívá v tom, že je to desítka, a jev C v tom, že jde o eso,

a) Jsoujevy A a B nezávislé?

b) Jsou jevy AaCnezávislé?
c) Jsoujevy B aC nezávislé?

3l Z 500 v robkri je 430 v robkťr první jakosti a 70 druhé jakosti. Z v robkri první
jakosti bylo 350 vyrobeno v dílně C a 80 v dílně D. Z v robk druhé jakosti
bylo 50 vyrobeňo v dílně C a 20 v dílně D, Jev A spočívá v tom, že nráhodně

vybereme v robek první jakosti, a jev C v tom, že náhodně vybereme v robek
vyroben v dílně C. Jsou jevy A a C nezávislé?

!l rn mmarádi se v baru domluvili, že ten, na kterého padne los, zaplatí za všechny
ritratu. Losují tak, že kžd hodí mincí a ten, kterému jeho mince ukáže jinou
stranu než mnce zb vajících dvou, musí zaplatit. Pokud všechny mince ukážou
stejnou stranu, bázení opakují až do rozhodnutí.

a) S jakou pravděpodobností se rozhodne jižprvnímhodem?

b) S jakou pravděpodobností nebude ani po druhém hodu
rozhodnuto?

c) S jakou pravděpodobností nebude ani po čtvrtém hodu
rozhodnuto?

d) Lze p edem stanovit, po kolikátém hodu již musí b ,t

rozhodnuto?

E V osudí jsou dvě bílé a t i čemé koule. Vytáhneme postupně dvě koule, p ičemž
po prvním tahu kouli vracíme do osudí a osudí promícháme. Jaká je pravděpo-
dobnost, že obě koule budou bflé?

fl rristroj se skládá ze tíí částí, z nichž kažďá nezávisle na zb vajících mriže mít
v prriběhu určité doby poruchu. Porucha kterékoliv částímázanásledek poruchu
celého pffstroje, Spolehlivost (tj, pravděpodobnost, že nedojde k poruše) první
části je 0,8, druhé 0,9 a t etí 0,7. Jaká je spolehlivost celého p ístroje?

Pravděpodobnost vyrobení v robku I. jakosti na stroji A je rovna 0,9, na stroji B
je rovna 0,85. Na stroji A mají b t zhotoveny t i v robky a na stroji B dva
v robky. Určete, s jakou pravděpodobností budou všechny v robky I. jakosti.

E V náďražní hale jsou umístěny t i automaty na kávu. U prvního nastane po-
rucha s pravděpodobností 0,1, u druhého s pravděpodobností 0,15 a u t etího
s pravděpodobností 0,05. Jakáje pravděpodobnost, že nastane porucha

a) právě jednoho automafu,

b) nejvl še jednoho automatu?

f[ Sportovní st elec st ílí opakovaně do terče (obr. 3.2, str.120). P edpokládejme,
že st elec zasá ne st ed terče a získá tím 5 bo i s pravděpodobností 0,55,
zasábne vnit ní mezilrsuží a získá 3 body s pravděpodobností 0,35, zasáhne
vnější mezikruží azískáZbody s pravděpodobností 0,05, zasáhne základní desku
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azíská 1 bod s pravděpodobností 0,03. Terč mine sezbývajícípravděpodobností
0,02. S jakou pravděpodobností bude mít

a) po dvou výsřelech přesně 5 bodů,

b) po řech výsřelech alespoň 12 bodů?

Předpokládejte,'že výsledky jednotlivých výsřelů lze považovat zanezávislé
jeuy.

fl Určité zaíízení se skládá ze ří prvků - viz obrázek 3.3. Aby ce|é zŇízení fungo-

valo, musí fungovat prvek A a současně alespoň jeden z prvků B a C (tyto dva
prvky se nallrazují - ve schématu je to naznačeno jejich paralelním zapojením).

Spolehlivosti (tj. pravděpodobnosti, že nedojde k poruše) jednotlivých souČástí
jsou 0,9 pro prvek A, 0,8 pro prvek B a 0,7 pro prvek C. Jakáje spolehlivost
celého zaťtzerttzapíedpokladu nezávislosti vzniku poruch u jednotlivých prvkŮ?

Obr, 3.3

|fl Uvažujte zaíízení sestavené ze stejných prvků se stejnými spolehlivostmi jako

- 
v předchozím cvičení, avšak s j iným způsobem zapoj en í - v iz obránek 3.4. Nyní,

_ jak vidíme ze schématu, je k funkčnostt zaíízení potřeba, aby fungoval prvek A
nebo oba,prvky B, C současně (neboli prvek A může být nallrazen současným

zapojením prvků B a C). Jakáje spolehlivost tohoto zaíízení?

Obr. 3,4

Z oslď{ ve kterém je patnáct bílých a pět černých koulí, postupně vylosujeme čtyři
koule, přičemž po každém tahu taženou kouli vrátíme do osudí a osudí promícháme.

a) Jakáje pravděpodobnost, že všechny tažené koule budou bílé?

ŘBšBrví: Jde o náhodný pokus se čtyřmi dílčími nezávislými pokusy. Označíme-
-li si symbolem A;, kde j = I,2,3,4, jev, že y i-tém tahu vytáhneme bílou kouli,
pakjevy At, Az, A:, A+ jsou nezávislé a všechny mají stejnou pravděpodobnost
15

ň=O,rr, Jev spočívající v tom, že všechny tažené koule jsou bílé, je pruni_

kem těchto čtyřjevů, a proto je jeho pravděpodobnost rovna součinu jednotlivých
pravděpodobností, tj. 0,754 :3I,64 7o.

b) Jaká je pravděpodobnost, že mezitaženými koulemi budou tři bílé a jedna černá?

ŘBšBNí: Jev,žemezitaženými koulemi je právě jedna čemá,může nastat následu-
jícími čtyřmi navzájem se vylučujícími způsoby:
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vytáhneme černou kouli hned v prvním tahu a pak títbílé;

vytáhneme nap ed bílou, pak černou a ďále dvě bílé;

vytáhneme nejpive dvě bíIé,pak černou a nakonec bílou;

vytáhneme nap ed t i bílé a nakonec černou.

Pravděpodobnost každého z těchto čty jevri je však stejná. První z těchto jevri

mťržeme symbolicky vyjád it jako A/1 fi A2 n A3 i A4 a jeho pravděpodobnost je
rovna (1 -0,75).0,]5.0,75.0,15=0,753.0,25. Druh jev mrižeme vyjádit jako

atd,

Hledaná pravděpodobnost,žemezivylosovan mi budou právě t i bflé a jedna černá
koule, je tedy rovna součtu čty stejn ch pravděpodobností:

4.0,753 .o,25 :- 42,í9 vo,

c) Jakáje pravděpodobnost, že vylosujeme dvě bílé a dvě černé koule?

ŘršBNí: Jev, že mezi vytažen mi koulemi jsou právě dvě bílé a právé dvě černé
koule, mr že nastat šesti navzájemse vylučujíCími zprisoby. Každ z těchto zprisobri
jejednoznačně vyjád en nap . neuspo ádanou dvojicí čísel tahri, ve kter chjsme
vylosovali bílou kouli. Těchto dvojic je právě_šest, jde o počet dvojčlennych kombi-
nacízečtyípwki.Každ ztěchto zprisobri má opět stejnou pravděpodobnost. Nap .

pravděpodobnost, že vytiáhneme bflou kouli v prvním a čtvrtém tahu (a černou v_e

zb vajicích dvou tazích), je rovna 0,75 , (1 - 0,75) , (1 - 0,75) ,0,75 = 0,7 52 ,0,252,

stejná je však t eba pravděpodobnost, že bílou kouli vytáhneme poprvé a podruhé

a pak vytáhneme dvě černé koule apod. Tudíž hledaná pravděpodobnost, že mezi
čty mi losovanl mi koulemi jsou právě dvě bflé, je rovna

(1\ o,1s'-0,252 - 6.0,152-0,252 :21,09 vo.
\2/

Uvědomíme-li si, že 11) = 4, da]aby se i již odvozená pravděpodobnost z otázky b)
\3/

Zapsat pomocí kombinací : 4.0,753 .0,25 = (]) . o,zs' . o,zs.
\3/

Není už těžké shrnout odvozené v sledky a uvědomit si, že z hlediska počtu tažen ch
bíl ch koulí mezi čty'rmi vylosovanl mi mriže nastat celkemí navzájemse vylučujících
situací- jevri Bp,k=0,I,2,3,4, kde jev 87. spočíváv tom, žemezi čb rni lrylosova-
n mi bylo taženoprávékbíI ch koulí. Pravděpodobnost každé z těchto situacíje dána

/4\
vzorcem: P(Bk) = |i) 

O,rro.0,254-k. Již jsme ukáaall,,žetentovzotecplatíprok=3

a k = 2.platí i pro k = 4, neboť (i) = I a P(B)= (i) . 0,7 54 . 0,250 = 0,7 54 (srovnejte

s vl slednou pravděpodobností z a)). Jeho platnost pro k = O ak= 1 si ově te sami.
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V úloze E jsme uvažovali čtyři nezávislé dílčí pokusy, které spočívaly v losování koule
z osudí. V každém dílčím pokusu mohl nastat jen jeden ze dvou možných výsled-
ki-zdarnebonezdar.Domluvme se,žezazďarpovažujemevytaženíbíléazanezďar
vytaženíčerné koule. Ve všech dílčích pokusechje pravděpodobnost zdaru konstantní,
tj. během pokusů se nemění. Tato pravděpodobnost je rovna 0,75, její neměnnost
ptyne z toho, že taženou kouli do osudí vždy před dalším tahem vracíme, poměr bílých
a černých koulí je tedy stále stejný. Během řešení úlohy E jsme odvodili vzorcc, jaklze
vypočítat pravděpodobnost, že v dané sérii čtyř dílčích pokusů nastane určitý (předem
daný) počet zdarů. Nyní tento vzorec zobecníme pro libovolný konečný počet dílčích
pokusů a libovolnou pravděpodobnost zdaru.

Uvažujme sérij n dílčích pokusů, z nichžkaždý může skončit bud'zdarem s prav-
děpodobností p, nebo nezdarem s pravděpodobností 4 - 1 - p. Jestliže jsou tyto
díl čí pokusy n e zd v i s l é a pravděpodobnost zdaru p je v každém z nich st ej n d, pak
pravděpodobnost náhodného jevu A1,, že v celé sérii nastane prtivě k zdarů, je
roVna

P(Afr) =

134
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(il . pk . ,n-k,kde k jelibovolnó čís Io zmnožiny {0, L,2,. . . , n}.

avděpodobnosti tvo í tzv. Bernoulliovo schéma nebo také binomické

(É
\to

Házíme postupně kostkou. Určeme, s jakou pravděpodobností nastanou následuiící
jevy:

a) V šesti po sobě jdoucích hodech padne právě jedna šestka.

ŘSŠBŇ: Použijeme Bernoulliovo schéma. Jde o šest nezávislych dílčích pokusri

(hody kostkou), v každém z nichbuď padne šestka s pravděpodobností 
}, 

nebo

padne jiné číslo s pravděpodobnorti 
|. 

Tedy n = 6 a p= 
u1 

(Radnutí šestky považu-
jemezazdar). Máme spočítat pravděpodobnost, že nastarre právě jedenzdar,tj, k= I.

Hledanápravděpodobnostjerovna (Í) (*)' (;)"' =e.!. (})' = oo,rr r, {]
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b) rch padnou právě dvě šestky.

. označení jako v riloze a). Nyní je n - 12 a k = 2,
r ejmě beze zmény. Hledanáptavděpodobnost je

61 7o.
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Ve dvanáctipo sobě

ŘpšBNí: Použijeme
pravděpodobnost zd

/ tz\ / t\2
rovna (r/ (a,l

Ve dvanácti po sobě

h hode

vahy a
Samoz

0

c)

' 29,

h hodech padnou alespoň dvě šestky.

ŘBšeNí: Je opět n = 12 u o =lrmohli bychom sečíst pravděpodobnosti pro k = 2,

k=3 atd. ažpo k= 12. Je všakjednodušší spočítat pravděpodobnost opačnéhojevu.

Opačn m jevem k jevu, že padnou alespoň dvě šestky, je jev, že nepadng žádná
nebo padne jedna šestka. Pravděpodobnost tohoto jevu je rovna

(f) ,(*)' (;)"-(?) (*)' (;)" +0,11216+0,26918:0,3813

t"aynt"O*apravděpodobnostjep ibližněrovna 1-0,381 3=0,618"7,tj,6I,87 Eb.

Student má u p ijímací zkoušky odpovědět na 15 testov ,ch otazek. U každé oázky
jsou nabídnuty čtĚ odpovědi A, B, C aD, z rttchž je vždy právě jedna správná. Aby
student u zkoušky uspěl, musí správně odpovědět alespoň na I0 otáaek Vypočtěte,
s jakou pravděpodobností se mu to poda í v následujících p ípadech:

a) Vribec nic neumí a odpovědi volí zcela náhodně.

ŘBšBNí: Mrižeme opět použít Bernoulliovo schéma. Studentovy odpovědi na jed-
notlivé otázky lze považovat za dílčí nezávislé pokusy; pravděpodobnost zdaru, tj.

označenísprávné odpovědi, je pokaždé .ou.ru 
o1. 

Je tedy n = 15, p = 0,25.Máme
spočítat pravděpodobnost, že počet zdarri bude alespoň 10, tj. musíme sečíst prav-
děpodobnosti z Bernoulliova schématu pro k = 10, 11, . .., 15:

(1i) o,rr",0,755+(1i; o,rr",0,754+, - (i;),0,2515.0,750 :0,0795?o.

Jak se dalo očekávat, hledaná pravděpodobnostje velice malá.

b) Část látky se naučil, a tak si je u šesti otázek jist}, jaká odpověďje správná, u dalších
však opět hádá.

ŘBšrNí: Sťudent nyníháÁájen devětkrát (6 správnlch odpovědí zná),tedy n=9.
Aby uspěl, musí alespoň čtĚklát označit správnou odpověd', Hledaná pravděpo-
dobnostje rovna

.0,255.0,754+...+ . a,259 . 0,7 50 : 16,57 vo.
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Cvičení
lB Hoaime a) deseti, b) dvaceti, c) iceti mincemi. S jakou pravděpodobností na

polovině z nich padne líc?

l[ Pravděpodobnost, že spot eba plynu ve všední den určitého období p esáhne
stanovenou noínu, je 0,2. Jaká je pravděpodobnost, že během pěti náhodně
volen ch pracovních dnťr

a) nebude nonna p ekročena, b) bude p ekročena dvakrát?

R.ozhlasová apara't'Jra se skládá z 1 000 prvkri, z nichžkaždy se během jednoho
roku porouchá s pravděpodobností 0,001. Tato pravděpodobnost nezávisí na
stavu ostatních prvkri. Jakáje pravděpodobnost, že se za rok porouchají
a) dva prvky, b) nejméně dva prvky?

I UrritY lék spěšně vyléčí určiiou nemoc v 90 7o p ípadri. Je-li podán deseti
pacient rn, s jakou pravděpodobností bude alespoň osm z nich vyléčeno?

lE r" známo, že 8 %o hodinek určité značky je reklamováno kv li poruše během
zárační doby. S jakou pravděpodobností budou u 15 prodan; ch hodinek více než
dvě reklamace?

V tomto článku se vrátíme k podmíněné pravděpodobnosti a doplníme naše znalosti
o dva vzorce dt.Ježité v aplikacích. Pro motivaci se nejprve vrátíme k již několikrát
rozebírané karetní h e.

Hráč pokeru dostane postupně dvě karty z balíčku 5Zkaret.S jakou pravděpodobností
je druhá karta laál?
ŘnŠBNÍ: Otazka zďánlivě nemá smysl, na první pohled se zdá, že je nutno doplnit infor-
maci, jakou kartu dostal hráč jako první. Tuto informaci ale nemusíme mít. Prakticky
si to lze dob e p edstavit: }káč dostává své dvě karty postupně, lícem dolri. Chce-li se
na ně podívat, m že nap ed otočit tu, kterou dostal jako druhou, a tedy první karta je
v tuto chvíli pro něj opravdu neznámá. Nicméně za čelemvy ešení rilohy se musíme
i touto první kartou zab vat.

Použijemejiž dííve zaveďené označení a odvozené vl sledky:

K1 označuje j ev, že prvníkarta je kTál, P(Kl) = *. n označuje jev , že ďruhákaíta je
král, pravděpodobnost tohoto jevu máme určit. Kdybychom věděli, jaká karta p išla
hráčijako první, uměli bychom podmíněnou pravděpodobnostjevu K2 vypočítat velmi7A
snadno: P(K2|K1)= f, nodobně platí e(K2|Klr) = rr. Jevv K1 aK\ jsou opačné -
navzájem se vylučují a jeden z nich musí nastat. Proto platíK2= (K2 o Kl) U (K2 n Ki).
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Jevy k2rl k1 a k2nk\ se však také vylučují, a proto mťržeme náš v počet dokončit
s použitím vzorc 2 a6 z p edchozích článkri:

P(K) = P(K}1KD+P(K2aK!r) = P(Kz|K1).P(K1)+ P(KI|KD.P(K|) =

=+ * -+ #=*

bčhem
íce než

;..'. 'ho

_ ., ]1.-I

',l]
: . 1 .1l

V ešení lohy A jsme pracova]i se dvěma opačn mi jevy K1 a K/r. Takové jevy se
samoz ejmě vylučují, p ičemž právě jeden z nich musí vždy nastat, tj. jejich sjedno-
cení je rovno jistému jevu. Navzájem opačné dva jevy jsou speciiálním píípaďem tzv.
plného systémurylučujících se jev . obecně se takovl systém definuje následovně:

Jevy 81, B,2, . . ., Bn tvo í r,ipln systém vylučujících se jevri, jestliže se libo-
volnédvaztěchtojev navzájemvylučujíajestliževždyrmrsíprávějedenzjevri
Br, Bz, .,,,Bn nastat, tj, jestliže Br UBzU..,UB;1= |.

Princip v poČtu pravděpodobnosti jevu K2 v ešení rilohy A lze zobecnit pro libovoln
jev apro libovoln ripln systém vylučujících sejevri:

9. Je-li A libovolny náhodny jeu a 81, P,2,
vylučuj ících se jev , pak platí

B, libovolny riplny systém

P(A) = P(AlBr), P(B1)+P(AiBz), P(B)+ . . . +P(AlB,,) . P(B,).
Této rovnosti ftáme věta o riplné pravděpodobnosti.
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v čokoládovně se kompletují bonboniéry na řech výrobních linkách. Na lince A je
zkomPletováno 40 Vo denníprodukce anazákJadě dlouhodobé zkušenosti se odhaduje,
že 5 vo bonboniér z této linky není v normě (obsahuje více nebo méně bonbonů, než
mábyt). Na 1ince B je zkompletováno 45 %o denní produkce
a odhaduje se, že 4 7o bonboniér ztéto linky nejsou v normě.
ir{a modernější lince C, kterábéží zatím ve zkušebním pro-
yozlJ,je zkompletován zbytekdenní produkce, p ič emžpodle
odhadu j en 2 7o bonbo niér nej sou v norm é. Zkontroluj eme-li
bonboniéru náhodně vybranou z celé denní produkce, s jakou
pravděpodobností nebude v normě?
ŘBšBNí: Ukážeme si postup používajícívétuo plné pravděpodobnosti. označme si A
jev, že náhodně vybraná bonboniéra byla zkompletoviána na lince A, B jev, že by|a
zkompletována na lince B, a C jev, že byla zkompletoviána na lince C. Jevy A, B a C
evidentně tvo í pln systém vylučujících se jevri; ze zadáníptyne,že P(A) = 0,4, P(B) =
=0,45 a P(C) = I-0,4-0,45 = 0,15. Označme si N jev spočívající v tom, že náhodně
vybraná bonboniéra není v normě. Fakt,že 5 %obonboni& zkompletovanych na lince A
není v normě, musíme chápat jako podmíněnou pravděpodobnost, že bonboniéra není
v normě zapodmínky, žepocházíz linky A, tj. P(N|A) = 0,05. Podobně platí: P(N|B) =
= 0,04, P(N|C) =0,02.
Nyní mrižeme dokončit vypočet pornocí věty o plné pravděpodobnosti:
Roli jevuAhraje jev N, n =3 aroli jev Bt, Bz a 83 hrajíjevy A, B aC. Tedy:

P(N) = 
plp;4). P(A)+P(NIB).P(B)+P(Nlc),P(c) =

Cvičení
E V osudí je 6 bíl ch,8 červenl ch a 10 mod4 ch kuliček. Postupně bez wacení

vylosujeme dvě kuličky. S jakou pravděpodobností bude

první modrá,

druhá modrá, víme-li, že první byla červená,

druhá modrá (antž víme, jakou barvu měla prvníX

E v zásilceje400v robkri. znichž l50dodal závod,Aa250závodB.Každ závod
měl ve své dodávce 5 vadn ch v robkri. Jakáje pravděpodobnost, že vybereme
vadn v robek, pokud

a) jej vybíráme náhodně z celé zásilky,
b) nejd íve nráhodně vybereme dodávku, a tepfve poté zru v robek?

13B 3, PnRrrlĚpoDoBNosT

Ev
pr
jer

0,t

pa

-.

\i'liI'l . :

dr-rk, .
zkc,i,..- .

Řrs=,,

D, ,A, l
1\l',

(r zr,-l; -

Pt'li ', t_ ; ,-

Zcelil

PrakticL
Vyberer
hypotéz
nejpral-t
Zjtstíme
nyní sor
z link},]

-3,6 Rc

a}

bt

cl

a)

b)

c)



* -,)j A
'- :\ ia

o=la

- 
u-L \J

- - 3,=
- , Jrrě

-f\

,-! , \

:., _,,.]ťilí
. , -),_

rJl_

f11 ]-,,,,-11,L

, ltl

- -] -tl]
- ,-,] i!

V p ístroji jsou t i lampy, které pracují zcelanezáyisle. Pravděpodobnost poruchy
prvnílampy je0,1, druhé 0,2atíetí0,3. P ístroj jevyíazenzproyozllp iporuše
jedné lampy s pravděpodobností 0,25,píiporuše dvou lamp s pravděpodobností
0,6 a p i poruše t í lamp s pravděpodobností 0,9. Fungují-li všechny t i lampy,
pakje p ístroj v provozu vždy. Určete pravděpodobnost, že

a) nefunguje právě jedna lampa,

b) nefungují právě dvě lampy,

c) nefungují všechny t i lampy,

d) p ístroj jevyíazenzptoyozu.

Vrat'me se k loze B a položme si doplňující otázku: Jestliže vybereme z celé pro-
dukcenáhodněbonboniéru azjistime,ženenívnormě,sjakoupravděpodobnostíbyla
zkompletována na lince A, resp. na lince B, resp. na lince C?
ŘlšBNí: Použijeme označení a odvozené v sledky z ešení lohy B.
P edevším je t eba si uvědomit, že nyní máme vypočítatpodmíněné pravděpodobnosti
P(AIN), P(BIN) a P(C|N). K tomu použijeme definici podmíněné pravděpodobnosti
(vzorec 5), obecn yzotec pro násobení pravděpodobností (vzorec 6) á větu o plné
pravděpodobnosti (vzorec 9):

P(NlA).P(A)p(AlN)=ffi=

Zcela obdobně vypočteme

P(N lA) . P(A) +P(N 
l 
B) . P(B) +P(N lC) . P(C)

= 
0'95=',9'4 :48,78 %o.

a,04I

P(BlN)=P(BIN)
P(N)

P(N lB) .P(B)

P(N lA) . P(A) +P(N 
l 
B) . P(B) +P(NlC) . P(C)

= 
0'0!;?:a5 : 43 ,90 %o,

0,04I
P(NlC).P(C)p(clN) = "(:,:.*) =P(N) p(N lA) . P(A) +P(N 

l B) . P(B) +P(N lC) . P(C)

_ 0,02 ' 0,15 :7 ?) q^

0,041 
r )J- lv,

Praktick vyznam odvozenl ch vysledkri mrižeme vysvětlit t eba takto:
Vybereme-li náhodně bonboniéru a nezkoumiáme její kvalitu, pak máme celkem t i
hypotézy, odkud mriže pocházet - z linky A, B nebo C. Bez dalších informací je
nejpravděpodobněj ší hypotézou, že pochází z linky B (P(B) = 45 7o).
Zjistíme-li však, že vybraná bonboniéra není v normě, pak je t eba změnit odhad -
nyní soudíme, že s největší pravděpodobností (48,78 Vo) pochází z Linlq A, zatímco
zlinky B pochází s pravděpodobností pouze 43,9 Vo.
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Původní odhad pravděpodobnosti (45 %a),žeješĚnezkontrolovaná bonboniéra pochází
z linky B, jetzv. apriorní pravděpodobnost hypotézy B. Opravený odhad této pravdě-
podobnosti, víme-li, že nastal jev N, je tzv. aposteriorní pravděpodobnost hypotézy B.
Řešení úlohy C dává vcelku jasný návod, jak hledat aposteriorní pravděpodobnosti -
viz následující, již poslednívzotec v této kapitole.

10. Je-li A libovolný náhodný jev a 81, B'2, ..., B, libovolný úplný systém
vylučujících se jevů, tzv. hypotézjevu A, pak pro libovolnou hypotézu B7.,

1 < fr < n,platí tzv, Bayesův yzorec:

P(BtlA) =
P(AlBt) .P(Br)

P(AlBr) .P(Bl) +P(AlBz) . P(B)+. . .+P(AlB,) " P(B")

\1lrl,,;

\-ie .,
B..=
1rt'l t ; .

EI Komín tepelné elektrárny čas od času vypouští
škodlivych emisí. Z dlouhodobé zkušenosti víme,
píípadri (v jedné setině provozní doby).
i.{a komín bylo namontováno čidlo sledující množství emisí.
Toto čidlo však není stoprocentně spolehlivé. P i jeho kalib-
racibylo zjištěno,že pokud komín ve skutečnosti vypouští prí-
pustné množství emisí, pak čidlo indikuje nadlimitní množství
s pravděpodobností 4 %r, hraniční množství s pravděpodob-
ností 5 Vo a p ípustné množství s pravděpodobností 91 Vo. Po-
kud komín ve skutečnosti vypouští nadlimitní množství emisí,
pak čidlo indikuje nadlimttní množství s pravděpodobností
92 Vo, hraniční množství s pravděpodobností 5 Vo a p ípustné
množství s pravděpodobností 3 %b.Zjisíí-li obsluha, že čidlo právě ukazuje nadlimitní
množství emisí, s jakou pravděpodobností opravdu komín nadlimitní množství právě
vypouští?

ŘešBŇ: Y iloze mrižeme rozlišit celkem pět nráhodn ch jevri:
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o jev A2: čidlo indikuje hraniční množství emisí;

o jev 43: čidlo indikuje p ípustné množství emisí.

Samoz ejmě platí, že Bz = B'1, ale ponechme oznŇení ve stavu co nejpodobnějším
Bayesovu vzorci.
Ze zadání znítme apriorní pravděpodobnosti jev 81 a 82 (apriomí zde znamená
privodní, odhadnuté jen na ziákladě píedchozízkušenosti bez použití informace zčidla).
Tyto jsou: P(Bl) = 0,01 a P(B) = 0,99.
Dále ze zaďání známe podmíněné pravděpodobnosti toho, co ukáňe čidlo, víme-li, jaká
je skutečná hladina emisí:

P(AlI81) =0,92, P(A2|B1) =0,05, P(A3|81)=0,03,
P(AlI82) =0,04, P(^2|B =0,05, P(AlIBz)=0,91.

Máme vypočítat pravděpodobnost, že komín vypouští nadlimitní množství emisí, víme-
-1i, že čidlo ukazuje právě tuto skutečnost, tj. máme spočítat podmíněnou pravděpo-
dobnost P(Bl IA1).
Vše je p ipraveno k použití Bayesova vzorce, Možné hypotézy zde máme jen dvě:

81 aB2, tj. n v Bayesově vzorci je rovno dvěma. Roli jevu A z Bayesovavzorce zdg
hraje |ev A1. Podle yzotce 10 již snadno dostaneme:

P(Br lAr) =
P(Ar lBr).P(Br) 0,92.0,01

p(Ar lBr) .P(B1) +P(Ar lBz) . P(B) 0,92. 0,01 +0,04 .0,99

=9'O9?? = 18 .85 7o.0,0488 -)--

Praktick v znan právě odvozeného v sledku je p ekvapiv . Ukazuje-li čidlo nep í-
pustné množství emisí, jen s cca í97o pravděpodobností tyto emise komín skuteČně
vypouští. Je to zptisobeno nedokonalostí čidla v kombinaci s tím, že skutečné p ekro-
čení hraničního množství emisí nastává jen velmi zííďka. Poznamenejme ještě, že číslo
ve jmenovateli zlomku je podle věty o riplné pravděpodobnosti rovno pravděpodob-
nosti jelrr A1. Zjistili jsme mimoděk, že i když komín vypouští nadlimitní množství
emisí jen v jedné setině provozní doby, čidlo indikuje (dfty chybovosti) nadlimitní
množství s pravděpodobností 0,048 8, tj, p ibližně v jedné dvacetině provozní doby.

iiiiiiiiil]ii;!i,-!,,:,,,i

í-iiíffi

Pravděpodobnostním stromem se prochízí zleva doprava, a to v náhodně zvoleném
čase během pracovní doby. V tomto čase mohou nastat dva vylučující sejevy, v baye-
sovské terminologii tzv. hypotézy nebo také tzv. p irozené stavy, ve kter ch se komín
nachází - komín buď vypouští p ípustné, nebo nep ípustné množství emisí. Proto se
strom rozděluje na dvě větve, pod nimijsou zapsány pravděpodobnosti obou hypo-
íéz. Další rozvětvení stromu vyjad uje možné stavy čidla - tzv. pozorovatelné jevy,
Známe podmíněné pravděpodobnosti těchto jev zapodmínky platnosti jednotliv ch
hypotéz- tyto jsou opět zapsány pod jednotliv mi větvemi. Vpravo vedle každé větve
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jsou zapsiány součiny pravděpodobností podél této větve. První tento součin 0,0092
vyjadřuje sdruženou pravděpodobnost toho, že komín vypouští nadlimitní množství
emisí a současně čidlo správně indikuje emise nad limitem. V zavedeném označení
jde o vztah:

P(A1 n Br) = P(ArlBr).P(Br) = 0,92, 0,01 = 0,0092.
Podobný vý znam mají i zbylé součiny.

0,009 2

0,000 5

0,000 3

0,039 6

0,049 5

0,900 9

Obr, 3.5

Naší lohou bylo vypočítat podmíněnou pravděpodobnost jevu, že komín vypouští
množství emisí nad limitem, víme-li, že čidlo indikuje emise nad limitem. Tuto prav-

děpodobnost dostaneme pomocí sfromu takto:

Driležité jsou pro nás nyní jen větve pffslušné ke stavu čidla nad limitem (d. 1. a 4. vě-
tev odshora - jsou vyznačeny červeně). Součet sdružen}ch pravděpodobností podél
těchto dvou větví, tj. 0,0092+0,0396 = 0,0488, vyjad uje Qak jIž bylo konstatovráno)

pravděpodobnost, že čidlo ukazuje stav nad limitem. Vydělíme-li sdruženou pravděpo-

dobnost stojící u první větve, tj. 0,009 2 pravděpodobností 0,048 8, dostaneme konečn
v sledek.
Strom je vlastně grafickou podobou Bayesova vzorce - podívejte se ještě jednou na

konečn v počet v privodním ešení rilohy a pokuste se beze zbytku porozumět, jak
s tímto v počtem koresponduje náš strom.
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Vrat'me se ještě k tiloze D.

a) Zjisti-li obsluha, že čidlo právě ukazuje hraniční množství emisí, s jakou pravdě-

podobností komín v tomto okamžiku opravdu vypouští nadlimitní množství?
Co m žeme íci o jevech komínvypouštínadlimitnímnožství emisí ačidlo indikuje
hranič ní mno žs n í emi s í?

ŘršBŇ: Zkuste sami _ je v hodné použít strom z p edchozí rilohy. Driležité pro

v počet jsou tentokrát 2. a 5. vétev stromu.
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čidlo nad limitem

komín nad limitem

komín v normě

0,91

il

0,92

čidlo na hranici
0,01 0,05

čidlo v normě
0,03

čidlo nad limitem
0,04

čidlo na lrranici
0,05

čidlo v normě

0,99
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b) Zjistí-li obsluha, že čidlo právě ukazuje p ípustné množství emisí, s jakou pravděpo-
dobností je vše v po ádku, tj. komín v tomto okamžiku opravdu vypouští p ípustné
množství?

ŘsšBNí: Zkuste sami - mrižete opět použít strom z píeďchozítilohy. Driležité pro
v počet jsou 3. a 6. větev stromu.

Gvičení
P llustrujte ešení rilohy C pravděpodobnostním stromem. Jak mrižeme určit po-

mocí stromu podmíněnou pravděpodobnost, že vybraná bonboniéra, která nevy-
hovuje normě, byla zkompletována na lince A?
Je znám o, že 9 O Vo v r obk& odpovídá s tandardu. B yla v ypr ac ov ána zjednodušená
kontrolní zkouška, která u standardního v robku dá kladn v sledek s pravděpo-
dobností 0,95, zatímco u v robku nestandardního s pravděpodobností 0,2. Jaká
je pravděpodobnost, že vlfoobek, u něhož zkouška dopadla kladně, je standardní?

]l Petr si chce koupit v bazaru starší auto určité značky. Je známo ,že zhrubačtvrtina
takov ch aut má vadnou p evodovku. Petr se v autech moc nevyzná, domluví sé
proto se znám m automechanikem, aby s ním šel auto projet a odhadl stav vozu.
Automechanik však též není neomyln - ve 20 7o píípadi píi jízdé vadu p evo-
dovky neodhalí a naopak v IO Vo p ípadri, kdyje p evodovka v po ádku, tvrdí,
že je vadná, S jakou pravděpodobností Petr koupí auto s dobrou p evodovkou,
tvrdí-li automechanik, že je v po ádku?
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E V krabici jsou matice a šrouby. Náhodně zWabice vybereme jednu součástku.
Označme sityto jevy:

A: vybraná součástka je šroub,

B: vybraná součástkaje tezavá,

C: vybraná součástka má levotočiv závit.

a) Kdy nastane jev D = An BnC/?
b) P i jaké podmínce bude platit rovnost A n B n C = A?
c) Kdy bude jev C/ podjevem jevu B?
d) Kdy bude platit rovnost A/ = B?
e) Bude platit rovnost A/ = B, kdyžžáďn šroub nebude rezav ?
f) Co vyjad uje jev E = A u B?

P Plesová tombola má 1 000 losri. Jakou pravděpodobnost hlavní vyhry v tombole
má návštěvník plesu, ktet si zakoupil 20 losri?

El Nu šachovnici náhodně na dvě rrizná políčka umístíme dvě věže, bílou a černou.
S jakou pravděpodobností se navzájem ohrožují?

P Vetitet záchranné operace soudí, že kdekoli v oblasti ve tvaru čtverce o délce
strany 200 mil mriže b t člun s trosečníky.
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a) S jakou pravděpodobností ho objeví záchranné letadlo, které proletí celou
oblastí po přímce od sředu jedné strany čtverce ke sředu protilehlé strany,
má-li pilot po celou dobu letu dostatečný rozhled na vzdálenost25 mi|?

b) Druhé zácluanné letadlo proletí nad oblastí stejným způsobem, ale kolmo na
trasu prvního. S jakou pravděpodobností objeví člun alespoň jedno z obou
letadel?

c) Vyřešte znovu otá.zkl a), letí-li letadlo nad úhlopříčkou čtverce. Je tento
způsob letu efektivnější z hlediska pravděpodobnosti nalezení člunu?

d) Vyřešte znovu otázku b), letí-li obě letadla po úhlopříčkách čtverce. Je tento
způsob efektivnější z hlediska pravděpodobnosti nalezení člunu?

Krychle má všechny stěny obarvené. Rozřežeme ji na 1 000 stejných krychliček
a tyto pečlivě promícháme. Vybereme-li náhodně jednu krychličku, s jakou
pravděpodobností bude mít

a) jednu obarvenou stěnu,

b) dvě obarvené stěny,

c) ři obarvené stěny?

d) S jakou pravděpodobností nebude ani jedna stěna obarvená?

Je pravděpbdobnější získat součet 9 při hodu dvěma kostkami, nebo řemi kost-
kami? Doložte výpočtem.

Ze 100výrobků, mezi nimiž je 15 nekvalitních, náhodně vybírámekekontrole 10.
Ukazalo se, že prvních 8 výrobků bylo kvalitních. Jakáje pravděpodobnost, že
i devátý výrobek bude kvalitní?

Prodejce luxusních pánských obleků má zkušenost, že zákazníci požadují krej-
čovskou úpravu u I0 7o prodaných kalhot a u 15 7o prodaných sŇ. U 'l Vo

zakoupených obleků zákazníci požadují úpravu jak kalhot, tak saka. S jakou
pravděpodobností u náhodně vybraného prodaného obleku

nebude požadována žáďná (lptava,,

bude zákaznk požadovat jen jednu ripravu (kalhot
nebo saka, ne však obojího)?

Prodá-li obchodnft za odpoledne čty i obleky
čty em různym zákazníkrim, s jakou pravděpodob-
ností bude požadována alespoň jedna prava saka?
Jakou vlastnost náhodn ,ch jev jste p i vypočtu
p edpokládali?

d) Prodá-li obchodnft čty i obleky jednomu zákazní-
kovi, m žeme odhadnout, s jakou pravděpodobností
bude požaďována alespoň jedna prava saka?

Z celkového počtu 26 žákitííďy, ve které je 12 chlapc a 1

3 zástupci t ídy. Jakáje pravděpodobnost, že to budou

a) povze chlapci,
b) dvě dívky a jeden chlapec?

4 dívek, jsou losováni
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Iu Jeden tah sportky spočívá ve vylosování6 zákJadních ajednoho dodatkového
čísla z množiny čísel od I do 49. Vsadímeli jeden sloupec (tj. označíme-li
na jednom sloupci tiketu šest čísel z této množiny), s jakou pravděpodobností
vyhrajeme v tomto tahu tzv.

a) tíetipo adí,

b) čtvté po adí,

c) páté po adí?

Up esněme, že etípoíaďívyhráváten, kdo označí právě pět čísel z šesti základ-
ních losovan ch, čtvrté po adí vyhrívá ten, kdo označí čty i čísla ze šesti a pro
v hru pátého po adí je tíeba oznŇit tíi z uv eden ch čísel. Dodatkové číslo nemá
ani na jedno z těchto po adí vliv.

Honzaa Pavel hodíkažd jednou kostkou. Vyhraje ten, komu padne větší číslo.
(Kdyby padla stejná čísla, hod by opakovali.) Po hodu se Honza raduje, že vy-
hrál - s jakou pravděpodobností mu padla pětka?

Na určité škole propad á 15 7o studentri z matematiky, I0 Vo z fyzrky a 5 Vo z oboa
těchto p edmětri. Označme si symbolem A jev, že náhodně vybran student
propadá z matematiky, a symbolem B jev, že náhodně vybran student propadá
zfyziky, Jsou tyto dva jevy nezávislé?

rtr Je známo, že chlapcti se rodí v pruměru o něco více
než dívek. Na základě statistick}ch daj pro Českou
republiku mtižeme pravděpodobnost natození chlapce
aproximovat ČÍslem 0,51 6 a pravděpodobnost narození
dívky číslem 0,484. S jakou pravděpodobností jsou mezi
osmi dětmi, které se narodily v určité porodnici určity
den, alespoň t i dívky? Jakby se tato pravděpodobnost změnila, kdybychom (ne-

P esně) p edpokládali, že pravděpodobnosti narození chlapce a narození dívky
,jsou stejné?

l!| Revizor ze zkušenosti ví, že zhruba ve čtvrtině tramvají najde p i kontrole čer-
ného pasažéra. Kolik tamvají musí zkontrolovat, aby měl alespoň 95%o jistotu,
že alespoňjednoho černého pasažéra objeví?

l[| V Četních dokladech určité firmy je chyba. Kontrolují je nezávisle na sobě dva
audito i. Prvru z nich chybu odhalí s pravděpodobností 0,9, druh s pravděpo-
dobností 0,95. S jakou pravděpodobností ji odhalí alespoň jeden z nich?

l[t sonda má dvě kamery které pracují nezávisle na sobě. každáznich je vybavena
pro p ípad poruchy korekčním mechanismem. Pravděpodobnost poruchy libo-
volné kamery je 0,1, porouchá-li se, pak se ji pomocí korekčního mechanismu
s pravděpodobností 0,3 poda í zprovoznit. S jakou pravděpodobností sonda kvrili
poruchám nic nenafilmuje?

lfl Do bazénu píitéká voda t emi vzájemné nepropojen mi čerpadly. První se po-
rouchá s pravděpodobností 0,08, druhé s pravděpodobností 0,I aňeti s pravdě-
podobností 0,12.

a) Jaká je pravděpodobnost, že se porouchají alespoň dvě čerpadla?
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b) Je-li z pomalé rychlosti napouštění zíqmé, že jedno čerpadlo nefunguje,
s jakou pravděpodobností je jím první z nich?

lE Ťři sřelci vystřelili každý jednou na vzdálený terč.Z jejich dosavadnívýkonnosti
odhadujeme, že první zasáhne terč v pruměru v 87 případech ze sta, druhý
v pruměru v 72píípadech ze sta a třetí v průměru v 65 případech ze sta. V terči
byly zjištěny dvazásahy. S jakou pravděpodobností minul řetí sřelec?

fPl rotreUu součástek pro výrobu kryj e závodzedvou dflen. První dílna vyráhí8} Vo

všech součástek,píičemžze 100 součástekje 80prvníjakosti. Druhádílnavyrábí
20 Vo všech součástek, přičemž na 100 součástek připadá 75 prvníjakosti.

a) Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vybraná součástka je prvníjakosti?

b) Jakáje pravděpodobnost, že náhodněvybraná součástka prvníjakosti byla
vyrobena v první dílně?

EU Při výrobě 30 7o pílsttojů byl použit zpřísněný technologický režim, zbylýclt
7O Vo píístlojů bylo vyrobeno ve standardním režimu. Ze statisticlcýchzáznarrďl
je ve firmě známo, že 92 7o přístrojů vyrobených ve zpřísněném režimu se
během zárúní doby neporouchá, zatímco z přístrojů vyrobených standardně se

neporouchá jen78 7o. Víme-li, že se námi zakoupený přístroj do konce záruční
doby neporouchal, s jakou pravděpodobností byl vyroben ve zpřísněném režimu?
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Exxu

Teorie .pravděpodobnosti jako součást matematiky vznikla
v polovině 17. století. ZáI<Iaďní inspirací byla snaha popsat
a ešit rtzné problémy spojené s hazardními hrami, zejména
s hrou v kostky. Francouzsky šlechtic ahazardníhráč Cheva-
lier de Méré byl p esvědčen, že sázkafiato,že mu ve24 hodech
dvěma kostkami padne alespoň jednou součet 12 neboli dvo-
jice šestek, musí b ,tq hodná. Jinymi slovy, myslel si, že prav-
děpodobnost takovóho jevu je větší nežjedna polovina. Pro-
tože však dlouhodobě spíše prohrával, obrátil se v roce 1654
s prosbou o radu na tehdejšího věhlasného matematika Blaise
Pascala. Na základě tohoto impulzu proběhla korespondence
mezi Pascalem a dalším uznávanym matematikem Pierre de
Fermatem. Dá se ííci, že jejich společné bádání položilo zá-
klady teorie pravděpodobnosti. Mimochodem, dovedli byste
vy ešit Mérériv probLém? Vě íme, že po prostudov ání této ka-
pitoly je to pro vás snadné.

Zánady teorie pravděpodobnosti jako matematické discipliny později rozvinul Chris-
tian Huygens ve své práci De Ratiociniis in Ludo Aleae, věnované pravděpodobnost-
ním problémrim v hazardních hrách. Tato tematika se poměrně rychle zpopularizova|a,
a proto našel následovníky, mezi néž se adí nap . Abraham de Moivre nebo Jacob
Bernoulli. o Bernoulliově schématu se mťržete dočíst v této učebnici. Moivre ve své
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Práci The Doctrine of Chance: A Method of Calculating the Probabilities of Events in
Play,kde se mimo jiné poprvé objevila definice nezávislosti jevri, odvodil též centrální
limitní větu.

Zdaleka nejv y znamněj š ím a do dne s in spirati vním kl a s ikem te -
orie pravděpodobnosti byl však Pierre-Simon Laplace { 1 ] 49-
1821). Ve svém monumentáIním díle o teorii pravděpodob-
nosti (Théorie analytique des probabilités) nejen že systema-
tizoval veškeré poznání svych p edchtidcťr, aLe dalekosáhle, je
rczpracoval i aplikoval na témě všechny oblasti tehdejšfto
vědeckého poznání - od fyziky až po sociální vědy. Mimo
jiné objevil jednu z klíčov ,ch formulí teorie pravděpodob-
nosti, známou dnes jako Bayesťrv teorém, odvodil teoretickó
tozloŽení chyb (tzv. Gaussovu k ivku) pro některé konkrétní
experimenty atd.Pierre-Simon Laplace

Laplace pozvedl teorii pravděpodobnosti na tiroveň, která pak celé století po jeho smrti
nebyla p ekonána. Novější v voj sledoval dvě hlavní linie: Jednaz nich se zab vala
zqménapravděpodobností v kontextu tzv. hromadnych jevri a fakticky vedla k v pod-
statě statistickému pojetípojmu pravděpodobnosti (tzv.frekvencionistickóško|a, jejímž
hlavním propagátorem byl Richard von Mises). Matema-
tici Yazení do druhé vlivojovó linie se snažili postavit teo-
rii pravděpodobnosti na modernější základy. Tato linie je
charakteňzována zejména ptacemi vědcri Markova, Čeby-
ševa, a hlavně Andreje lt{ikolajeviče Kolmogorova. Po-
slední ze jmenovanych ve své monografii GrundbeTriffe
der Wahrs cheinlichkeitsre chnung vybudoval axiomatickou
teorii pravděpodobnosti. V této l<rlirze apozdějších článcích
zayedl fundamentální pojmy jako podmínéná st ední hod-
nota, náhodná proch ázka, stochastickli integrál, dynamicky
systém atd.

A. I . Kolmogorov

Ve dvacátém století proběhla pravděpodobnostní revoluce ve fyzice, zejména pokud
jde o statistickou fyziku, kvantovou mechaniku, teorii chaosu, informační fyziku apod.
DalŠí aplikace teorie pravděpodobnosti mrižeme najít v naprosto rozdíln ch vědeck ch
oblastech, jako je genetika, biologie, psychologie, ekonomie, finanční matematika či
optika. Ve skutečnosti by bylo nejspíš obtížné najít vědní obor, ve kterém by se aplikace
teorie pravděpodobnosti v bec neobjevovaly.
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