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Predmluva

Tato skripta jsou urCena zejména pro posluchace inZenyrského studia, Ize je vSak
pouzit i v jinych typech studia, kde se pfednasi tato latka v obdobném rozsahu.
Skripta obsahuji standardni partie teorie oby¢ejnych diferencidlnich rovnic, kte-
ré tvoii nezbytnou ¢ast matematického vzdélani inZenyra. Hlavni pozornost je
vénovana tzv. elementdrnim metoddm TeSeni, tj. praktickym vypocetnim algo-
ritmim. Text si ale rovnéz v8§ima presného zavadéni pojmi a spravné formulace
zdkladnich teoretickych vysledkti o téchto rovnicich. Ditkazy nejsou vzhledem
k rozsahu skript v naprosté vétsiné provadény. Na ukdzku jsou uvedeny nékte-
ré z nesCetnych aplikaci diferencidlnich rovnic. V ur€itych ¢astech text mirné
piesahuje béZny kurs a aspon pro orientaci se zmifiuje o dalsich oblastech, kte-
rymi se zabyva vlastni teorie diferencidlnich rovnic. Sem pat¥{ zv1asté zavérecny
oddil, vénovany rovnicim s nespojitou pravou stranou. Vzhledem k tomu bude
mozné skripta vyuZzit i pro eventualni pfednasky vybranych partii z oby&ejnych
diferencidlnich rovnic v doktorandském studiu.

Pro hlubsi zajemce o teorii oby¢ejnych diferencidlnich rovnic uvaddim nésle-
dujici orienta¢ni (a velmi struny) pfehled doporucené literatury:
Mezi pomérné piistupné prace patii [17, 18, 20, 29]. Prace [21, 22] obsahuji
pékny a presny vyklad tzv. elementarnich metod véetné dikazi. Hlubokym z4-
jemctm lze pak doporucit [5, 6, 14]. Jde v8ak o velice ndro¢né texty (zv1asts [6]
a [14]), které jsou ureny profesionalnim matematikiim s potfebnym predb&znym
vzdélanim. Ve vSech uvedenych pracich lze nalézt dalsi literaturu o obycejnych
diferencidlnich rovnicich, kterd je nesmirné rozsihla.

Predklddana skripta byla vysazena pomoci pocitate PC uZitim systému
IATEX. Obrazky ve druhém vydani byly nakresleny pfevdzné pomoci progra-
mu METAFONT. I kdyz tvorba zdrojového souboru je ¢asové pomé&rné naro¢na,
vzhled textu je odménou za vynaloZenou ndamahu. Autor doufd, Ze podoba skript
usnadni ¢tenafi studium a ten oceni nejen vzhled skript ale snad i jejich obsah.

Na z&vér bych chtél podékovat doc. RNDr. Zdeiiku Smardovi, CSc. z FE
VUT Brno a RNDr. Vladimiru Vetchému, CSc. z katedry matematiky VA Brno



za peclivé pro¢teni prvniho vydéni skript a fadu p¥ipominek, které zlepsily text
a odstranily mnohé chyby a nepfesnosti. Ve druhém vydéni byly navic prove-
deny mensi vzhledové tpravy a opraveny nikteré pieklepy, nepfesnosti a chyby
v zaddnich p¥ikladd a vysledcich.

Brno, 15. 4. 1995 Jaromir Kuben
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Kapitola 1

Obycejné diferencialni
rovnice prvniho radu

1.1 Uvod

Obycejnymi diferencidlnimi rovnicemi* rozumime rovnice, v nichz se vyskytu-
ji nezndmé funkce jedné proménné, a to vCetné svych derivaci (alespoii néja-
ké derivace nezndmé funkce se musi v rovnici vyskytnout; jinak by $lo o tzv.
funkcionalni rovnice). Ukolem je tyto funkce uréit. Uvedeme nékolik piikladi
takovych rovnic.

1

Ly =y
ReSenim je zfejmé& nap¥. funkce y = e® ale rovnéZ jakakoliv funkce tvaru
y = ce®, kde c € R je libovolna konstanta.

2.y =—y
ReSenim jsou napiiklad funkce y = sinz, y = cosz ale téZ funkce tvaru
y = cipcosx + cosinz, kde ¢1, ¢ € R jsou libovolné konstanty.

3. 2y/y2 _ (y/)B _ 639: =0
ReSenim je nap¥. funkce y = e®.

4. y'y*+y' +y?sinz —cosz =0
Refenim je nap¥. funkce y = sin z.

JiZz z predchozich prikladt je vidét obrovskou rtznorodost téchto rovnic.
Oby¢ejné diferencidlni rovnice tfidime podle jejich 7ddu, coZ je nejvyssi derivace
neznamé funkce, kterd se v rovnici vyskytuje. Tedy rovnice z 1. a 3. prikladu
jsou prvniho fadu, rovnice z 2. a 4. ptikladu jsou druhého Fadu.

1Diferenciilni rovnice, v nich? nezndmé funkce maji vice proménnych, se nazyvaji parciilni.



2 Obycejné diferencidlni rovnice prvniho radu

Resenim oby&ejné diferencidlni rovnice rozumime funkci, kterd vyhovuje da-
né rovnici na né€jakém intervalu. Z 1. a 2. piikladu je vidét, ze takovych FeSeni
miZe byt vice, dokonce nekoneéné mnoho. Jedno konkrétni FeSeni nazyvime
partikuldrni Teseni. Podafi-li se ndm najit univerzalni vzorec, ve kterém jsou
zahrnuta vSechna partikuldrni feSeni, mluvime o obecném reseni. Podrobnéj,
obecné feSeni bude vzorec obsahujici jednu nebo vice libovolnych konstant, je-
jichZ konkrétnimi volbami dostaneme vS8echna moZnd partikuldrni feSeni dané
rovnice. PoCet konstant odpovid4 v podstaté fadu rovnice. Lze napf. ukizat, Ze
y = ce®, c € R, je obecné TeSeni vySe uvedené rovnice y' = y.

Obycejné diferencialni rovnice maji rozsahlé aplikace. Nékteré si uvedeme
v pribéhu dalsiho vykladu. S mnohymi se setkdte v fadé dalsich predméti,
jako mechanika, fyzika, pruznost, pevnost, zdklady elektrotechniky, pfedméty
specializace atd. Bez nadsazky lze Fici, Ze diferencidlni rovnice pat¥i k jedné
z nejvyznamnéjsich oblasti, co se tyka aplikaci matematiky. S vyvojem jejich
teorie je spjata fada jmen vyznamnych matematikd minulosti i soucasnosti,
vCetné Ceskoslovenskych matematiki. JelikoZ neni nasim tkolem dé&lat historicky
pfehled, omezime se na to, Ze v dal§im vykladu uvedeme na vhodnych mistech
asponl jména se zdkladnimi faktografickymi udaji téch matematikt, ktefi jsou
spjati s pocatky teorie obycCejnych diferencidlnich rovnic.

1.2 Kvalitativni teorie diferencialnich
rovnic 1. radu

1.2.1 Zakladni pojmy

Necht F(z,y, z) je funkce t¥i promé&nnych, ktera je definovana na oteviené mno-
7in& Q C R3. Pak rovnice
F(z,y,4) =0 (1.1)

se nazyva obycejnd diferencidlni rovnice 1. fddu v implicitnim tvaru s nezndmou
y(z).

Definice 1.1 Necht h(xz) je funkce definovani na otevieném intervalu J. Pak
h(z) se nazyva feseni rovnice (1.1) na J, jestlize h(x) ma derivaci, pro kazdé
x € J je (z,h(z),h'(z)) € Q a plati

Flz,h(z),h (z)] =0, € J

Pii vySetfovani vlastnosti obycejnych diferencidlnich rovnic je dulezity pri-
pad, kdy lze z rovnice (1.1) osamostatnit ', tj. ziskat tzv. explicitni tvar obycejné
diferencidlni rovnice 1. Tddu

y, = f(may)v 7 (1'2)

kde f(z,y) je funkce dvou proménnych definovand na oteviené mnoZiné Q C R2.




1.2 Kvalitativni teorie diferencidlnich rovnic 1. fddu 3

Osamostatnéni ' neni nékdy jednoznaéné. Pak rovnici v implicitnim tvaru
odpovida (lokalné) vice rovnic v explicitnim tvaru. Napf¥. rovnice

2
yl _ x2 — O
je ekvivalentni dvéma rovnicim
/ /
y==z 9y =-—z.

Ne vzdy je prakticky (tj. pomoci elementarnich funkci) mozné rovnici (1.1)
roziesit vzhledem k 3’. Jako obecny néstroj zde slouZi v&ta o implicitni funkci
—viz nap¥. [7]. V dalsim budeme pfedpokladat, Ze rovnice ma tvar (1.2).

Jestlize y(x) je TeSeni rovnice (1.2), které v bodé z, ma hodnotu y,, tj.
y(x,) = Yo (Fikdme, Ze FeSeni prochézi bodem (z,,y,) ), pak musi platit

Y (@) = flzo, y(z0)] = f(Zo, Yo).

Jestlize tedy FeSeni prochazi bodem (z,,y,), jsme schopni Fici, i kdyZ nemédme
vzorec y(z), jaka je smérnice teCny (tj. derivace) k y(x) v bodé (z,,y,). Je to
totiZ pravé &islo f(x,,y,). Z toho divodu zaviddime nasledujici pojmy.

y

Yo

el

Obr. 1.1: Lineédrni element diferencidlni rovnice

Y

@) To T

Definice 1.2 Trojice Cisel (2o, Yo, f(Zo,¥0)), (To,Yo) € £, se nazyva linedr-
ni element diferencialni rovnice (1.2). Mnozina vSech linedrnich elementd dané
diferenciadlni rovnice tvori jeji smérové pole.

KaZzdy linedrni element mZeme zndzornit jako vazany vektor (Sipku) umis-
tény do bodu (z,,¥y,), pfifemz piimka urend timto vektorem mé smérnici
f(2o,Yo) — viz obr. 1.1, kde tgp = (o, Yo)-

Tento vazany vektor lze pfedem zkonstruovat v kazdém bodg (z,,y,) € Q.
Funkce y(z) je pak feSenim rovnice (1.2) pravé tehdy, kdyZ méa nésledujici vlast-
nost:



4 Obycejné diferencidlni rovnice prvniho radu

V kaZdém bodg, kterym y(z) prochzi, Je pfisluSny véazany vektor
tecny ke grafu funkce y(z).

Tuto vlastnost lze vyu#it k vytvofeni pfedstavy, jak asi FeSeni dané rovnice
vypada. Sestrojime hustou sit bodd a v nich nakreslime line4rni elementy. Ty
nam ukazuji, jak asi feSeni probihaji.

Priklad 1.1 Sestrojte smérové pole rovnice y' = 22+y? a nartndte tvar fedeni.

ReSeni: Uréime mnoZziny bodd, které odpovidaji stejnym hodnotdm smérni-
ce k. Ty ziskdme YeSenim rovnice z2 + y2 = k. Z¥ejmé mus{ byt k > 0.
Pro k = 0 dostaneme jediny bod (0, 0), v némzZ je tena vodorovna, tj. je to
osa .
Pro k = 1 dostaneme body na kru#nici z2+y? = 1, v nich teény sviraji s osou x
thel arctgl = Z. o
Pro k = 2 dostaneme body na kruznici z2+y2 = 2, v nich teCny sviraji s osou x
uhel arctg2 = 1,1071.
Pro k = ; dostaneme body na kruznici 22 +y2 = %,V nich% tetny sviraji s osou z
Ghel arctg 3 = 0,4636 atd.
Situace je zndzornéna na obr. 1.2, v ném3 jsou rovnéZ nalrtnuta t¥i feSeni. Po-
drobné&ji je mozné zjistit, %e kazdé FeSeni Je rostouci a je definované pouze na
ohrani¢eném otevieném intervalu, v jehoZ krajnich bodech m4 nevlastni limity.

Na z4vér se jeSt8 strutné zminime o tzv. Eulerovijch? polygonech. Necht je
To <1 <:++ < ZTn, n2> 1. Pokusime se pfiblizné najit Yeseni y(x) na intervalu
(%o, Tn), pritem? piedpoklddame, Ze y(zg) = yo. Sestrojime p¥imku, ktera pro-
chézi bodem (o, yo) a m4 smérnici f (z0,90). Ta protne piimku z = z; v bods
(z1,%1). Nyni sestrojime pfimku, ktera prochézi bodem (z1,y;) a m4 smérnici
f(z1,y1). Ta protne p¥imku z = z, v bods (72,y2) atd. Lomen4 ¢ara urdens
body (o, %0), (1, 91),- - -, (Zn, yn) se nazyva Euleriv polygon. Situace je zachy-
cena na obr. 1.3.

V teorii diferencidlnich rovnic jsou dile¥ité nasledujici t¥i otazky:
— zda m4 dan rovnice viibec néjaké fedeni,
— pokud né&jaké feSeni ma, kolik je jich celkem,
— jak lze feSeni nalézt.

Odpovéd na tyto otazky bude ¢asteéns zodpovézena v ndsledujicich odstavcich.

2Leonard Euler (1707~ 1783) (&ti ojler) — $vycarsky matematik, fyzik, mechanik a as- "
tronom. Pisobil pfevazné v Petrohrads. Jeden z nejvétsich matematikd viech dob. Napsal
kolem 850 praci (véetné mnohodilnych monografii). Ovlivnil viechny zdkladni matematické
discipliny . Od r. 1766 byl slepy (diktoval svym Zakam).
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Obr. 1.3: Euleriv polygon
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1.2.2 Existence a jednoznacnost FeSeni

Jiz z tvodnich piikladd na str. 1 je zfejmé, Ze zcela b&Zné rovnice maji neko-
nec¢né mnoho feSeni. Klast si proto otdzku, zda FeSeni je jediné, neni rozumné.
Jednoznacnost je tfeba chapat jinym zpisobem a to tak, Ze na feSeni budeme
mit jeSt€ dalsi pozadavky. RovnéZ je tfeba zpiesnit vlastnost mit Feseni.

Definice 1.3 Necht (zo,yo) € Q. Pak tloha najit feseni y(x) diferencialni rov-
nice (1.2), které je defimované na n&jakém intervalu I obsahujicim bod z( a které
spliiuje tzv. pofateéni podminku y(zo) = yo, se nazyva Cauchyova® poldtecni
tloha.

Bude nas zajimat, za jakych podminek bude mit po¢ateéni iloha feSeni a kdy
bude toto feSeni jediné.

Véta 1.1 (Existenéni) Necht f(z,y) je spojitd na oteviené mnoziné Q. Pak
pro kaZdé (xo,yo) € Q md tdloha

/

y = f(xa y)a y(l'(]) = Yo (13)
alespom jedno Teseni.

Spojitost tedy zarucuje, Ze kazdym bodem prochdzi alesponi jedno feSeni,
definované na néjakém (obecné dostateéné kratkém) intervalu.Nezajim4 nas za-
tim, jak moc lze tento interval ,natahnout“. Toto FeSeni v8ak nemusi byt jediné,
jak ukazuje néasledujici priklad.

Priklad 1.2 UvaZujme rovnici y' = 2,/|y|. Ovéfte, Ze tato rovnice m4 (mimo
jind) feSeni y = 0 a FeSeni tvaru

_f(@x=¢)? z>c
Me = 0, 2 < e,

kde ¢ € R{ je libovolné &islo.

Reseni: Skuteén&. Funkce y = 0 nai rovnici spliiuje a totéz plati pro ye,
kdyz x < c.
Déle pro z > cje y, = 2(z — c¢) = 2+/(z — ¢)? = 2/7..
Tedy pocatecni tloha
y'=2Vlyl, y(0)=0

mé nekoneéné mnoho feSeni, a toy =0 a y. = { 0 r<e’ ¢F
X )

viz obr. 1.4.

3 Augustin Louis Cauchy (1789-1857) (&ti kosi) — vynikajici francouzsky matematik.
Napsal pres 700 praci. Polozil zdklady soudobé matematiky, pfedeviim analyzy.
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A

:c—l ac——25 a:—c

W

Obr. 1.4: ReSeni rovnice y' = 2+/|y|

Je zfejmé, Ze pokud prochdzi danym bodem (zg,yo) vice riznych FeSeni,
kterd se ,rozvétvuji“ v daném bodé, maji viechna tato feSeni v bod& (xo,yo)
spole¢nou te¢nu — viz obr. 1.5.

Nezajima nés, zda se TeSeni rozvétvuje nékde ,dal“. To vystihuje nésledujici
definice.

Definice 1.4 Rekneme, Ze pocatecni problém (1.3) md jediné reseni, jestlize
pro kazda dvé& jeho FeSeni y;(x), yo(z) existuje vhodné ¢islo § > 0 takové, Ze
pro x € (xg — 0, zo + ) je y1(z) = y2(x).

Yo ————=> =

Y

Obr. 1.5: Nejednoznacnost FeSeni
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Tedy v dostatetnd malém okoli bodu zo se musi feSeni shodovat. Existuje

fada podminek, které zarucuji jednoznacnost. Nejzndméjsi je tzv. Lipschitzova*

podminka (lokalni):

Existuji konstanta K > 0 a okoli O bodu (zo,%0), O C £, takové,
Ze pro kazdé dva body (z,y1) € O, (z,y2) € O je

|f(z,y1) — fz,y2)] < Kly1 — vl

Aby byla tato podminka splnéna, stali, aby existovala ohranicend (v okoli
bodu (zo,y0) ) parcidlni derivace ‘—9% coZ je splnéno napft. pokud je tato
derivace spojitda. Tedy plati:

)

Véta 1.2 (O existenci a jednoznaénosti) Nech? f(z,y) je spojitd na ote-
viené mnoziné Q C R? a v kazdém bodé€ je splnéna Lipschitzova podminka. Pak
pro libovolny bod (xo,yo) €  md dloha (1.3) prave jedno Teseni.

Diikaz: Nebudeme provadét vSechny detaily, ale pouze naznacime myslenku
konstrukce FeSeni. Ta totiZ muZe slouZit jako zédklad numerickych metod zaloZe-
nych na tzv. Banachové® vété o pevném bodu.

Zintegrujeme-li rovnici (1.3) na intervalu (zo, ), dostaneme

mw~yuw:/7%w@nm

a po upravé obdrzime, Ze feSeni vyhovuje integrélni rovnici

y(z) = yo + /wf[s,y(s)] ds.

Naopak lze ukazat, Ze libovolné FeSeni pfedchozi integralni rovnice je FeSeni
tlohy (1.3). Refeni integralni rovnice je mozné ziskat tzv. metodou postupnych
aprozimaci. Polozme yo(x) = yo prox € (xo — 0,20 + 6), kde d > 0 je dostatetné
malé ¢islo. Déle definujme:

I

ne m+/?mm@wa

m@)=~m+/?bm@ﬁh

4Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903) (&ti lipsic) — vyznamny némecky ma-
tematik. Zabyval se diferencidlnimi rovnicemi, teorii Cisel, vicerozmérnou geometrif a dalsimi
oblastmi. Pracoval rovnéZ v hydrodynamice a analytické mechanice.

5Stefan Banach (1892-1945) — vynikajici polsky matematik. Jeden ze zakladatelt funk-

cionalni analyzy. Patii k nejvyznamnéjsim matematikim tohoto stoleti.
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Y@ = o+ / Fls, yn(s)] ds

Lze dokazat, ze posloupnost funkei {y,(x)}22, konverguje stejnomérné k (jedi-
nému) Feeni tlohy (1.3). Funkce y,(z), n = 0,1,2,..., se nazyvaji postupné
aproximace.

Definice 1.5 ReSeni y(z) rovnice (1.2), které ma tu vlastnost, Ze v kazdém
jeho bodé& je poruSena jednoznalnost, se nazyva singuldrni.

Nebudeme se detailné zabyvat vySetfovdnim tohoto pojmu — viz napf.
[23, str. 19] nebo [29, str. 128]. Viimnéte si pouze, Ze feSeni y = 0 rovnice

" = 24/|y| vySetfované na str. 6 je singuldrni.

Cviceni

1. Znazornéte smérové pole nasledujicich rovnic a nalrtnéte pribéh nékterych
feSeni.

a) y = z2 +y? b) v =2+ y? c) y’=x21—|—y
d) y' = sin(z +y) e) y' = |z|+ |yl f) y'=x+y

2. Najdéte prvé dva J(V:leny posloupnosti postupnych aproximaci nasledujicich
pocatecnich uloh.

(2)y' =2 +17, y(0) =0 @f}y’:z—y, y(1)=0
)y =ay, y(l)=2 d)y' ==, y(1)=-1
T
e /:——, 1) = -1
)V =7 y(1)
Vysledky
3 7
‘a) y ()—0 y1(z) = % z(x):%+§§3 2
) tg i

=—1—Inx — %lnzm
“% — 5 yz(iv) =-1+In2-In(z?+1)
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1.3 Elementarni metody reseni

Jak jsme se jiZ zminili, je z hlediska uZivatele (inZenyra) nejdiilezit&js{ uréit fesent
dané rovnice. Idedlni by bylo samoziejmé najit obecné feSeni kazdé rovnice. To
vS8ak bohuZzel neni moZné. Nejprve je tfeba si uvédomit, co se obvykle rozumi
slovy ,najit feSeni“. Vétsinou si pod tim predstavujeme ,koneény vzore&ek®
pro y(x), tj. pesnéji vyjadieni y(x) jako elementérn{ funkce — viz [12], str. 11.
Uvazujme nyni specidlni rovnici tvaru

y' = f(x).

Z¥ejmé jde o nalezeni neurcitého integralu funkce f(z). Z integrdlniho po&tu je
znamo, ze vSechna feSeni této tlohy maji tvar

y(z) = /f(.r) e,

coZ je obecné feSeni uvedené rovnice. Stejné tak je ovSem dobie znamo, Ze i kdyz
f(z) je velmi jednoduchd elementarni funkce, nemusi byt [f(z) dz elementarni
funkce. Z toho tedy vyplyva, Ze kdyZ uZ tak jednoduchou diferenciilni rovnici
nelze feSit ve tfidé elementarnich funkci, tim spiSe to nelze ¢ekat v obecném
pfipadé u rovnice (1.2). Dokonce neuspéjeme, kdy? bychom pfipustili vyjade-
ni obsahujici elementéarni funkce a jejich neuréité integraly (tzv. feseni pomoci
kvadratur).Tento negativni vysledek vyplyva z praci S. Liea®. Nastésti to oviem
neznamena, ze zadné konkrétni diferencidlni rovnice nelze fesit v koneéném tva-
ru. Naopak. Radu jednoduchych rovnic, které jsou vyznamné v aplikacich, lze
feSit ve tiidé elementarnich funkci nebo alespoii pomoci kvadratur. Neexistu-
Je ovSem Z&dné kritérium, jak poznat, zda danou rovnici timto zptisobem Fesit
Ize nebo ne. V dalsim oddilu jsou uvedeny nejdiileZit&jsi typy rovnic, které lze
v uvedeném smyslu vyTesit. Jde o tzv. elementdrni metody reseni oby&ejnych
diferencialnich rovnic. Velmi podrobny piehled 1ze nalézt v [10].

Z predchozich odstavei vyplyva dilezitost tzv. kvalitativnich metod v teorii
diferencialnich rovnic. Jde o zkoumani vlastnosti feSeni dané rovnice, aniz mame
explicitni vzorce feSeni, coz je, jak bylo naznaeno, nejcastdjsi situace. Jde tedy
o to, jak ziskat informace o TeSenich rovnice pouze z vlastnosti pravych stran
f(z,y) rovnice y’ = f(z,y). I kdyZ teprve tady zacina vlastni teorie obycejnych
diferencidlnich rovnic, jsou bohuzel hlubsi poznatky z téchto partii zcela mimo
rdmec naSich skript. Patfi sem mimo jiné nap¥. vysledky odstavce 1.2.2 tykajici
se existence a jednoznacnosti feSeni. Nepatrnou ukézkou jsou rovndZ tvrzeni,
kterd jsou uvedena bez dikazu na zavér piikladu 1.1. Napf. to, Ze feSeni jsou
rostouci, plyne z toho, Ze zfejmé az ma bod (0,0) je vZdy 3'(x) > 0. Rovnice

6Marius Sophus Lie (1842-1899) (¢ti li) — norsky matematik. Zabyval se teorii grup
a diferenciadlni geometrii. Zavedl tzv. Lieovy grupy a jejich invarianty. Tento pojem je velmi
vyznamny v mnoha odvétvich soudobé matematiky a teoretické fyziky.
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y' = 2?2 + y?, kterd je zde vySetfovana, je specidlnim pifpadem tzv. Riccatiho”
rovnice. Z vysledk, které o ni dokazal J. Liouville®, vyplyva, %e v naSem p¥ipadé
ji nelze Fesit ve t¥idé elementarnich funkei — viz [29].

Dalsim dtsledkem je vyznam numerickych metod. V praxi se nelze spokojit
s tim, Ze TeSeni nelze ziskat explicitné, a nezbyva pak, nez ziskat FeSeni pribliZné.
S problematikou numerického FeSeni obycejnych diferencidlnich rovnic se setkate
v prednaSkich z numerické matematiky — viz napt. [8, 9, 19, 25].

V nésledujicim prehledu jsou vSechny rovnice az na jednu uvedeny ve tva-
ru y' = f(x,y). Je tedy tfeba konkrétni rovnici na tento tvar upravit a pak
zvazovat, zda je nékterého z uvedenych typt. Tato faze déla studentim nejvetsi
potize. Je tfeba prochézet uvedené typy jeden po druhém, nejlépe zhruba v uve-
deném potadi, a porovnavat, zda jde o dany typ. Je mozné, Ze konkrétni rovnice
spad4 soucasné do vice typi. Pak ddme prednost tomu, ktery mé jednodussi
postup TeSeni. Rovnéz je tfeba upozornit, Ze nésledujici vyklad neni vidy ab-
solutné presny a je predevSim zaméfen na formalismus feSeni uvedenych typt
rovnic.

1.3.1 Rovnice se separovanymi proménnymi

Obyc¢ejnou diferencidlni rovnici 1. fddu nazyvame rovnice se 'separovanymsi pro-
mennymi, jestlize mé tvar

y' = f(x)g(y). (1.4)

Predpokladejme, Ze f a g jsou spojité funkce na néjakych otevienych intervalech
a g(y) # 0. Pak 1ze ukazat, Ze je zaruCena existence a jednozna¢nost feSeni a Ze
kazdé Teseni dostaneme nasledujicim postupem:

Dosadime 3’ = g—z- a dostaneme

dy

— = f(x .

- = f(2)9(y)
Odseparujeme proménné, tj. pfevedeme napf. vSe s y na levou stranu a vse s x
na pravou stranu. Vyjde

Ziskanou rovnost zintegrujeme. Dostaneme

|5 = [

7Jacopo Francesco Riccati (1676-1754) (&ti rikati) — italsky matematik a mechanik.
Zabyval se integrilnimi a diferencidlnimi rovnicemi mechaniky. Jeden z viceclenné rodiny
italskych matematikd stejného pfijmeni.

8Joseph Liouville (1809-1882) (¢ti liuvil) — vyznamny francouzsky matematik. Zas4hl
do téméF vsech oblasti tehdejsi matematiky.
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Necht G(y) je primitivni funkce k —~ a F(z) je primitivni funkce k f(z). Pak

9(v)
obecné feSeni m4a tvar
G(y) = F(z) +c,

kde ¢ € R je integracni konstanta. Pfesné zdivodnéni uvedeného postupu je
zaloZeno na substituci v neuréitém integralu a vét& o implicitni funkci — viz
[20, str. 8]. Regeni tedy dostaneme v implicitnim tvaru a ne vzdy se ndm podari
osamostatnit nezndmou funkci y(z).

Déle si v8imnéme, Ze jestlize g(yo) = O pro né&jaké yo € R, je y(z) = yo
konstantni feSeni rovnice (1.4), nebot na levé strané je y'(z) = (y0)’ = 0 a na
pravé strané je f(z)gly(z)] = f(z)g9(yo) = 0. Poznamenejme, Ze toto Fedeni
nékdy muize byt singuldrni — viz nap¥. [20, str. 9].

Poznamka 1.1 Je na case, abychom se zminili obecné o feSeni podatecéniho
problému (1.3). Jediny zptsob, ktery se nauime, bude ten, Ze nejprve najdeme
obecné feSeni. To bude u rovnic 1. fadu obsahovat jednu nezndmou konstantu.
Tu uréime tak, Zze do obecného FeSeni dosadime pocateéni podminku. Postup
bude ilustrovan v nésledujicim ptikladu.

P#iklad 1.3 Reste pocatetni problém y' = —2zy, y(0) = 2.

Regent: Jde o rovnici typu (1.4), kde f(z) = —2z, g(y) = y. Nejprve budeme
muset najit obecné TreSeni. ProtoZe v naSem pfipadé je g(y) = y = 0 pravé
pro y = 0, je jednim FeSenim y = 0. |

Pro y # 0 postupné dostaneme

dy

< = _9
dx Ty
d_y = 2zxdx
Y

/d—y:—2/xda:
Y

Inly| = -2+ K

a po odlogaritmovéani
2
ly| = e~ ek,

Cislo e¥ reprezentuje kladnou konstantu. Snadno se ovéfi, Ze oznacime-li e = C
a pfipustime-li, Ze C' € R je libovolné (i nula a zapornd), 1ze vynechat absolutni
hodnotu. Tedy obecné feSeni bude mit tvar

Y= Ce_““‘z, CeR.

Vsimnéte si, ze v tomto vzorci je zahrnuto i feSeni y = 0.
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Obr. 1.6: Reenf rovnice 3y = —2zy

- Nyni najdeme FeSeni po¢ateéniho problému. Dosazenim podminky 3(0) = 2
= do obecného feSeni dostaneme

2=Ce®” = C=2
Tedy hledané partikularni feSeni je y = 2¢~*" . Situace je zndzornéna na obr. 1.6.

Priklad 1.4 Najdéte obecné feSeni rovnice y' = 24/|y| — viz pfik. 1.2 na str. 6.

Re3eni: Jde opét o rovnici tvaru (1.4), kde f(z) =1, g(y) = 24/|y|. Pfitom

9(y) je definovand pro kazdé y € R a g(y) = 2v/|y| = 0 pravé tehdy, kdy¥
ly| = 0, tj. kdyZ y = 0. Proto y = 0 je FeSeni.

Pro y # 0 je
dy
= 5
7. = 2Vl

dy

— =dzx
24/ 1yl

1 dy _. -
- 7l_y—|_/d (L5)

Vypocteme nejprve integral na levé strang. Pro y > 0 je:

Lfdy _1f o _1ys_
3 W‘I—2/(y) dy 2 1 Vi =Vl.
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/1]

Obr. 1.7: Obecné Feeni rovnice y' = 2/]y|

"Proy < 0 je (pouéijeme substituci):

Lt feriae| g2 T |- flta
= —Vi=—v=y=-Vll

Tento vysledek miZeme zapsat jedinym vzorcem +/[y| sgny. Nyni z (1.5)
dostaneme

V0ylsgny =z +ec.

Protoze pro y # 0 je 1/]y| > 0, mus{ mit z + ¢ stejné znaménko jako y. V horni
poloroviné y > 0 tedy dostaneme

Vy=z+ce z>-—-¢, = y=(z+c)? z>-—c
a podobné v dolni poloroviné y < 0 dostaneme
—y=xz+¢, < —c, = y=—(z+c)? z<-c

Regeni je tedy tvofeno ¢dstmi parabol — viz obr. 1.7. Pritom y = 0 je singulérni
feSeni, jak jiz bylo dfive zjisténo v piikladu 1.2.
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Poznamka 1.2 Rovnice, které se néjakou ipravou daji prevést na rovnice tvaru
(1.4), se nazyvaji separovatelné. Vétsina dalSich rovnic bude pravé tohoto typu.

1.3.2 Homogenni rovnice

Definice 1.6 Funkce g(x,y) definovand na RT x R se nazyva homogenni (fddu
nula), jestlize pro kazdé ¢ > 0 plati

g(tz,ty) = g(=,y).

Je-li g(z,y) homogenni, pak volbou t = 1 dostaneme g(z,y) = g(iz, 1y) =
g(1,%). Oznadime-li f(z) = g(1, 2), dochdzime k zavéru, Ze kazdou homogenni
funkei 1ze napsat ve tvaru f(%£), kde f je vhodnd funkce. Rovnici (1.2) nazyvdme
homogenni, jestlize jeji prava strana je homogenni, tj. ma-li (po tdpravé) tvar

' = f(%) (1.6)

Tato rovnice se pak TeSi zavedenim nové nezndmé funkce wu(x) substituci
u(zx) = @ Odtud mame y(z) = zu(z) a tedy y'(z) = u(z) + zv'(z). Po dosa-
zeni vyjde (u piSeme bez argumentu )

u+au = f(u)

a po upravé dostaneme

coz je diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi, kterou uz umime resit.
Po vyfteSeni této rovnice se musime vratit k pivodni neznamé y(z).

Poznamka 1.3 Z postupu je ziejmé, Ze musi byt x # 0. Casto se stévd, ze tato
podminka vznikne az uméle b&hem tprav a po ndvratu k pivodni proménné
opé&t zmizi, takZe FeSeni existuji i pro z = 0. Zda tomu tak skutecné je, je tieba
vzdy konkrétné ovérit.

Piiklad 1.5 Najdéte obecné FeSeni rovnice z +y + zy’ = 0.

Reseni: Nejprve osamostatnime y’. Dostaneme

yI:_‘CC'i‘y — y/:_l_g
& x
To je homogenni rovnice, kde f(u) = —1 — u. Zavedeme substituci y = zu,
y' = u+zu'. Vyjde
p ; 2u+1
utzu =—-1—-—u = u =-— -~

X
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coZ je rovnice se separovanymi proménnymi. P¥i oznaceni v = % obdrzime
postupné
du 2u+1 du dx
= — =——, 2 1#0 ‘
dx z 2u+1 z’ utl#o, (1.7)
a po integraci '
/ du dx
2u+1 T
Vypodteme substituci integral vlevo:
2u+1 = {
d 1 fdt 1 1
ut du = %dt
Tedy
1
5 In|2u+1| = —In|z|+ Inc.
Po odlogaritmovani dostaneme
V02u+1| = <
||
Osamostatnénim u vyjde postupné (pieznaéime c? = K)
2 2
c 1 K K-z
2 1| = — > = —(— — —
2u+ 1 2 “ 2(152 ) 212
Nyni dosadime y = zu a preznacime % = L. Vyjde
K-z K-z22 L .=z
=7 = = — — —,
i 2z 2x x 2
Vylou&ili jsme p¥ipad 2u + 1 = 0. Rovnice (1.7) m4 konstantn FeSenf u = —1

a tedy ptvodni rovnice mé TeSeni y = zu = :v(-—%) = —%, coz je zahrnuto

v pfedchozim wvzorci pro L = 0. Obecné feSeni ma tedy tvar

8|t

Vysledek je zndzornén na obr. 1.8.

1.3.3 Rovnice tvaru ¥y’ = f(axz + by + ¢)

Jde o rovnice tvaru
y' = flaz + by +c), (1.8)
kde a, b, ¢ € R, ab # 0. Tyto rovnice nemaji specidlni nazev. ReSime je
jednoduchou substituci
u(z) = ax + by(z) + c.
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Obr. 1.8: Obecné Fefeni rovnice z +y + 2y’ =0

Pro derivaci vyjde

w(z) =a+by(z) = Y=

Po dosazeni vyjde

/
u —a
= f(u
%= jw
a po osamostatnéni v’ ma rovnice tvar
v =bf(u) + a,

coZ je rovnice se separovanymi proménnymi. Po jejim vyfeSeni se musime vratit
k pivodni proménné.
1

Priklad 1.6 Najdéte obecné FeSeni rovnice 3y = ——.
rT+y—2

ReSeni: Z¥ejmé jde o rovnici typu (1.8), kde f(2) =1, a=b=1, c= -2.
Zavedeme substituci u = z +y — 2, tj. v’ = 1 + ¢/, odkud méme 3y’ = v’ — 1.
Po dosazeni vyjde

1 1
V-1== = u= +u, u # 0. (1.9)
u u
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Tato rovnice mé separované proménné, tj. postupne dostivame

du 1+u udu
_— = e =
I " ™ dr, u+1#0,

/udu =/d:c.
1+u
Je

U u+1-1 1
d o ——-——————-—-——d = 1—-————— fromeed —_— .
/1+u v / 1+u /( 1+u)du u=lnfl+ul

Tedy

a po integraci

u—In|l+ul=2+C
a po navratu k ptivodni nezndmé dostévame '
t+y—2-lnjl+z+y—-2|=z+C.
Oznacime-li C + 2 =K, vyjde
y—K=hlz+y-1

K

a po odlogaritmovani a preznaceni e™" = L mame

eYL=x+y—1.

Vylouéili jsme pfipad u + 1 = 0. Rovnice (1.9) mé feSeni u = —1 a tedy
pro puvodni nezndmou dostdvadme

r+y—2=-1 — y=1-rz,

coZ je, jak se snadno presvédcime, rovnéz feSeni, které je zahrnuto v predchozim
vzorci pro L = 0. Obecné feSeni (v implicitnim tvaru) je tedy

Le =x+y—-1, LeR.

1.3.4 Rovnice tvaru y’' = f(Z—;z—j_lg—;—Z—i——z—:)

Jde o rovnici tvaru
a1x + bly +C

r_
y_ N f(azx +boy+co”’
kde a;, b;, ¢; € R, i =1, 2. Budeme predpokladat, Ze

(1.10)

ar by
az by

# 0.
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Pokud je totiz tento determinant roven nule, je moZné rovnici pfevést na tvar
(1.8). Vskutku. Pak je totiz jeden (necht je to napf¥. prvni) Fadek nasobkem
druhého a tedy existuje vhodné k € R tak, Ze

air+biy+ci  k(azw + bay) + 1

asx + boy + co a2x + boy + co

a rovnici lze feSit substituci z(x) = asz + bay(x).
Pokud je determinant nenulovy, provedeme posunuti soufadnic
r = t+m,
ylz) = wu(t) +n.

ajt+biu

tak, aby prava strana rovnice (1.10) méla tvar f( oy

). Méni se tedy nezavisle

proménnd z 1 zdvisle proménnd y. Po dosazeni za = a y do ¢itatele a jmenovatele
pravé strany (1.10) dostaneme vzhledem k Zddanému tvaru, Ze ma platit

ai(t+m)+bi(u+n)+ci:ait—l—biu, 1=1, 2,
t.
a1m+b1n+cl = 0,
agm +bon +co =

Tato soustava mé prévé jedno reSeni, protoze matice soustavy mé hodnost 2, tj.
je regularni. Ozna¢me dale

e
¥ = e odt’

Podle véty o derivaci sloZené funkce plati

y_dy _dydt _du+n)dx—m)
Y= " dtdz - dt .

Po dosazeni pfejde rovnice (1.10) v rovnici

alt + b1U>
agt + bou/’

i=f(
coZ je homogenni diferencidlni rovnice.
Priklad 1.7 Najdéte obecné feSeni rovnice zy’ + 2yy’ — 6 + 3z + 3y — 3y’ = 0.

ReSeni: Osamostatnime nejprve y’. Vyjde

y'(r+2y—3)=6-3x -3y
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a tedy
6 — 3z — 3y
/
= — 7 2y — . .
Y= ¥y r+2y—3+#0 (1.11)
Jde o rovnici typu (1.10), kde a1 = =3, by = =3, ¢; = 6, az = 1, by = 2,
co = —3, tedy t _:1)) _3 l = —3 # 0. VyfeSime soustavu

—-3m —-3n+4+6=0,
m+2n — 3 =0.

Dostaneme m = n = 1. Oznaéme

z=t+1,
y=u+1

a po dosazeni do (1.11) a tpravé obdrzime homogenni rovnici

-3t—3u —3-3%
U= = .
t+2u 1+2%

Polozime u(t) = tv(t). Pak @ = v + t0 a dostadvame

-3—-3v
= ———, 142 0.
v+ tv 1520 + 2v #

Po osamostatnéni v vyjde rovnice se separovanymi proménnymi

1202 +4v+3
t 1+ 2v

v =
Nyni poloZime v = j—“g, odseparujeme nezndmé a integrujeme. Dostaneme

dt ~  t 14+

dv 1202 +4v+3 / 1420 dt
—_— —_——dv = —.
202 +4v.+ 3 t

Integral na levé strané je z raciondlni ryze lomené funkce, kterd ma ve jmeno-
vateli kvadraticky troj¢len s komplexnimi kotfeny. Je to tedy parcidlni zlomek,
ktery je nutné pfed integraci upravit — viz [33].

20+1  (4v+4) -1 1 4dv+4 1 1
202 +4v+3 202+40+3  2202+40+3 2 (v+1)2+ 17

Prvni zlomek vede na logaritmus, druhy na arkustangens. Celkové vyjde

1 1 1
5111]21)2 +4v + 3| — iﬁarctgi = —Inl|t| +InC.
1

\/;
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Nyni musime dosadit ptivodni proménné, tj. t =z -1, v =% = g—:i Vyjde

1 y—1\2 y—1 1 T+Yy—2
SN Y PP S Y £l ST
2n‘ e +x_1+l \/_jarcg\/_ — Injlz -1+ InC .

Po tipravé a odlogaritmovani vyjde pii oznaceni C? = K
22 + 322 + 4oy — 10z — 8y + 9 = KeV2rCtg Vasiy®

coZ je ,obecné“ FeSeni rovnice (1.11) v implicitnim tvaru. V8imnéte si, Ze tento
vzorec neddva feSeni prochazejici body tvaru (1,y). Rovnéz uvazovana podmin-
ka x + 2y — 3 # 0 vznikla az béhem tdprav a v ptivodni rovnici neni. Chybé&jici
FeSeni by bylo mozné ziskat feSenim rovnice
dr  x+2y—3
dy 6—3x—3y’

v niZ je zaménén vyznam x a y, tj. x = z(y).

1.3.5 Linearni rovnice

Jde o velmi jednoduchou rovnici tvaru

y' = a(z)y + b(x). (1.12)

Vlastnosti této rovnice si vS§imneme mnohem podrobnéji, nez jsme to délali
u piedchozich typt. Bude to proto, Ze tato rovnice mé fadu dilezitych vlastnosti,
které budou analogicky platit u linedrnich rovnic vysSich f4d@ a u linearnich
systému, se kterymi se setkdme pozdéji.

Véta 1.3 Necht funkce a(x) a b(x) jsou spojité na intervalu I. Necht xg € I
a Yo € R jsou libovolna cisla. Pak pocatecni problém

y'=a(z)y+b(z), y(zo)=yo
md pravé jedno Teseni a to existuje na celém intervalu I.

Diikaz: Rovnice (1.12) je specidlnim pfipadem rovnice (1.2), kde volime
f(z,y) = a(x)y + b(z). Protoze g—i = a{z) je spojitd funkce na I x R, mi
podle véty 1.2 pocatecni problém praveé jedno reSeni. Lze ukazat, Ze toto reSeni

je mozné prodlouzit na cely interval 1.

Definice 1.7 Rovnice (1.12) se nazyva homogenni, jestlize b(x) = 0 na I.
V opa¢ném pripadé se nazyva nehomogenni.

Poznamka 1.4 Nezaménujte homogenni linedrni rovnici s rovnici homogenni
ve smyslu (1.6). Jde o dva zcela odli$né pojmy.

V dalsim budeme piedpoklddat, Ze a(z) a b(x) jsou spojité, a vSimneme si
postupné vlastnosti feSeni homogenni a nehomogenni rovnice.
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Homogenni rovnice
Vsimnéme si, Ze rovnice
/ -
y =a(z)y (1.13)

ma vZdy tzv. trividlni resent y = 0. Z predchozi véty plyne, Ze jestliZe y(zo) = 0,
pak diky jednoznalnosti je nutné y(z) = 0 pro kazdé = € I. Tedy netrividlni
feSeni nikdy neprotind osu = a vzhledem ke spojitosti je bud celé nad nebo celé
pod osou z.

Dalsi dilezita vlastnost je obsahem nésledujici véty.

Véta 1.4 Necht yi(x), y2(z) jsou teSeni rovnice (1.13) a ¢ € R. Pak také
y1(x) + y2(x) a cy1(z) jsou fesent rovnice (1.13).

Dikaz: Je v} = a(x)y1, y4 = a(x)yz, a tedy

(y1 +y2) =1 +vp = a(x)yr + a(@)y2 = a(z)(y1 + y2)

(cy1)' = ey} = ca(z)yr = a(zx)(cyr).
Tedy y1 + y2 1 cyy spliwji (1.13).

Obsah predchozi véty lze shrnout tak, Ze soucet dvou Teseni a nasobek re-
Seni éislem jsou opét teSeni. Tento fakt znamend, Ze mnoZina FeSeni rovnice
(1.13) tvoii vektorovy prostor. Z jednoznacnosti FeSeni po¢ate¢niho problému
pro rovnici (1.13) snadno plyne, Ze tento prostor méa dimenzi 1. Plati tedy

Véta 1.5 Necht yo(z) je netrividini reSeni rovnice (1.13). Pak obecné feseni
této rovnice md tvar

y(z) = cyo(z), c€ R.

Resgeni rovnice (1.13) lze najit velmi snadno. Jde totiZ o rovnici se separova-
nymi proménnymi. Tedy

W@y — /%:/a(x)dm.

Déle
Inly| = /a(a:) dr+1Inc

a po odlogaritmovani vyjde
y = cefa(:z:) d:c.
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Nehomogenni rovnice

Véta 1.6 Necht yi(z) je veSeni rovnice y' = a(x)y + bi(x) a ya(x) je Teseni
rovnice y' = a(z)y + ba(z), © € I, a 1, ca € R. Pak funkce c1y1(x) + cay2(x)
je Tesenim rovnice

y' = a(x)y + c1b1(x) + caba(x).

Diikaz: Tvrzeni je bezprostfednim zobecnénim véty 1.4 a i jeho dikaz je
zcela analogicky.

Vysledek obsazeny v piedchozi vété se nazyva princip superpozice.

Véta 1.7 Necht yo(x) je netrividlni partikuldrni fesent rovnice (1.13) a y1(x)
je partikuldrni feseni rovnice (1.12). Pak obecné feseni rovnice (1.12) md tvar

y=cyo(x) +y1(x), c€R.

Ditkaz: Z principu superpozice lehce plyne volbou by (x) = b(z), ba(z) = 0,
1 =1, cg = ¢, Ze cyo(z) + y1(x) je FeSeni rovnice (1.12). Je-li naopak 7(x)
n&jaké FeSeni rovnice (1.12), pak g(z) — y1(x) je FeSeni rovnice (1.13). To plyne
opét z principu superpozice volbou by (x) = by(z) = b(x), c1 =1, co = —1. Tedy
podle véty 1.5 existuje c tak, ze §(z) —y1(z) = cyo(z), tj. §(x) = cyo(x) +y1 ().
ProtoZe g(x) bylo libovolné, davé uvedeny vzorec skutecné obecné TeSeni.

Z predchozi véty vyplyva dilezity princip. Ozna¢me

ORHLDR ........ obecné feSeni homogenni linearni dif. rovnice

PRHLDR ........ partikuldrni feSeni homogenni linedrni dif. rovnice

ORNLDR ........ obecné FeSeni nehomogenni linearni dif. rovnice

PRNLDR ........ partikuldrni feSeni nehomogenni linedrni dif. rovnice
Pak

ORNLDR=ORHLDR+PRNLDR

Co se tyka praktického FeSeni, vyplyva z pfedchoziho vztahu, Ze staci najit
obecné FeSeni homogenni rovnice, coz jiz umime, nebot jde o rovnici se sepa-
rovanymi proménnymi, a partikuldrni reSeni nehomogenni rovnice, coZz zatim
neumime. K feSeni druhé ulohy poslouzi nasledujici metoda.
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Variace konstanty

Je to postup slouzici k nalezeni partikularniho TeSeni rovnice (1.12). Je tieba
jiz mit obecné Yedeni cyo(x) homogenni rovnice (1.13). Pokusime se nahradit
konstantu ¢ vhodnou funkei k() (odtud nézev variace konstanty) a najit feSeni
ve tvaru

y = k(z)yo().
Vypoéteme y' = k'(x)o(z) + k(z)yo(x) a po dosazeni do (1.12) dostaneme
K (2)yo(x) + k(2)yo(z) = a(@)k(x)yo(z) + b(z).
Protoze yh(z) = a(z)yo(x) (je to totiz feseni (1.13)), musi platit

k' (z)yo(x) = b().

JelikoZ yo(z) # 0, mame

¥(z) = ;0((“;))
a po integraci b(a)
k(z) = /yo(x) dzx.

Zjistili jsme tedy, Ze takovou funkei k(z) lze vZdy najit.

Postup nalezeni obecného feSeni demonstrujeme na nasledujicim piikladu.
Neni rozumné pokouSet se pamatovat si vysledny vztah pro k(x). Ten vzdy
odvodime pro konkrétni rovnici. &

Piiklad 1.8 Najdéte obecné feSeni rovnice y =2y+z.

Reseni: Jde o linearni rovnici s a(z) = 2, b(z) = z.
I. Vyfesime homogenni rovnici
I
y = 2y.

Jde o rovnici se separovanymi proménnymi, tedy
d d :
bt A 2y — / %Y = / 2dz,
dx Y

In|y|=2z+1Inc

tedy

a po odlogaritmovéni dostdvame obecné fefeni homogenni rovnice

y = ce?®.




au

ey

1.3 Elementarni metody reseni 25

II. Najdeme partikuldrni feseni nehomogenni rovnice ve tvaru y = k(z)e?*. Je
y' = k' (x)e?® + 2k(x)e**. Dosadime a dostaneme

k' (2)e® + 2k(x)e*® = 2k(z)e** +
a odtud po osamostatnéni k'(x)
k' (z) = ze™ ",

Metodou per partes vypocitame

k(z) = /xe‘zm dw &=

I
|
|8
o
i
8
+
[NCRI
)
|
(V)
8
QU
&
|

g, 7 1 —2x

=——e T — —e ",
2 4

Integra¢ni konstantu jsme volili nulovou.

Tedy partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice ma tvar

T 1 z 1
=k Zm: & =22~ 2=z 29c:____.
Y (x)e < 5 1€ e =
Obecné FeSeni nehomogenni rovnice je pak
_ 2¢ E . }_
y=ce 5~ 1
Prubéh feSeni je zndzornén na obrazku 1.9.
1.3.6 Bernoulliova®’ rovnice
Jde o rovnici tvaru
y' = a(@)y +b(z)y", (1.14)

kde r € R. Zajimavé jsou pfipady, kdy r # 1 (jinak by $lo o homogenni linedrni
rovnici) a 7 # 0 (jinak by 8lo o nehomogenni linedrni rovnici). Existuje vice
metod feSeni. UkdZeme si zpusob, ktery pfipominéd variaci konstant. PTitom
predpokladdme, Ze a(z) a b(x) jsou spojité na néjakém intervalu I.

Necht cyo(z) je obecné feSeni homogenni linedrni rovnice y' = a(z)y. Pak
FeSen{ rovnice (1.14) budeme hledat ve tvaru

y = k(z)yo(z),
kde k(x) je vhodné funkce. Po zderivovani a dosazeni vyjde
K (@)yo(r) + k(z)yo(2) = a(@)k(@)yo(x) + b(2)k" (2)yp (@),
9Johann Bernoulli (1667-1748) (&ti bernuli) — vyznamny $vycarsky matematik. Praco-

val v matematické analyze, teorii diferencidlnich rovnic, teorii &isel, variaénim poc¢tu, mecha-
nice atd. Jeden z rozsahlé rodiny vyznamnych matematik? téhoz jména (pres 10 osob).
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N\

Obr. 1.9: Obecné Fefeni rovnice y' =2y +

tj..po upravé
K (z) = b(z)k" (z)yg " (2),

o7 je rovnice se separovanymi proménnymi pro k(z), kterou jiz umime vy¥esit.
V&imnéte si, Ze pro r > 0 m4 rovnice TeSeni y = 0. SNV
P¥iklad 1.9 Najdéte obecné feSeni rovnice y' = %y +zy, y >0, z#0.

ReSent: Jde o rovnici (1.14), kde a(z) = 2, b(z) =z, r = 3. Najdeme
nejprve obecné FeSeni rovnice

y = —y.

Dostaneme

@zéy = /@:4 o2 = In|y|=4In|z|+1nc
dr =« Y z

a po odlogaritmovéani

y = cxt.

Regeni nasi rovnice tedy budeme hledat ve tvaru
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Po dosazeni dostaneme (proménnou z u k vynechdvame)
4
k'x* + 4ka® = ;kaz‘l + zVkxt,

= VE
=—.

ReSenim této rovnice vyjde

dk vk dk dz
— : S

dr

VE )z
Tedy

[N

2
B —mpbl+e = k@)= (nvREl+L) .
2

kde L = 3.
Obecné Teseni mé tedy tvar

y:a:4(1n\/|x_|+L)2, LeR.

Déle je reSenim funkce y = 0.

1.3.7 Exaktni rovnice a integrac¢ni faktor

Rovnice, kterymi jsme se dosud zabyvali, mély tvar (1.2). Nékdy se ovSem za-
davaji diferencidlni rovnice i v jiné podobé — pomoci diferenciali. Tvar takové
rovnice je

P(z,y)dz+ Q(z,y) dy = 0, (1.15)

kde P(z,y) a Q(z,y) jsou n&aké funkce. Pro Q(z,y) # 0 je mo?né rovnici
prevést na tvar

dy _ _P(z,y)

dr — Q(z,y)’

coZ je rovnice typu (1.2) pro neznémou funkei y(x), a pro P(z,y) # 0 je mozné
ji prevést na tvar

dx Q(z,y)

dy  Plz,y)’
coZ je op&t rovnice typu (1.2), ale pro nezndmou funkci z(y). Pfipad, kdy P i Q
jsou soucCasné v néjakém bodé nulové, nebudeme uvazovat. Vlastnosti téchto
rovnic Gzce souviseji s autonomnimi rovinnymi systémy diferencidlnich rovnic
prvniho ¥f4du — viz [14, str. 52]. My si vSimneme pouze specidlniho pfipadu
rovnice (1.15).




28 Oby¢ejné diferencialni rovnice prvniho radu

jednoduse souvisld oblast oblast, ktera neni
jednoduse souvisla

Obr. 1.10: Pfiklady oblasti

Definice 1.8 Rovnice (1.15) se nazyva ezaktni, jestlize vyraz na levé strané je
totalnim diferencidlem, tj. jestlize existuje funkce F'(x,y) tak, Ze

dF(z,y) = P(z,y) dx + Q(z,y) dy.
Funkce F(x,y) se pak nazyvad kmenovd.

Je otazkou, jak se ovéfi, ze n&jaky vyraz predstavuje totalni diferencial. Od-
povéd na tuto dileZitou otdzku, kterd rovnéz souvisi s nezavislosti k¥ivkového
integralu na integrani cesté, je obsazena v ndsledujici véte.

Véta 1.8 Necht P(z,y) a Q(z,y) jsou spojité v jednoduse souvislé oblasti €2
a maji zde spojité parcidlni derivace 8P8(‘;’y) a 8Qgi’y)
jsou ekvivalentni:

i) Vigraz P(z,y) de + Q(x,y) dy je totdlni diferencidl.
.. ., OP(z, 0Q(x,
ii) Plati Péy v) = Qéw v (z,y) € Q.

. Pak ndsledugici vyroky

Poznamka 1.5 Oblasti ) rozumime otevienou souvislou mnozinu €2, tj. otevie-
nou mno¥inu, jejiz libovolné dva body lze spojit kiivkou leZici celou v Q. Oblast
Q se nazyva jednoduse souvisld, jestlize s kazdou jednoduchou uzavienou kiiv-
kou C lezici v Q lezi v © i vnitfek kiivky C. Tedy nepiesné feceno souvislost
oteviené mnoziny znamena, e je ,z jednoho kusu®, a jednoduse souvisla oblast
,hemé otvory“ — viz obr. 1.10.

U exaktni rovnice je mo7né napsat snadno vzorec obecného TeSeni.

Véta 1.9 Necht rovnice (1.15) je ezaktni a F(z,y) je prislusnd kmenovd funkce.
Pak vyraz
F(z,y)=c¢, c€R

je obecnym Tedenim této rovnice v implicitnim tvaru.
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Podminka i) z véty 1.8 ndm dava efektivni kritérium, jak poznat, Ze rovnice
(1.15) je exaktni. Abychom v8ak mohli pouzit vétu 1.9, je t¥eba si Fici, jak
najdeme p¥islu$nou kmenovou funkei. Vysledek nebudeme formulovat do véty,
ale popiSeme odpovidajici postup. Protoze

9 dr + By

dF (z,y) = dy
dF(z,y) = P(z,y) dv + Q(z,y) dy,

musi platit
OF (z,y)
—Id _p ,
e (z,9)

resp. ve stru¢néjsi symbolice

OF (z,y)

oy Q(z,y),

F,=P, F,=Q. (1.16)

Integraci téchto rovnic lze F' najit. Zvolime libovolnou z téchto rovnic, napf.
prvni. Dostavame

P == F(:c,y)z/P(:c,y)d:I:+C(y).

Pfitom integral [P(z,y) dz chidpeme jako zavisly na parametru y. Déle je t¥eba
si uvédomit, Ze integracni ,konstanta“ C nemusi byt obecné &islo, ale funkce
z4visla na druhé proménné, tj. v naSem pfipadé na y ( zkousku spravnosti totiz

vvvvvv

jen na y se derivuje na nulu).

Zbyva ur€it funkci C(y). To udélame dosazenim do zbyvajici, tj. v naSem
pfipadé do druhé rovnice v (1.16). Uvédomme si pfi tom, Ze [P(z,y)dx jiz
bude néjaka konkrétni funkce. Dostaneme

0 (fP(x,y;;l$+C(y)) _ Q(x,y) ety Q—W + Cl(y) = Q(w,y).

Ve vzniklé rovnici se musi vyrusit nezndma, kterd neni proménnou funkce C,
tj. v naSem piipadé z. Pokud se tak nestane, jsou dvé moznosti — bud jsme
udélali pocetni chybu nebo jsme zapomnéli ovétit, zda rovnice (1.15) je skute¢né
exaktni (v8imnéte si, Ze ¢ast postupu az po toto misto lze udélat s libovolnou
rovnici tvaru (1.15), ne jen exaktni; Ze postup k ni¢emu nevede, bohuZel zjistime
aZ v tomto okamziku).

Tedy pro nezndmou funkci C(y) dostane obycejnou diferencialni rovnici se
separovanymi prom&nnymi (obsahujici dokonce jen nezévisle proménnou y)

0 [P(z,y)dx .

C'(y) = Q(z,y) — oy

Postup ukaZeme na piikladu.
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Piiklad 1.10 Najdste obecné FeSeni rovnice

(—1—+2m>dx—(%+1>dy=0.
Y Y

Reseni: Z¥ejmé musi byt y # 0. Tim ndm z celé roviny zistanou dvé ote-
viené poloroviny y > 0 a y < 0, které jsou o¢ividné jednoduse souvislé; rovnici
uvazujeme v kazdé poloroviné zv1&st . Ové&fime nyni, zda jde o exaktni rovnici.
Méme

1 1
P(z,y)=-+2z = P=-—,
( ) y Y yz

Q)= -2 -1 = Qu=—-
¥ y2 T yz'

ProtoZe P, = Q., je rovnice exaktni. Nyni uréime kmenovou funkci F'(z,y).
Musi platit:

1
Fm = ’y“l" 215,
. (1.17)
Fy=—— —1,
Y y2

7 prvni rovnice dostaneme postupné

x

1
F(z,y) = /(— + 293) de = = + 2%+ C(y).
) Y
Tedy z dilétho vysledku vychdzi
x
Fy=—-—=+ C'(y)
Y
a po dosazeni do druhé rovnice v (1.17) dostavame
T !/ z /
—§§+C(y)=—§5—1 = C'y=-1 = Cl)=-[dy=-y,
kde v poslednim integralu jsme volili nulovou integra¢ni konstantu. Celkové je
F(z,y) = §+w2—y

a obecné FeSeni nadi rovnice ma tvar

x
“+22—y=c, c€eR.
)
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Integracni faktor

Viimnéme si rovnice
rxdr +ydy =0.

Zde
P=z, Q=y = F;=0,Q,=0 = F,=Q,

a jde tedy o exaktni rovnici. Vynéasobime-li tuto rovnici x, dostaneme rovnici
z?dz + zydy = 0.
Nyni je
P=a% Q=2y = P,=0,Q.=y = P,#Q.

a rovnice jiZ neni exaktni. Obé rovnice jsou z naSeho hlediska zcela rovnocenné
(pro = # 0), avSak zatimco jedna je exaktni, druh4 neni. Priklad ukazuje, Ze
vlastnost ,,byt exaktni“ je nesmirné citliva a d& se snadno poru$it nap¥. pouhym
vynasobenim néjakou funkci. Soucasné ovSem vznikd opacnd otizka: Nebylo
by moZné rovnici, kterd neni exaktni, vynasobit né€jakou funkeci tak, aby novéa
rovnice jiz byla exaktni? Funkce, kterd méa tuto vlastnost, se nazyva integracni
faktor. Pokusme se zjistit, jak by takovy integraéni faktor M (z,y) mél vypadat.
UvaZujme rovnici (1.15), kterd neni exaktni, tj. P, # Q.. Chceme najit funkci
M (z,y) tak, aby rovnice

P(z,y)M(z,y) dz+ Q(z,y) M (z,y)dy =0

byla exaktni. Za pfedpokladu existence potiebnych derivaci dostavame, ze musi
platit

BP(a:,y)M(x,y) _ aQ(aj’y)‘M(wvy)

oy ox ’

coZ po provedeni derivaci a vynechani argumenti x a y dava

oP M 90 oM

To je tzv. parcialni linedrni diferencidlni rovnice prvniho 7ddu pro neznadmou
funkci M (z,y). Z teorie téchto rovnic vyplyva, Ze za predpokladi spojitosti
P, Q, P, a Q, a podminky |P|+ |Q| > 0 existuje (alespoii lokalng&) jeji Te-
Seni — viz napf. [14, str. 280] nebo [17, str. 239]. BohuZel FeSeni této rovnice
je v podstaté ekvivalentni feSeni rovnice (1.15). Obecné tedy integracni faktor
efektivné nedokaZeme najit. V nékterych specialnich pripadech to vsak lze, jak
si nyni ukazeme.
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Pfedpokladejme, 7e integraéni faktor M (z,y) zdvisi jen na jedné proménné.
Uvazujme nejprve piipad M = M(x). Pak % = 0 a z rovnice (1.18) vyjde
po upravé

oM oP 0Q
an _(83/—83:) ’
t.

dM P _ 9Q
de __ Oy oz
M

\\
g (1.19)
Protoze levé strana této rovnice zavisi jen na x, je mozné najit integracni faktor
i sz 4 v ax x. Py—
zévisly jen na z v piipadé, Ze —*

x

je funkei pouze z. Pak je (1.19) rovnici
se separovanymi proménnymi pro nezndmou funkci M (z).
Podobnd kdy? M = M(y) a tedy 24 =

0, vyjde z (1.18) analogicky

aM 9Q _ 9P
dy Ox oy
ETI T 1.20
coZ vyia‘duj‘e, aby vyraz Q”;Py byl funkci pouze y. Pak je (1.20) rovnici se se-
parovanymi proménnymi pro nezndmou funkci M (y).
na str: 35.

)
Dal3i specidlni piipady lze nalézt nap¥. v [15, str. 13] nebo rovnéz ve cviceni 9

Piiklad 1.11 Najdéte obecné feseni rovnice (2zy”* + y) dx — zdy = 0.
Reseni: Mdme P =2zxy? +vy, Q= —z a

Py = 4zy + 1, Qu

= Py # Qu
a rovnice tedy neni exaktni. Pokusime se najit integrani faktor.

Piedpokladejme nejprve, ze M = M (x). Pak prava strana (1.19) mé obsa-
hovat jen x, coZz davé v naSem piipadé

IE —'Cem

_Adzy +2
Q - -z .
Integraéni faktor tohoto tvaru tedy nelze nalézt. )
Necht nyni M = M(y). Pak prava strana v (1.20) musi obsahovat jen y, coZ
déva pro nasi rovnici -
C?m _'IL _

P

—dzy—2  —2Q2zy+1) 2
T 2ay?+y yQRey+1l) Y
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a je tedy mozné integracni faktor tohoto tvaru najit. Z (1.20) dostdvame

W2 dM _

dy

2
e ] .
M Yy M Yy

a po integraci

d
%:—— ;y = In|M|=-2ln|y|+Inc.
Po odlogaritmovani vyjde
: c
M(y) = —.
() 7

Zvolme napt. ¢ = 1. Pak integracni faktor je

1
M(y) = —.

Y2

Po vynéasobeni zadané rovnice integraénim faktorem dostaneme
1 T
(23:—{——) dr — —dy=0.
Y Y
ZdeP:Zx—l—%, Q =~ atedy

1

1
P:—'—) r = — P: z
Y y2 Q y2 ’ Y Q

a jde skutetné o exaktni rovnici. Najdeme kmenovou funkci F(z,y). Pro ni
mame

1
F, = 2zx+ —,
Y
x
F, = ——.
Yy yg

Integraci napft. prvni rovnice vychazi
| 1 9 T
Filw, ) = 21‘-’-; dy = +§+C(y).

Dosadime-li tento dil¢i vysledek do druhé rovnice, dostaneme

T T '
0- 5 +C'(y) = gz = C'(y) =0.
Po integraci je
C(y):/Ody:K, K eR.
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V tomto pifpadé tedy C(y) je vlastn& pfimo konstanta. Volime-li napf. K = 0, |

vychéazi

x
F(z,y) =2+ =
Yy
a obecné YeSeni ma (implicitni) tvar
*+2 =L, LeR
Y

Poznamka 1.6 Viimnéte si, Ze rovnici z pfedchoziho pfikladu je moZné upravit

na tvar d
T =Ly,
dr =z

co? je Bernoulliova rovnice pro y(z).

Cviceni
V nésledujicich piikladech najdéte obecné feSeni danych rovnic; pokud je zada-
na pocatedni podminka, najdéte prislusné partikularni feSeni.
1. Rovnice se separovanymi proménnymi.
w)yz+yy =0 4b)$ —z=0
/?; )y +zy+ay —zyy =0 d) y'sinz = ylny, y(g) =1
7 e)2(1+e")yy =€, y(0)=0 f) sy +z+yy —xiyy’' =0

@) ayy =1- 27 h) v/1-y2+yy'vV1—22=0

2. Homogenni rovnice.

)y = =+ % t b) y/(32% —y?) = 2y
oy =2+ d) (wy’—y)arctg%=w, y(1)=0
-y
2 2 '
, Y —2zy—=zx /
= ) 1)=-1 f —Yy= 2 2
)Y = T oay 2 y(1) )zy' —y=+2*+y

3. Rovnice tvaru y' = f(az + by + ¢).

2z +y—1 :

= ib)y =3x—2y+5

)Y = L orts )y :"1 y

¢) y' = cos(x —y) id)y' = , y(1)=0




1.3 Elementarni metody reseni 35

4. Rovnice tvaru y' = f(ﬁ%iﬂ)_

azx+bay—+ca
a)y/ZZy—fU—5 b) o = 2(y +2)°
%m—y—!—il (x+y—1)2
/ rT—y+ / / /
T ——— d) -2 3y —7+4xy -5 13y" =0
c)y T oy i1 ) =2z + 3y — 7+ 4wy’ — 5yy’ + 13y

5. Linearni rovnice.

la)y' +2y =4z b) ¥ + 2xy = e~ *
c) %y +y — 2zy = 2? d) z(y' —y) = (1 +2%)e”
e) (14 z2)y — 2zy = (14 2%)? « f)ay +y—e* =0, y(0)=2
/ y !
-V __ 1)=0 h) of —ytgae = -
g ey — ——~ =1 y{) )y —ytgr=——, y(0)
6. Bernoulliova rovnice.
a) ¥ + 2xy = 223y3 b) zy’ +y =y lnx
c) 2xyy’ — y? = x? d) z2y%y' +xy3 =1
7. Exaktni rovnice.
3 2 3_ .2 _ z dy y _
a) (223 — xy?)dx + (2y° — z*y)dy=0 b) T <x2+y2 —v1> dr =0

c) e¥dr + (ze¥ —2y)dy =0

d) (1+zy/z2+y?)de+ (/2?2 +y2—-1)ydy =0

8. Integracni faktor.

a) (2?2 +y)dr—xdy=0 "Db)y(l+zy)de—axdy=0
c) %dw—l—(y?’—lnx)dyzo d) (zcosy — ysiny) dy + (zsiny + ycosy) dz =0

9. Najdéte podminky, za nichZz ma revnice P(z,y) dz+Q(z,y) dy = 0 integracni
faktor ve tvaru

a) M =M(z+y) b) M = M(z-y)
10. Ruzné.
,_
a) r2y' +3 —2zy =0 b)ccy:c Y— tg? d

1+y?
/
C = —_—
)y zy(1 + 22)
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e) 8y + 10z + 5yy’ + Txy’ =0 f) o +%+y

g) 2%y’ = y(y? + z?) h) yz¥="ldz+ 2z¥Inzdy =0

i) (z2 +y? 4 2z)dz +2ydy =0 Dy =(@+y)?

Vy’sledky' ‘

la)a: + 92 Cb) ¢) mlzy|+z -y =C, y=0,d) y =1,
e) 2V = i) 1+y = C(1-1%), g 2*+¢* = Wfa[+C,
h) /1 2——-amcs1n:v+C' 2.a) y? = 22(C +Inz?), b) y?> —z 2=09%, y=0,

c) arctg? = C + Iny/z?+y?% d) VIZ+ g = e ¥CEL o) y = —x,
) 22 = C? 4+ 2Cy. 3.a) =5z + 10y + 71ln |10z + 5y + 9] = C, b) —6z + 4y —
7 = Ce™?®, ¢) z + cotg L = C, y = 2, d) (z + 2y + 2)? = 9e%. 4.a)
(e+y—1)° = Cla—y+3), bye ~2arel8 2 _ 0(y42), ) #?—ay+y?+a—y = C.
d) (y—2x—9)* (y z—3) = C.5.a) Ce™?*+22—-1,b) e—x2(0+§),c) Cz2es +12,
d) ex(lnla:| + Z ) +Ce®, ) (x4 C)1+12?), f) &2, g) (@ — 1+ Infz]),
h) -£-. 6.a) @% =Ce* + 22+ 1,b) y(l+Inz+Cx) =1, ¢) 2* — y* = Cu,
Q=2 +5. 7a) 2t 2%y +y* =C,b) v+ arctgd = C, ¢) ze¥ —y? = C,

&) /@ TP P+a- 3y = C.8.) a—L = O, b) e+ 2 = C,c) § 4122 = C,
(

d) (rsiny + ycosy —siny)e® = C. 9.a) Vyraz %gi musi byt funkci x + v,
b) Vyraz QI_T; op—,& musi byt funkei zy. 10.a) y = Cz? 4+ 1, b) sin¥ = Cu,

c) (1+2? )(1—|—y )=Cz% d)y=Ce® +e®—1,¢) (z+y)*(2c+y)° =C,
) ¥ = rmoETEy 8 ¢ = Ce 37, h) 2 = ) (@ +yP)e” = C,
j)y=—-z+ tg(z+C).

L)

1.4 Ukazky aplikaci rovnic prvniho fadu

Jak jsme se jiz zminili v ivodu, diferenciélni rovnice maji fadu aplikaci. V sou-
gasnosti to jiz neni jen ve fyzice a technickych disciplindch, ale i v biologii,
ekologii a chemii a pronikaji téZ do ekonomie a dalgich spoledenskych véd. Uka-
Yeme si formou prikladt nékteré aplikace. Radu dalsich lze nalézt v pocetné
literatufe, z ni% uvadime jako malou ukézku napf. [5, 11, 15, 23, 28].

Priklad 1.12 (Rozpad radioaktivniho materidlu) Je zndmo, Ze rychlost
rozpadu radia je pfimo Gmérnd okamZzitému mnozstvi radia. Relomdr rozpadu
izotopu radia 222Ra je 1590 let, tj. poCatetni mnoZstvi se za tuto dobu zmensi
na polovinu. Urcete za jak dlouho se poCateéni mnoZzstvi snizi o 25%.

Regeni: Necht y(t) je mnozstvi rddia v ¢ase t. Pak pro rychlost rozpadu plati

y' = ky,
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kde k£ > 0 je konstanta Gimérnosti. Necht v ¢ase t = 0 je mnoZstvi raddia rovno
Yo. Pak

1
y(0) = yo, y(1590) = 5 %o
a mame uréit ¢; tak, aby

3
y(ti) = 7 %0

Diferencialni rovnice pro y(t) je homogenni linedrni rovnice, tj. rovnice se sepa-
rovanymi proménnymi. Tedy

d d
e | =ky =— Y okdt = In|y| =kt +1nc
dt. y
a po odlogaritmovani
y = ce*t.
7 podatetni podminky v ¢ = 0 uréime
k-0

yo =y(0) =ce"" =c
a hledané partikuldrni feSeni je
y(t) = yoe**.

Dosadime-1i do tohoto vztahu t = 1590, dostaneme

1 1
S Y= y(1590) = yoe'%%* — > = 1590k
Logaritmovanim dostaneme
In2
—In2=1590k = k=——0.
! 1590

Kone¢né pro t; mame

3 ” 3
— o t e 1 _— - =
1 Yo = y(t1) = yoe 1 e

Odtud vypoéteme

3
In Z = bty == 1 = = 660.

Ke snizeni o 25% tedy dojde asi za 660 let.
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P#iklad 1.13 (Rychlost chemické reakce) UvaZzujme dvé chemikélie A a B,
které navzdjem reaguji. Pfedpokladejme, Ze p¥i vytvéfeni nového produktu se
kombinuje jedna molekula z A s jednou molekulou z B. UrCete rychlost chemické
reakce, vite-li, Ze je pfimo imérna soucinu okamzitych koncentraci reagujicich
latek. ‘

Reseni: Necht z(t) resp. y(t) je koncentrace (v molekulach na litr) v case ¢
latky A resp. latky B. Necht a = z(0) > 0, b= y(0) > 0 jsou poCate¢ni koncen-
trace. Protoze se spolu kombinuje po jedné molekule, klesaji obé koncentrace
touz rychlosti, tj.

dr dy

dt ~ dt’
Ubytek z(t) koncentrace latky A resp. B v Case ¢ je pak dan vztahem
z(t) = a — x(t) resp. z(t) = b—y(t). (1.21)

Odtud mame

dt Tt dt

Vyraz fl—j nazyvame rychlost reakce. Zadani ndm ¥ika, ze plati

dz dx _ig_/_

kde k > 0 je konstanta imérnosti (kterou lze experimentdlng urcit). Dosadime-li
za z a y z (1.21), dostaneme pro z(t) diferencidlni rovnici

2 =k(a—2)(b-2), 2(0)=0.
To je rovnice se separovanymi proménnymi, tedy

dz dz
E-t—Zk(z—a)(z—b) .0 mzkdt

/rz‘:aiizfv’“/dt'

Integral na levé strané je z racionalni lomené funkce. Po jednoduchém rozkladu
na parcidlni zlomky vyjde pro a # b

/(z—acgzz—b) z‘/(zzé_ba—za_il)—b) dz:ai

Tedy

a po integraci

b(lnlz —al—In|z = b|).

zZ—a

po— =kt +Inc.
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Po odlogaritmovani vyjde

z—a - -
c® bek(a b)t.
z—b

Z pocatetni podminky z(0) = 0 dostaneme

0—a .0 a b ax Tp
=% = -=c7 = c=(_>
0-b b b
Po dosazeni a osamostatnéni z postupné mame
z—a a (a— _
— _ek(a—b)t s bz —ab = (lZBk(a byt _ abek‘(a b)t’

z—b b
tj.
) ek:(a—b)t -1
Z(t) = ab WI;.

Rychlost reakce je tudiz
dz k(a — b)ek(a=bt(gehk(a=b)t _ p) — (ek(a=0t _ 1)qf(a — b)ekle—0)t

- = ab (aek@=bt _ p)2 =
bk(a _ b)ek(a—b)t(aek(a—b)t —b— aek(a—b)t Al a)
=a (aek@=b)t — p)2 -
' k(a—0b)t
_ EEAY: €
= kab(a — b) (k@D — pyE
Proa =15 je
dz 2 1
e e —a) " 2dz = —
[eg= femare=-=,
takze
— = kt+c.
z—a
Z pocatetni podminky dostaneme
1 1
- =0+4+c = c=-
0—a a
a tedy
! ~—kt—!——l— — z-a=-——0
—-a a  akt+1’
takze
(t)=a a  a’kt
A =Tkt 1 akt+ 1
Pak rychlost reakce je
dz 42 1(akt +1) —tak _ a%k
dt (akt +1)2  (akt+1)2
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P¥iklad 1.14 (Smichévani) Velké nadrz obsahuje 100 hl slané vody, v niz je
rozpudténo 50 kg soli. Do nadrze vtéka rychlosti 6 hl/min slana voda obsahu-
jici 2 kg soli na jeden hl. Smés, ktera je promichdvanim neustale udrzovana
homogenni, vytéka z nadrze rychlosti 4 hl/min. UrCete vysledné mnoZstvi soli
v nadrzi po uplynuti ¢ min.

Regeni: Oznaéme y(t) mnozstvi soli v kg, které je v nadrzi v case t, t > 0.
Nédr? obsahuje v Case t ziejmé 100 + (6 — 4)t hl vody. Koncentrace v tomto
okamziku bude

y(t)

o1 8/

Necht to > 0 je pevné a t > to. Pak béhem Easového intervalu (to,t) pribude
v nadrzi

t
6-2'(t—t0):/6'2d8

to

t
/4._y@_d8
b 1004 2s

kg soli a ubude

kg soli. Tedy musi platit

J(t) = olto) + 1201~ t0) —4 [ 1L as

Kdy? tuto rovnost zderivujeme podle ¢ (s pouZitim véty o derivovani integralu
jako funkce horni meze), dostaneme

4y(t)

() = 12 — — 1
y (t) 100 + 2t

(1.22)
co? je hledand diferencidlni rovnice. Tuto rovnici nyni vyfesime. Jde o nehomo-
genni linearn{ diferencidlni rovnici prvniho Fadu.

I. Homogenni rovnice je

d 4 d 4dt
W= Torm oy - 0w
a po integraci
/ dy_ 4 / _ 9
Y 100 + 2¢
Protoze
2t + 100

1 [du 1 1
-~ | Z =21 = —1n|100 + 2¢
=15 =3 n |ul 5 n|100 + 2t|,

i1
Qe
£

/__‘112_: 2 dt
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vyjde po integraci
In|y| = —21n|100 + 2¢| + Inc,

t].
B c
Y= oo+ 202
II. Partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice najdeme ve tvaru
K(t
y(§) = )
(100 + 2¢)
Je ) )
J(t) = K'(t)(100 + 2t)* — K(t) - 2(100 + 2t)2.
(100 + 2t)4
Po dosazeni do rovnice (1.22) vyjde
K'(t)(100 + 2¢)* — 4(100 4 2¢) K (t) 19 4K (t) . K'(t) 1
(100 + 2t)* B (100 + 2t)3 (100 +2t)2 77
Tedy
10042t = wu
K(t):12/(100+2t)2dt= 2 dt = du :G/uzdu:Qu?’:
dt — %du
= 2(100 + 2¢t)°.
Partikularni feSeni tudiz je
2(100 + 2t)3
takZe obecné TeSeni rovnice (1.22) je
c
t) = — + 2(100 + 2¢). H
y() = oo oz T 2100 +2)
Protoze y(0) = 50, dostaneme pro ¢ rovnici ﬂ
e
= —— 4200 = —150-100° = —15 - 10°,
50 1002 + = C
Mnozstvi soli je tedy dano funkci
(t) = 2(100 + 2t) 15-10 u
B = (100 + 2t)2°
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Pi#iklad 1.15 (SloZity urok) Necht ¢astka Ao je investovana pii urokové mire
k% za rok, pficemy trok je pfipisovan spojité. Ukazte, Ze hodnota investic A(t)
po t letech je FeSenim linedrni homogenni rovnice

dA k

— = —A, A(0) = A,. 1.23

ReSeni: Pfedpokladejme, Ze tirok je ziskdvdn s mirou k% za rok a je pripiso-

vén n krat za rok. Pui mnozstvi A, (t), které je soutem troku a jistiny, je na
konci t let ddno vztahem

k1 nt k1 nat
An(t)-——Ao <1+51—6—6) = Ap [(1-{-51—0—6) ] .

Nyni je pfirozené definovat

At) = li_)m An(t).
Protoze je
lim (1+9‘-) —e®, a€R,
n—o00 n

vyjde

. E1\"" PEY. o
A(t) = AO [n].i)ng.o <1 "I" ;L"'I——OO‘) i\ = AO (e 100) = AOG 100 ",

To je ale pravé FeSeni pocatecni tlohy (1.23), jak se lze snadno presvédcit dosa-
zenim.

P#iklad 1.16 (Elektricky obvod) Idedlni napétovy zdroj o konstantnim na-
péti U napéji sériovou kombinaci rezistoru o odporu R ohmi a induktoru o in-
dukénosti L henry — viz obr. 1.11. Sestavte a vyieste diferencilni rovnici pro
proud i(t) odebirany ze zdroje.

Regent: Podle druhého Kirchhoffova zakona je algebraicky soucet vSech na-
péti v uzavieném obvodu roven nule. Ozna¢me i(t), t > 0, proud v ampérech,
ktery obvodem prochazi. Pak L % je nap&ti na induktoru a Ri je napéti na
rezistoru. Tedy

di )
L a + Ri—U= 0,
tj. R U
i'(t) + fi(t) =7 i(0) = o, (1.24)

kde i je velikost proudu na po¢atku. J de o nehomogenni linearni rovnici prvaiho
radu.
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Obr. 1.11: Elektricky obvod

I. Pro homogenni rovnici mame

di R . di R < di R
El—t-———-l—_;l = 7—-—-'—Zdt —— 7—*f/dt,

tj.
——%t

R .
ln|i|=——I—J—t+lnc = i(t) =ce T
I1. Partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice najdeme ve tvaru
i(t) = K(t)e Tt

Po dosazeni dostaneme

K'e - Kty 25 + TR (e E = g
4.
U
K’(t) = fe%t
Odtud
o’
U U
k=7 [Ha=| Ea = g |=F [eds=Te =Tt
L 7 _ L R R R
- R

takZe partikularni feSeni je
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7 potéatetni podminky dostavame

i—c+g Sl c—i——U—
°T"TR -0 R

Pribéh proudu je tudiz popsan funkei

i(t) = <i0 - %) .

Piiklad 1.17 (Silo&ary) Necht F(z,y) = (P(, y), Q(w,y)) je nenulové rovin-
né silové pole, které je definované na oteviené mnozing Q2. Odvodte diferencidlni
rovnici pro silocary, vite-li, Ze te¢na k silocare je v kazdém bodé souhlasné ko-
line4rni s vektorem sily v tomto bodé.

=Y

t

U
s

Regent: Necht C je silotéra, ktera m4 parametrické rovnice (p(t),¥(t)), t €
J, kde J je interval. Pak jeji teny vektor v bodé (zo, o) = (¢(to), ¥(t0)), to €
J, je t(zo,Y0) = (¢’ (to)s V' (to)). Vime, ze mé platit t(z0,v0) = )\ﬁ(wo, Yo), kde
A > 0. Tedy
(¢ (to), ¥ (t0)) = A(P(x0,0), (@0, %0))-

Protoze F # 0, nejsou P a Q soucasné nulové. Necht napr. P(z0,y0) # 0. Pak
i (tg) #0aCjev okoli bodu zo grafem funkce proménné , tj. y(z). Podle

’

vty o derivaci funkce dané parametricky — viz napt. [12, str. 110] — je

’l,(IE ) — _C_i_y_ — y/(tO) — )‘Q(x()ay()) _ Q(SEanO)
y(20) = 50 T W(to)  AP(wo,y0)  Plwoyo)

Odtud dostavame, ze y(z) vyhovuje rovnici
Q(x,y) dz — P(z,y) dy = 0.

Analogicky se zvazi ptipad Q(xo, yo) 7 0. Predchozi rovnice se obvykle zapisuje

ve tvaru
dx dy

P(z,y) Qz,y)

Cviéeni

1. Uvazujme homogenni chemickou reakci, v niz ptisobi jedna latka. Necht na po-
¢atku reakee, tj. pro t = 0, je koncentrace rovia > 0. Je-li a — z(t) koncentrace
v Case t, je podle Wilhelmyho zdkonu rychlost reakce rovna
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kde k > 0 je konstanta imé&rnosti. Urcete z(t).
[#(t) = a(1 — )]

2. UvaZzujme dvé chemikalie A a B, které navzajem reaguji. Pfedpokladejme, Ze
pii vytvafeni nového produktu se véZze jedna molekula z A se dvéma moleku-
lami z B. Uréete rychlost chemické reakce, vite-li, Ze je pfimo imérnd soucinu
okamZité koncentrace latky A a druhé mocniny okamzité koncentrace latky B
— viz piiklad 1.13.

snoveda: Je %Y — 9 4z
Népovéda: Je =+ =2 5.

[z’ = k(a — 2)(b—22)%, 2(0) = 0;

1 In b—22+ ! += I + ! =kt pro2a #b
(2a — b)? a—z| (a—b)(b—-22) (2a—b)2 b2—2ab i
1 1

m—‘g—p:kt pro2a:b]

3. Najdé&te FeSeni pocatecni ulohy Li' + Ri = U, i(0) = ip, kde L' >0, R >0,
U a ig jsou dané konstanty. Je to rovnice pro proud i = i(t) v ampérech v obvodu
obsahujicim induktor o indukénosti L (v henry), rezistor o odporu R (v ohmech)
a idealni zdroj o napéti U (ve voltech). Necht L, U a iy jsou konstanty a R je
parametr, kterym se proud reguluje; tedy 7 = i(t, R). DokaZte, Ze

Ut

T e PULL
dim it R) =i(t,0) = = + 1o

pro kazdé t.

4. Predpokladejme, Ze radioaktivni izotop stroncia “°Sr se rozpada exponen-
cidlnd podle rovnice y' = —ay, a > 0. Urete konstantu a a Cas, za ktery se
sniz{ mno¥stvi stroncia ze 100% na 10%, vite-li, Ze poloc¢as rozpadu je 28,1 roku.

[a = % =0,025; t =93,3 roku]

5.Velka nadrz obsahuje 100 hl vody, v niz je rozpusténo 50 kg soli. Do ni pfitéka
rychlosti 3 hl/min roztok obsahujici 2 kg soli v jednom hl. Smés je michanim
udrzovéana homogenni a vytékd stejnou rychlosti z nadrze. Jak mnoho soli je
v nadrZzi po 30 min.?

[117,5 kg]

6. Nadrz obsahuje 50 hl vody, v niZ je rozpusténo 20 kg soli. Do néadrze je pii-
davéna Cista sil rychlosti 1 kg/min. Smés je udrZovana homogenni a vytéka
z nadrze rychlosti 2 hl/min. Jak mnoho soli je v nadrzi po 10 min.? Jakd je v té
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dobé koncentrace?
19,7 kg; 0,66 kg/hl]

7. Velka nadr# A obsahuje na po¢atku 60 hl vody a 40 hl alkoholu. Do nadrZe
p¥itéka voda rychlosti 3 hl/min a alkohol rychlosti 1 hl/min. Smés, ktera je
diikladng promichavan4, tee do druhé nddrze B rychlosti 3 hl/min. Nadrz B
obsahovala na po¢atku 100 hl vody. Smés je v nadrzi B michanim udrZovana
homogenni a vytéké z ni rychlosti 2 hl/min. Jak mnoho alkoholu je v kazdé na-
dr#i po 50 min.? Ktera nadrz nakonec (tj. pro velkd ¢) obsahuje vice alkoholu?

[A: 41,9 hl; B: 33,1 hl; B]
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Kapitola 2

Obycdejné diferencialni

rovnice vyssich radua

2.1 Kvalitativni teorie

Doposud jsme se zabyvali diferencidlnimi rovnicemi prvniho fadu. Nyni si v8im-
neme i rovnic vyssich fada. ProtoZe fada pojmi a vysledki bude obdobna jako

wev s

Necht n € N a F(x, 20, 21, - - -, 2n) je funkce n 4+ 2 proménnych definovana
na otev¥ené mnoziné Q C R"2. Pak rovnice

F(x’y,yl’_..’y(n)) == 0 (2-1)

se nazyva obycejnd diferencidlni rovnice n-tého 7ddu v implicitnim tvaru s ne-
znamou y().

Definice 2.1 Necht h(z) je funkce definovand na otevieném intervalu J. Pak
h(z) se nazyvé feseni rovnice (2.1) na J, jestlize h(x) ma derivace aZ do fadun,
pro kazdé = € J je (z, h(z), W' (z),. .., h(™)(z)) € Q a plati

F [:c, h(z),h'(z),. ..;h(n)(:ﬂ)] =0, z€J.

Je-li mo¥né z rovnice (2.1) osamostatnit nejvy3si derivaci neznamé, tj. je-li
mozné ji upravit na tvar

y™ = fz,y,y,. .y, (2.2)

kde f(x,z0,21,--.,2n—1) je n€jakd funkce n +1 proménnych definovana na ote-
viené mno%ing Q C R™1, mluvime o obycejné diferencidlni rovnici n-tého Tddu
v ezplicitnim tvaru. Tento tvar je pro vySetfovani vlastnosti feSeni vhodné;jsi.
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Poznamka 2.1 Uvédomte si, e (2.2) je specidlni piipad (2.1), kde
F(Z, 20y Zn—1,2n) = Zn — (T, 20, - -, B )

U rovnic prvniho fadu bylo velmi uZiteénym pojmem smérové pole. I u rovnic
n-tého fadu by bylo moZné udélat analogii. Ta je v8ak v prostoru dimenze n+1,
coz pri naSem elementarnim piistupu nemd néazorny efekt, a proto se touto
otazkou nebudeme zabyvat.

Naopak dilezite: «oli bude opé&t hrat pocatecni uloha.

Definice 2.2 Necht je ddna (n + 1)-tice (20, Y0, Y15 - - -, Yn—1) € . Pak ulo-
ha najit feseni y(z) rovnice (2.2), které je definované na néjakém intervalu I
obsahujicim zo a takové, Ze

y(@o) =0, ¥ (€0) = Y1,y "V (@0) = Yn-1,
se nazyva Cauchyova pocdtecni uloha.

V daném bodé xy tedy predepisujeme hodnotu TeSeni a jeho derivaci az
do tadu n — 1 vCetné.

Napf. pro rovnici druhého fadu

y" = f(z,y,9) (2.3)

hled4me Yegen{ y(z) spliwujici podminky y(zo) = yo, y'(z0) = y1, kde (20, Y0, Y1)
je dand trojice ¢isel.

Geometricky je y(2o) = yo zadana funkéni hodnota a y' (o) = y1 smérni-
ce tetny ke grafu funkce y(z) v bodé [zo,y(z0)] = (w0,Y0). Pozadujeme tedy
na rozdil od rovnic prvniho ¥adu, aby hledané feSeni nejen prochazelo danym
bodem, ale mélo i pfedepsanou tetnu — viz obr. 2.1, kde tga = y;. Pro obecné
n je vlastné zaddn tsek Taylorova rozvoje funkce y(x) v bodé xo.

Pro n = 2 si rovné? ukazeme jednu z moznych fyzikalnich interpretaci. J estli-
7e y(x) vyjadiuje zévislost dréhy y na Case z, pak 7/ (x) je okamzita rychlost
v Case z a " (r) je okamzité zrychleni v Case x. Fyzikalné fefeno tedy podminka
y(xo) = yo zaddva pocCatecni polohu a podminka y'(x¢) = y1 poCatecni okamZi-
tou rychlost (vidy v fase xg). S rovnici (2.3) se v aplikacich setkdvame velice
Zasto, nebot jde o matematicky zapis druhého Newtonova zdkona. Specidlniho
piipadu této rovnice si podrobnéji vSimneme pozdéji — viz str. 77.

Bude nas opét zajimat, zda pofatetni Gloha m4 TeSeni a zda je toto TeSeni
jediné. Piitom jednoznacnost chapeme analogicky jako u rovnic prvniho Fadu
— viz definice 1.4.

Zformulujeme nejprve, co budeme chapat slovy, 7e funkece f(z,20,. .., Zn—1)
spliiuje v bodé (xo,Yo, .-+, Yn—1) € S lokalneé Lipschitzovu podminku:

_
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Obr. 2.1: Podate¢ni tloha pro rovnici druhého radu

Existuje konstanta K > 0 a okoli O bodu (zo, Yo, - - -, Yn—1), O C £,
tak, ze pro kazdé dva body (g, ag, a1, ...,an-1) € O,
(.’L‘0, bo, b1, ..., bn—l) € O plati

|f (0, ag, a1, ..., an_1)—F(T0,b0,b1, ..., bn-1)| < K(lag—=bo|-++ - +|an-1—bn_1]).

Pfitom okolim bodu (x¢,¥o,.--,Yn—1) rozumime libovolnou otevienou kouli
v R™"t1 se stfedem v tomto bod&. Lipschitzova podminka je napf. splnéna,

existuji-li lokdiné ohranicené parcidlni derivace 8%1;—, Ceey azaf_l v €, coz je splné-
no napf., jsou-li tyto derivace spojité v €.

Vé&ta 2.1 (O existenci a jednoznaénosti) Necht f(z,z20,21,.. CyZn—1) Je
spojitd na oteviené mnoziné Q C R™*1. Pak pro kaZdé (o, Y0, Y1, - - -, Yn—1) € O

md pocdtecni uloha
y™ = f(@, 5,9y D), y(@o) =0, ¥ (@) =91, -,y (@0) = Yn-1,
alespon jedno TesSeni.

Je-li navic v kazdém bodé Q splnéna lokdlné Lipschitzova podminka, je toto

reseni jediné.

S rovnici (2.2) se jesté setkdme ve 3. kapitole, kde si v§imneme jeji souvislosti
se systémem diferencidlnich rovnic.
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2.2 Linearni rovnice n-tého radu

2.2.1 Uvodni poznamky

Tak jako u rovnic prvniho fadu i u rovnic vys§ich ¥4dd nds budou piedevsim
zajimat otdzky nalezeni (obecného) TeSeni. Je ovsem prirozené fekat, Ze potize
spojené s touto tlohou u rovnic prvniho fadu — viz str. 10 — se zde jesté
zvysi. Zatimco u rovnic prvniho f4du jsme byli schopni uvést alespon nékteré
typy rovnic, které je moZné Fesit pomoci kvadratur, je u rovnic n-tého radu,
kde n > 2, §kala podobnych rovnic podstatng chudsi. Mezi takové rovnice patii
napf.

y™ = f(2), (2.4)

kde obecné feseni dostaneme n-nisobnou integraci, tj.

y(e) = f('“(/(lf(w)dmcl) d:c+c2)---) dz + cn =

-~

n-krat
= d1+d2x+--'dn-1w”_1+/--~ (/f(a:)d:c) e dx.
e e’
n-krat

Priklad 2.1 Najdéte obecné Yefeni rovnice y"’ = sinz.

Regeni: Trojnasobnou integraci postupné dostavame
y'(x) = /sinxdw = —cosz + ¢,

y'(x) = /(—cosa:+cl)dm= —sinz + c1x + ¢,
2

i 12
y(r) = /(—31nx+clﬂc+C2)da:: cosm+cl—2— + co7 + C3.

Oznatime-li d3 = %, d2 = ¢, dy = c3, ma obecné TeSeni tvar

y=dj +dox + dsx? + cos .

Jinym takovym typem je rovnice tvaru
y™ = f(z,y"Y).
Tu substituci z(z) = y™~V(z) pfevedeme na rovnici prvniho fadu
g = f(», %)

Pokud tuto rovnici dokéZeme vyfesit, dostaneme y(z) ze z(z) pomoci (n — 1)-né-
sobné integrace, nebot jde o rovnici typu (2.4).
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P#iklad 2.2 Najdéte obecné feSeni rovnice y” = (y')2.

Reseni: Polozime z(z) = y'(z). Po dosazeni dostaneme

coZ je rovnice se separovanymi proménnymi. Pro z # 0 je

dx 22

dz—-z2 = qﬁ:dm — /z—zdz*:/da:.

Po integraci vyjde

»—1
— =xr+c = 2zZ=-

, C€ R.
-1 Tr+c

Kromé& toho m4 rovnice fefeni z = 0. Pro y(z) mame tedy rovnici

) 1
y“‘ .’IZ'"FC,

jejiz integraci dostaneme

—~—/ de = =—Inlz+c|l+d
v= T +c 4= )

Déle feSeni z = 0 odpovida
yYy=0 = y=k k€eR

Celkové mé tedy naSe rovnice feSeni

y=-Inlz+c|+d, x# —c, kdec, deR a y=k, k€R.

Nékteré dalsi typy rovnic lze nalézt nap¥. v [10].

V tomto oddile se budeme zabyvat tzv. linedrnimi rovnicemi, a to podrob-
n&ji, ne? jsme dosud zkoumali pfedchozi rovnice (i kdyz vétSinu tvrzeni opét
nebudeme dokazovat). Otézkou je, pro¢ zrovna tyto rovnice si zasluhuji tako-
vou pozornost. Diivody jsou dva. Jednak je pomérné snadné uvést fadu jejich
vlastnosti. Zkoumat oviem néco jen proto, Ze je to celkem snadné, by mohlo byt
samoudelné, pokud by piislusné vysledky nebyly k né¢emu uZite¢né. A tomu tak
v tomto p¥ipadé skuteéns je. Druhym dtivodem totiz je, Ze lineArnimi rovnicemi
1ze p¥iblizné nahradit (aspoii lokdlng) nelinedrni rovnice. Pokusime se naznacit,

v Cem tzv. linearizace spo¢iva. UvaZujme rovnici

F(z,y,9,...,y™) =0.

(2.5)
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Piislugnou funkei F(z, 20, 21, - - - » 2n) nahradime pfi pevném x Taylorovym roz-
vojem stupné jedna v okoli n&jakého bodu (Yo, Y1, - - - » Yn); jde tedy vlastné o né-
hradu tot4lnim diferencidlem. Plati

F(as,zo,21,..-,zn) = F(»"C,yo,yl,--~,yn)+dF(x»y0’y1""’y")+ (2.6)
+ R(z, 20,215 - - 2n),

kde zbytek R(x,z0,21,--+,2n) j€ PIO (20, .- 2n) »blzké“ (yo,. .. ,Un) ymaly®.
Pritom plati

aF(QC,yOa $oe ,yn)
820

8F(:c,y0,...,yn)(

0z, Zn = Yn)-

dF(z,Y0,- - Yn) = (zo—yo)+- -+

Necht h(z), © € J, je FeSeni rovnice (2.5). Protoze &isla yo,. .., yn mohou
ve (2.6) zéviset na x (rozvoj jsme délali vzdy pii pevném z), lze v (2.6) volit
za stied rozvoje (h(x), M (), .-, h(™ (z)). Pak vzhledem k tomu, Ze h(z) spliuje
(2.5), m4 (2.6) s timto stfedem tvar

OF oF |
= - e _ p
F(z, 20, -, 2n) - € hz)) ++--+ S (20— n @)+ @7
+ R(ZE, ZQy e Zn),
kde
OF OF (a:,h(:v),h'(a:),...,h(”)(:c))
821' - 8Zi
Po dosazeni (2.7) do (2.5) dostévame

%FZ;O &y _ h(:n)) Boins de %&y&“\ — h&“\&ﬂ\ R R&:{;,'g,y' 7_“’1}“\\ =0.

P¥ipomefime, Ze tato rovnice ma FeSeni y = h(x), tedy je

, 1=0,1,...,n.

R (a: h(z), K (2), ..., h(”)(a:)> =0, z€J. (2.8)
Zavedme nyni novou neznamou u(z) = y(z) — h(z). Pak
o' (z) =y (&) = W (2),...,uM(2) =y (2) - ' (2)

a predchozi rovnice nabyvé tvar

y—u—t— £U’+...+_af_ (n)
0z 021 anu K (2.9)

+ R (0 ha), o+ B (e, ..o u® 4 KO (@) =0,

Tato rovnice mé vzhledem k (2.8) FeSeni u(z) = 0.
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UvaZzujme nyni, co by se stalo, kdybychom v takto upravené rovnici zanedbali
vyraz R (z,u+ h(z),v' + W' (z),..., u™ + h(™M(z)), ktery je pro u(z) ,blizké*
nule ,maly“. Rovnice (2.9) pak pfejde v rovnici

OF oF oF

—uU+ —u 4 —u™ =0, 2.10

0zp 0z 0z, . ( )
kde g—g, 1=0,1,...,n, jsou konkrétni funkce proménné x nezavisejici na u.

Jak dale uvidime, rovnice (2.10) je pravé zminén4 linerni rovnice. Rikdme,
7e rovnice (2.10) vznikla z rovnice (2.5) linearizact v okoli jejiho TeSeni h(x).
Je-li y(x) YeSeni (2.5), vyjadiuje u(x) odchylku y(z) od pevného FeSeni h(zx),
a tedy rovnice (2.9) je diferencialni rovnici pro tuto odchylku.

Oté4zkou nyni je, jaky je vztah mezi feSenimi rovnic (2.9) a (2.10). Lze ukazat,
ze pokud R (z,u + h(z), v + W' (z),..., u™) + h(”)(az)) , je ,malé“, tj. pokud u
je ,,blizké“ nule, jsou FeSeni (2.9) a (2.10) ,,pFiblizné“ stejné. Jinymi slovy FeSeni
rovnic (2.9) a (2.10), ktera jsou ,blizka nule“, jsou pfiblizné stejna. To vyply-
v4 z vyznamné skupiny tzv. vét o spojité zavislosti na pocatecnich podminkdch
a parametrech — viz napt. prace [6, str. 93], [14, str. 224,231], [18, str. 178],
[29, str. 326] a pod.

Princip linearizace je velmi vyznamny a v inZenyrské praxi ¢asto vyuzivany.
Mnohdy je v8ak pouzivan velmi nepfesné, coz mize vést k naprosto nespravnym
zévérim. Je tfeba mit na paméti, Ze zdaleka ne vSechna FeSeni rovnic (2.9)
a (2.10) jsou ,priblizné stejnd”, ale pouze ta, kterd jsou ,dostatecné blizk4
nule“. Kardinalni otazkou je, co znamend pro konkrétni rovnici byt ,,dostateéné
blizky nule* a byt ,,pfiblizné stejny®.

Déle neni obvykle moZné uvazovat reSeni na piili§ dlouhém intervalu — zhru-
ba feceno, ¢im deldi interval uvazujeme, tim bliz§i nule musi feSeni byt. Roz-
hodné& by se kazdy, kdo chce linearizaci pouzivat, mél dikladné seznamit s vySe
zminénymi vétami, aby presné védél, co lze od této metody ocekévat a co ne.
Linearizaci lze ziskat ve specidlnéjsich ptripadech i podrobnéjsi informace, napft.
o chovani v okoli staciondrnich feseni a pod. — viz napf. 3, str. 409], [6, str. 144],
[17, str.217], [29, str. 87] a pod. Cel4 tato problematika je bohuZel mimo ramec
téchto skript.

InZeny¥i se mnohdy domnivaji, Zze neni nutné studovat nelinedrni rovnice,
protoZe je sta¢i linearizovat a TeSeni linedrnich rovnic vzit za p¥ibliZné feSeni
ptivodnich neline4drnich rovnic. To je naprosto mylné predstava. Existuji vlast-
nosti, které se u lineadrnich rovnic viitbec nevyskytuji, a je tedy naprosto nemozné
posuzovat tyto vlastnosti u nelinedrnich rovnic na zékladé jejich linearizaci. Sta-
& pripomenout napf. otdzku nelinedrnich kmitt. Zatimco autonomni nelinedrni
rovnice druhého fddu miize mit jediné periodické feSeni, homogenni line4drni rov-
nice druhého ¥adu s konstantnimi koeficienty méa bud vSechna FeSeni periodicka,
nebo 74dné. Ze se takové rovnice v praxi vyskytuji, dokazuje napf. tzv. van der
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’

Polova rovnice
y' +u? -1y +y=0, neER,

popisujici kmity elektronického oscilatoru nebo jeji zobecnéni, tzv. Liénardova
rovnice

y' + fy)y +9(y) =0,

kterd se objevuje v akustice a v posledni dobé v biologii ve spojitosti s otdzkami
modelovani biologickych systémi. Zajemce o vlastnosti téchto rovnic odkazuje-
me napf. na [14, str. 295] nebo (20, str. 86].
2.2.2 Vlastnosti linearnich rovnic
Rovnici tvaru

b (@)™ (@) + bp_1 @)y V(@) + -+ + bi(2)y' (2) + bo()y = (@),

kde b;(z), i = 0,1,...,n a g(x) jsou funkce, nazyvame linedrni diferencidlni
rovnice n-tého fddu. Budeme predpokladat, Ze by (x) # 0. Pak je mozné rovnici

vydélit timto koeficientem a pii oznadeni a;(x) = %((i;l), i=0,1,...,n—1,

a f(z) = %&—)) nabude rovnice tvaru
™ + ap 1@y 4+ @)y +aole)y = flo). (211)

V daléim se budeme zabyvat rovnicemi pravé tohoto tvaru.

Rovnice (2.11) se nazyva homogenni, jestlize f(z) = 0, a nehomogenni
v opatném piipadeé.
Plati nasledujici vysledek tykajici se pocatecni ulohy.

Véta 2.2 Necht funkce a;(z), i=0,1,...,n—1, a f(x) jsou spojité na inter-
valu J. Necht zo € J @ Yo,Y1,---,Yn—1 € R jsou libovolnd ¢&isla. Pak rovnice
(2.11) md prdvé jedno TeSeni y(z) spliiujici pocdtecni podminky

y(zo) = Yo, ¥ (zo) = Y1, - Ly (20) = Yno1-

Toto Feseni existuje na celém intervalu J.
Pro dalsi vyklad bude V}’fhodné zavést nasledujici oznaceni: !
L(y) = y™ + an1 @)y 4+ ar(2)y’ + ao(@)y- |

Zobrazeni & piifazujici funkci y novou funkci, danou levou stranou rovnice
(2.11), budeme nazyvat operator. Pak (2.11) m4 tvar

Z(y) = f(z).

Podobné jako v odstavci 1.3.5 se dokaze tzv. princip superpozice.
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Véta 2.3 Necht y1(z) je teSeni rovnice £ (y) = f1(x) a y2(x) je feseni rovnice
Z(y) = fa(z) (tedy levé strany obou rovnic jsou stejné). Pak pro libovolnd
a, B € R je funkce y(x) = ayi(x) + Bya(z) Tesenim rovnice

Z(y) = afi(z) + Bfa(z).

Dale si-vSimneme samostatné homogenni a nehomogenni rovnice. Uvidime,
7e fada vlastnosti je analogickd jako u rovnic prvniho f4du. Dikazy proto vesmés
neuvadime.

2.2.3 Homogenni rovnice

Jde o rovnici tvaru
¥y ™+ a1 (2)y" Y+ ar (@)Y + ao(x)y = 0. (2.12)
Z principu superpozice vyplyva nésledujici vyznamny vysledek.

Véta 2.4 Jsou-li y1(x) a ya(x) dvé feseni rovnice (2.12) a ¢ € R, pak také
funkce y1(x) + y2(x) a cyi(x) jsou teSeni rovnice (2.12). Tedy Teseni rovnice
(2.12) tvori vektorovy prostor. Jeho dimenze je n.

Poznamka 2.2 Chapeme-li operator .Z jako zobrazeni z vektorového prostoru
funkci majicich spojitou n-tou derivaci na J do vektorového prostoru funkci
spojitych na J, snadno se ovéri — viz nésledujici priklad — Ze jde o linedrni
operdtor. Funkce y(z) je FeSenim (2.12) pravé tehdy, kdyz Z(y) = 0, tedy
kdyZz y(z) je prvkem jadra operdtoru .£. Pfedchozi véta pak ¥ikd, Ze defekt &
(tj. dimenze jadra) je roven &islu n.

Piiklad 2.3 Ovéite, Ze operdtor £ (y) =y” + a1(x)y’ + ao(x)y je linedrni.
Reseni: Je

L(y1+y2) = (1 +y2)" +ar(x) (1 +y2) +ao(@) (Y1 +y2) = yi +y5 +ar(z)y) +

+a1(z)yy+ao(z)y1+ao(x)y2 = ¥y +a1(x)yy+ao(x)y1+ys +a1(z)ys + ao(z)y2 =

= ZL(y1) + 2L (y2)-

Tedy Z je aditivni. Dale pro a € R je

Z(ay) = (ay)" + ar(z) () + ao(z)ay = a(y” + a1(z)y’ + ao(z)y) = .Z(y).

Operator .Z je tedy i homogenni, tj. celkové je linedrni.

V kazdém vektorovém prostoru kone¢né dimenze existuje baze. Libovolny
prvek tohoto prostoru je pak linedrni kombinaci prvki této baze. Vybereme
tedy n linedrné nezavislych feSeni y;(x),...,yn(x) rovnice (2.12). Pak kazdé
feSeni rovnice (2.12) m4 tvar

y(a:) =C1Y1 (.’L‘) + ot Culn ($)a (213)
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kde cy,...,cn jsou libovolna redlnd ¢isla. Vzorec (2.13) tedy dava obecné resent
rovnice (2.12). Bazi y1(z),...,yn(x) nazyvame fundamentdlni systém rovnice
(2.12).

V&imneme si nyni toho, jak lze posoudit nezévislost feSeni rovnice (2.12).
7 n-tice feSeni vytvorime determinant

Y1 Y2 cer Yn

1 Ya vun Un

W(y1a~--7yn): : : :
-1 -1 n—1
I S

Tento determinant se nazyva Wronského'? determinant neboli wronskidn. Lze
uk4zat, e wronskidn je FeSenim jisté line4rn{ rovnice prvniho fadu. V disledku
toho plati:

Véta 2.5 Budje W(yi,...,yn) =0 na J, nebo je W(y1,..-,Yn) #0 na J.
Tento vysledek dava smysl nasledujicimu tvrzeni.

Véta 2.6 Mnosinan feseniyy, ..., Yn TOUNICE (2.12) je linedrné nezdvisld Praveé
tehdy, kdyz W (y1,...,yn) # 0 na J.

Sta¢i tedy ovéfit pro konkrétni 2o € J, zda je Wyi(xo), - - -, Yn(x0)] TOVEDR
nule nebo ne. Na konkrétni volbé& zo nezalezi. Wronskian je totiz bud porad
nulovy nebo pofad nenulovy.

Poznamka 2.3 Piedchozi kritérium nezavislosti neplati obecné pro n-tici funk-
ci, ktera neni feSenim né&jaké rovnice. Obecné lze tvrdit, Ze z uvazované pod-
minky W (y1,...,yn) # 0 na J plyne nezévislost funkei y1,...,yn. Opak vSak
obecnd neplati. Pokuste se najit takovy priklad.

Vzorec (2.13) ndm udéva obecné feSeni rovnice (2.12). Problémem vSak z0-
stava, jak najit ngjaky fundamentalni systém. Ukazuje se opét bohuZel, Ze i kdyz
jsou koeficienty elementdrnimi funkcemi, nemusi existovat fundamentalni sy-
stém slozeny z elementérnich funkci. Explicitné najit fundamentalni systém lze
jen nékdy. Nejvyznamngjsi je piipad, kdy koeficienty ag, . .., @n—1 jsou konstant-
ni: timto p¥ipadem se budeme v dalsf ¢asti zabyvat. O rovnici (2.12) s nekon-
stantnimi koeficienty existuje velice rozsahla literatura. Vynikajicich vysledkii
dosahl v této oblasti brnénsky matematik Bortvka'! a jeho Zaci — viz napi. [1]
a [16].

10 Jozef Maria Wronski-Hoene (1776-1853) (&ti vroniski-héne) — polsky matematik a fi-
losof. Zabyval se zdklady matematiky a teorii algebraickych a diferencialnich rovnic.

11Qtakar Boravka (1899) — vyznamny Cesky matematik, akademik CSAV. Pracoval v ob-
lasti projektivni diferencidlni geometrie, teorie grup a od zadatku 50. let se zabyva obylejnymi
diferencidlnimi rovnicemi.
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2.2.4 SniZeni radu linearni rovnice

Zname-li jedno FeSeni yo(x) rovnice (2.12), lze sniZzit jeji Fad, tj. pfevést ji na rov-
nici (n — 1)-niho faddu. Pfedpokladejme, Ze yo(x) # 0 pro x € I, kde I C J je
interval. Hledejme FeSeni (2.12) ve tvaru

y(x) = yo(z)u(z).
Lze ovéfit, ze po vypoctu derivaci a dosazeni do (2.12) vyjde
Yo (2)u™ + by (2)u™™Y £ by (@) +

+ [y(()n)(:c) + an_l(a:)y(()n—l)(a:) wwn o ao(w)yo(:c)}u = 0.

Pfitom b;(z), i = 1,...,n — 1, jsou funkce vyjadFené pomoci funkci yo(z) a
ay(z),...,an—1(x). Protoze vyraz v hranaté zavorce je nulovy, a yo(x) 0,
dostavame pro u rovnici

bi()

um oy 1@ ey o @)
Yo(z) Yo(z)
Nyni mtizeme poloZit u'(x) = v(z). Pro v(x) pak mame rovnici (n — 1)-niho
radu . g
=1 4 1@ oy L 0l@) (2.14)
Yo(w) Yo()

Obvykle postupujeme tak, Ze FeSeni (2.12) hledame ve tvaru

Po dosazeni se vyrazy s integralem zrusi a zistane pfimo rovnice (2.14). Lze
ov&fit, Ze je-li v1(z),...,vn—1(x) fundamentalni systém rovnice (2.14), je

yo(z), yo(x)/vl(a:) dx, ..., yo(x)/vn_l(:c) dz
fundamentélni systém (2.12) — viz [14, str. 103].

1
Priklad 2.4 Najdéte obecné FeSeni rovnice y” + ~y' — —y =0, x > 0, vite-li,
T T

7e mé Yefeni yo(r) = 22,

Resent: ReSeni hleddme ve tvaru y(z) = z?[v dz. Pak

y’:2x/vd3:+a:211 = y":2/0d$+2xv+2xv+:czv’
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a po dosazeni mame
2/vdw+4xv+x2v'+2fvdm+xv—4/vd:v=0,

tj. po upravé
5
v+ —v=0.
&

To je lineadrni homog.uni rovnice prvniho Fadu, tj. rovnice se separovanymi
proménnymi. Tedy

dv 5 dv 5 dv 5

P iy = —=—-—dz = — =— [ =dz,

dz x v x v x
takze c

Inj|=—-5n|z|+nc = v(r)= =
Volme napi. ¢ = —4. Pak v(z) = =4 a druhé TeSeni rovnice je
—4 x4 1
o el _ 2 _

Obecné FeSeni m4 tudiz tvar

y(z) = o’ + o T > 0.

Viimnéte si, ze vysledek plati i pro z <0.

Poznamka 2.4 i) Zcela analogicky 1ze postupovat v piipadé nehomogenni rov-
nice, zndme-li feSeni piisludné homogenni rovnice. Nové vznikla rovnice nizsiho
¥4du je op&t nehomogenni. .

ii) Podobng, znadme-li k nezévislych YeSeni rovnice (2.12), 1 < k < n, lze (2.12)
za jistych predpokladl prevést na rovnici ¥adu n — k. Detaily 1ze nalézt napf.
v [6, str. 49] nebo [14, str. 348].

2.2.5 Homogenni rovnice s konstantnimi koeficienty

Ptjde ndm o nalezeni fundamentalniho systému rovnice
y™ + a1y Y 4+ + a1y +aoy =0, (2.15)

kdea; € R, i=0,1,...,n—1.
Vyjdeme z piikladu pro rovnici druhého fadu

y" + a1y’ + aoy = 0.
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Pokusme se najit feSeni této rovnice ve tvaru y = e**, kde X je vhodné &islo.
Vypocteme
y/ — /\e/\x mea, yll — )\2e>\.’t
a po dosazeni obdrzime
A2eM + arhe™® + age’® = 0.
ProtoZe e** # 0, musi A spliiovat rovnici

A2+ a A+ ag = 0.

To je (algebraickd) kvadratickd rovnice, kterou umime snadno vyfesit. Ukazuje
se, Ze i v obecném pi¥ipadé rovnice (2.15) je situace obdobna.
K rovnici (2.15) pfifadime algebraickou rovnici

A 4 @ AN ot a A+ ag =0. (2.16)

Tato rovnice se nazyva charakteristickd rovnice diferencidlni rovnice (2.15). Le-
vou stranou této rovnice je polynom stupné n. Z algebry je zndmo — viz napf.
[13, str. 64] — Ze tato rovnice ma v kompleznim oboru préavé n kofent, z nichZ
nékteré mohou byt stejné (tzv. vicendsobné kofeny). Pfitom komplexni kotfeny
se vyskytuji vzdy po dvojicich (tzv. komplexné sdruzené koreny), které maji
stejnou ndsobnost. Redlné kofeny mohou ale nemusi existovat. Nyni plati:

Necht A € R je k-nasobny realny kofen rovnice (2.16), k > 1. Pak funkce

y1(z) = e*®, yo(z) = 2, ..., yp(z) = 2F 1M

jsou TeSenimi rovnice (2.15).
Necht a4 3i € C je komplexné sdruzené dvojice k-ndsobnych komplexnich
kofent rovnice (2.16), k > 1, a, 8 € R, B # 0. Pak funkce

y1(z) = e** cos Bz, y3(x) = xe*® cos Bz, . .., yar_1(z) = 2F~1e*® cos Bz,

y2(x) = e** sin Bz, ya(x) = xe*Fsin Bz, ..., yap(x) = ¥~ 1e*®sin fr

jsou FeSenimi rovnice (2.15).

Sestrojime nyni popsanym zptisobem ke kazdému kofenu rovnice (2.16) od-
povidajici fetézec FeSeni. Celkem budeme mit (po pfedislovani) n FeSeni rovnice
(2.15)

y1(z), .y yn(z).

Véta 2.7 MnoZina Teseni zkonstruovand popsanym zpisobem tvori fundamen-
talni systém rovnice (2.15).
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Poznamka 2.5 Mame tedy zdanlivé efektivni postup, jak najit potfebny fun-
damentalni systém. Zdanlivost spociva v tom, 7e obecné neumime urcit koreny
algebraické rovnice (2.16) stupné n = 5. Pfitom pro n = 3 an = 4 je to velmi
komplikované — viz napf. [13, str. 67]. Pouzit{ numerickych metod je zde pro-
blematické — pod&itat nasobné koreny numericky (tj. i urcit jejich nasobnost)
1ze t&7ko, coz nam vadi. Nasobné kofeny totiz ¢asto vyrazné ovliviji chovani
feSeni rovnice (2.15). [

Nyni si na piikladech ukazeme pouziti vylozené teorie.
Piiklad 2.5 Najdéte obecné FeSeni rovnice y'+y —6y=0.
Regeni: NapiSeme charakteristickou rovnici
A4 A—6=0.

Jeji kofeny jsou

)\1’2 - /\1 B 2, /\2 = —-3.

~1+/1+24 -1%£5
2 2

Oba kofeny jsou redlné a jednoduché, tedy ke kazdému piislusi jedno FeSeni.

Proto funkce

2% 3x

yi(z) =€* a ya(z)=e”
tvoif fundamentalni systém. Obecné TeSeni je pak

y(z) = cr1e® + coe ",

Vypoditdme pro zajimavost wronskidn. Vyjde

6217 6——3:E

2e%®  —3e7°

Y1 Y2
!

36T 2% = —5e % #£0
U1 ?J’2 7

VV(ylayQ) =

pro kazdé x € R, coZ potvrzuje to, co jsme si 0 wronskianu Tekli.

P#iklad 2.6 Najdéte obecné FeSeni rovnice y" — 4y’ + 13y = 0.
Regeni: Charakteristickd rovnice je
A2 —4X+13=0,

Jeji kofeny jsou

\ 2:4i\/16—52:4i6z:2i3i_
L 2 2
M:/
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K této dvojici komplexné sdruzenych kofent (o = 2, B = 3) piislusi feseni
‘ y1(z) = e** cos3r a ys(x) = e** sin 3z.

Obecné teseni je =

y(z) = c1€2% cos 3z + c9e?® sin 3z.
Pi#iklad 2.7 Najdéte obecné feSeni rovnice 3®) + 2y 4 ¢ = 0.
Reseni: Charakteristicka rovnice je
A4+ 201 + A3 = 0.

Po tpravé je

AMOAZ+22+1) =20 +1)2=0.
Tato rovnice mé trojnasobny koien Aj 23 = 0 a dvojnasobny kofen Ag5 = —1.
Trojnasobnému kotfenu odpovidé trojice feSeni

Ox 2 _Ox 2

y1(z) =e® =1, yo(z) =2 =2, ys3(z) =22 =z

a dvojnasobnému kofenu odpovida dvojice FeSeni

=& —X

ya(z) = €77, ys(x) = ze
Obecné TeSeni je

y(x) = c1 + cax + c3z® + cye™ + czre 7.

Pi#iklad 2.8 Najdéte obecné feSeni rovnice y*) 4 2y” +y = 0.
Reseni: Charakteristické rovnice je
AM+2a+1=0.

Tu lze upravit na tvar
A +1)?2=0.

Rovnice A? 4+ 1 = 0 m4 komplexni kofeny +i, tedy nae charakteristicka rovni-
ce mé dvojnasobnou dvojici komplexné sdruZenych kofent =+:. Fundamentalni
systém je tvoren Ctverici funkei

y1(z) = €% cos 1z = cosz, y3(x) = re% coslx = zcosz,
yo(r) = e"%sinlx = sinz, y4(r) = re%sinlz = zsinz,

a obecné TeSeni je

y(x) = cpcosx + casinx + czz cosx + caxrsinz.
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Poznamka 2.6 U komplexnich kofend obvykle volime 8 > 0. To neni nutné.
Napf¥. v pFedchozim piikladu by 8 = —1 dalo y1(z) = cos(—x) = cosz a ya(x) =
sin(—z) = —sinz. Tedy aZ na preznaCeni konstant (c2 a ¢4 by byly opalné) se
nic nestane. ’

Poznamka 2.7 Z piedchoziho vyplyva, Ze feSeni rovnice (2.15) je linearni kom-
binaci funkci tvaru

zFe*® cos Bx  resp. z*e*® sin Bz,
kde k je celé nezaporné ¢islo. Takové funkce se nazyvaji kvazipolynomy. K témto
funkcim vZdy existuje Laplacetv obraz, ktery je racionalni ryze lomenou funkci
— viz napf. [30]. Tyto rovnice lze tedy snadno fesit uzitim Laplaceovy trans-
formace.

2.2.6 Nehomogenni rovnice, variace konstant

Jde o rovnici tvaru
y(") + an_l(x)y("'l) + - +ag(z)y = f(x). (2.17)

7 principu superpozice vyplyva nasledujici véta, jejiz dikaz je obdobny jako
u véty 1.7.

Véta 2.8 Necht y1(x),...,yn(x) je fundamentalni systém homogenni rovnice
(2.12) a yo(z) je partikuldrni feseni rovnice (2.17). Pak obecné reseni rovnice
(2.17) md tvar

y(CC) = Clyl(x) +- Cnyn(x) + yO(x)a Clyssv3Cn € R.

Jinymi slovy obecné FeSeni nehomogenni rovnice je rovno souctu obecného
feSeni homogenni rovnice a partikuldrniho fefeni nehomogenni rovnice. Tento
princip jsme jiz pouzili u linedrnich diferencidlnich rovnic prvniho fadu — viz
str. 23. P¥ipomeiime si jeho symbolickou podobu:

ORNLDR=ORHLDR-+PRNLDR

Obecné Fefeni homogenni rovnice umime (u rovnic s konstantnimi koeficien-
ty) najit. UkdZeme si nyni postupné dva zpusoby, jak najit partikularni FeSeni
yo(x) nehomogenni rovnice. V tomto oddile si v§imneme univerzalni metody,
ktera je platnd i pro rovnice s nekonstantnimi koeficienty. Pfedpokldda ovsem,
¥e zndme fundamentdlni systém piislugné homogenni rovnice (ktery v8ak u rov-
nice s nekonstantnimi koeficienty neumime najit).
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Variace konstant

Myslenka metody je obdobné jako u rovnice prvniho fddu, tj. v obecném feSe-
ni homogenni rovnice se snazime zaménit konstanty ci, ..., ¢, vhodnymi funkce-
mi
Ki(z),...,Kn(x) a hledat feSeni yo(x) nehomogenni rovnice ve tvaru

yo(z) = K1(2)y1(2) + Ka(2)y2(w) + -+ + Kn(2)ya(2).

Odvozeni si ukdZeme pro jednoduchost na rovnici druhého fadu
y" 4+ ar(x)y’ + ao(2)y = f(2). (2.18)
Necht y;(z) a yo(z) jsou nezavisla FeSeni prislusné homogenni rovnice, tj.
yi +ai(x)y; + ao(x)y; =0, i=1, 2. (2.19)
Hledejme feSeni ve tvaru
yo(z) = K1(2)y1(x) + Ka(z)y2(z).
Vypoéteme prvni derivaci (pro struénost nepiSeme argument x). Vyjde
yo = K1y + K1y + Kpyz + Kay).

P¥i vypodtu druhé derivace bychom dostali druhé derivace nezndmych funkci.
PoZadujme proto, aby

iKiyl + Ké@’jzi_O//___”__;

Ze takovou podminku mtiZzeme splnit, uvidime niZe. Pak mame
yh = Kiy) + Koy, = yg = Kyt + Kwy! + Kays + Koys -
Po dosazeni do (2.18) a tGpravé vyjde
Kiyy + Ky + Kays + Kayy + a1(Kyy + Kays) + ao(Kiyy + Kayz) = f(2),
Kjy) + Kyyh + K1 (yf + awyy + aoy1) + Ka(yz + axys + aoyz) = f(2).
Vezmeme-li v ivahu (2.19), dostaneme

K1yt + Kyyy = f().

|

Celkové tedy mame pro derivace
rovnic

Kiyn+ Kyya = 0,
Ky +Kyys = f(x).




64 Obydejné diferencidlni rovnice vyssich radi

Determinant matice soustavy je wronskian

Yyi Y2
T

9

ktery je nenulovy, a proto ma nase soustava jediné Fegen{ (které mizeme ziskat
nap¥. Cramerovym pravidlem). Z Kj a K3 dostaneme K1 a K, integraci. To
oviem nemusi byt mozné ve tiidé elementérnich funkeci. AZ na tento problém je
viak cely algoritmus metody variace konstant efektivni.

V obecném pifpadé dostaneme pro K1, ..., K}, soustavu rovnic
1 ¥ty

191 + -+ Kpyn = 0,
K1y + -+ Koy, = 0,
: I (2.20)
By D a4 B = 0,

Ky 4+ Ky = f),

pro niz plati totéz, co pro pfedchozi specidlni pfipad rovnice druhého radu.

x

Priklad 2.9 Najdéte obecné feseni rovnice 3" —2y' +y = FONE

Reseni: 1. Nejprve vyfesime homogenni rovnici
y' =2y +y=0.
Charakteristickd rovnice je
A2\ +1=0 = (A-1)>=0.

Kofen je dvojnasobny A1 2 = 1. Fundamentélni systém tedy je

yi(z) = e, ya(z) = ze”
a obecné FeSeni homogenni rovnice je
y(z) = c1e” + cowe”.
II. PouZijeme variaci konstant a FeSeni budeme hledat ve tvaru
yo(z) = Ki(z)e® + Ka(z)ze®.
Systém (2.20) mé tvar
Kle® + Kjxe® =

1e” + Ky(e® +xe”) =




2.2 Linedrni rovnice n-tého radu 65

Po vykraceni e* vyjde

K|+ Ky = {,
K+ Ky(1+z) = x21+1
Odectenim rovnic dostaneme
1
Kz = 241
Z prvni rovnice pak mame
1 =7

K| =—zK})=—x

2+1 2241

Tedy (volime nulové integra¢ni konstanty)

z24+1 = t
Kl(x):/ Y dp=|2zdr = dt :——1— El—t:—lln|t|:
x?+1 v dr _dt 2/t 2
= 2

=—Invz2+1,
dz
Kolm) = /$2+1 = gretg .

Partikularni feSeni nehomogenni rovnice tudiz je

yo(z) = —eIn/ 2?2 + 1+ ze” arctgx

a obecné TeSeni ma pak tvar

y(z) = c1€” + core” — e In/2? + 1+ ze arctgz, c1, c2 € R.

2.2.7 Metoda neurcitych koeficienta

Tato metoda je pouZitelnd pouze pro rovnice s konstantnimi koeficienty. Navic

prava strana f(z) musi mit specidlni tvar, uvedeny nize. Vzhledem k tomu, Ze

takové rovnice se v aplikacich velmi ¢asto vyskytuji a tato metoda je obvykle

vyrazn& rychlejsi nez variace konstant, davadme ji u téchto rovnic prednost.
Uvazujme rovnici

y™ a0y 4+ ary’ +aoy = f(2), (2:21)
jejiz linedrni ¢asti prislusi charakteristickd rovnice
A" 4y g A"+ ag A +ag = 0. (2.22)

Probereme postupné typy pravych stran f(z) od nejjednodussich k nejslozi-
t&j¥m. . o il sy
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1. f(z) = P,(z), kde P,(z) je polynom stupné n.

Predpoklddejme, Ze ¢islo 0 je k-nasobnym kofenem charakteristické rovnice
(2.22). Pritom k = 0 znamenad, Ze tato rovnice nemé koten 0.
Pak rovnice (2.21) m4 partikularni feSeni tvaru

yo(e) = " Qu(2),

kde Q,,(z) je vhodny polynom stupné n s nezndmymi koeficienty.

Priklad 2.10 Najdé&te obecné feSeni rovnice y” —y = z.
Reseni: 1. Homogenni rovnice je
y' —y=0,
prislu$né charakteristicka rovnice je
M -1=0.

Ta mé dva jednoduché redlné kofeny A; » = £1, a tudiz obecné feSeni homogenni
rovnice je
y(x) = c1€® + coe™".
I1. Prava strana nehomogenni rovnice je polynom P(z) = x stupné n = 1.

Tedy Q(x) bude obecny polynom stupné 1, tj. Q(x) = ax + b. Charakteristicka
rovnice nemd kofen 0, proto k = 0. TudiZz

yo(z) = 2°(az + b) = ax +b.

Odtud

a po dosazeni vyjde
0—(ax+b)=2 = -—-ar—-b=uz.

7 algebry je znamo, ze k tomu, aby se dva polynomy rovnaly pro kazdé x € R,
je nutné a stali, aby mély stejny stupen a stejné koeficienty u tychZz mocnin z.
Porovnivanim dostavame obecnd soustavu linedrnich rovnic. V naSem piipadé
je to:

zl: —a=1 = a=-1,
2 -b=0 = b=0.
Partikularni feeni je
Yo(z) = —x

a obecné FeSeni nehomogenni rovnice je pak

T

y(x) = c1e” +coe”" — 2.

i
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Priklad 2.11 Najdéte obecné feSeni rovnice y” — gy’ = z.

Reseni: 1. Homogenni rovnice je
y' —y =0,
piisludna charakteristicka rovnice je
1 M-A=0 = AA-1)=0.

Ta mé dva jednoduché reélné kofeny A = 0, Ay = 1 a obecné fefeni homogenni
rovnice tedy je
y(z) = c1€%% + c9e® = ¢ + coe®.

II. Analogicky jako v pfikladu 2.10 je Q(x) = ax + b. AvSak charakteristicka
rovnice mé jednoduchy kofen 0, proto k = 1. Tedy

yo(z) = 2'(azx + b) = az® + ba.
Odtud
Yo =2ax+b = vy =2a
a po dosazeni vyjde
:} 20— (2ax+b)=2 = —2ar+2a-b=uz.
| Porovnanim vyjde

zl: —-20=1 = a:~%,

22: 2a—b=0 = b=2q=—1.

\ Partikularni feSeni nehomogenni rovnice je

a jeji obecné TeSeni je

1
y(x) = ¢y + coe® — 5332 — .

2. f(z) = P,(z)e>®, kde P,(x) je polynom stupné n a o € R.

Piedpokladejme, Ze &islofo je k-ndsobnym kofenem charakteristické rovnice
(2.22); k = 0, nemé4-li tento koten.
Pak rovnice (2.21) m4 partikularni{ feSeni tvaru

yo() = 2*Qn(z)e,

kde Q,(z) je vhodny polynom stupné n s nezndmymi koeficienty.




68 Oby¢ejné diferencidlni rovnice vyssich radi

P#iklad 2.12 Najdéte obecné feSeni rovnice y"' — 2y" = 3¢**.

-

Regeni: 1. Homogenni rovnice je
y" —2y" =0,
pFisluina charakteristickd rovnice je
Mo2X2=0 = M(\-2)=0.

Ta m4 tii redlné kofenv A1 2 = 0, A3 = 2. Tedy obecné feseni homogenni rovnice
je
y(z) = c1€% + cowe®® + c3€® = ¢ + cow + cze’®.

II. Prava strana f(z) = 3e2% je typu polynom krat exponencidla; pfitom
polynom P(z) = 3 je stupné n = 0 a o = 2. Tudiz Q(x) = a (konstanta). Déle
¢islo 2 je jednoduchym kofenem charakteristické rovnice, tedy k = 1. Proto

2z 2z

yo(z) = 2'ae®® = aze
Odtud
yh = ae® +2aze®® = Yy = 2ae2® +2ae% +daze®™ = 4ae?® +4aze® =
— ! = 8ae® + 4ae®® + 8aze® = 12ae*® + Sare”
a po dosazeni vyjde
12a€%® + 8aze®® — 2(4ae™ + daxe®™) = 3¢ = 4ae’® = 3e*.

Protoze e2* # 0, dostaneme po kréceni, ze
4 3 = >
a= a=-.
4

Partikulérni FeSeni nehomogenni rovnice je

3 2z

yo(x) = er

a jeji obecné FeSeni je

3
y(z) = c1 + cow + cze** + er%.

3. f(z) = Pp(x)e™® cos Bz + Qn(z)e>” sin Bz, kde Pr,(z) je polynom
stupné m, Qn(x) je polynom stupné n a o, 8 € R.

Predpokladejme, Ze &slo o + (i je k-ndsobnym korenem charakteristické
rovnice (2.22); k = 0, nema-li tento kofen.

Pak rovnice (2.21) mé partikuldrni feSeni tvaru

yo(z) = z* [Rs(2)e™” cos B + Ss(x)e™” sin Bz]

kde s = max{m,n} (je-li Pn(z) =0, je s =mn, je-li Qn(z) =0, je s =m)
a Rs(x) a S,(z) jsou vhodné polynomy stupné s s neznamymi koeficienty.
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Poznamka 2.8 i) I kdyz je P, (x) nebo @, (x) nulovy, tj. prava strana obsa-
huje jen kosinus nebo jen sinus, je nutné do TeSeni zahrnout Rs(x) i Ss(x), tj.
¢ast s kosinem i sinem.

i) VSimnéte si, Ze typ 3 v sobé zahrnuje pro § = 0 typ 2 (cos 0z = 1, sin 0z = 0).
Déle typ 2 v sobé& pro a = 0 zahrnuje typ 1 (e°% = 1). '

i#i) Ve vSech typech nesmime zapominat na faktor z*; jeho opomenuti zptisobi,
7e pri porovnavani koeficient dostaneme sporny systém linedrnich rovnic.

iv) V8imnéte si, Zze u této metody lze najit partikularni feSeni jako prvni, tj.
i kdyZ nezndme obecné feSeni homogenni rovnice; zda je ¢islo a + Fi kofenem
charakteristické rovnice, ovéiime dosazenim.

v) Lze dokdzat, Ze dva kvazipolynomy — viz poznamka 2.7 — se rovnaji pra-
vé tehdy, kdyz obsahuji tytéz ¢leny s tymiz koeficienty; jde o zobecnéni véty
o rovnosti dvou polynomt. Diikaz viz napi. [20, str. 38]. V naSem piipadé tedy
budeme porovnavat koeficienty u coszx, sinx, xcosz, rsinx atd.

vi) Z ptredchozich vysledkt vyplyva, Ze vSechna feSeni nehomogenni rovnice
s konstantnimi koeficienty majici na pravé strané kvazipolynom jsou opét kva-
zipolynomy. Tedy na jeji feSeni lze pouzit Laplaceovu transformaci — viz po-

znamka 2.7.

Priklad 2.13 Najdéte obecné feSeni rovnice
y" +4y = e" cos2z, y(0)=1, y'(0) =0.
Reseni: 1. Homogenni rovnice je
y' +4y =0,
jeji charakteristickd rovnice je
M 4+4=0.
Jeji koTfeny jsou Aq o = £2i. Obecné feSeni ma tvar

0

y(z) = c1€°% cos 2z + c2e%% sin 22 = ¢y cos 22 + ¢5 sin 27.

II. Prava strana f(z) = e” cos 2z je tfetiho typu; pfitom P(z) =1, m =0,
Q(z) =0, a=1, =2 Tudiz s =0, R(z) = a, S(z) = b. Déle &islo 1 + 2i
neni kofenem charakteristické rovnice, tedy k£ = 0. Proto

yo(x) = z°(ae® cos 2z + be” sin 2z) = ae® cos 2 + be” sin 2.

Odtud
Yo = ae”cos2x — 2ae” sin2x + be® sin 2z + 2be” cos 2z =
= (a4 2b)e” cos2x + (b — 2a)e” sin 2z, |
yo = (a+ 2b)e” cos2z — 2(a+ 2b)e” sin2z + (b — 2a)e” sin 2z +

+ 2(b — 2a)e” cos 2z = (4b — 3a)e” cos 2x — (4a + 3b)e” sin 2z
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a po dosazeni vyjde

(4b — 3a)e” cos 2x — (4a + 3b)e” sin 2+

+ 4ae” cos 2x + 4be” sin 2z = e” cos 2z,

tj.
(a + 4b)e” cos 2z + (—4a + b)e” sin 2z = e” cos 2z.

Porovnanim vyjde:
e*cos2x 1 a+4b=1,
efsin2r @ —4a+b=0.

Tato soustava ma jediné TeSeni a = ﬁ, b= %. Partikuldrni feSeni je
yo(x) = —1—ew cos 2z + il-e‘” sin 2z
17 17
a obecné FeSeni nehomogenni rovnice je
: L 4 4 .
y(z) = c1 €08 2T + 28I 27 + i’_fe cos 2z + ﬁe sin 2.

Nyni dosadime pocatetni podminky. Dostaneme

1 16
yl@) =t 3z “a=17
Dale vypocitame
! - 1 T 2 T 3
y'(x) = —20151n2m+2cz0052$+ﬁe cosZa:——ﬁe sin 2z +
—1—4 * sin 2 +8 T cos2
—e%sin2x + —e )
17° 17¢ €
Po dosazeni dostaneme
) =20+ 2t 220 = = 9
A AR TART A 27 T3y

Hledané partikuldrni FeSeni je

(x) ! cos 2x ) sin 27 + ! e” cos 2z + 4 e® sin 2
= — - = — —e% sin 27.
AT 34 17 17

P¥iklad 2.14 Najdéte obecné FeSeni rovnice y" +2y" +y =a?+sinz.

Reseni: I. Homogenni rovnice je

y//l + 2y// + yl — O’
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charakteristicka rovnice je
M2+ d=0 = IA+1)?2=0.
Jeji kofeny jsou Ay =0, Ag3 = —1. TudiZ obecné feSeni je

y(x) = 1% + coe™ + caze™ = c1 + coe™" + czze ™",

II. K urceni partikuldrniho reSeni nehomogenni rovnice pouzijeme princip
superpozice — viz véta 2.3. Polozme fi(r) = 22, fy(r) = sinz.

Prvni &4st pravé strany fi(z) = z? je typu 1, kde n = 2, tedy bude
Q(x) = az? + bx + c. Protoze charakteristick4 rovnice ma jednoduchy ko¥en 0,
je k =1. Pak

y1(z) = ' (ax® + bx + ¢) = az® + ba? + cx.
Odtud
Yy =3ax? +2bx+c = yj=6ax+20 = y|"=6a

a po dosazeni mame

6a + 12ax + 4b + 3az? + 2bx + ¢ = 22,
tj.
3az?® + (12a + 2b)x + 6a + 4b + ¢ = z2.
Porovnanim vyjde
#r Ba=1 = a:%,

zl: 12a+20=0 = b=-2,
z%: 6a+4b+c=0 = c=6.

Partikularni reSeni je
1
yi(x) = §x3 — 2% + 6.

Druhd ¢ast pravé strany fa(x) = sinz je typu 3, kde P(z) = 0, Q(z) =1,
n=0, a=0, B=1,atedy s=0, R(x) =a, S(z) = b. Protoze ¢islo 0+ 1¢ = i
neni kofenem charakteristické rovnice, je k = 0. Pak

ya(z) = 2%(acosz + bsinz) = acosz + bsinz.
Odtud
Yo = —asinz+bcosz = yi = —acosx—bsinz = 1y’ =asinz—bcosx

a po dosazeni vyjde

asinx — bcosx — 2acosx — 2bsinxz — asinz + bcosx = sin z,
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—92acost — 2bsinz = sinz.

Porovnanim vyjde:

cosz: —2a=0 == a={, .
sinz: —-2b=1 = bz—%.
Partikularni FeSeni je
1
ya(x) = —5 sinz.

Partikulérni Fegeni celé nasi rovnice je pak
L3 2 L.
y1(z) + y2(x) = 3% 2z° 4 6 — 5 sinz
a obecné FeSeni je

1 1
y(x) =c1 + coe” % + cgre”" + §m3 —2x% + 62 — 5 sin x.

Poznamka 2.9 Vratme se k fyzikalni interpretaci rovnice
y' +ary’ + azy = f(2),

kde f(x) je kvazipolynom. Pokud vyjde k > 0, tj. je tfeba zvysit stupei uvazo-
vanych polynomi, jde o tzv. rezonanci. Homogenni rovnice popisuje tzv. vlastni
kmity soustavy, kdezto nehomogenni rovnice popisuje tzv. nucené kmity sousta-
vy. Prakticky feCeno, o rezonanci jde, pokud prava strana nehomogenni rovnice
je FeSenim homogenni rovnice.

2.2.8 FEulerova rovnice

Jde o linedrni rovnici s nekonstantnimi koeficienty tvaru

"y 4 an_lx”’ly("—l) + ot arzy +ay = f(z), ©>0, (2.23)
kde a;, i =0,...,n — 1, jsou realné cisla.
Tuto rovnici lze zavedenim nové nezavisle proménné t vztahem x = e,

tj. t = Inx, pfevést na linedrn{ rovnici s konstantnimi koeficienty. Oznacme
y(z) = y(et) = u(t), tj. y(z) = u(lnz). Pro derivaci dostavame podle pravidel
pro derivovani sloZené funkce

, _dy _ du d .1

e A TS
Py D) (1) L] L
T de2 . dx  dr @ z2 dt dz x =z w2 a2

atd.

i
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Napf. pro rovnici druhého radu

z*y" + a1zy’ + aoy = f(x) - (2.24)
vychézi
2 [ . 1 1 . . 1 _ t
e\l - g +a1xuz—v—+a0u——f(e ),
tj.

i+ (ay — )0+ agu = f(e), (2.25)

co? je skuteéné& rovnice s konstantnimi koeficienty. Tento vysledek plati pro li-
bovolné n.
Obecné dostaneme rovnici

u™ 4 b, u™TY b+ b = (€Y, (2.26)
kde b; € R, i =0,1,...,n— 1.
Je-li ui(t), ..., un(t) fundamentaln{ systém rovnice (2.26), 1ze snadno ovéfit,
ve uy(Inx),. .., u,(Inz) je fundamentalni systém rovnice (2.23).

Vypodet vyssich derivaci y je pomérné pracny. Je vSak moZné ziskat cha-
rakteristickou rovnici p¥islugnou ke (2.26) p¥imo z koeficientd a; rovnice (2.23).
Napf. pro rovnici (2.25) je charakteristickd rovnice

M4 (e —DA+ag=0, tj. XA—1)+aA+ao=0.
Skute¢n& obecné plati — viz [14, str. 130], Ze

A" by AN T b A= AN = 1) - (A —n+ 1)+
+an 1 AA =1 (A=n+2)+ -+ aA(A—1) + a1 + ao.

PouZiti si ukdZeme na ptikladu.
P#iklad 2.15 Najdéte obecné feeni rovnice 23y + x%y” + 3zy’ — 8y = 0.

Reseni: Polozme z = et. Po transformaci vznikne linedrni homogenni rovnice,
jiz pfislusi charakteristickd rovnice

AA=1)(A=2)+AA—1)+31—8 =0,

tj.
A3 — 202 4+ 4\ — 8 =0.

Transformovand rovnice je tedy
U —2t 4+ 4u — 8u = 0.

Tu jsme vSak ani nepotfebovali vypisovat.
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Charakteristick4 rovnice mé celoéiselny kofen A\; = 2 (ten lze najit postu-
pem uvedenym napt. v [13, str. 68]). Po vydéleni kofenovym ¢initelem A — 2
dostaneme rovnici A2 + 4 = 0, kterd mé kofeny A2 3 = *2i. Transformovana
rovnice ma tudiZ fundamentalni systém

uy(t) = e, ug(t) = cos2t, us(t) = sin2t,
a tedy ptvodni rovnice ma fundamentdlni systém

y1(z) = uy(lnz) = 2% = 2%, yo(2x) = uz(lnz) = cos2Inuz,
y3(z) = uz(lnz) = sin2Inz.

Obecné Feseni nasi rovnice je

iz = c1z? + cycos2Inx + c3sin21n .

Poznamka 2.10 Analogicky lze ziejmé postupovat i pro x < 0, pouze se zvoli
substituce z = —et. Ne vzdy je nutné provadét to prakticky. Napi. v pfedchozim
prikladu stai upravit vysledek na tvar

y(z) = c122 + o coslnz? + casinlnz?,
ktery je definovany pro kazdé x # 0.
Cviceni
1. Najdéte obecné feSeni rovnic vysSich fadi.

a) y/// — _x_ b) y(7) — 2z ) 2J/// — (J//)Q
d) y" = (y")° e) zy® =y f) 1422y +y*+1=0
2. Najd&te obecné fedeni nasledujicich rovnic, znéte-li jedno resp. dvé partiku-

larni feSeni.

sin

2
a) y”+;y’+y=0, yi(z) =

1
b) z%y" + zy +<x —Z>y—0 y1(x) =

L1

)y y - —=y=0 y1(z) = 2°

d) 4xy”+2y +y=0, yi(r)=cos\z

e) (2= )y”+(w -2y +2(1-2)y=0, w(z)=¢
£) 23y — 3¢y + 6ay’ — 6y =0, yi(z) =2, ya(x) = 2?

COS T

T

V néasledujicich p¥ikladech najdéte obecné Teeni, a pokud jsou dény pocatectni
podminky, i pfislusné partikuldrni feSeni.
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3.a)y"+2y' -3y=0 b) ¢y +4y =0
c) y" — 6y +9y =0 d) 3y" + 4y =0, y(0)=0, y'(0)=—1 -
e) 2y +y —y=0 )y +2¢ +y=0, y(0)=2, y/(0)=-1 ;
g) y' -4y’ + 13y = h) y” + 4y’ + 5y = 0, (7r):— Y (7) =
i)y -6y = Dy =0, y2)=3, y(2) =

4.a) y" + 9y =0 b) 44 —13y” + 36y =0 -
c) y®) — 8y” + 16y =0 d) y/// _ 3y// + 3?]’ —y=0

)y
e) 64y(8) + 48y(6) + 12y(4) + J// -0
) y® -y =0, y(0)=0, y'(0)=1, y"(0) =0, y"'(0) =1, y*(0) =2

5. Variace konstant

i 1
a) Y’ — 2y +y=" b) ¥’ +4y = —
x sin® x
2 -2z
1 / 2 — d " 2 //:
¢) y" +3y +2y | )y +2y e
6. Specialni pravé strany
a)y' —6y +9y=222-2+3 b)y" -2y +2y=22
)y +4y —5y=1 d)2y"+5y—5r —2r—1
e)2y”+y—J—26 fYy'—y=e*
g) v’ — 4y + 4y = 3e* . h)y -7y + 6y =sinz
i)y +y =-cosx i) ¥ = 3y' + 2y = sin 2x + cos 2z
k) y" + 4y’ + 4 = ze®*® 1) 4" — 4y = e*sin 2z
m)y’ +y=uzsinx n)y' =3y +2y=z—e2*+1
0) y'+y=>5—3cos2x +e” p)y’ —y =2(1-x), y(0)=0, y'(0) =1

q) y® =3y 42y =82 —12 1) y"” — 3y — 2y =sinz + 2cosz
" " _ 2z n " _ 2z
s) y" —4y" + 3y = x? + xe t) v + 2y -I—y 2ze™** y(0) =
y'(0)=1, y"(0) =0

7. Eulerova rovnice

a) 22y" —9zy' +21y =0 b) 2%y’ + a2y +y==2x
w Y Yy 2

Oy L1 L2 a2y omy oyt 2t =0
X X X
e) .’ESy/” +ay —y=0 f) 3343/(4) ok 6$3J’” + 5$2y’/ —ay ty= e —d
Vysledky:

1. a) 2%In|z|+ ¢ + cax + 322, b) % + 1+ cox 4 c322 + cax® + cszt + cgx® +
+crx%, ¢) ¢ %2— + cox + c3 — 3z + cl) In |z + ¢1], d) l\/ (c1 —22)3 4+ cox + c3,
e) c1+cor+czx+eqxd e, f) — CIH = In|l+ciz|+co. 2. a) ¢ BBE 452

b) ﬁ(ﬁ cos T + ¢y sinw), c) cyr? + %, d) €1 €08 /T + cosin /7, €) cre® + cox?,
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f) crz+cox® +c3xd. 3. a) c1e®+cae™?", b) ¢1 cos 2z +co 8in 2, ¢) c1€3% 4 cored®,

_1 _4 _ 1 _ _ _ _
d) c1 +coe7 3% —%—i—%e 3T, e) cre” " +coe2®, f) cre™" +caxre™; 2e7 7 +xe 7,

—2x —2x

g) c1€%® cos 3x+coe?® sin 3z, h) cre”?* cos x+cae™“* sinx; e2("=%) (cos z—3sinz),
i) c1+c0e%%, j) e1+cox; 5—x. 4. a) ¢1 cos 3r+cosin3z+c3, b) c16%% +cpe 2" 4
tc3e3 + cqe3%, ¢) (c1 + cox)e?® + (c3 + caw)e™®, d) (c1 + cow + caz?)e”,
e) (c1 + co + c32?) co= T + (ca + c5 + cex?) sin § + c7 + cs7, ) cre® + coe™® +
+c3c08T + casinz + cs; €® + cosz — 2. 5. a) cie® + cyre® + we® In |z|,
b) ¢y cos 2z+cg sin 2z —cos 2z In | sin |~ (a?-i—% cotgx) sin 2z, ¢) cre” % +coe T2 +
+ (e + e72®) In(e® + 1), d) ¢1 + 2z + c3e™2® + Inlz|. 6. a) (c1 + cax)e® +
+22% + Zo + L b) e"(crcosz + cpsinz) + x + 1, ¢) cre® + coe™®® — L
d) e; +egeT BT 4 %333 - %m2 + 5753:, e) cre”® +coe? + e, f) cre” +coe™F — e,
g) (c1+cox)e?®+3x2e*, h) c1e%% +coe® + 2 sin T+ 75 cosx, 1) ¢y cos z4cy sina+
| +1lrsing, j) cre® +cpe?® — £ sin 2z + g5 cos 22, k) (1 +oow)e™ 2 4 (& — 35)e*”,
1) cre™2% + cpe?® — Le2®(sin 2z + 2 cos 2z), m) (01 - 5”;) cosz + (c2 + %) sinz,
n) cre® + c2e® + tx + 5 - Le 2, 0) cycosz + cpsinz + 5 + cos 2z + ze”,
D) c1 + coe® + x2; €® + 22, q) ¢1 + oz + csx? + cs€” + c5e* + szt 1) cre® +
+(co + caz)e™® — Lsinz, 8) 1 + coe” + c3€®® + (327 + 122 + 26) + (1 -
22)e2%, t) c1 + cpe® + caxe™ + (x+ 3) e e (@ —4) + L4 (x4 3) e
7. a) c12° 4+ cox”, b) £ 4 ¢y cosln|z| + cosinln |z, ¢) c1z + coxln|z| + @ In® |z|,
d) zln|z| 4+ c1z + c2x? + 22, €) c1x + coxIn|z| + c32 In? |z|, f) c1z + coxlnz +

+°?3+ % Inz +1n’z.

2.3 Ukazky aplikaci rovnic vyssich radua

Rovnice vy&sich ¥4dt maji rozsahlé aplikace. P¥ipomefime jen, Ze se vyskytu-
ji v mechanice, teorii pruZnosti, teorii elektrickych obvodi a mnoha dalsich.
Na obalu monografie [14] je moZné najit nasledujici citat:
Fyzikalni zdkony se nejjednoduseji a nejpiirozenéji formuluji ve tvaru di-
ferencialnich rovnic; proto diferencidlni rovnice studovali nejvétsi mate-

matikové a matematicti fyzikové od dob Newtonovych.
G. BIRKHOFF — G. C. ROTA

P#i studiu dal$ich pfedméti teoretického zdkladu inZenyra i pfedmétd speciali-
zace si sami ovérite, ze uvedeny citat je pravdivy.

Nen{ mo¥né, aby v tomto omezeném textu byly uvedeny vSechny mozné
ukdzky aplikaci diferencialnich rovnic. Omezime se pouze na jeden typ rovnice,
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na ktery vede rada dulezitych tdloh. Jde o rovnici linedrniho oscildtoru
Y’ +2ay +b%y=0, a>0,b>0. (2.27)

Je to homogenni linearni diferenciélni rovnice druhého fadu s konstantnimi ko-
eficienty . V8imneme si nejprve tloh, které vedou na tuto rovnici.

1. Kmity pruziny.

UvaZujme pruzinu o tuhosti £ > 0, na niZ je zavéSena kulitka o hmotnosti
m > 0. Vychylenim z rovnovadzné polohy zac¢ne kuli¢ka kmitat. P¥edpokladejme
dale, Ze na pohyb piisobi odpor, ktery je timérny okam#ité rychlosti. Necht sou-
¢initel odporu je ¢ > 0. Oznafme y(t) vychylku z rovnovazné polohy v Case t
— viz obr. 2.2, Pfedpokladame-li, Ze jde o malé kmity, plyne z druhého Newto-
nova zakona, Ze

. . c . k
my=—cy—ky — y+ay+ay:0;

piitom g je okamZzitd rychlost a ¢ je okamZité zrychleni. Oznaéime-li

a= 5%, b=4/L, dostdvame pro y(t) rovnici (2.27).

2m’

2. Matematické kyvadlo

UvaZzujme kulicku o hmotnosti m > 0 zavéSenou na vlakné délky [ > 0,
jehoZ hmotnost je zanedbateln4. Vychylenim z rovnovazné polohy zacéne kulicka
kmitat (v roving). Ozna¢me ¢(t) tthlovou odchylku od rovnovazné polohy v Case
t méfenou v radidnech — viz obr. 2.3. Na kuli¢ku piisobi gravitaini sila mg, kde
g Je gravitacni konstanta. Jeji slozka odpovidajici sméru tedny ke kru¥nici je
—mgsin ¢. Oznatime-li délku oblouku na kruZnici odpovidajici thlu ¢ jako s,

2
jes=lp, atedy § = dd(tlf) = lp. Z Newtonova zdkona pak mame

mly = —mg sin .
Pro malé thly (|| < 5°) je sinp = ¢. Tedy

mly = —mgpy =— 4;5—4—%@:0.

Oznacime-li \/le— = b, dostdvame pro ¢ rovnici (2.27), kde a = 0.
Kdybychom uvazovali i odpor prostfedi, dostali bychom obdobné jako u pru-

Ziny rovnici (2.27), kde a > 0. Vsimné&te si rovné?, Ze nahrada sing = ¢ je
vlastné linearizaci — viz str. 51.
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iz

o

: -_ = .
N

Obr. 2.2: Kmity pruZiny Obr. 2.3: Matematické kyvadlo

3. Elektricky obvod.

| UvaZujme elektricky obvod, v némZ je rezistor o odporu R > 0 ohmt a in- |

- duktor o indukénosti L > 0 henry. V &ase t = 0 je k obvodu pfipojen kapacitor I
o kapacité C > 0 faradd nabity na hodnotu u(0) — viz obr. 2.4. Oznacme 1
i(t) proud v ampérech, ktery obvodem prochézi v Case t. Napéti na indukto-
ru, rezistoru a kapacitoru p¥i priichodu proudu i(t) je postupné Li'(t), Ri(t)
as fg i(s) ds + u(0). Z druhého Kirchhoffova zakona dostaneme

t

LI (t) + Ri(t) + 5 / i(s) ds + u(0) = 0 |

| ‘Mﬁl

a po derivaci a upravé
. | 1 R, 1. .
‘ 'W‘ L’ZH+R’LI+6’L:0 = ’l'”'*‘fll-‘-mlzo. il

v .  _ R 1 % v
Oznalime-li a = 57, b= Tio dostaneme pro i rovnici (2.27). |

V&imneme si nyni podrobng&ji rovnice (2.27). Ta popisuje tzv. vlastni kmity
linedrniho oscilatoru. Charakteristickd rovnice je

A2 4+ 2a\+b%=0.
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Obr. 2.4: Elektricky obvod

I. Jestlize a = 0, je

MNipr=0 = A= ———"——==d=ib
a obecné feSeni ma tvar
y(x) = c1 cosbx + co sin bx.

Jde o tzv. harmonicky linedrni oscildtor. Vzorec obecného feSeni je s ohledem
na aplikace obvykle vhodné&jsi upravit na jiny tvar. Je-li y(z) netrividlni FeSeni,
je ¢2 + c2 > 0 (aspon jeden koeficient je nenulovy), a tedy lze psat

C1 Co .
y(z) =1/ + 2 | ——— cosbr + —=— sinbzx | .
(=) b Ve +c2 Vet + ¢

Zvolme nyni thel ¢ tak, aby

C1 C2
CoS p =

2 2’ 2 2"
c] +c3 Vel tces

Takovy thel vZdy existuje. Oznaéme jests A = y/cf + c2 > 0. Pak

sinp =

y(x) = A(sin ¢ cos bz + cos psinbz) = Asin(bx + ¢).

Pro A = 0 obsahuje tento vzorec i trividlni Feseni. Cislo A se nazyvé amplituda
a uhel ¢ fdze. Tato rovnice popisuje harmonické kmity. Jde o netlumené kmity.

IL. Je-li a? > b2, je

—2a +v/4a? — 4b?
- -2a =—a+Va?—b2

coZ jsou realné rizné kotreny. Obecné feSeni je

(~a+VaT B | o(~a—VaT- e,

A2 =

y(z) = cre
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Jde o neperiodické kmity, které nazyvame silné tlumené.

IIL. Je-li a? = b2, je

coz je dvojnasobny redlny koren. Obecné feSeni je
y(x) = (c1 + cox)e™ %,

Jde o neperiodické kmity, které se nazyvaji kriticky tlumené.

IV. Je-li a? < b2, je

)\1,2 = —a=x i\/ b2 = a2,

coz je dvojice komplexné sdruzenych kofent. Oznacime-li /b2 —a? = w > 0, je
obecné feSeni tvaru

a a

y(x) = c1e7 % coswz + coe™ ** sinwz.
Analogicky jako u harmonického oscilatoru lze tento vysledek upravit na tvar
y(x) = Ae " sin(wz + ), A >0.

Jde o periodické kmity, ktery se nazyvaji slabé tlumené (ovSem sama funkce
Ae™* sin(wz + ¢) neni pro a # 0 periodick4!).

Pribéh feSeni je zndzornén na obrazku 2.5.

Poznamka 2.11 Podobné vySetfovani nehomogenni rovnice tvaru
y" + 2ay’ + b%y = f(x)

vede na tzv. nucené kmity, o nichz jsme se zminili v pozndmce 2.9 v souvislosti

s rezonanci. Zde ovSem vysledek podstatné zavisi na konkrétnim tvaru budiciho
,Clenu® f(x).

R ———
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Obr. 2.5: Pribéh feSeni linearniho oscilatoru
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Kapitola 3

Systémy obycejnych
diferencialnich rovnic

3.1 Kvwvalitativni teorie

Dosud jsme se zabyvali jedinou diferencidlni rovnici o jedné nezndmé funkci.
V této zavéreéné kapitole si v8imneme pfipadu n diferencidlnich rovnic o n
neznamych, kde n > 1 je piirozené &islo. Pro jednoduchost se omezime jen na
systémy v explicitnim tvaru. Déle se omezime na rovnice obsahujici pouze prvni
derivace nezndmych funkci, coz, jak nazna¢ime ni%e v pozndmce 3.1, neni na
ujmu obecnosti.

Uvazujme n funkei f1(z,21,...,2s), fo(x,21,..320),. o, fu(Z, 21, .+, 20),
které jsou definované na oteviené mnozing Q C R™*. Systémem n diferencidl-
nich rovnic prvniho Tddu o n neznamych funkcich y(z),...,y,(z) nazyvame

soustavu tvaru

yll = fl(xfyhy%--'ayn)a
/
Yy = f2(xaylay27"'ay )’
. " (3.1)
y;z = fn(a:,ylay%'”’yn)-

Definice 3.1 Necht (hi(z),ha(z),...,hn(z)) je n-tice funkci definovanych
na otevieném intervalu J. Tato n-tice se nazyva fesenim systému (3.1), jestlize
kazd4 funkce h;(x), i = 1,...,n, ma derivaci na J, pro kazdé x € J je splnéno
(z, h1(z),..., hn(z)) € Q a plati
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ll(m) = fl[w1h1(x)"'-ahn(m)]a
IZ(:L‘) = fZ[x’hl(w)a"whn(x)]v

ho(z) = falz, hi(z),..., ha(z)]
pro kazdé z € J.

Zdtraznéme jesté jednou, Ze jednim FeSenim systému (3.1) je n-tice funkef;
za kaZzdou nezndmou y; musime dosadit jednu funkci h;(z).
Dalsim pojmem, ktery zavedeme, bude podate¢ni uloha.

Definice 3.2 Necht je dana (n + 1)-tice (zo,c1,...,c,) € . Pak tloha najit

feSeni (y1(z), ..., yn(z)) systému (3.1), které je definované na né&jakém intervalu
I obsahujicim x( a takové, Ze

y1(zo) = c1, Y2(20) = c2, -+, Yn(T0) = Cy,
se nazyva Cauchyova pocdtecni dloha pro systém (3.1).

V daném bodé x( tedy pfedepisujeme hodnotu kazdé slozky FeSeni.
Zépis systému (3.1) je dost t&Zkopadny. Proto budeme pouzivat néasledujici
vektorovou symboliku. Oznaéme

y=-.u)" a f=f1,.. fa)7;

zde * znaci transponovanou matici, tj. Fddek se méni na sloupec a naopak. Tedy
J chapeme jako zobrazeni 2 do R™, které (n-+1)-tici &isel (z, 1, .. ., Yn) = (z,9y)
priradi n-tici ¢isel

T

fl(may) fl(mayla"'ayn)
fz,y)= : = :
fn(xay) fn(xayla---,yn)
Déle derivaci matice, jejiz prvky jsou funkce, budeme rozumé&t matici, jejiz prvky
Jsou derivace prvkd ptivodni matice, tj. napt.
) '
y1(z) v (z)
v@=| | =
Yn () Yn ()

Nyni je moZné systém (3.1) zapsat velice snadné& jako

Y = f(z,y). (3.2)
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Na obou stranéch této vektorové rovnice jsou sloupce. Porovndme-li jejich prvky,
dostaneme pravé systém (3.1).

Vsimnéte si, Ze formélng vypada zapis (3.2) jako jedna rovnice prvniho fadu
v explicitnim tvaru — viz (1.2) na str. 2. To je obrovska prednost, ktera nesmirn&
" usnadiiuje zapis systémii diferencidlnich rovnic.

Podobng, oznagime-li ¢ = (cy,...,c,)T, 1ze Cauchyovu po&ateéni tlohu
stru¢né zapsat takto: '

y' = f(z,y), y(zo)=c (3.3)

Déle si ukdZeme, Ze diferencidlni rovnici n-tého fadu v explicitnim tvaru lze
chépat jako specidlni pfipad (3.1). Jde o rovnici

y™ = f(z,9,9,...,y"7V). (3.4)
Oznaéme
N=9 v2=9, .. yyn =y".
Plati tudiz
i =19 = Y2,
vy, =1y = ys,
yh_y =y =y,
g, =y™ = f(z,5,y,...,y"V) = f(z,y1,92, -, Yn),
coz vede k systému
yll = Y2,
y/2 = Y3,
: (3.5)
y:z—l = yna
y;, = f(x?ylv"wyn)‘

To je systém tvaru (3.1), kde

fl(xayla""yn) = Y2,
fz(:v’yla""yn) = Y3,

fn—l(x7y17"'ayn) = Yn,
f’n(maylv"'?yn) = f(x?yl""7yn)‘

Ziejmé plati

Véta 3.1 Funkce y(z), = € I, je feSenim rovnice (3.4) prdvé tehdy, kdyz
(y(z),y'(z),...,y""D(x)) je Fesenim systému (3.5).
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Tedy z vysledki tykajicich se systému (3.1), které jsou uvedeny dale, plynou
mimo jiné i vysledky o rovnici (3.4), které jsou ve druhé kapitole, ale i vysledky
o rovnici (3.2), kde n = 1, tj. vysledky prvni kapitoly. V8imnéte si, Ze i po&ate¢ni
tlohy pro rovnici (3.4) a systém (3.5) si odpovidaj.

Poznamka 3.1 Analogicky je mozZzné i systémy vyssiho fddu s osamostatng-
nymi nejvySSimi derivacemi pfevést na systémy prvniho fadu s v&tSim podtem
neznamych.

Definice 3.3 Rekneme, e pocate¢ni tiloha (3.3) ma prdvé jedno feseni, jestlize
pro kazdou dvojici feSeni

h(z) = (hi(z),..., ha(2)T, z €1, k(z) = (ki (z),..., kn(2))T, z € J,
této ulohy existuje okoli O bodu zq, O C I N J, tak, Ze
h(z) = k(z), tj. hi(z)=ki(z),...,hu(z) = k,(x) proz €O.

Rekneme, 7e vektorové funkce f(z, y) spliiuje Lipschitzovu podminku, jestli-
ze kazda jeji slozka fi(x,y1,...,yn), i =1,...,n, spliiuje Lipschitzovu podmin-
ku ve smyslu uvedeném na str. 49. Podobné spojitosti f(z,y) rozumime, Ze
kazda slozka f;(z,y1,...,Yn) je Spojita.

Nyni Ize dokazat

Véta 3.2 (O existenci a jednoznaénosti) Necht f(z,y) je spojitd na Q.
Pak pro kaZdé (xo,c) € Q md pocdteéni tloha

y, = f(may)a y(xO) =cC

alespon jedno Teseni.

Spliiuje-li navic f(z,y) v kaZdém bodé Q lokdiIné Lipschitzovu podminku, je
toto Teseni jediné.

Predchozi véta ndm zarucuje, Ze za jistych podminek prochézi kaZdym bo-
dem (xo, ¢) mnoZiny 2 (aspoii jedno) FeSeni, které je definované na jistém inter-
valu, jenZ je okolim bodu zy. Doposud jsme se vSak nezajimali (ani pro jednu
rovnici) otdzkou, jak moc velky miiZe tento interval byt. To vzap&ti napravime.
Vzhledem k tomu, Ze jedna rovnice (i vy$siho fddu) je specidlnim p¥ipadem
systému (3.2), budou nésledujici vysledky platit i pro rovnice vysetfované v ka-
pitolach 1 a 2.

Definice 3.4 Necht y,(z), z € I, a y,(z), = € I, jsou dv& fefeni systému
(3.2). ’

Rekneme, 7e y,(z) je prodlouenim y,(x), jestlize Iy O I a pro kazdé z € I, je
Y1(2) = y,(2).

ReSen{ y, (r) nazveme vlastnim prodlouzenim y,(z), jestlize je jeho prodlouze-
nim a pfitom I; # Is.

ReSeni y(z) systému (3.2) se nazyva tpiné, jestlize neexistuje jeho vlastni pro-
dlouZeni (fikdme téZ, Ze je neprodlouZitelné).
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Uplné Fedeni je tedy pravé to feSeni, jehoZz defini¢ni obor jiZ neni moZné
zvétsit. Plati pro né obdoba véty 3.2.

Véta 3.3 Necht f(z,y) je spojitd na Q. Pak pro kaZdé (xo, c) € 2 md pocdtecni
tloha
y' = f(z,y), yl@o)=c

alespoti jedno Uplné Teseni.
Spliiuje-li navic [ \x,y) v kaZdém bodé Q lokdiné Lipschitzovu podminku, je
toto tplné Tesent jediné.

Vysledky o tplném feSeni lze podstatné prohloubit, avak to je jiz mimo
réamec tSchto skript. Zajemce odkazujeme napf. na prace [14, str. 22] nebo téZ
[20, str. 36].

3.2 Linearni systémy

Tak jako ve druhé kapitole, i zde se omezime na studium linedrnich systémi.
Jejich vyznam by bylo mozné zdiivodnit podobné jako u jedné rovnice vyssiho
tadu — viz str. 51. I zde lze provést linearizaci, tj. nahradit pravé strany (3.1)
totalnim diferencidlem se stfedem v néjakém FeSeni a pak zanedbat zbytek. De-
taily provadét nebudeme. Stejné tak by bylo mozné hovofit o spojité zavislosti
feSeni na polateénich podminkach a parametrech. Literatura uvedené v kapitole
2 na str. 53 se tyka prevazné i systémd.

A nyni jiz piejdeme ke studiu linedrnich systémi. Systém tvaru

v, = an(@yr + -+ a(@)y. +  bi(2),
vy = an(@)yr+ -+ am(@)y. +  b2(2),
: (3.6)
Y1 = an—11(x)yr + -+ an-1a(2)yn + bn-1(2),
v, = am(@y + o+ an(@yn + ba()
se nazyva linedrni systém obycejnych diferencialnich rovnic prvniho radu.
Tento systém se nazyva homogenni, jestlize plati, Ze b;(z) =0, i =1,...,n.
Pokud alespoii jedna funkce b;(x) neni identicky nulova, nazyvé se systém ne-
homogenni.
Protoze zéapis (3.6) je velice komplikovany, pokusime se opét pouZzit matico-
vou symboliku. Ozna¢me

ajp(z) ... an(z) by (z) y1(x)
A@=| | Bw=| : | wv@=|
an1(Z) ... Gnn(T) b () Yn ()
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Uplné feSeni je tedy pravé to feSeni, jehoZz defini¢ni obor jiz neni mozné
zvétsit. Plati pro né obdoba véty 3.2.

Véta 3.3 Necht f(z,y) je spojitd na Q. Pak pro kaZdé (xo, c) € Q md pocdtecni
tloha
y' = f(z,y), y(@o)=c

alespoti jedno Uplné Tesent.
Splituje-li navic [\, y) v kaZdém bodé Q) lokdiné Lipschitzovu podminku, je
toto uplné Teseni jediné.

Vysledky o tiplném FeSeni lze podstatné prohloubit, avSak to je jiz mimo
rdmec t&chto skript. Zajemce odkazujeme napf. na prace [14, str. 22] nebo téz
[20, str. 36].

3.2 Linearni systémy

Tak jako ve druhé kapitole, i zde se omezime na studium linedrnich systémd.
Jejich vyznam by bylo mozné zdivodnit podobné jako u jedné rovnice vySsiho
f4du — viz str. 51. I zde lze provést linearizaci, tj. nahradit pravé strany (3.1)
totalnim diferencidlem se stiedem v n&jakém FeSeni a pak zanedbat zbytek. De-
taily provadét nebudeme. Stejné tak by bylo mozné hovofit o spojité zdvislosti
feSeni na podatecnich podminkéach a parametrech. Literatura uvedend v kapitole
2 na str. 53 se tyka prevazné i systémd.

A nyni jiz piejdeme ke studiu linedrnich systémi. Systém tvaru

vi = aul@)y + -0+ a1n()yn +  bi(z),

¥y = an(@)y + -+ aw(@)yn +  b2(2),
: (3.6)

Yn—1 = an—11(x)y1 + -+ + An—1n(T)Yn + bn-1(z),

Yn = anl(x)yl + 4+ apn(®)yn + br ()

se nazyva linedrni systém obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho ¥adu.
Tento systém se nazyva homogenni, jestlize plati, ze b;(z) =0, i =1,...,n.
Pokud alespofi jedna funkce b;(x) neni identicky nulovd, nazyva se systém ne-
homogenni.
Protoze zépis (3.6) je velice komplikovany, pokusime se opét pouzit matico-
vou symboliku. Ozna¢me

ajr(z) ... ain(z) b1(x) y1(x)
A(z) = ; : , B(z) = : , y(o) = I
an1(z) ... Gnn(T) b () yn ()
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Matici A(z) budeme nazyvat matici koeficientti systému (3.6), B(z) sloupcem
pravych stran a y(z) sloupcem neznamych. Nynf lze snadno ovéfit, ze (3.6) je
ekvivalentni zapisu

Y = A(z)y + B(z), ” (3.7)

kde A(z)y znaéi sou¢in dvou matic, + znadi soudet matic a derivace se provadi
po slozkéach.

Véta 3.4 Necht maticové funkce A(x) a B(x) jsou spojité na otevieném inter-
valu I. Pak pro kaZdé xo € I a ¢ € R™ md poédtecni loha

Yy =A(2)y+ B(z), y(zo) =c,
prdve jedno (Uplné) reseni, které je definované na celém I.
V dalsim budeme automaticky piedpoklidat (pokud nebude vyslovné fefeno
jinak), ze A(x) a B(x) jsou spojité.

Pro linearni systémy rovnéz plati princip superpozice. Dikaz je obdobny
jako u jedné rovnice prvniho fadu.

Véta 3.5 Necht'y,(z) je feseni systému y' = A(z)y + B1(z) a yy(x) je reseni

systému y' = A(z)y + Ba(z). Necht c1, c3 € R. Pak sloupec c1y, (z) + coys ()
je resent systému y' = A(z)y + c1B1(z) + coBa(z).

VSimnéme si vztahu linearni diferencidlni rovnice n-tého ¥adu a systému.
PouZijeme-li na rovnici

y™ fan_1(@)y™ D 4+ 4 a1(z)y’ + ao(z)y = b(x) (3.8)

postup uvedeny na str. 84, m4 systém odpovidajici systému (3.5) tvar

yll = Y2,
yé = Ys,
. (39)
y;—l = Yn,
Yo = —ao(2)y1 — a1(2)ys — aa(x)ys — -+ — o1 (2)yn + b(z).
Tedy
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A(r) = : ;
0 0 0 0 1
—ao(z) —ai(z) —az(x) —n-2(x) —an—1(x)
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B(z)=]
0
b(z)
Odpovidajici systém (3.9) je tudiZ rovnéZ linedrni a velice specidlniho tvaru.

Naopak kazdému systému tvaru (3.9) odpovida jedna rovnice n-tého fadu tvaru
(3.8). V tomto smysiu jsou tedy (3.8) a (3.9) ekvivalentni.

3.2.1 Homogenni systémy

Jde o systémy tvaru

¥y = an(x)yr + ... + a1n(T)Yn,
: tj. maticové y' = A(z)y. (3.10)
Yn = anl(m)yl % ... ann(w)ym

7 véty 3.4 a z principu superpozice bezprostiedné snadno vyplyva volbou
B (z) = By(z) = 0 nésledujici véta.

Véta 3.6 Jsou-li y () a yo(x) dv€ feSeni systému (3.10) a ¢ € R, pak také
y,(x) + yo(z) a cy,(x) jsou feseni tohoto systému.
Tedy Feseni systému (3.10) tvori vektorovy prostor. Jeho dimenze je n.

Poznamka 3.2 Oznatime-li % zobrazeni, které n-tici funkci (ve sloupci)
y(x) = (y1(2),...,yn(z))T majicich spojité prvni derivace pfifadi novou
n-tici funkei y'(z) — A(z)y(z), ti. £L(y) = ¥’ — A(z)y, snadno se oveii, ze
jde o linearni zobrazeni vektorového prostoru Vi n-tic funkei se spojitou prvni
derivaci do vektorového prostoru Va n-tic spojitych funkci. Tedy y(z) je FeSeni
(3.10) pravé tehdy, kdyz £ (y) = 0, tj. kdyZ y je prvkem jadra .Z. Pfedchozi
véta Tika, ze defekt Z je n. Z véty 3.4 pak déle plyne, Ze ke kazdému spoji-
tému sloupci B(z) € V; existuje y(z) € Vi tak, ze £ (y) = B(z). Tedy Z je
zobrazeni Vi na Vj, tj. tzv. surjekce.

Zvolme nyni n&jakou bazi y,(z),...,y,(x) v prostoru FeSeni rovnice (3.10).
Oznaéme

v;(z) = 1i(2), y2:(@), - ., ymi(®)T, i=1,...,m
Tuto bazi nazyvame fundamentdlni systém soustavy (3.10). Matice
yii(z) ... yin(T)
Y(z) = : : ,
Yn1(z) oo Ynn(2)
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sestavend ze sloupcti y,(x), ..., y,(z), se nazyva fundamentdini matice systému
(3.10).
Dale pro libovolnou n-tici FeSeni y, (z),...,y, (z) definujeme
y1(z) ... yi(x)
Wy, . y,) = : ;
Yn1(z) ... Yrn (T)

Tento determinant nazyvame wronskidn. Plati
Véta 3.7 Bud'je W(y,,...,y,) =0 na I, nebo je Wy, y,) #0 na I.
Tento vysledek dava smysl nasledujici véts.

Véta 3.8 MnoZinan feseniy,,...,y, systému (3.10) je linedrné nezdvisld prd-
vé tehdy, kdyz W(yy,...,y,) #0 na I.

K ovéfeni této podminky tedy podobné jako u rovnice n-tého fadu stadi ovérit,
ze v jednom konkrétnim z € I je Wy, (zo),..., vy, (z0)] # 0. Z pFedchozi vty
déle plyne

Véta 3.9 Fundamentdlni matice Y (x) je requldrni, tj. existuje k ni inverzni
matice Y " (z).

Z véty 3.6 dostavame rovnéz nasledujici dileité tvrzen.

Véta 3.10 Je-liy,(x),...,y,(z) fundamentdlni systém soustavy (3.10), je obec-
né resent (3.10) tvaru

y(@) =cry,(z) + - +cuy, (), c1,...,c, €R. (3.11)
Oznatime-li ¢ = (cq, ..., ¢n), 1ze obecné feSeni zapsat ve tvaru
y(z) =Y (2)c, (3.12)

kde Y (z) je fundamentalni matice.

Zbyva tedy ur¢it n&jaky fundamentalni systém. BohuZel, vysledek je obdobny
jako u jedné linearni rovnice ¥adu n > 2. Obecné neumime najit fundamentdalni
systém sloZeny z elementédrnich funkci, i kdyz koeficienty a;;(x) jsou elemen-
tarni funkce. Tuto tlohu jsme v podstaté schopni zvladnout, pokud jsou a;;(x)
konstanty. Tim se budeme zabyvat pozd&ji.
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3.2.2 Nehomogenni systémy

Jde o systém tvaru '
y = A(z)y + B(2). (3.13)

Pouzitim principu superpozice z véty 3.5 se snadno ové{ (podobné jako v ditkazu
vaty 1.7, ktera se tyka jedné rovnice prvniho Fadu), Ze plati

Véta 3.11 Nechty,(x),...,Y,(z) je fundamentdini systém homogenni sousta-
vy = A(x)y aygix) je partikuldrni Feseni systému (3.13). Pak obecné Teseni
systému (3.13) md tvar

y(2) =y (z)+ -+ en, () + Yo(2), C15--v50n € R
To lze maticové zapsat ve tvaru
y(z) = Y (x)c+ yo(2),

kde Y (z) je fundamentdlni matice a ¢ = (c1y. .- ,cn)T. Opét tedy plati diileZity
princip, se kterym jsme se jiz dvakrat setkali. Oznacme

ORHSLDR........ obecné fefeni homog. syst. linedr. dif. rovnic

PRHSLDR........ partikularni feSeni homog. syst. linedr. dif. rovnic

ORNSLDR........ obecné FeSeni nehomog. syst. linear. dif. rovnic

PRNSLDR........ partikularni feSeni nehomog. syst. linedr. dif. rovnic
Pak

ORNSLDR=ORHSLDR+PRNSLDR

Predpokladame-li, Ze zname fundamentalni systém p¥islugné homogenni sou-
stavy, zbyva popsat, jak najdeme partikularni feSeni nehomogenniho systému.
Univerzalni metodou je znovu variace konstant.

Variace konstant

My#lenka je obdobné jako u jedné rovnice, tj. nahradit v obecném feSeni (3.11)
konstanty 1, . . .,C, vhodnymi funkcemi Ki(z),...,Kq(z) a najit partikularni
feSeni rovnice (3.13) ve tvaru

yo(z) = K1(@)y,(z) + - + En(@)yn (2).

Dosadime tento tvar do rovnice (3.13). K tomu nejprve urcime yo(x). Vzhledem
k tomu, Ze-derivace matice se provadgji po slozkich, overi se velmi snadno, zZe
pro derivaci soutu a soucinu dvou matic plati naprosto obdobné vzorce jako
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pro derivaci sou¢tu a sou¢inu dvou funkci. Podrobnéji, jsou-li M (x) a N (x) dvé
matice, které lze se¢itat resp. nisobit a jejichZ prvky maji derivace, plati

(M(z)+N(z)) = M'(z)+N'(z), (M(z)N(z)) = M'(z)N(z)+M (z)N'(z).
Oznatme jests K (z) = (Ki(z), ..., K, (z))T. Pak
Yo(2) =Y (2)K(z) = yo2) =Y'(2)K(z)+ Y (2)K'(2),
kde Y (z) je fundamentlni matice. Po dosazen{ do (3.13) vychazi
Y'(2)K(2)+ Y (2)K'(z) = A(2)Y (2) K (z) + B(z),

tj. (vynechame )
Y'K+YK' = AYK + B.

Protoze Y' = AY, je Y'K = AY K, a tedy K’ musi spliiovat rovnici
YK = B.

JelikoZz Y (z) je reguldrni, existuje inverzni matice Y ~'(z), kterou vynésobime
predchozi rovnost zleva. Vyjde

K'(z) =Y !(z)B(x).

Chépeme-li integral z matice opé&t tak, Ze ho provadime po slozkach, lze pséat
K(z) = /Y_l(l’)B(l‘) dx (3.14)

(uréime jednu konkrétni primitivn{ funkei, tj. volime nap¥. nulové integra¢ni
konstanty). Pak

vo(z) = Y () /Y—l(az)B(z) dz

a obecné TeSenf rovnice (3.13) m4 tvar
y(z) =Y (z)c+ Y () /Y_l(a:)B(:c) dz, (3.15)
kde c je libovolny sloupec konstant.

Postup budeme ilustrovat na piikladu. Nejprve vsak jest& uvedeme nasledu-
Jici celkem samoziejmou poznamku.

Poznamka 3.3 Co se tyka praktického feSeni pocatecni tlohy (homogenniho
nebo nehomogenniho systému), postupujeme jako u jedné rovnice, tj. nejprve
najdeme obecné FeSeni a pak dosadime po&étesni podminky a uréime konstanty,
coz vede na feSeni linedrniho algebraického systému rovnic, ktery m4 jediné
feSeni.
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: . - . .
-Priklad 3.1 Ovéite, Ze y,(z) = (——Smx, COSQ:) 5 YolT) = (“ cosT smx)

P x r
je fundamentélni systém homogenni soustavy pfislusné k

= —%1- + y2 + 2sinzx,

/
1
, x>0,
2

Y —Y1 — Lo + 2cosz,
x
a najdgte jeho obecué reSeni.

Regeni: Po dosazeni do pfislusnych homogennich rovnic vyjde pro y,

. / . .
sin x rcosx —sinz 1 sinz cosz
x x2 x x
(cosm)’ —zsinT — Ccosx sinz 1 cosz
x x2 z z x
a pro y,
! o .
—CoST rsinz + coszx 1 ( cos:c)+81nx
x x2 x x x
. ! . &
sinx rcosx — sinx ( cos T ) 1 sinz
x x2 x x x

tedy y; i y, jsou FeSeni homogenniho systému. Oznacme

sinx cosx
T T 2sinx
== . s B == .
Y(z) coszT sinx () ( 2coszx )

T T

Protoze det Y (z) = sl s | oo % # 0 pro z > 0, je Y (z) fundamentélni

z? z2
matice. Déle vypoéteme Y ~!(x). Postupné mame (viz napf. [32, str. 43))

sinx cos

adj Y (z) = L -
COS T s x

T T

a tedy

_adj Y(z)

Yie) = det Y (z)

::c2adj Y(CL')Z ( rsmeT T CosT )

—xcosx xsinx
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Nyni podle vzorce (3.15) uréime

Y~ (2)B(z) = ( rsinx zTcosw ) ( 2sinz ) _

—zrcosr zsinz 2cosz
_ 2xsin® x + 2z cos? z [ 2z
—2xsinxcosx + 2z sinzx cosx 0o /)

/Y—l(x)B(x) de = ( ffgf ) - ( o )

Partikularni feSeni mé proto tvar

Tedy

sinz cos T

Yo(r) =Y (2) /Y_l(:c)B(a:) dr = z @ ( 1(7)2 > _ ( zsinx )

CcoS & sinx

a obecné TeSeni je
sinx cos x

@) =Y(@ety@=| = 2 (Cl)+(”i“),

cos sinx Co T Cosx
T T
tj.
sinz cos T .
y(z) = 1 — ¢y + xsinz,
£z L c1, cg €R
cos T sin x ’ :
ya2(z) = 1 Ca + zcosz,

3.3 Linearni systémy s konstantnimi koeficienty

Jak jsme se jiz zminili, neumime obecné najit fundamentaln{ systém homogenni

soustavy, pokud jsou koeficienty skute¢né funkcemi z. V p¥ipadé, Ze jde o kon-

stanty, je situace vyrazné piiznivéjsi, nebot jsme schopni v podstaté efektivné

najit fundamentalni systém (aZ na problém nalezeni kofent polynomi).
Uvazujme tedy systém

Y1 = a1y + .. + a1nYn,
: tj. maticové 1y’ = Ay, (3.16)
y:z = An1Y1 + ... + AnnYn,

kde A je konstantni matice. Ke standardnim metoddm patii postup zaloZe-
ny na Jordanové!? kanonickém tvaru matice, ktery oviem vyzaduje znalost

12Marie Edmond Camille Jordan (1832-1922) (&ti zordan) — vyznamny francouzsky
matematik. Zabyval se matematickou analyzou, algebrou, teorii funkci, topologii, krystalo-
grafii, kinematikou, stabilitou, geometrickou pravdépodobnosti, teorii &isel a diferencidlnimi
rovnicemi. Jeden z tvirct moderni matematiky.
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Weierstrassovy!® teorie elementarnich dgliteld. Déle je to postup vyuZzivaji-
ci normalni systém vektorti matice, ktery vyZaduje znalost Weyrovy!4 teorie
a Weyrovych charakteristik. Jak teorie elementérnich déliteld, tak ji ekvivalent-
ni Weyrova teorie patfi do linedrni algebry a jde o relativné sloZité vysledky.
Jejich znalost je mimo rdmec béZnych znalosti, které inZeny¥i z této oblasti
mivaji. Z toho diivodu Gplny popis obecného FeSeni systému (3.16) &ini potize.

My si ukdZeme nejprve tzv. eliminaéni metodu, kter4 je sice co do algoritmu
jednoduchd, ale nedaii se dost dobfe teoreticky popsat komplikace, které mohou
nastat. Proto se pro vétsi systémy nehodi. Déle si v§imneme metody vyuZivajici
normalni systém vektord, ale jen ve specidlnich pfipadech. V poslednich letech se
objevily nové, velice G¢inné metody, které bohuZzel zatim nejsou piili§ rozsiFené.
Lze tici, Ze jsou jednodussi nez vySe zminéné metody (maji podstatné mensi
naroky na znalosti hlubSich partii linedrni algebry). Jsou vesmés zaloZeny na
Cayleyové!'®-Hamiltonové'® v&t&. My si uvedeme alespoti jednu velmi elegantni
ukazku.

3.3.1 Eliminac¢ni metoda
Tato metoda je pouzitelna i na nehomogenni systémy tvaru

Y1 = anyi + - + a1y + a1(z),
: (3.17)

/

Yn = Gn1Y1 Tree f OnnlYn o an(:c),

kde a;; jsou konstanty a a;(x) jsou funkce, majici dostateny pocet derivaci.
Princip spolivd v tom, Ze se systém n rovnic prvniho fddu prevede na jedinou
linearni rovnici n-tého ¥adu (s konstantnimi koeficienty). Naznacime si nyni
postup.

I. Zvolime jednu rovnici v (3.17), napf. prvni, a tu zderivujeme. Vyjde
yi = any) + -+ any, + o (2).

Do pravé strany této rovnice dosadime za yi, ..., y!, ze (3.17). Po tpravé dosta-
neme néjakou rovnici tvaru

yi,:blyl‘(""‘bnyn”*‘ﬁ(x)’ biER,izl,...,'Il.

13Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) (&ti vajritras) — vyznamny némec-
ky matematik. Zabyval se matematickou analyzou, analytickymi funkcemi, variaénim podtem,
diferencidlni geometrii a lineadrni algebrou. Jeden z nejvétsich matematikt viech dob.

4Eduard Weyr (1852-1903) (&ti vejr) — Cesky matematik. Zabyval se projektivni geo-
metrii kiivek a ploch, algebrou, teorii matic a matematickou analyzou.

15 Artur Cayley (1821-1895) (éti keli) — anglicky matematik. Zabyval se algebrou, algeb-
raickou geometrii a teorii invariantt. Zahajil rozpracovani teorie matic.

1*William Rowan Hamilton (1805-1865) (&ti hemilton) — irsky matematik. Zabyval
se matematickou optikou, mechanikou a variaénim pocltem. Vymyslel kvaterniony a zavedl
pojem vektor. Pracoval téZz v geometrii, algebfe a diferencidlnich rovnicich. Ve 13 letech mluvil
obstojné t¥inicti jazyky.

Y
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II. Ziskanou rovnici opé&t zderivujeme, tj. dostaneme rovnici
Y1’ =biyy + -+ bnyy, + B (2),
a do ni znovu dosadime ze (3.17) za y},...,9.. Vyjde
Y/ =cayi+- ot enyn+7(), G €ER,i=1,... n.
III. Tento postup opakujeme, a7 dostaneme rovnici
ygn) =diy1+...+dpyn +6(z), d;€R,i=1,...,n.
IV. Nyni méame soustavu rovnic tvaru

yll =any: + - + A1nYn + a(a:),

yi = biyn + o+ buyn + B(w),
. (3.18)
i S cee 4 d 5
Y17 = awyr + + dnyn + 6(z).
Z tohoto systému postupné vylou¢ime neznamé y, . .., Yn, a to tak, Ze nejprve

z prvai rovnice v (3.18) vypodteme napt. y, a dosadime do zbyvajicich rovnic.
Tim se pocet rovnic o jednu snizi a nebude zde jiz y. Nyni op&t z prvni ze zby-
vajicich rovnic, tj. z té, kterd obsahuje y{, vypo¢teme napf. ys, dosadime do
ostatnich atd. Nakonec ndm vyjde jedna rovnice n-tého ¥adu pro y1(z). Najde-
me obecné FeSeni této rovnice, které bude obsahovat n konstant.

V. Obecny tvar y;(z) dosadime do levych stran v (3.18) a ze vzniklych rovnic
Jiz pouze algebraicky vypotitame yo(x), ..., yn(2).

Uskalim této metody je, Ze v kroku IV. se miiZe stét, Ze nedojdeme a7 k y§”) ,

ale jiz dfive nastane situace, kdy v8echny neznimé y,, ... y Yn se vyrusi. Tedy
pro y1(z) tudiZ dostaneme rovnici niz&tho ¥adu ney n. Jeji obecné Feseni bude
proto obsahovat méné nez n konstant. Pak nezbyva nez dosadit y;(z) do (3.17)
a obdobné jako pro y; () vytvofit z téchto rovnic diferencialni rovnici pro ya(x).
To se miiZze nékolikrat opakovat. Musime pokracovat tak dlouho, a# dostaneme
n integra¢nich konstant. Jinymi slovy, miZe se stét, Ze se systém nepodafi pfe-
vést na jednu rovnici n-tého Faddu ale na nékolik rovnic nizgich ¥adu (soucet
Jejich ¥adt je ovSem n ). Je obti#né popsat, kdy tato situace nastane. Souvisi to
jednak s tim, pro kterou nezndmou budeme vytvafet diferencialni rovnici a zda
Jsou nékteré slozky vlastnich vektort (viz nize) v fadku odpovidajicim zvolené
neznamé nulové, jednak se strukturou norméalniho systému vektort.

| Priklad 3.2 Najdéte obecné Yefeni systému

yi = 4y1 — 3y + sinz,
Yy = 2y; — Y2 — 2coOScT.
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ReSeni: Vytvoiime napf. rovnici pro y;. Derivaci prvni rovnice vyjde
yy = 4y} — 3ys + cosx

a tedy

Yt

yy = 4(4y; — 3y2 +sinzx) — 3(2y; — y2 — 2cosz) + cosz =

= 10y; — 9y2 +4sinz + Tcosz.

Ze systému | =
Yy = 4y1 — 3y2 + sinz,

yy = 10y; — 9ya + 4sinz + Tcosx (3.19)

nyni vylouc¢ime y5. Odecteme-li trojnasobek privni rovnice od druhé, dostaneme
y{ =3y} = —2y1 +sinx+T7cosx = yi—3y;+2y; = Tcosz+sinz. (3.20)

Charakteristickéd rovnice je

A2 —3X+2 = 0ﬂ=¢ )\1,2 =

PENEEESS S o

3£y/9-8 3+1 (1
2 T2 T 2

Obecné feSeni rovnice (3.20) je
y(z) = c1€® + coe®®,
Partikularni feSeni budeme hledat ve tvaru

yo(z) = acosz + bsinz.

Je
Yo = —asinx + bcosr = vy = —acosz —bsinz

a po dosazeni do (3.20) mame
—acosx —bsinz + 3asinx — 3bcosx + 2acosz + 2bsinx = Tcosx + sinz,
(a — 3b)cosx + (3a+ b)sinz = Tcosz + sinz.
Tedy musi platit

a—-3b=7

3a 4+ b=1 a=1, b=-2.

Celkové
'y1(z) = c1e” + 6262”3 +cosx — 2sinzx.

L]



3.3 Linedrni systémy s konstantnimi koeficienty 97

Dosazenim za y; (z) do prvni rovnice v (3.19) uréime y,(z). Vyjde
c1€® + 2cpe®® —sinx — 2cosx =
= 4c1e” + 4coe®® + 4cosz — 8sinz — 3y2 + sin x,
tj.
2
y2(z) = c1e” + 50262”’ +2cosz — 2sinz.

Maticové vysledek zapiSeme takto:

(o) == c1€® + coe®® + cosx — 2sinx
Y=\ crem + 209€™ +2cosx — 2sinx

_ 1 # 1 2 cosT — 2sinx
—Cl( 1 >e +C2< —g— )e +< 2cosx — 2sinx >

Tedy fundamentalni systém homogenni soustavy je

ylz(ew,em)T, y2‘—"(62x,—6

a partikuldrni reSenif nehomogenniho systému je
— : ] T
Yo = (cosz — 2sinz,2cosz — 2sinx)”.

'Ptiklad 3.3 Najdéte obecné FeSeni systému

Y1 = —3y1 + 4y2 — 2ys,
Yy Y1 + s,
ys = 6y; — 6ys + 5ys.

ReSeni: Vytvorime rovnici pro y;. Derivujeme prvni rovnici a po dosazeni
vyjde

Y1 = —3y] +4dyy — 2y = | |
= —3(—3y1 + 4y2 — 2y3) + 4(y1 + y3) — 2(6y1 — 6y2 + 5ys) = y1.

Pro y; tedy dostdvame (ani neni t¥eba psat systém (3.18) a provadét eliminaci),

ze
n
yl — Y = O.
Charakteristicka rovnice A2 — 1 = 0 m4 kofeny \; o = %1 a obecné Fefeni m4
tvar

y1(x) = c1e® + coe™”.

Po dosazeni do prvni rovnice mame

c1e” —coe” " = —3c1e” — 3ce ™ + dyy — 2y
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a odtud

Ys = 2y2 s 2616m - Cze—w.

Z druhé rovnice pak vyjde

T

Yy = c1€” + coe™" + 2yp — 2c1€” —coe”F =  yh = 2y; — c1€”.

To je linedrni rovnice prvniho fddu. Charakteristickd rovnice je A — 2 = 0, tj.
A = 2, a obecné feSen homogenni rovnice je

y = cze?®.

Daéle uréime partikularni FeSeni nehomogenni rovnice. Pravé strana —cie? je
typu konstanta krat exponenciéla, pfitom ¢islo +1 neni kofenem charakteristické
rovnice. ReSeni Ize proto najit ve tvaru 3o = ae®. Po dosazeni vyjde

ae® =2ae®* —c1e® = a=2a—c = a=c.

Obecny tvar yg je tudiz
Ya(z) = c3€*® + c1€”.

Zbyva urcit algebraicky ys. To lze napf. z druhé rovnice zadani, odkud ihned
vyjde

Ys = Yh — y1 = 2¢3€%® 4+ c1€% — 1% — cge”® = —cge” % + 2cze?”.

Maticovy zapis je

c1e® + coe™®
y(z) = | c1€® + cze®® | =
- (326“:C + 203629:
1 1 0
=C 1 e’ + ¢y 0 e % +c3 1 e2®,
0 -1 2

Poznamka 3.4 Jak se mlzete snadno presvédéit, v pfedchozim piikladu by
pri osamostatnéni kterékoliv nezndmé doslo k ,rozpadnuti“ na jednu rovnici
druhého féddu a jednu rovnici prvniho ¥fadu. Je snadné si predstavit, Ze u systému
s vétSim podétem neznadmych by se za této situace stala elimina¢ni metoda velmi
nepiehlednou a pracnou.

3.3.2 Uziti normalniho systému vektoru

V predchozich dvou pfikladech bylo vidét, Ze systémy mély za FeSeni vyrazy
typu y = ze?*, kde z byl sloupec konstant. Pokusme se ovéfit, kdy mé systém

y = Ay (3.21)
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reSeni tohoto tvaru. Po dosazeni dostavime (snadno se po slozkach ovéfi, 7e
plati béZné pravidla pro derivovéni)

/
(ze?") = Aze = Aze’ = Aze™® — Az — Az,

nebot e*® # 0. To vSak znamen4, 7e \ musi byt vlastni &islo matice A a z k né-
mu pfislusny vlastni vektor — viz napf. [24]. Problémem je, zda je moné najit
dostatetny pocet FeSeni tohoto tvaru tak, aby tvofila fundamentalni systém. To
tzce souvisi s otazkou, zda je mozné z vlastnich vektorti matice A vytvorit bazi
v R™. Prekdzkou miize oviem rovnéz byt, Ze néktera (dokonce vSechna) vlastni
cisla matice A mohou byt komplexni, i kdyZ prvky A jsou reédlna ¢isla. Vim-
neme si nejprve tohoto uskali.

Jestlize A € C'\ R je vlastni &slo matice A, pak vzhledem k tomu, ze charak-
teristicky mnoho¢len matice A ma redlné koeficienty, je i X vlastni &islo A (pruh
znaci komplexné sdruzené ¢&islo). Dale se snadno ovéii, Ze jestlize z je vlastni
vektor odpovidajici A (kde slozky 2z jsou obecn& komplexni ¢isla), je Z vlastni
vektor odpovidajici A (slozky Z jsou &isla komplexnd sdruzend ke slozkam z).

Déle je mozné bez obtiZi ovéfit, ze teorie, kterou jsme uvedli pro linearni
systémy prvnfho Fadu, miZe byt v piipadé komplexnich koeficientii bez pro-
blémi pfenesena do komplexniho oboru. Presnéji feceno, nezéavisle proménnd x
zistava redlnd, ale hodnoty funkef y;(x) jsou komplexni &isla. P¥itom derivaci
provadime zv1aSt z redlné a zvlast z imaginarni slozky.

Zbyvé jesté vyjasnit, co budeme rozumét exponencidlou z komplexniho &isla.
Necht A = oo+ 8i, a, B € R, je komplexn{ &islo. V teorii komplexnich funkci
komplexni proménné se odvozuje tzv. Eulertiv vztah

et = eothi = ox . Fi = e(cos B+ isin ). |

Oznatme Rz a Iz redlnou a imagindrni ¢ast komplexniho &isla z (u vektort
budeme opét chapat po slozkach). Plati

tj. 2 i Iz je linedrni kombinaci z a Z. Nyni miiZzeme shrnout:
Je-li A € C'\ R vlastni &slo matice A, jemu? piisludi vektor z, ma systém
(3.21) dvojici Fefeni

~ Az ~ _ = Az
Yy, =ze™, y,=7ze"",
a tudiZ m4 i feSeni
Yy +7y Y1~y
Yy, = 1 2_§Rze}\:c a y,= 1 2:%26)%
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Dilezité je, Ze y; a y, jiz maji redlné slozky.

Napr. systém
Y1 = 2y1 — 3y,

3.22
vy = 3y1 + 2y (3.22)

mé charakteristicky mnohodlen (E je jednotkova matice)

2-2 =3

|A_’\E|:‘ 3 2-)

‘:(2—/\)2+9=/\2—4)\+13.

Jeho kofeny jsou i

4+£+16-52 4+1i/36 )
)\1’2= 5 = 5 = 24 3i.

Najdeme charakteristicky vektor z = (z1, 20)7 pf¥islusny A;. Pro né&j musi platit

—37:21 == 322 = 0,
321 == 3i22 = 0.

“Druha rovnice je i-ndsobkem prvni. Zvohme—h napr zl =1, vdee zo = —1i, tj.
z = (1,—4)T. Mame tudi% feSeni -7

Y, = zeM® = ( L ) e(2+30)z ( ~lz ) e**(cos 3z + isin3z) =

—i
_ < e*® cos 3z + ie?”sin 3z )

e?®sin3r — ie2® cos3x

Z ného dostaneme dvojici redlnych feSeni

2z

~ e“* cos 3z
y1=§Ry1= £2% i y Yo =

([ €e*sin3x
sin 3z —e%®cos3z |

<)
—

Nyni jiZ miZzeme zformulovat prislu$nou vétu.

Véta 3.12 Necht A1, ..., A, jsou vlastni ¢isla matice A (mohou byt i stejnd)
a 21,...,2y jsou k nim prislusné vlastni vektory. Predpoklidejme, Ze tyto vek-
tory jsou linearné nezdvislé. Pak sloupce

A1z Ao AnT
Yy =2z1€77, Yy =2z2€?, ., Y, = Zpe""

tvori fundamentdini systém soustavy (3.21).

Pritom dvojice komplexné sdruZenich teseni je mozZné vyse popsanym zpusobem
nahradit dvojicemi redlnyjch Teseni.

Predpoklad o nezdvislosti vlastnich vektord je zejména splnén, jsou-li vlastni
¢isla navzdjem riznd.
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PouZiti véty budeme ilustrovat na p¥ikladech.

Priklad 3.4 Najd&te obecné FeSeni systému

Yy = Y2 + ys,
Yy =% + ys,
Y3 = Y1 + Y2

Regeni: Charakteristick4 rovnice je

-2 1 1
JA-=AE|=| 1 -X 1 |=-X4+3\+2=0.
1 1 =X

Celociselny kofen miZe byt pouze mezi Cisly 1, +2. Snadno se ovéfi, %e
A1 = —1. Po vydé&leni kofenovym ¢initelem \ + 1 vyjde kvadratickd rovnice
A? — X — 2 =0, ktersd m4 kofeny Ay = —1, A3 = 2.

Nyni najdeme vlastni vektory piislusné dvojnasobnému kofenu Mo =1 ¢¢

Pro z = (21, 22, 23)T dostaneme systém (A + E)z =0, tj.

Z1 + 22 + 23 = 0,
21 + 22 + 23 = 0,
21+Zz+23:0,

Jde vlastné o jednu rovnici o t¥ech neznamych. Jeji obecné feSeni je
23=1t, 290=5, 21=—t—s, t, s€ER.
Volbou t =0, s = —1 resp.;it :M—l, s=0 dostaneme dvé nezavisla FeSeni
z1=(1,-1,007, =2, =(1,0,-1)7"
Kofenu A3 = 2 odpovid4 systém (A — 2E)z = 0, tj.
=221 + 29+ 23 =0,
z1—222+ z3 = 0,
21+ 29 — 223 = 0.
+ Gaussovou eliminaéni metodou vypoé&teme

; 8 N(—-z 11!0)
g 0-11/0

2
1 —
1

— DD

B =

oo o
b4

o o w
|

W o =

Jeji obecné FeSeni je

z3=1t, z9=1t, 21=t, t€R.
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Volbou ¢ = 1 dostaneme z3 = (1,1,1)7.
Obecné feSeni nasi soustavy je

Yy =c1z16"% + cozoe % + c323e%® =
1 1 1
=c1| -1 |e ®+e 0 e T4es| 1 ]e%.
0 -1 1
Tedy .
y1 = ci1e”% + cpe”T + c3e?®,
Yy = —c1e” " + 636296,

— e 4+ 636293

Il

Y3
Piiklad 3.5 Najdéte obecné feSeni systému (3.22).

ReSeni: Na str. 100 jsme nalezli dvé feSeni, kterd podle véty 3.12 tvo¥i
fundamentalni systém. Proto obecné reSeni méa tvar

— 2z 2% &
Y1 = c1e“*cos3r + coe“? sin 3z,

Y=yt ey U Y2 = c1e*®sin3z — c9e%® cos 3z.

Podstatné komplikovan€éjsi situace nastava, kdyz neni mozné vytvorit bazi
z vlastnich vektord. K tomu dojde, kdyZ algebraické nasobnost nékterého vlast-
niho ¢isla A (tj. ndsobnost tohoto ¢isla jako kofenu charakteristické rovnice) je
ost¥e v&tsi neZ jeho geometrickd nasobnost (tj. pofet parametrii, které vyjdou
pfi FeSeni systému (A —AE)z = 0) — viz [24, str. 193]. V tomto pripadé j je tTe-
ba doplnit nezavislou soustavu vlastnich vektort na tzv. normalm system,, coZ
je relativné obtizné. Zajemce odkazujeme napf¥. na [31], kde 1ze najit pocetni
algoritmus, nebo na [24]. Vycerpavajici vyklad vCetné diikazu véty o fundamen-
talnim systému lze najit v [2]. My si pouze nazna¢ime postup (pfedpoklada se,
Ze Ctenar znd pojem normélniho systému vektori).

/

Necht A je vlastni &islo, k némuz p¥islusi k-Clenny Fetézec tzv. zobecnéngjch

vlastnich vekto“i@zl, ..., Zk; plati tedy
(A= A\E)zj, = 241, ..., (A—AE)za=21, (A—AE)z; =0,

i

tj. z1 je vlastni vektor. Pak k sloupcii

2
A A (T A
Yy, =217, Yo = (v21 + 22)e”", yg = (—2 z1+x22+z3>e s WL

gkl oh=2 = /
Y = z1+ 2o+ -+ 2zp | e
RN ! (k—2)! ,
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tvori linedrné nezavisls FeSeni soustavy (3.21). Lze dokdzat, 7e systém sloupci,
ktery sestavime timto zptisobem ze vech fetdzcd zobecnénych vlastnich vektord,
tvofi fundamentalni systém soustavy (3.21). Rovnéz lze pou¥it nahradu dvojice
komplexné& sdruZenych feseni dvojici redlnych Yeseni (postup Jje analogicky obra-
tu, ktery jsme si uvedli na str. 99). Viimnéte si, e tato metoda plipomind situaci
s nasobnymi kofeny u linedrni rovnice n-tého ¥adu s konstantnimi koeficienty
— viz str. 59. Tam v8ak bylo feSeni podstatné jednodussi.

Priklad 3.6 Najdéte obecné Feeni systému

yi — 17y1 + 93/2)
Y = —25y; — 13ys,.

ReSeni: Charakteristické rovnice je

17— A 9

A~ AE| = —25 —13—2\

=M -4 +4=(1-2)2=0.
Ta ma dvojnisobny kofen \;, = 2. Pro vlastni vektor z = (z1,25)” mame
soustavu (A — 2E)z = 0, t].

1521 + 922 —= 0,
—252; — 1529 = 0.

ProtoZe jedna rovnice je nasobkem druhé, je jeji obecné FeSeni tvaru 2y =,
z1 = —2t, t € R Volbou t = 5 vyjde z; = (—3,5). Dalsi nezavisly vlastni
vektor nemame. Pokusime se tedy najit zobecnény vlastni vektor, ktery bude
resenim soustavy (A — 2E)z, = 21, tj.

1521 + 9z = -3,
—2527 — 1529 = 5.

—1-3t

Rovnice jsou opét linedrnd z4vislé a jejich obecné feSeni je z, = ¢, 7 = =%

Volbou t = 3 vyjde z5 = (-2, 3)7. Fundamentaln systém bude

y1:21€2 :< 5 >62, y2:($21+22)€2 :< 5z 43 )62

a obecné Feseni m4 tvar

Y1 = —3c1€*® — (3 + 2)coe?®,
Yo = bcre®® + (5 + 3)cge?®.

3.3.3 Vypodet exponencialy matice

VS8imnéme si systému (3.21), kdy% n = 1, tj. kdyZ jde o jedinou rovnici tvaru
y' = Ay, kde A je &slo. To je homogenni line4rni rovnice, kterou fesime jako
rovnici se separovanymi proménnymi. Tedy

dy

d—:Ay = Ihfy[=Az+hc = y(z)=ce?®.
x
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Tedy fundamentalni ,matice“ (je jednorozmérna) je eA*. Ukazuje se, 7e i v obec-
ném piipadé je mozné zapsat fundamentalni matici ve tvaru exponencialy, je
vSak tfeba nejprve vhodné definovat, co exponencialni funkci z matice budeme
rozumeét.

Vyjdeme ze zndmého rozvoje funkce e’, t € R, do Taylorovy fady. Plati

OOtn t
t-"' — — — — — ..
e _Zn!_1+1!+ BT
n=0

Dosadime do této fady za t formalné matici Az. Vyjde (za 1 ddme jednotkovou
matici E):

e T TR T

i (Az)" Az A%z A3
n=0

Dost4vame nekone¢nou fadu matic. Ta pfedstavuje po slozkich n? nekoneénych
fad funkci jedné redlné proménné. Lze ukazat, Ze vSechny tyto fady jsou konver-
gentni pro kazdé = € R. Jejich souéty vytvori po slozkdch novou matici, ktera

se oznacuje eAT Ty je definovand pro kazdé x € R a plati
!
( eAZI?) — AeAx,

kde derivaci provadime jako norméalné po slozkach. Z ptedchoziho vztahu bezpro-
stfedné plyne, Ze sloupce matice eAT tvori fegent systému (3.21). Navic zfejmé
A0 — E, tj. tyto sloupce jsou linearné nezavislé (pro = 0 a tudiZ podle vé-
ty 3.7 pro kazdé x € R) a predstavuji tedy fundamentélni systém. Matice AT

je pak fundamentalni matici systému (3.21), kterd je v nule rovna jednotkové
matici.

Maéame tedy velice elegantni a stru¢né oznaceni fundamentalni matice systému
(3.21). Tento zapis m4 ale i dalsi pfednosti. Pro libovolné ¢tvercové matice C
a D, které jsou zaménitelné (tj. CD = DC), totiz plati

eCeD = eC+ D _ eDeC.
Odtud volbou C = Az, D = —Ax plyne ‘
-1 .
Az, ~Az _ O _p _ (eAa:> — oAz

Tedy inverzni matice k exponencidle z Ax je exponencidla z —Ax. Pouzijme
tento vysledek na variaci konstant. Ze vzorce (3.15) dostaneme

y(x) :.eAxc—i- eAT /e_AxB(x) dx.
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Pokusme se vzorec upravit tak, aby daval pfimo FeSeni pocate¢ni tlohy s po-
¢atecni podminkou y(z¢) = y,. Za tim Gdelem zapiSeme sloupec konstant c ve
tvaru e_AmOyO a zvolime tu primitivn{ funkei k e~ A% B(z), ktera je v o rovna

nulovému sloupci, tj. / e_ASB(s) ds. Vyjde
. )
y(z) = eATe—AToy | AT / e~ ASB(s)ds =
Zo

=A@ —20)y o /weA(x ~$)B(s)ds. (3.23)

Poznamka 3.5 Pro ¢tenédfe obezndmeného s Laplaceovou transformaci je vhod-
né pfipomenout, Ze vztah (3.23) ma znaény vyznam v teorii systémi, které jsou
popsané soustavou linedrnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficien-
ty. Zde B(x) mé vétSinou charakter vstupu. Obvykle se zde predpoklada, Ze
ro =0, y(zo) = yo = 0 (systém je na pocatku v klidu) a = > 0. Pak

y(z) = / AT = S)B(s) ds.
0
Integral na pravé strané ma tvar konvoluce. Pro Laplacetiv obraz potom plati
Z{y(@)} = £{eA7 « Br)} = 2{eA7} - £{B()};

zde * znadi konvoluci. Matice & {eAx } se nazyva prenosovd. Tedy Laplaceiv
obraz vystupu je roven soucinu pfenosové matice a Laplaceova obrazu vstupu.

Vratme se v8ak k otdzce nalezeni explicitniho tvaru eAT. Existuje fada po-
stupd, jak definovat a vy¢islit funkce (ne jen exponencidlu) z matic — viz napf.
[4, str. 83—-99].

Matici eAT 1ze napf. urCit tak, Ze najdeme dosud uvedenymi metodami
fundamentélni systém soustavy (3.21), pro n&jZ plati

1 0 0
0 1 0
yl(o) = : v yZ(O) = s L yTL (O) =

0 0 } 1
Odpovidajici fundamentélni matice tvofena témito sloupci je vzhledem k jed-

noznatnosti feeni podateéni tilohy prave eAT. :
Existuji vak i elegantnéjsi metody, zaloZené na nasledujici vété.

Véta 3.13 (Cayley-Hamilton) JestliZe A je libovolnd ¢tvercovd matice a
©(A) = det(A — \E) jeji charakteristicky mnohoclen, plati

p(A) =0,

tj. A je korenem svého charakteristického mnohoclenu.

— e %
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Existuje fada novéjsich metod, zaloZenych na predchozi vété, ale nejsou bo-
huZel pfili§ zndmé. Velmi solidni prehled lze nalézt v [22]. My si uvedeme aspoi
jeden vysledek, ktery je zformulovan v nésledujici vété.

Véta 3.14 Necht A je ctvercovd matice a
A"+ @ A"+ ad+ag =0

jeji charakteristickd r-vnice. Necht y(x) je TeSeni diferencidlni rovnice se stej-
nymi koeficienty

~_ ‘ y(n) + an-'ly(n_l) y e n aly/ + apy = Oa

které splriuje pocdteéni podminky

y(0) =y'(0) ==y 2(0)=0, y" V() =1.
Oznacéme
J z1(x) ay @y ... Gp_1 1 y(x)
?f Z9 (.’L‘) as agz ... 1 0 y'(:c)
Zn () 1 0 ... 0 O y=1(z)
Pak je
AT = 21(2)E + zp(2) A+ - + zp ()AL, :

7 praktického hlediska tedy sta¢i umét feSit jednu rovnici n-tého fadu. Zcela
odpadnou problémy s nasobnymi kofeny charakteristické rovnice — zatimco
u systémi ndm znaéné komplikovaly situaci (mohli jsme mit malo nezavislych
vlastnich vektort), u jedné rovnice vyssiho fddu nepiedstavuji vaZngjsi problém.

Priklad 3.7 Najdéte obecné feSeni systému

Yy = —2y1 + y2 — 2ys,
yh = y1 — 2y2 + 2ys,
Y5 = Y1 — Y2 + ys.

Reseni: Charakteristicka rovnice je

—2- A 1 -2
|A - \E| = 1 —2-X 2 |[=-X-3-3x-1=-\+1)3
1 -1 1-2A SINEN AR T ﬂ

/

Nyni najdeme FeSeni rovnice

y///+3y/1+3yl+y:0

N
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(kterou jsme ani nemuseli vypisovat). Jeji charakteristick4 rovnice m4 trojna-
sobny koFen Aj 35 = —1. Tedy obecné fedeni ma tvar

y(z) = (c1 + com + czz?)e?,

Potfebujeme partikuldrni FeSeni, pro né y(0) = ¢'(0) =0, y”(0) = 1. Vypodte-
me

Y'(z) = (c2 4 2c32)e™® — (1 + coz + c3x?)e~?,

y'(x) = 2c3e™® — 2(cy + 2c3z)e™" + (c1 + cox + c3z?)ee.
Z pocatetnich podminek dostaneme

C1 = 0 1
co—c3 =0 : = =0, ca=0, 0325.
2c3—2co+c; =1

Hledané feSeni je

1 ; 1 1
#lE) = ~2-.’L'2€—'E =  y'(z)=(z - 53;2)6"”, y'(z) = (1 -2z + -2—m2)e"“’.
Daéle ur¢ime
z1(x) 331 sxle® (1+z+ §$2)6_w
2(z) | =310 (z — 322)e~® = (x + z?%)e~"
23(x) 100 (1-2z+ 22)e~" szl
Koneéné& vypoéitdme
' =2 1 -2 -2 1 -2 3 =2 4
A’ = 1 -2 2 1 -2 2= -2 3 _4
1 -1 1 1 -1 1 -2 2 -3
Tedy
1 0 0 -2 1 -2
eAT— (I+z+32%e®| 0 1 0 |+ (x4 x%)e~® 1 -2 2 ]+
0 0 1 1 -1 1
3 -2 4 1=z T ~2
- %xQe‘“ —2 3 -4 | = i 1 - 2z e %,
-2 2 -3 & —r 142z

Obecné Fefeni m4 tudiz tvar

vy1 = [aa(l—2)+cox — 2c3z]e™™®,
Y2 = [cix+co(l—2)+ 2c3z]e™®,
Y3 = [c1z — cor + c3(1 + 2z)]e~?.
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3.3.4 Metoda neurcitych koeficientt

K nalezeni partikuldrniho feSeni nehomogenni rovnice mame univerzalni metodu
variace konstant. Ta je vSak nékdy dost pracnd. U linedrnich rovnic n-tého
fadu s konstantnimi koeficienty jsme vidéli, ze je v pripadé specidlniho tvaru
pravé strany mozné najit partikuldrni feSeni mnohem snaze metodou neurcitych
koeficientli. To lze udélat i1 u systému tvaru

y' = Ay + B(z), | (3.24)

kde A je konstantni matice a prvky B(z) jsou kvazipolynomy. V§imneme si
postupné nékterych specialnich pripadi.

Véta 3.15 Necht B(x) je sloupec,jehoz slozky jsou polynomy stupné nejvyse m.
Necht nula je k-ndsobny koren charakteristické rovnice matice A. Pak existuje
partikuldrni teseni systému (3.24), jehoZ sloZky jsou polynomy stupné nejvise
m+ k.

Poznamka 3.6 i) Plati, ze k = 0 pravé tehdy, kdyz det A # 0.

i) Cislo k by 8lo obecné zmensit. Lze za né&j volit- ndsobnost &isla nula jako
kofene tzv. minimdiniho polynomu — viz napf. [2, str. 93], ktery ma stejné
koteny jako charakteristicky polynom, ale jejich ndsobnost je stejnd nebo mensi
neZ u charakteristického polynomu. Je to nenulovy polynom (A) nejmensiho
stupné, pro néjz ¥(A) = 0. Neni vSak pfili§ snadné uréit minimalni polynom
a navic v elementarnim kursu matic nejsou studovany jeho vlastnosti (pokud je
viibec zaveden).

i11) VSimnéte si, Ze na rozdil od jedné rovnice vyssiho ¥ddu nelze u systémt
piedpokladat, Ze slozky fefeni jsou tvaru z* P, (x), kde P,,(z) je polynom stupné
m. V feSeni mohou byt s nenulovymi koeficienty i nizsi mocniny nez k-té.

iv) Véta plati, i kdyZ prvky A a popfipadé koeficienty polynomt ve slozkéch
B(z) jsou komplexni ¢isla.

Priklad 3.8 Najdéte partikularni feSeni systému

Yy = 2y1 — 3y2 + =z,
yy = Y1 + 4y — 1.

Reseni: Je

detA:I? —43|:11750, B(a:):(_ﬁ).

Sloupec obsahuje nejvyse linedrni polynom, tedy m = 1, k£ = 0. Musi proto
existovat reSeni tvaru

y1p=ax+b, yp=cr+d = y;=a, yp=-c.
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Po dosazeni dostaneme

a=2(ar+0b) — 3(cx+d) + z — z(—2a+3c) +a — 2b + 3d = x,
c= azx+b +4(cx+d) -1 z(-a—4c) — b+ c—4d = —1.

Porovnanim koeficienti vyjde

—2a+3c=1 ér\.
—a—4c=0 4 20 1 28 ol

= Ty = == == _,d: Gl ’..‘:‘

a—2b+3d=0 = 0= 121° €T 11 121 4
—b+c—4d=-1 ’_‘
y

Partikularni feseni tedy je -
4 2 128 ‘q,
=——uz+ —, = —z+ —. By
M= e Tty .2

Podobné Ize postupovat, kdy# B(z) obsahuje exponencidly nebo siny a ko-
siny. Vzhledem ke znaéné komplikovanosti vypoctt viak obvykle postupujeme
jinak.

L1 0%

s g,

P '

u.&i oo
J

Véta 3.16 Necht sloupec pravijch stran Jje tvaru e** P, (z), kde o« € C g slos-
ky sloupce P,,(z) jsou polynomy stupné nejvyse m. Pak substituce Yy = e*uy
prevede systém y' = Ay +e**P,, (z) v nehomogenni systém, kde sloZky sloupce
pravych stran jsou polynomy stupné nejvyse m.

e '~ aumn T TV v
0 . ' g
" A L ' 4
. oy B¢ ) ) .
o o
' ol v
A E &1 . b4 Y- 4
3’ } <R -
R B . h

Diikaz: Protoze
Y (x) = (e*®u(z)) = ae™u(r) + e u'(z),
vyjde po dosazeni
e u + ey’ = Ae™Ty + P, (x),
z CehoZ po tpravé a vykraceni eraz;em e*” #£ 0 vyjde
u'=(A-aE)u+ P, (z). (3.25)
Priklad 3.9 Najdéte partikularni feseni systému

Y1 =11 — 2y2 + €7,
Yy = y1 + 2ys + ze®.

Reseni: Substituci Y = e®u prejde podle véty 3.16 nss systém v systém
(3.25), tj.
up = — 2uy + 1,
uy =u; + ug + 7.
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Ten m4 podle véty 3.15 (m =1, k = 0) feSeni tvaru
up=ar+b up=cr+d = uj=a, uy=c
a po dosazeni vychézi

a = —2(cx +d) + 1,
c=ar+b+ cx+d + z.

Porovnénim koeficienvii dostaneme

2c=0
—a—c=1
at2d=1 = a=-1,b=-1,¢c=0,d=1.
—-b—-d=0
Tedy u; = —x — 1, ug = 1 a partikularni feSeni daného systému je

B T
y1=—($+1)6 ’ y2=e$~
Nakonec si v§imneme pripadu se siny a kosiny. Uzitim pfedchozi véty a Eu-
lerova vzorce se snadno odvodi nasledujici tvrzeni.

Véta 3.17 Necht o, B € R a P(x) je sloupec, jehoZ prvky jsou polynomy.
Je-li y =y, + 1y, TeSeni systému

y = Ay + P(z)el* 1Pz,
je y, = Ry resenim systému
y' = Ay + P(z)e®* cos Bz
a Yy, = Sy je resenim systému
y' = Ay + P(z)e*” sin Bz.

Priklad 3.10 Najdéte partikuldrni feSeni systému

i = Y2 + cosw,
Yo = Y1 — Yo ».
Reseni: Polozme oo = 0, 8 = 1, P(z) = (1,O)T Podle véty 3.17 budeme
feSit systém o ‘ ‘
! ix N e
1 = Y2 + €7, -
Yo = Y1 — Y2

Nyni zavedeme podle véty 3.16 substituci y = ue®®. Systém (3.25) m4 tvar

up = —iuy + ug + 1,
uy = up — (1+19)us.
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Ten ma podle véty 3.15 (m = 0, k = 0) feden{ tvaru
uy=a, up=>b, a, beC.

Po dosazeni vyjde
0 = —ia + b+ 1,
0= a— (1+14)b.

Z druhé rovnice dosadime a = (1 +4)b do prvn{ a dostaneme

-1 241 2 1
= —7(1 ] 1 b= = — = —— — —9q,
0 i(1+0)b+b+ =5 5 PEDICE) 5 5l

1 3
Pak a = (1+14)b= —F gz Proto

1 - 1 .
Uy = —5(1 +3i)e',  ug = —3(2 +1)e*”.

Pomoci Eulerova vztahu vyjde

up = —3(1+4 3i)(cosz +isinz) = —2cosz + %sinx—l—i(—%cosx— sinz),
uz = —3(2+i)(cosz+isinz) = —2cosz + gsinz +4(—1cosz — Zsinz).

Vypotteme realné &asti (viz véta 3.17) a dostaneme hledané Fegent:
1 3 . 2 1 .
ylzﬂ%ul:—gcos:wf—gsmx, y2=§Ru2=—gcosx+gsmx.

Poznamka 3.7 Je-li B(z) souttem nékolika typl specidlnich pravych stran,
pouZijeme princip superpozice — viz véta 3.5. Napi. bychom rozdélili

22 + e* cos 2z — 4sinzx

Bx) = 2 —cosx + 6e” =
3e®
x? e® cos 2z sin x 0 0
= 2 + 0 —4 0 — coszT +3 2%
0 0 0 0 e’

a urcili postupné pét partikuldrnich Fegeni.

Poznamka 3.8 i) Z predchozich vysledki vyplyvd, Ze vSechna feSeni systému
(3.24), kde slozky B(z) jsou kvazipolynomy, jsou op&t kvazipolynomy. Specialna
to tedy plati pro homogenni systémy. To umoziiuje vyuiit pro feseni Laplaceovu
transformaci. Srovnejte s pozndmkami 2.7 a 2.8, vi) o kvazipolynomech u ho-
mogennich a nehomogennich linedrnich diferencilnich rovnic vysSich rada.

ii) Jak jsme jiz konstatovali d¥ive, jsou uvedené metody efektivni jen zd4nlive.
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U systému vétSich rozméri totiz obecné ztroskotdme na nalezeni kofend charak-
teristické rovnice. Presto jsou tyto vysledky nesmirné dilezité. Davaji ndm totiz

velmi podrobné informace o struktufe feSeni systémi s konstantnimi koeficienty

(které Casto slouZi jako aproximace nelinedrnich systémi). To umozZiiuje usuzo-
vat na chovani téchto linedrnich systémi. Napf. existuji metody, které umoznuji
efektivnd a celkem snadno zjistit, zda vSechny kofeny (charakteristického) po-
lynomu lezi ve vymezené ¢asti komplexni roviny, napt. vlevo od imaginarni osy
(tzv. Hurwitzovo'™ kritérium — viz [20, str. 61]). To ovSem znamend, Ze vSechny
slozky TfeSeni obsahuji exponencialy tvaru e®* se zapornym «. Pak pro r — 400
konverguji vSechna feSeni k nule. To je podstatné informace u redinych systémi
(jsou tzv. asymptoticky stabilni, tj. maji tendenci se ustalovat).

Cvicéeni

V nasledujicich prikladech najdéte obecné feSeni danych systému. Pokud jsou
dany pocatecni podminky, urcete prislusné partikularni reseni.

1.
E;) y1 = 4y1 — 2y2 b) yi= Y1+ u ) Y1 = —3y1 + 292
Yy = Y1 + Y2 vy = —2y1 + 3y2 Yo = =2y1 + Yo
Y1 = 2y1 — 3y Y= 231 + ye Y= Y1 — 2y
d) / e) ! f) 1
Yo = Y1 — 2y Yo = —y1 + 4y2 Yoy = —Y1 + 292
2.
Vi=v1—y2+ us Yi= y1 — Y2 — Y3
a) yhb=vy1+ Y2 — Y3 b) v5 = y1 + y2
Yy = — Y2 + 2y3 ys = 31 + ys3
Y =2y1 + Yo Yy = — Y2 + Y3
c) yp = 2ys + 4ys d) yvo= w1 - Y3
vy = U1 - Y3 Yt = —y1 + Y2
Y1 = —y1 + V2 y1(0) =6 Y= -y — Y2 — Y3
e) Yy = — Y2 +4ys , y2(0)=-1 f) vh= vyi+ v+ ys
ys = W — 4ys y3(0) =4 Yh = —Y1 — Y2 — Y3
Yi= — Y2 — Y3 Yl = —vy1 + Yo
g) Ya= Y2 h) yjz= T
Y3 = Y3 ys = Y1+ Yo

17 Adolf Hurwitz (1859-1919) (&ti hurvic) — némecky matematik. Zabyval se teorii funkci,
algebrou a teorii ¢isel.
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3.
a) yi = 2y — Y2 + 2 b) yi = 3y; + 2y, + 457
Yo = 4y1 — 2y + 2 Yo = 1 + 2y
2 Y1 = 2y1 — Q) Y1 = Y1+ ys +1+e®
Y = —y1 + 2y2 — 5e%sinz Y2 = 3y1 — o
4.
Yl = —Y1 — Yo + z? 6y = y1 + Ty, — 5ys + 10e®
a) yp = — Y2 — Y3 b) 2yy = —y1 — Yy + g5
Yz = — Y3+ z 3y = Y1 — 2y2 + y3 + €
5.
Yy = - Y2+ y3 Yi = i — 2y3 + 2y,
a) y§=~2y1+ Y2 + Y3 — ya b) yé=—y1+ Y2 + y3 — 2y,
Ys = 2y — yp — Ys + Y4 Yy = 2y2 + ys — 2wy

Il

vy = 2ys — 2y3 Yi = —y1 + 2ys + 2y3 — 3Y4

6. Reste metodou variace konstant.

a) yi: y2+tg2$"‘1
Ys = =1 + tgzx
2
Yy = —4dy; — 2y, + pr— y1(In2) =0
b)
3 ’
Ys = 6y; + 3y, — —— y2(In2) =0

7. Ovérte, ze

Je fundamentalni systém homogenni soustavy p¥islusné k

—-922 — 1 522 + 1
!
= 2
yl 21’("1:2 + 1) U1 + (:L‘2 + 1)2 Y2 + \/E
—5x2 —1 4r
NS T nt poqk eV

a najdéte partikularni Feseni této nehomogenni soustavy.
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Vysledky:
1. :
) v = c1€%® + cped® by Y1 = e2®(cy cosz + cpsinz)
Y 4y = cre2® + 7 cpe3® Y2 = e?®[ci(cosx —sinz) + cp(cos T + sin )]
) y1 = e %(c1 + 2¢2a) d) y1 = 3c1e® + coe™”
Y2 = € %[er + ca(1 + 22)] Yo = c1€¥ + coe™®
Y1 = (C1 + Cga:)es‘” Y1 = 261 — 026393
e) — 3x f) _ 3z
Ya = [Cl + 02(1 + m)]e Yo = C1 + Coe
2. -
y1 = (c1 + cox)e® + cze®® Y1 = (2cosin 2z + 2¢3 cos 2x)e®
a) Yy = c1e® + co(x — 2)€” b) y2 = (c1 — c2cos2z + c3sin2x)e”
Y3 = c1€® + co(x — 1)e® + c3e*® y3 = (—c1 — 3cg cos 2z + 3¢z sin 2z )e”
Y1 = ¢1 + cox + 4czed”
c) y2 = —2c1 + co(1 — 2z) + 4cze’®
Y3 = C1 + CQ(x - 1) + 6363m
y1 = c1 — ca(cos V3 x + V3 sinv32) + c3(v/3 cos V32 —sin /3 2)
d) yo = ¢1 4+ 2c3cos V3 2z + 2c3siny/3z
ys = ¢; — ca(cosv/3x — /3 sinv/3x) — c3(sinv/3z + /3 cos 3x)
y1 =4+ (2 = :1,')6-‘3m y1 = c1e” % +co+c3
e) y2 =4+ (2x—5)e™3® ) yo = —c1e”% — ¢y
ys = 1+ (3 —x)e™3" ys = c1e”% —c3
Y1 = c1 + cge® + c3e” Y1 = c1e” % 4 cg€e”
g) y2 = —cze” h) ya = 2cq€”
ys = —cze” ys = —c1e” % + 3coe” +c3
3.
2) y1 = cix+co+ 1242z b) Y1 = c1% + 2ce*® + 3e5%
Y2 = c1(22 — 1) + 2c3 + 222 + 27 Y2 = —c1€% + cge?® 4+ e5*
) Y1 = c1e® + c2€3% + e®(2cosx — sinx) ) Y1 = c1e*® +cpem — 1 — 27
Y2 = c1€® — c9e3® + e®(2cos T + sinz) Y2 = c1€®® —3cpe™ — 3 —¢®
4.
y1 = —e *(c1z+ ez’ —c3) +ai -z -1
a) yo = e %(cy + cox) — x + 2

Ys

—ce T+ -1
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Y1 = €1 +cocosx + c3sinz + e
b) Y2 = 21 — 3 ca(cos + sinz) + Lez(cosz — sin )

y3 = 3¢y + %Q(Sinx —coszx) — % cz(cosz +sinz) + e

5.

y1 = c1(1+ 222) + 2com + c3 + ¢4
) Yo = —2¢1Z — Co + ¢4

Ys = 2c1x+co +c4

Yqg = ——401.’1)2 - 4021} = 263

y1 = (c1+ ¢+ 2cq)sinz + (—c; + ca + 2¢3) cos
b) Y2 = —(co+c3)sinz + (c1 + c4) cosz
Y3 = (c3 + ca)sinz + (c3 — c4) cosx

Y4 = —Co8inx + ¢jcosx
6.
2) Y1 = €1COST + cosinz + tgx b) y1 = 2e "In(e® — 1)
Yo = —c18inx +cocosz + 2 y2 = —3e " ln(e” — 1)
7.

|

4.3 8
= T+ 3T
il Ve 3 vz — 2y/zarctg

241
(=2 +1)

2 4 2
yg—?fﬁ—f-g\/;— \/E

N

arctgx

3.4 Linearni systémy s nespojitymi koeficienty

Dosud jsme predpokladali, tak jako ve v&t3iné tivodnich kurst, Ze pravé strany
uvazovanych rovnic resp. jejich koeficienty jsou spojité funkce. To nam zaru-
ovalo (lokélni) existenci FeSeni. Zdalo by se, %e tento predpoklad neni p¥flis
omezujici. AvSak mnohé aplikace diferencidlnich rovnic ndm ukazuji, e skutec-
nost je zcela jind. Nejmarkantné&ji je to asi vidét v teorii ¥izeni, kde k ovladdani
systémui popsanych diferencidlnimi rovnicemi se pouZivaji parametry, které se
meéni skokem, tj. jsou nespojité. Tak je tomu napt. u elektrickych sit{, kde rizna
relé skokem méni svou polohu, a u fady dalsich modeld. Diferencidlni rovnice se
spojitou pravou stranou jsou jako model takovych systémi nepostacujici.

Z t&chto divod matematikové hledali cestu, jak zobecnit pojem TeSeni dife-
rencidlnich rovnic na podobné nespojité piipady. Uvazujme napr. diferencidlni
rovnici prvniho ¥ddu v explicitnim tvaru s po¢ateéni podminkou

y' = f(z,y), ylzo) = yo. (3.26)




116 Systémy obycejnych diferencidlnich rovnic

Formalni integraci na intervalu (zq, z) dostaneme

) = yio = / " Fls )] ds, (3.27)

coZ je jakasi integralni rovnice — srovnejte kapitola 1, str. 8. Jeji Feseni pod-
statné zavisi na tom, jaky pouzijeme integral. V p¥ipadé bézného Riemannova'®
integrdlu je prirozenyr predpokladem spojitost f(x,y) a dostdvidme naSe dosa-
vadni vysledky, kdy feSeni mé spojitou derivaci. Je vS8ak mozné pouZit jiny
integral. Jako asi nejvyznamnéjsi se ukazala volba tzv. Lebesgueoval® integrdlu.
Prirozenymi pfedpoklady na f(x,y) umoziujicimi pouziti tohoto integralu jsou
tzv. Carathéodoryho®® podminky. ReSen{ rovnice (3.27) je pak tzv. absolutné
spojité a ma derivaci pouze skoro vSude a ta spliiuje rovnici (3.26) také sko-
ro viude (néjaka vlastnost plati skoro vSude, jestliZe neni splnéna na mnoziné
Lebesgueovy miry nula). Podrobné pouceni o této teorii je moZné najit napf.
v [14, str. 309]. Existuje fada dalsich zobecnéni, ale Z4dné nemélo tak zdsadni
vyznam jako absolutné spojité reSeni. Nejdédle v tomto sméru asi vede pouZiti
tzv. Kurzweilova integralu — viz [26, 27).

Nasim tkolem neni zkoumat rizné zobecnéni feSeni. Navic to vyZzaduje zna-
lost rznych, ¢asto dost komplikovanych integra¢nich teorii. Omezime se pouze
na linearni systémy s po ¢astech spojitymi koeficienty. Ty jsou v aplikacich
vétSinou zcela postacujici a pritom vysledky jsou jednoduché.

Definice 3.5 Necht J = (a,b) je ohranieny otevieny interval. Rekneme, Ze
néjaka funkce g(x) je po cdstech spojitd na intervalu .J, jestlize existuji ¢isla
a=1x0 <21 < - <2 = b tak, Ze g(z) je spojitd na kazdém otevieném
podintervalu (x;_1,2;), ¢ = 1,...,k, a v krajnich bodech t&chto podintervald
existuji kone¢né jednostranné limity — viz obr.3.1. V piipadé neohrani¢eného
intervalu J nazveme g(z) po ¢astech spojitou, je-li po ¢astech spojita na kazdém
ohraniceném podintervalu I C J (tj. v kazdém ohrani¢eném podintervalu je
pouze kone¢ny pocet bodl nespojitosti).

18Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) (ti riman) — vynikajici némecky
matematik. Zabyval se teorii funkci, geometrii, matematickou a teoretickou fyzikou a diferen-
cidlnimi rovnicemi. Jeden z nejvétsich matematikt viech dob. Jeho tzv. Riemannova hypotéza
o rozloZeni nul (-funkce je zfejmé dodnes nevyfeSena a je povaZovana za jeden z nejtézsich
matematickych problému (sprévnost diikazu z r. 1990 se provétuje).

19Henri Leon Lebesgue (1875-1941) (&ti lebeg) — vyznamny francouzsky matematik.
Zabyval se teorii funkci a integrélu. Jim zavedend mira a integral vyznamné ovlivnily moderni
matematiku.

20Constantin Carathéodory (1873-1950) (&ti karateodori) — vyznamny fecky matema-
tik. Zabyval se varia¢nim poctem, teorii funkci a aplikacemi matematiky.
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Obr. 3.1: Po &4stech spojit4 funkce

Definice 3.6 UvaZujme systém n linernich diferencialnich rovnic prvniho fadu
y' = A(z)y + B(z). (3.28)

Predpokladejme, Ze vSechny koeficienty aij(z), bj(z),%, j =1,...,n, jsou po Cas-
tech spojité na otevieném intervalu J. Ozna¢me I mnoZinu viech bodd nespo-
jitosti vSech téchto koeficientd. Tedy I C J je kone¢nd mnozina.

Pak sloupec y(z) = (y1(z),...,yn(x))T nazveme fefenim rovnice (3.28),
jestlize plati:

i) yi(x), i=1,...,n, jsou spojité na J,
i) pro kazdé x € J \ I existuji derivace y}(z),i=1,...,n, a plati

y'(z) = A(z)y(z) + B(z), zeJ\I

Tedy fesSeni spliuje rovnici (3.28) jen v téch bodech, kde Jjsou v8echny koeficienty
rovnice spojité. V bodech nespojitosti koeficientt y’(z) viibec neexistuje. Regeni
vSak musi byt spojité. D4 se zjistit, Ze v bodech nespojitosti koeficient existuji
Jednostranné derivace, které jsou ale riizné.

Nésledujici véta je obdobou véty 3.4.

Véta 3.18 Necht koeficienty a; ;(x), bj(x),i, j=1,...,n, jsou po édstech spo-
jit€ na otevieném intervalu J. Pak pro kazdé xzo € J a Yo € R™ md poédtecni
tloha

¥ =A(z)y + B(z), y(zo) =y,
prave jedno (uplné) teseni, které existuje na celém intervalu J.

Podobné jako v p¥ipad& spojitych koeficientti lze dokézat, #e mno¥ina Fedeni
homogenni rovnice tvoi{ vektorovy prostor dimenze n, lze zavést fundamentalni
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systém a fundamentalni matici, plati princip variace konstant, princip superpo-
zice a pod.

Na zavér si v8imneme, co dostaneme, kdyz predchozi definici a vysledek
aplikujeme na jednu linearni rovnici n-tého radu

y™ 4 an_1(2)y" Y 4+ ar(2)y + ao(2)y = b(z). (3.29)

Ta je ekvivalentni systému

yp = Y2,
yf‘Z = Y3,
.

yn——l - Yn,

Y, = —ao(z)y1 — a1(2)y2 — a2(z)ys — -+ — an-1(x)yn + b(2),
kde (y1,¥2,--,9n)% = (3,9, .. .,y("_l?)T — viz str. 87. Predpokladame opét,
7e koeficienty a;(x), i = 0,...,n—1, a b(x) jsou po astech spojité na J. Protoze
y1(Z), ..., Yn(x) jsou spojité, dostavame, Ze y(x) je FeSenim (3.29), jestlize

i) y(x) mé spojité derivace na J az do fddu n — 1 vcetné,
ii) pro x € J\ I (I je mnoZina bodd nespojitosti koeficienttt) existuje y(™),
iii) pro x € J \ I je splnéna rovnice (3.29).

Z v&ty 3.18 plyne, Ze kaZzdy pocatecni problém mé praveé jedno feSeni a dale
7e mnozina FeSeni homogenni rovnice 3.29 tvoii vektorovy prostor dimenze n
atd.

Poznamka 3.9 Jsou-li koeficienty A(z) po &astech konstantni a koeficienty
B(z) po éastech rovny kvazipolynomim, Ize na vhodnych podintervalech pouZit
pfedchozi vysledky o systémech s konstantnimi koeficienty a specidlnimi pravy-
mi stranami. P¥i pfechodu pfes bod nespojitosti x € I je jen tfeba jednotlivé
tiseky FeSeni spojit8 navazat. TotéZ plati pro rovnici (3.29). Postup si ukdZeme
na prikladu.

Priklad 3.11 Najdéte feSeni pocatecni tlohy

y' +y=sgnz, y(r)=0, y'(r)=1

Reseni: Zde J = (—oc0,00),I = {0}. Najdeme obecné feSeni homogenni
rovnice (jejiz koeficienty jsou spojité a dokonce konstantni). Charakteristické
rovnice je

/\2+1=0 - )\1’2‘—‘&_’2'
a obecné TeSeni je
Y = c1C0ST + coSinz.
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Nejprve budeme uvazovat z € (0, +00) (protoze obsahuje &islo zy = ), tj.
bude b(z) = 1. Existuje partikuldrni YeSeni tvaru y1(z) = a. Po dosazeni vyjde

O+a=1 = a=1,

tedy
y=cicosr+cpsine+1 = y = —c;sinz+ cycosz.

Z pocatecnich podminek dostaneme

= ] = 1
0 C]_C?Sﬂ-'f—CQSlnﬂ'"‘l s 0 c1 + s sy =T, oy =i,
1 = —cysinm + cocosm 1= —cy
Tudiz

y(x) =cosz —sinz+1, z € (0,+00).

Ze spojitosti y(z) plyne, Ze
y(0) =cos0—sin0+1=2, ¢'(0)=—sin0—cosO= —1.

Pro z € (~00,0) je b(z) = —1, tedy musi existovat partikuldrni feSeni tvaru
Y2(z) = a. Po dosazeni mame

Ota=-1 = aq=-1,
t.
y=cicosr+ecsing—1 = y' = —¢;sinx + cycose.
Nyni musi platit

2= c¢3c080 + ¢cy8in0 — 1 N 2=0c -1

—1 = —¢;8in0 + ¢y cos0 —1 = ¢y = =3, cpg=—1.

Tedy
y(x) =3cosr —sinz—1, z¢ (—00,0).

Celkové mame
(@) = 3cosx — sinz — 1 pro z < 0,
=1 cosz —sinz +1  proax > 0.

Pribéh feseni a jeho derivaci Je zndzornén na obr. 3.2. V&imnéte si, Ze v bodé
¢ = 0 mé y(x) derivaci, y'(x) je spojit, ale nema derivaci (na obrazku neni
dobfe vidét; snadno lze viak spocitat, Ze jednostranné derivace jsou y”’(0) = -3
a y4(0) = —1, tedy y" (0) # y4(0)) a y”(z) v tomto bod& neexistuje.
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y b(x)
—_T [0) m x >
A y(z)
Y

Obr. 3.2: Regeni pocéate¢ni tlohy y” +y =sgnz, y(r) =0, ¢/(7) =1
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3.5 Ukazky aplikaci systémn diferenciilnich
rovnic

Pro systémy diferenciélnich rovnic plati v jesté vétsi mife to, co pro jednu dife-
rencialni rovnici — aplikaci je nepfeberns. My si alespoii pro ilustraci uvedeme
dv€ — jednu z mechaniky a jednu z teorie elektrickych obvodd.

1. Mechanicka soustava.

UvaZujme soustavu dvou pruZin znizornénou na obrazku 3.3. Bod B méa
hmotnost m; a je spojen pruZinou P s pevnym bodem A. Bod C m4 hmotnost
Mz a je spojen pruzinou @ s hmotnym bodem B; na bod C' kromé toho ptsobi
vnéjsi sila, jejiz hodnota v okamziku ¢ je q(t);q: R— R.

///////é////////
“
%
Q

f

< y2(t)

\

Obr. 3.3: Mechanick4 soustava

Mechanické vlastnosti pruziny P jsou dany jeji charakteristikou h; : vzdale-
nost u bodt A a B nesmi klesnout pod dané &islo 71 > 0 ani nesmi prekrodit
¢islo 2, kde y2 > 1. Je-li y; < u < s, pak body A a B jsou k sob& pritahovéany
silou Ay (u), tj. k1 : (71,72) = R. Podobné& charakteristikou pruziny @ je funkce
ha: (01,92) = R, kde 0 < 6; < &5, Kromé& toho na body B, resp. C piisobi sila
treni, kterd je tmérna okamzité rychlosti bodu B, resp. bodu C s konstantami
Umérnosti o > 0, resp. 8 > 0 a piisobi proti sméru pohybu. Necht y; (t) zname-
né polohu a v;(t) rychlost bodu B v okamziku #; necht Y2(t) je poloha a vy(t)
rychlost bodu C' v okamZiku ¢. Potom plati

dy:(t)

&

dys(t)

= ) (3.30)
1 S = a0+ alylt) - (5] - )
ma P2 = hofya(t) — 0] - B0 + 000

dt
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Prvni dvé& rovnice plynou z definice rychlosti, druhé dvé z Newtonova pohybo-
vého zdkona. Obecné jde o (nelinedrni) systém Ety¥ rovnic prvntho Fadu.
Pro malé vychylky od rovnovazné (klidové) polohy miZeme predpokladat,
ze funkce hi(u), resp. ha(u) jsou linedrni a liché vzhledem ke st¥edu intervalu
01+6
71';72’ 5= 1-;- 2 Pak

hl(u)z_kl(u—v),vkl > 0, hz(u)zkz(u—é), kg > 0.

(71,72), resp. (01, 02). Oznaéme v =

Dosadime-li tyto tvary do (3.30), dostaneme nehomogenni linedrni systém

1= U1,

Yp = V2,

vy :> —k1;1k2 y1 + ‘:%yz e T_na—lvl + k1vy — k2,
gy == %yl— %yz —m%vz-%-kgé—l-q(t).

Prislusny homogenni systém ma konstantni koeficienty a bylo by tedy moZné
ho Tesit nékterou z vyse uvedenych metod a pak pouZit princip variace konstant.

2. Elektricky obvod

Uvazujme elektricky obvod znazornény na obrazku 3.4, ktery obsahuje dva
rezistory o hodnotadch R; > 0 a Ry > 0 ohmi, dale dva induktory o induké-
nostech Ly > 0 a Ly > 0 henry a idedlni napétovy zdroj st¥idavého napé&ti
o velikosti Asin(wt + ¢) voltd, A > 0, w > 0, ¢ € R. Oznafme i1(t) a iz(t)
proud v ampérech v jednotlivych vétvich.

Z Kirchhoffovych zdkont — srovnejte str. 42 a 78 — vyplyva, Ze i1 (t) a i5(t)
spliuji dvojici diferencidlnich rovnic

Lllll (t) + Rl[il(t) — lg(t)] = Asin(wt + (,0),
Loit(t) + Raia(t) — Ralix(t) — i2(t)] = 0.

Po tpravé dostaneme

R R, A .
’Lll = —E—i—ll + L—IZQ + L_l sm(u)t—f—go),
. Ry . Ri+ Ry ,
ZI2= L—211+TZQ,

coZ je opét linearni systém s konstantnimi koeficienty a specidlni pravou stranou.
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Asin(wt + ) é’) Ry R;

Obr. 3.4: Elektricky obvod




124 Literatura

Literatura

[1] Bortivka, O.: Lineare Differentialtransformationen 2. Ordnung. VEB Deut-
scher Verlag der Wissenschaften, Berlin, 1967. Pfeklad do angli¢tiny Lon-
don, The English University Press, London 1971.

[2] Bortivka, O.: Zdklady teorie matic. Academia, Praha 1971.

[3] Coddington, E. A. — Levinson, N.: Teorija obyknovennych differencialnych
uravnenij. Izdatelstvo inostrannoj literatury, Moskva 1958.

[4] Gantmacher, F. R.: Teorija matric. Gosudarstvennoje izdatelstvo techniko-
teoreticeskoj literatury, Moskva 1953.

[5] Gregu§, M. — Svec, M. — Seda, V.: Obycajné diferencidine rovnice. Alfa,
Bratislava 1985.

[6] Hartman, P.: Ordinary Differential Equation. John Willey & Sons, Inc.,
New York—London—=Sydney 1964.

[7] Horsky, Z.: Diferencidlni pocet. MVST, sesit V. SNTL, Praha 1981.

[8] Jevicky, J. — Kovafik, P.: Numerické metody algebry. Vojenskd akademie,
Brno 1986. Ucebni text.

[9] Jevicky, J. — Kovafik, P.: Numerické metody analyzy. Vojenskéa akademie,
Brno 1987. Ucebni text.

[10] Kamke, E.: Spravocnik po obyknovennym differencialnym uravnenijam.
Nauka, Moskva 1976, 5. vyd.

[11] Kropag, J. — Schwarz, R.: Sbirka aplikovanych prikladi. Vojensks akade-
mie, Brno 1986. Ucebni text.

[12] Kuben, J. — Smarda, Z.: Diferencilni poCet funkci jedné promé&nné. Vo-
jenska akademie, Brno 1989. Ucebni text.

[13] Kuben, J. — Smarda, Z.: Realné funkce jedné redlné proménné. Vojenska
akademie, Brno 1990. Ucebni text.

[14] Kurzweil, J.: Obycejné diferencidlni rovnice. SNTL, Praha 1978.

[15] Leighton, W.: Ordinary Differential Equations. LONGMANS, London
1964.




i

Literatura 125

[16] Neuman, F.: Global Properties of Linear Ordinary Differential Equations.
Academia, Praha 1991.

[17] Petrovskij, I. G.: Lekcii po teorii obyknovennych dzﬁerenczalnych uravnenij.
Nauka, Moskva 1970, 6. vyd.

(18] Pontrjagin, L. S.: Obyknovennyje differencialnyje uravnenija. Nauka, Mos-
kva 1965, 2. vyd.

[19] Ptikryl, P.: Numerické metody matematické analyzy. MVST, sesit XXIV.
SNTL, Praha 1985.

[20] Rab, M.: Diferencidlni rovnice. Univerzita J. E. Purkyn&, Brno 1980.
Ucebni text.

[21] Rab, M.: Metody FeSeni diferencialnich rovnic i. obydejné diferencialni
rovnice. Univerzita J. E. Purkyné&, Brno 1989. Ucebni text.

[22] R4b, M.: Metody Fesen{ diferencialnich rovnic ii. systémy linearnich di-
ferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty. Univerzita J. E. Purkyné,
Brno 1989. Ucebni text.

[23] Radochové, D. — Zemanov4, J.: Diferenciélni rovnice. Vojenska akademie,
Brno 1970. Ucebni text.

[24] Radochové, D. — Zidek, J.: Linearni algebra. Vojenska akademie, Brno
1983. Ucebni text.

[25] Ralston, A.: Zdklady numerické matematiky. Academia, Praha 1973.

[26] Schwabik, S.: Generalized Differential Equations. Fundamental Results.
Academia, Praha 1985.

[27] Schwabik, S.: Generalized Differential Equations. Special Results. Acade-
mia, Praha 1989.

[28] Spiegel, M. R.: Applied Differential Equations. Prentice-Hall, Englewood
Cliffs, N. J. 1958.

[29] Stépanov, V. V.: Kurs diferencidlnich rovnic. P¥irodovédecké nakladatel-
stvi, Praha 1950, 2. vyd.

[30] Veit, J.: Integrdini transformace. MVST, sesit XIV. SNTL, Praha 1979.

[31] Vetchy, V.: Sbirka prikladd z linedrni algebry. Vojensk4 akademie, Brno
1991. Ucebni text.

[32] Vetchy, V. — Sikulov4, B.: Linerni algebra. Vojenska akademie, Brno
1988. Ucebni text.

[33] Zidek, J. — Ondrousek, Z.: Integralni pocet. Vojenskd akademie, Brno
1989. Ucebni text.




126 Rejstrik

Rejstrik

B slabé tlumené, 80
Banachova véta o pevném bodu, 8 tlumené, 80
vlastni, 72, 78

C konvoluce, 105
Carathéodoryovy podminky, 116 kvazipolynom, 62
Cauchyova pocate¢ni tuloha, 6, 48,

83 L
Cayleyova-Hamiltonova véta, 105 linearizace, 51
- linearni element, 3
eliminatnf metoda, 94 Lipschitzova podminka, 8, 48
Eulertiv polygon, 4 M
F metoda neurcitych koeficientl, 65,

108
metoda postupnych aproximaci, 8
minim&lni polynom, 108

fundamentalni matice, 89
fundamentalni systém, 56, 88
funkce po castech spojita, 116

H 0]
homogenni funkce, 15 oblast, 28 ) o
Hurwitzovo kritérium, 112 jednoduse souvisla, 28

1 P

integra¢ni faktor, 31 pocate¢ni podminka, 6

integral princip superpozice, 23, 54, 87
Kurzweiliv, 116 prodlouzeni feSeni, 85
Lebesgueiiv, 116 vlastni, 85
Riemanntv, 116 prenosova matice, 105

K R

kmenova funkce, 28 rovnice

kmity Bernoulliova, 25
harmonické, 79 diferencialni
netlumené, 79 obycCejna, 1
nucené, 72, 80 parcialni, 1

silné tlumené, 80 v explicitnim tvaru, 2, 47







