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P edmluva

Tato skripta jsou určena zejména pro posluchače inžen}rského studia, Ize je však
použít i v jin}ch typech studia, kde se p ednáší tato látka v obdobném rozsahu.
Skripta obsahují standardní partie teorie obyčejn;fch diferenciálních rovnic, kte-
ré tvo í nezbytnou část matematického vzdělání inženyra. Hlavní pozornost je
věnována tzv. elementárním metodám ešení, tj. prakticky* ,rypočetním algo-
ritmrim. Text si ale rovněž všímá p esného zaváďění pojmri a správné formulace
základních teoretic\ ch q sledkri o těchto rovnicích. Drikazy nejsou vzhledem
k rozsahu skript v naprosté většině prováděny. Na ukázku jsou uvedeny někte_
ré z nesčetn; ch aplikací diferenciálních rovnic. V určitych částech text mírně
p esahuje běžn; kurs a aspoň pro orientaci se zmiňuje o dalších oblastech, kte-
rymi se zab vá vlastní teorie diferenciálních rovnic. Sem pat í zvláště závérečny
oddíl, věnovan rovnicím s nespojitou pravou stranou. Vzhledem k tomu bude
možné skripta využít i pro eventuální p ednášky vybran}ch partii z obyčejn;ich
diferenciálních rovnic v doktorandském studiu.

Pro hlubší zájemce o teorii obyčejn ch diferenciálních rovnic uvádím násle-
dující orientační (a velmi stručn; ) p ehled doporučené literatury:
Mezi poměrně p ístupné práce pat í l17,18, 20, 29].Práce l2I, 22] obsahují
pěkn; a p esn vl klad tzv. elementárních metod včetně dťrkazri. Hluboklirm zá-
jemcrim lze pak doporučit [5, 6, L4]. Jde však o velice náročné texty (zvláště [6]
a [ta]), které jsou určeny profesionálním matematikrim s pot ebnYm p edběžnYm
vzděláním. Ve všech uveden}ch pracích lze naLézt další literatuTu o obyčejn}ch
diferenciálních rovnicích, která je nesmírně rozsáhlá.

P edkládaná skripta byla vysázena pomocí počítače PC užitím systému
I4TEX. Obrázky ve druhém vydání byly nakresleny p evážné pomocí progra-
mu METRFONT. I když tvorba zdrojového souboru je časově poměrně náročná,
vzhled textu je odměnou za vynaloženou námahu. Autor doufá, že podoba skript
usnadní čtená i studium a ten ocení nejen vzhled skript ale snad i jejich obsah.

Na závěr bych chtěl poděkovat doc. RNDr. Zdeňku Šmardovi, CSc. z FE
VUT Brno a RI'{Dr. Vladimíru Vetchému, CSc. z katedry matematiky VA Brno
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za PeČlivé ProČtení prvního vydání skript a adu p ipomínek, které zlepšity text
a odstranily mnohé chyby a nep esnosti. Ve druhém vydání byly ,ru,ní. pro.r._
denY menŠÍ vzhledové ťrpravy a opraveny některé p eklepy, nep esnosti a chyby
v zadáních p íkladri a vysledcích.

Brno, L5. 4. 1995 Jaromír kuben
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Kapitola 1

Obyčejné diferenciální
arovnice prvního ádu

1.1 ťTvod

Obyčejnymi, diferenci,ální,mi rounicemi,,L rozumíme rovnice, v nichž se vyskytu-
jí neznámé funkce jedné proměnné, a to včetně sq ch derivací (alespoň něja-
ké derivace neznámé funkce se musí v rovnici vyskytnout; jinak by šlo o tzv.
funkcionální rovnice). ťJkolem je tyto funkce určit. Uvedeme několik p íkladri
takoqfch rovnic.

1. a'-a
Řešením je z ejmě nap . funkce U : e' ale rovněž jakákoliv funkce tvaru
a : ce*, kde c e R je libovolná konstanta.

2.a":-u
Řešením jsou nap íklad funkce a : sinr, 9 : cos r ale též funkce tvaru
U : ct cos r * cz sin r, kde c1 , cz e R jsou libovolné konstanty.

3. 2a'u' - (a')u - e3* :0
Řešením je nap . funkce U : e*.

4. u"a2 * a' * a2 sinr - cos r :0
Řešením je nap . funkce y -- 

'sinr.

Jíž z p edchozích p íklad je vidět obrovskou r znorodost těchto rovnic.
Obyčejné diferenciální rovnice t ídíme podle jejich ádu, což je nejvyšší derivace
neznámé funkce, která se v rovnici vyskytuje. Tedy rovnice z I. a 3. p íkladu
jsou prvního ádu, rovnice z 2. a 4. p íkladu jsou druhého ádu.

1Diferenciální rovnice, v nichž neznámé funkce mají více proměnn ch, se naz vají parciální.
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2 Obyčejné diferenciální rovnice prvního ádu

. Řešení,m obyčejné diferenciální rovnice rozumíme funkci, která vyhovuje da_
né rovnici na nějakém intervalu, Z L a 2. p íkladu je vidět, že takov; ch ešení
mriže b;it více, dokonce nekonečně mnoho. Jedno konkrétní ešení nazyváme
parti,kulární, ešení,. Poda í-li se nám najít univerzáIní vžorec, ve kterém jsou
zahrnuta všechna partikulární ešení, mluvíme o obecném ešení,. Podrobněji,
obecné ešení bude vzorec obsahující jednu nebo. více libovoln; ch konqtant, je-
jichž konkrétními volbami dostaneme všechna možná partikulární ešení .,{_u"é
rovnice. Počet konstant odpovídá v podstatě ádu rovnice. Lze nap . ukázaii, iÁ
a : ce* , c e B, je obecné ešení q še uvedené rovnice a' _ a.

Obyčejné diferenciální rovnice mají rozsáhlé aplikace. Některé si uvedeme
v prriběhu dalšího v; kladu. S mnoh mi se setkáte v adě dalších p edmětri,
jako mechanika, fyzika, pružnost, pevnost , základy elektrotechniky, p edměty
specializace atd. Bez nadsázky |ze íci, že diferenciální rovnice pat í k jedné
z nejvyznamnějších oblastí, co se tyká aplikací matematiky. S v;rvojem jejich
teorie je spjata ada jmen vyznamn; ch matematik minulosti i současnosti,
včetně československ ch matematikri. Jelikož není naším rikolem dělat historick;i
p ehle,ď, omezíme se na to, že v dalším v; kladu uvedeme na vhodn; ch místech
aspoň jména se základními faktografick;rmi ridaji těch matematikli, kte í jsou
spjati s počátky teorie obyčejnlich diferenciálních rovnic.

L.2 kvalitativní teorie diferenciálních
rovnic 1. ádu

L_.z.L Základní pojmy
Nechť F(r,U,z)je funkce t í proměnn ch, která je definovaná na otev ené mno-
žiné Cl c R3. Pak rovnice

F(r,a,a') - 0

se nazyvá obyčejná di,ferenciální, rounice 1. ádu u impli,ci,tní,m tuaru s neznámou
a@)

Definice 1.1 Nechť h(*)je funkce d,efi.novaná na otev eném intervalu J. Pak
h(") se nazyvá ešení, rouni,ce (1.1) na J, jestliže h(r) má derivaci, pro každé
r e J j. (r, h("),, h'(*)) O a platí

FL*, h("), h' (*)) - 0, r e J.

P i vyšet ování vlastností obyčejn; ch diferenciálních rovnic je dťrležity p í-
pad, kdy lzez rovnice (1.1) osamostatnit a',tj. získat tzv. erpli,citní, tuar obyčejné
di,ferenci,ální, rouni,ce 1. d,du

a' : í@,a),

(1.1)

(1.2)

kde /(r,a) je funkce dvou proměnn ch defi.novaná na otev ené množině CI C R2



je ekvivalentní dvěma rovnicím

7.2 Kvalitativní teoňe diferenciálních rcvnic 1. ádu

Osamostatnění g' není někdy jednoznačné. Pak rovnici v implicitním tvaru
odpovídá (lokálně) více rovnic v explicitním tvaru. Nap . rovnice

a'' - 12 :0

a'=trra':-t.
Ne vždy je prakticky (tj. pomocí elementárních funkcí) možné rovnici (1.1)
roz ešit vzhledem k gl . Jako obecn; nástroj zde slouží věta o implicitní funkci

-víz nap . [7].V dalším budeme p edpokládat, že rovnice má tvar (1.2).

Jestliže u@) je ešení rovnice (1.2), které v bodě ro má hodnotu go, tj.
a@): ao ( íkáme, že ešení prochází bodem (ro,a)), pak musí platit

a' (r") _ f |r;o, u@")] : í (ro, Uo).

Jestliže tedy ešení prochází bodem (ro,Uo), jsme. schopni íci, i když nemáme
vzorec a@), jaká je směrnice tečny (tj. derivace) k a@) v bodě (ro,Uo). Je to
totiž právě číslo í(*o,a.).Z toho drivodu zavádíme následující pojmy.

Obr. 1.1: Lineární element diferenciální rovnice

Definice 1,.2 Trojice čísel (ío,ao,, í(*o,a)), (ro,Uo) í), se naz vá lineár-
ní, element ďifetenciální rovnice (1.2). Množina všech lineárních elementri dané
diferenciální rovnice tvo í její směroué pole.

Každy lineární element mrižeme znázornit jako vázany vektor (šipku) umís-
těn; do bodu (ro,ao), p ičemž p ímka určená tímto vektorem má směrnici
í(*o,a) - viz obr. 1.1, kde tgp: í(ro,ao).

Tento vázany vektor lze p edem zkonstruovat v každém bodě (ro,uo) O.
Funkce a@) je pak ešením rovnice (1.2) právě tehdy, když má následující vlast-
nost:

l-



Obyčejné diferenciátní rovnice prvního ádu

V kaŽdém bodě, kter m a@) prochází, je p íslušn} vázany vektor
tečn; ke grafu funkce a@)

Tlrto vlastnos t lze vyuŽit k vytvo ení p edstavy, jak asi ešení dané rovnice
vYPadá, Sestrojíme hustou síť bodri a v nich nakreslíme lineární elementy. Ty
nám ukazují, jak asi ešení probíhají.

P íklad 1.1 Sestrojte směrové pole rovnice a' : g'2+a2 a načrtněte tvar ešení.

ŘeŠenÍ TJrČÍme množiny bod , které odpovídají stejn m hodnotám směrni_
ce k. Ty získáme ešením rovnice frz +a2: k. Z ějmě musí byt k > 0.Pro k - 0 dostaneme jedin bod (0,0), v němž je tečna vodo.orrrrá, tj. je to
osa r.
Pro & : 1d,ostaneme body na kružnícil^2*a2 - 1, v nichž tečny svírajís osou tr
ťrhel arctgl:T
Pro k :2 dostaneme body na kružnicíe,2*a2 - 2,v nichž tečny svírají o ou r
ťrhel arctg2žI,I07l
|,'o"k 

: * {ortaneme body na kružnici a.2*a2 : *,v nichž tečny svírají s osou í,
uhel arctg i + 0" 4f,36 atd.
Situace je znázorněna na obr. I.2, v němž jsou rovněž načrtnuta t i ešení. po_
drobněji je moŽné zjistit, že kažďé ešení je rostoucí a je definované pouze na
ohraniČeném otev eném intervalu, v jehož krajních bodech má nevlastní 1imity.

Na závěr se jeŠtě struČné zminime o tzv. Eulerouychz polygonech. Nechť jefro{í t1"'{frnt nŽL Pokusímesep ibližněnajít ešení a@) nainterrrui,,
(ro,r,.), P iČemŽ P edPokládáme,že a@Ó: Uo. Sesirojíme p ímku, která pro_
chází bodem (*o,yo) a má směrnici í(*o,yo).d protne p ímku tr: ,,lv bodě(rua . Nyní sestrojíme p ímku, která prochází bo,dem i*r,at) amá směrnici
Í('t,Ut). Ta Protne p ímku tr: t2 v bodě (rz,az) atd. Lomená čára určená
bodY (ro,Uo), (*r,at),,..., (*n,an) se nazyvá Euierťrv polygon. Situace je zachy_
cena na obr. 1.3.

V teorii d"iferenciálních rovnic jsou driležité následující t i otázky:

- zďa má daná rovnice vribec nějaké ešení,

- pokud nějaké ešení má, kolik je jich celkem,

- jak lze ešení nalézt.

OdPověď na tYto otázky bude částečně zodpově zena v následujících odstavcích.

2leonard Euler (L7o7* 1783) (čti ojler) 
- šv carsk niatematik, fyzik, mechanik a as_ .h c,,\cn rnorn, Pfisnhil n arrÁ nĚ rr Pat-^L.__lX T^l^_ - __:--:rr:u?_l - \'o" -'

lT"o1_P sobil | :vŤě v Petroh1"9ě. Jeden z největšich matematikri všech a"il-Ň"ps.Jt };;
#;;;;ffi,"j-,^i*-*disciplíny . Od r. L766 byl slepli (diktoval sv m žák m).

tť



1.2 Kvalitativní teorie diíerenciálních rovnic 7. ádu 5

Obr. 1.2: Směrové pole rovnice a' : 12 + a2
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Obr. 1.3: Eulerriv pcrlygon
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Obyčejné diferenciá]ní tovnice

L.2.2 Existence a jednoznačnost ešení

Již z rivodních p íkladri na str. 1 je z ej mé,, že zcela běžné rovnice mají neko_
nečně mnoho ešení. Klást si proto otázka, zda ešení je jediné, není rozumné.
Jednoznačnost je t eba chápat jin; m zp sobem a to tak, že na ešení budeme
mít ještě další požadavky. Rovněž je t eba zp esnit vlastnost mít ešení.

Definice 1-.3 Nechť (*o,uo) CI. Pak riloha najít ešení a@) diferenciální rov-
nice (1.2), které je defi":cvané na nějakém intervalu.[ obsahujícím bod ta dkteré
splňuje tzv. počáteční podmínku 9(rg) : ao, se naz vá Cauchyouas počáteční,

loha.

Bude nás zajímat, za jakych podmínek bude mít počáteční irloha ešení a kdy
bude toto ešení jediné.

Věta 1.1 (Existenční) IÝechť í(*,u) je spojitá na oteu ené množině Q. Pak
pro každé (ro,go) e {l má loha

a' : í(r,,a),, a@o) : ao (1.3)

alespoň jedno ešení,.

Spojitost tedy z"aručuje ,, že každy* bodem prochází alespoň jedno ešení,
definované na nějakém (obecně dostatečně krátkém) intervalu.N ezajímá nás za-
tím, jak moc lze tento interval ,,natáhnout". Toto ešení však nemusí byt jediné,
jak ukazuje následující p íklad.

P íklad 1.2 Uvažujme rovnicí a' - z\Ml. Ově te, že tato rovnice má (mimo
/\ V V ,jiná) ešení a=0 a ešenítvaru

kde c RJ- je libovolné číslo.

Řešení: Skutečně. Funkce a : 0 naši rovnici splňuje a totéž platí pto U.,
kďyž r 1 c.

Dále pro r ) c je a'. _ 2(, - c) :2l@ :2,,F.
Tedy počáteční ťrloha

u' : z\Aal, 9(0) : 0

má nekonečně mnoho ešení, a to a:0 ua.: 
{ ''Á,"''' :aZ',, cž 0 -

víz obt. '],.4.

3dugustin Louis Cauchy (1739-1857) (čti koši) - vynikající francouzsk matematik.
Napsal p es 700 prací. Položil základy soudobé matematiky, p edevším a,nalyzy.

ac: 
{ 

(" 
Á,")', :aZ,,



7.2 Kva]itativní teorie diferenciáIních rovnic 1. ádu 7

tr2 (r _ t)' (* _ 2,5)' @ _ 9' @ _ 
")'

Obr. 1.4: Řešení rovnice yl _ zlffil

Je z ejmé, že pokud prochází ďanym bodem ("o, yo) více rrizn ch ešení,
která se ,,rozvětvují" v daném bodě, mají všechna tato ešení v bodě (*o,ao)
společnou tečnu - viz obr. 1.5.

Nezajímá nás, zda se ešení rozvětvuje někde ,,dál". To vystihuje následující
definice.

Definice L.4 Řekneme, že počáteční problém (1.3) má jedi,né ešení,, jestliže
pro každá dvě jeho ešení ar@), Uz(r) existuje vhodné číslo ó > 0 takové, že
pro l, ("o - 6,ro + ó) je ut(*) - uz(r).

Obr. 1.5: Nejednoznačnost ešení

E-.



Obyčejné diferenciá]ní rovnice prvníha ádu

Tedy v dostatečně malém okolí bodu í9 musí ešení shodovat. Existuje
ada podmínek, které zaručují jednoznačnost. Nejznámější je tzv. Li,pschi,tzouaL

podmí,nka (lokální):

ExistujíkonstantaK ) 0 aokolíO bodu (*o,ao), O CQ, takové,
že pro kažďé dva body (r,a) e O, (*,a O je

| í (*,a) - í (r,az)l š Kla, - arl.

Aby byla tato podmínka splněna, stačí, aby existovala ohrani,čená (v okolí

bodu (ro,uo) ) parciální d,erivace W,, cožje splněno nap . pokud je tato
derivace spoji,tá. Tedy platí:

Věta ]..2 (O existenci a jednoznačnosti) Nechť í(*,,a) je spoji,tó na, ote-

u ené množi,ně O C R2 a u každém bodě je splněna Li,psch,i,tzoua podmí,nka. Pak
pro libouolny bod (rg,ao) Q md, ,loha (1.3) práuě jedno ešení,.

D kaz: Nebudeme provádět všechny detaily, ale pouze flaznačíme myšlenku
konstrukce ešení. Ta totiž mriže sloužit jako základ numerick ch metod zaLože,

nl ch na tzv. Banachouěí uětě o peuném bodu.

Zintegrujeme_li rovnici (1.3) na intervalu (ro,*), dostaneme

a(r) - a(ro) * [- íb,y(s)] ds
J*o

a po ripravě obdržíme, že ešení vyhovuje integráIní rovnici

rt
a@):ao|- l íL,,g(s)] ds,

JTo

I{aopak lze ukázat, že libovolné ešení p edchozí integrální rovnice je ešení

irlohy (1.3). Řešení integrální rovnice je možné získat tzv. metodou postupnych

apror,í,mací,. Položme ao(r) : Uopro r (ro - 6, ro + ó), kde ó > 0 je dostatečně

malé číslo. Dále definujme:

l

ar@) _ ao * 
Í_-"r|r,ao(s)] 

ds,

uz(r) _ Uo

aRudolf otto Sigisrnund Lipschitz (1832-1903) (čti lipSic) - v ,znamn německ ma-

tematik. zab,val se diferenciálními rovnicemi, teorií čísel, vícerozrněrnou geometrií a dalšími
oblastmi. Pracoval rovněž v hydrodynamice a analytické mechanice.

5Stefan Banach (1892-1945) - vynikající polsk matematik. Jeden ze zakla,dateiri funk-

cionální ana\ rzy. Pat í k nejv; znamnějším matematikrim tohoto stoletÍ.

* 
Í_-"ílr, 

y{s)] d,s,



7.2 Kvalitativní teorie diíerenciálních rovnic 7. ádu 9

a,+t(r) _ Uo

:

Lze dok ázat, že posloupnost funkcí {a-@)}i":o konverguje stejnoměrně k (jedi-
' \ Y V ' rilohy (1.3). Funkce ar@), TL : 0, 1,2,..,, se nazyvají postupnénemuJ resenr

aproximace.

* 
Í_-J|r,u.@)]ds,

Definice 1.5 Řešení u@) rovnice (1.2), které má tu vlastnost, že
jeho bodě je porušena jednoznačnost, se nazyvá si,ngulární,.

Nebudeme se detailně zab vat vyšet ováním tohoto pojmu -
l23, str. 19] nebo l29, str. 12B]. Všimněte si pouze, že ešení 9 :
a' :z\re| vyšet ované na str. 6 je singulární.

b)a'*r*a2
e) a' - lrl + lyl

v každém

víz nap .

0 rovnice

Cvičení
L. Znázorněte směrové pole následujících rovnic a načrtněte prriběh některych
reSenl.

a)u'- {*ft
d) a' - sin(r + a) r+a

2. Najděte prvé dva členy posloupnosti postupn}ch aproximací následujících
počátečních riloh.

($u':tr2*a2, y(0) -o
c) u' : ía, aG) -z
e) a' - !, a(1) : _1

a

Vysledky:
2. Á) ao(r) - 0, a{r) :

b) Eo(r) - 0, a{r) :
c) ao(*) - 2, a{r) :
d) go(r) - -1, ur@)
e) ao(r) _ -1, ar@)

c)a'-
f)a'-

12 *u
1

,'b)a':x-al y(1) -o'á) g'-a, a(1):-1I

-

1)



10 Q@čejné diferenciá]ní rovnice prvního ádu

1.3 Elementární metody ešení

Jak jsme se již zrnínili, je z htediska uživatele (inžen}ra) nejdriležitější určit ešení
dané rovnice. Ideální by bylo samoz ejmě najít obecné ešení kažďé rovnice. To
však bohužel není možné. Nejprve je t eba si uvědomit, co se obvykle rozumí
slovy ,,najít ešení". '\ětšinou si pod tím p edstavujeme ,,konečn vzoreček"
pro g(r), tj. p esněji vyjád ení g(r) jako elementární funkce - viz [I2], str. 11.
Uvažujme nyní speciální rovnici tvaru

a' : í (").

Z ejméjde o nalezení neurčitého integrálu funkce í("). Z integrálního počtu je
známo,, že všechna ešení této írlohy mají tvar

a@) -
což je obecné ešení uvedené rovnice. Stejně tak je ovšem dob e známo,že il<flyž
í (") je velmi jednoduchá elementární funkce, nemusí b t I í (r) dr elementární
funkce. Z toho tedy vypl;fvá, že když už tak jednoduchou diferenciální rovnici
nelze ešit ve t ídě elementárních funkcí, tím spíše to nelze čekat v obecném
p ípadě u rovnice (1.2). Dokonce neuspějeme, když bychom p ipustiti vyjád e-
ní obsahující elementární funkce a jejich neurčité integrály (tzv. ešení, pomocí,
kuadratur).Tento negativní v;ísledek vypl; vá z prací S. Liea6. Naštěstí to ovšem
neznamená, Že Žáďné konkrétní diferenciální rovnice nelze ešit v konečném tva_
ru. Naopak. Řadu jednoduch}ch rovnic, které jsou vyznamné v aplikací ch, Ize
ešit ve t ídě elementárních funkcí nebo alespoň pomocí kvadratur. Neexistu_

je ovšem žádné kritérium, jak poznat, zda danou rovnici tímto zprisobem ešit
lze nebo ne. V dalším oddíIu jsou uvedeny nejdriležitější typy rovnic, které lze
v uvedeném smyslu vy ešit. Jde o tzv. elementární, metody ešení, obyčejnl ch
diferenciálních rovnic. Velmi podrobnl p ehled lze naLézt v [10].

Z p edchozích odstavcri vyplyvá driležitost tzv. kualitati,uní,ch metod v teorii
diferenciálních rovnic. Jde o zkoumání vlastností ešení dané rovnice, aniž máme
explicitni vzotce ešení, což je, jak bylo naznačeno, nejčastější situace. Jde tedy
o to, jak získat informace o ešeních rovnice pouze z vlastností pravych stran
Í (r,9) rovni ce a' : í (r, a) . I kďyž teprve tady začíná vlastní teorie obyčejn; ch
diferenciálních rovnic, jsou bohužel hlubší poznatky z těchto partií zcela mimo
rámec našich skript. Pat í sem mimo jiné nap . v;fsledky odstavce L.2.2 t,kajíci
se existence a jednoznačnosti ešení. Nepatrnou ukázkou jsou rovněž tvtzení,
která jsou uvedena bez drikazu La závér p íkladu 1.1. Nap . to, že ešení jsou
rostoucí,plyneztoho,žezÍejméažnabod(0,0)jevždya,@)>

6Marius Sophus Lie (rS+2-1899) (čti li) - norsk matematik. Zab val se teorií grup
a diferenciální geometrií. Zavedl tzv. Lieovy grupy a jejich invarianty. Tento pojem je velmi
vi,znarnn r v mnoha odvětvích soudobé matematiky a teoretické fyziky.

Irald,r*c,
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7.3 E]ementární metody ešení

u' : 12 + y2,která je zde vyšet ována,je speciálním p ípadem tzv. Ri,ccatiho7
roun,í,ce. Z vys\edk , které o ní dok ázal J. Liouville8, vyplyv á,, že v našem p ípadě
ji nelze ešit ve t ídě elementárních funkcí - víz [29].

Dalším drisledkem je vyznam numerick ch metod. V praxi se nelze spokojit
s tím, že ešení nelze získat explicitně, a nezb; vá pak , než získat ešení p ibližně.
S problematikou numerického ešení obyčejn; ch diferenciálních rovnic se setkáte
v p ednáškách z numerické matematiky - viz nap . [8, 9, 19, 25].

V následujícím p ehledu jsou všechny rovnice až najednu uvedeny ve tva-
rv a| : í(*,a). Je tedy t eba konkrétní rovnici na tento tvar upravit a pak
zvažovat, zda je některého z uveden ch typri. Tato fáze dělá studentrim největší
potíže. Je t eba procházet uvedené typy jeden po druhém, nejlépe zhruba v uve-
deném po adí, a porovnávat, zda jde o danli typ. Je možné,že konkrétní rovnice
spadá současně do více typ,i. Pak dáme p ednost tomu, kterlí má jednodušší
postup ešení. Rovněž je t eba upozornit, že následující v; klad není vždy ab-
solutně p esn a je p edevším zamě en na formalismus ešení uveden ch typri
rovnic.

1.3.1 Rovnice se separovany-i proměnnymi

Obyčejnou .diferenciální rovnici 1. ádu nazyváme rovnice se',sep arouanym,í, pro-
měnnymi,, jestliže má tvar

a' : í@)s(u).

11

(1.4)

P edpokládejme,že í a g jsou spojité funkce na nějakych otev en}ch intervalech
a g(a) + 0. Pak lze lkázat, že je zaručena existence a jednoznačnost ešení aže
kažďé ešení dostaneme následujícím postupem:
Dosadíme u' : ft u dostaneme

dY pl
-*- í(r)g@).

Odseparujeme proměnné, tj. p evedeme nap . vše s a na levou stranu a vše s r
na pravou stranu. Vyjde

dY r/
ň_ f (r)dr.

Získanou rovnost zintegrujeme. Dostaneme

íh: f r@)dr

7Jacopo Francesco Riccati (1676-1754) (čti rikati) - itatsk matematik a mechanik.
Zab val se integrálními a diferenciálními rovnicemi mechaniky. Jeden z vícečlenné rodiny
italsk;rch matematikri stejného p íjmení.

8Joseph Liouville (1809-1882) (čti liuvil) - v rznamn francouzsk nratematik, Zasáht
do témě v_šech oblastí tehdejší matematiky.

r-,+
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t2 Obyčejné diferenciální tovnice prvního ádu

Nechť G(a) je primitivní funkce k
obecné ešení má tvar

1M a F(r) je primitivní funkce k í(r). Pak

G(a)_F(r)*c,
kde c R je integrační konstanta. P esné zdrivodnění uvedeného postupu je
zaLoženo na substituci v neurČitém integrálu a větě o implicitní funkci - viz
[20, str. 8]. Řešení tedy dostaneme v impticitním tvaru a ne vždy se nám poda í
osamostatnit neznámou funkcí a@).

Dále si všimněme, že jestližu s(uo) - 0 pro nějaké ao R, je a@) = uo
konstantní ešení rovnice (1.4), neboť na levé straně je a'(") _ (ao)'= 0 a na
pravé straně .je í (")sla@)] - í (")g(u = 0. Poznamenejme, že toto ešení
někdy mriže b t singulární - viz nap . [ZO, str. O].

Poznámka 1.1 Je na čase, abychom se zmínili obecně o ešení počátečního
problému (1.3). Jedin; zprisob, kter;i se naučíme, bude ten, že nejprve najdeme
obecné ešení. To bude u rovnic 1. ádu obsahovat jednu neznámou konstantu.
Ttr určíme tak, že do obecného ešení ,Cosadíme počáteční pod,mínku. Postup

, 
bude ilustrován v následujícím p íkladu

:

r; P íklad ]..3 Řešte počáteční problé^ a' - -2ru, y(0) - 2.

Řešení: Jde o rovnici typu (1.4), kde í(*) - -2r, g( - a.Nejprve budeme
muset najít obecné ešení. Protože v našem p ípadě i" g(a) : a - 0 právě
pro a - 0, je jedním ešením a 

* 
Q.

Pro g l 0 postupně dostaneme

-2ru

-2r dr

da_
dr

da_
a

a po odlogaritmování

fdu rl -" - -2 lrdrJa J
Inlal_ -r'+K

lul - e-" eK .

Číslo eK teprezentuje kladnou konstantu. Snadno se ově í,že označíme-Ií eK * C
a p ipustíme-li, že C R je libovolná (i nula a záporná),Lze vynechat absolutní
hodnotu. Tedy obecné ešení bude mít tvar

a:Cu-*', Ce R.

Všimněte si, že v tomto vzorcíje zahrnuto i ešení a 
* S.



1.3 E]ementární metod

Obr. 1.6: Řešení rovnice y' - -Zra

Nyní najdeme ešení počátečního problému. Dosazením podmínky y(a) _ 2
do obecného ešení dostaneme

2 - Ce-o' -+ C :2.

Tedy hledané partikulární ešení je a - 2e-*'. Situace je znázorněna na obr. 1.6.

P íklad 1.4 Najděte obecné ešení rovnice u' :z\Ml-vizp ík. I.2nastr. 6.

Řešení: Jde opět o rovnici tvaru (1.4), kd,e í(") - 1, g( - 2lM. P itom
g(a) je definovaná pro kažďé a R a g(u) * Trffil _ 0 právě tehdy, když
lal - 0, tj. kdyŽ a :0. Proto a = 0 je ešení.

Proy*Oje
dU r-
#-z,ffl

da7
- 

d4

- 

- 
LLJ,

2l/ lal

*írt,-ío,
Vypočteme nejprve integrát na levé straně. Prc y ) 0 je:

* í-h,:: ír,-+ da :;+ : E -,rel

( 1.5)



L4 Obyčejné diferenciá]ní rovnice prvního ádu

Obr. 1.7: Obecné ešení rovnice a| _ zt/W

Pro y < 0 je (použijeme substituci):
_t
_dt

'l#,::í*,-+da:

a
dg

: -i !r-b 
dt _

Tento vysledek mrižeme zapsat jedin;im vzorcem ,/Vl sgny. Nyní z (1.5)

dostaneme

,/6sgn9 : r * c,

Protože pro g * 0 je r/m ) 0, musí mít r* c stejné znaménko jako y. Y horní
polorovině g > 0 tedy dostaneme

E-r*C, r)-c, ===+ a_(r*")',, tr)_c,,

a podobně v dolní polorovině 9 ( 0 dostaneme

-J_a:í*cl trl_c, :+ a-_(r+c)2, rl_c.

Řešení je tedy tvo eno částmi parabol - viz obr. 1.7. P itorna: 0 je singulární
ešení, jak již bylo d íve zjištěno v p íkladu 1.2.

a-(r+")'

-(r + c)2



7.3 Elementární metody ešení 15

Poznámka ]..2 Rovnice, které se nějakou ripravou dají p evést na rovnice tvaru
(1.4) ,, se nazyvají separoaatelné. Většina dalších rovnic bude právě tohoto typu.

t.3.2 Homogenní rovnice
Definice 1.6 Funkce 9(r,9) definovaná na R+ xR* se nazyvá homogenní, ( ádu
nula), jestliže pro každé t > 0 platí

g(tr,tu) : g(r,a).

Je-}i 9(r,9) homogenní, pak volbou - L dostaneme 9 @,, : g(Lr, !u) -
g(L,I). Or"ačíme-li f (r) : g(I, z),, ďocházime k závěru,, že každou homogenní
funkci lze napsat ve tvaru í (*), kde / je vhodná funkce. Rovnici (1 .2) nazyváme
homogenní,, jestliže její pravá strana je homogenní, tj. má-li (po ripravě) tvar

a,: íe) (1.6)

Tato rovnice se pak eší zavedením nové neznámé funkce u(r) substitucí
u(r) - +. Odtud máme u@) - rr(r) a tedy a'@) - u(r) * ru| (r). Po dosa-
zení vyjde (u píšeme bez argumentu r)

u*ru' - í(u)

a po írpravě dostaneme
, í(u) - "*'

což je diferenciální rovnice se separovan mi proměnn mi, kterou už umíme ešit.
Po vy ešení této rovnice se musíme vrátit k privodní neznámé y(r).

Poznárnka 1.3 Z postupu je zíejmé, že musí byt r + 0. Často se stává,žetato
podmínka vznikne až uměle během ťrprav a po návratu k privodní proměnné
opět zmizí, takže ešení existují i pro r:0. Zďatomu tak skutečně je, je t eba
vžďy konkrétně ově it.

. Prinaa 1.5 Najděte obecné ešení rovnice r + a * ra'- 0.

' Ř.šení: Nejprve osamostatníme g/. Dostaneme

r+aa':
To je homogenní rovnice,

a':u*rul. 1ryjde
- -L - u. Zavedeme substituci 9 _ tu,

------? U 
,.,,

+ a':4-! rr
kde í (")

_-4
1



16 Obyčejné diíerenciá]ní rovnice prvního ádu

což je rovnice se separovan mi proměnn}mi. P i ozn aóeni ul _ * obdržíme
postupně

du
dr

a po integraci

2u*L du dr , 2u+I+0,2u*L (r 7)

[d" rg
Jzu+1- J r

Vypočteme substitucí integrál vlevo:

fdu,-
J rr*r-
Tedy

*r"|2u + 1|.

1 
'" 

Pu *1l : - ln lrl + lnc.
2

Po odlogaritmování dostaneme

\ffi|_:.
|"|'

Osamostatněním u vyjde postupně (p eznačíme c2 : K)

c2 L.K K - 12|Zu*Ii_ď _+ u:rl"z-1): 2ď.
Nyní dosadíme a : ru ap eznačime f; - L.Vyjde

K-r2 _I{-r2 _L .r
T- 2" -;- 2'

Vyloučili jsme p ípad 2u * 1 _ 0. Rovnice (1.7) má konstantní ešení , : -L
a tedy privodní rovnice má ešení 9 _ tru: *(-+) _ -í, což je zahrnutó
v p edchozim vzorci pro -L - 0. Obecné ešení má tedy tvar

Lra-;-;, r*0, Le R.

V; sledek je znázorněn na obr. 1.8.

1-.3.3 Rovnice tvatu a' - í (o* * ba + c)
Jde o rovnice tvaru

u': í(or*ba+c), (1.8)

kde a) b,, c R, ab * 0. Tyto rovnice nemají speciální název. Řešíme je

u(*):ar+bg(r)*c.
jednoduchou substitucí

Zu*L _ t
Zdu _ dt
du - *at

1 rdtl- _- 2J t 'r'"l l _

!
!



7.3 E]ementární metody ešení L7

k:5
k:2
k=t
k:0
k--3

Obr. 1;B: Obecné ešení rovnice r * a * íU' :0

Pro derivaci vyjde

u'(*):a*ba'@)
Lr'-a

Po dosazení vyjde

+ a':

- í(u)
tl,' - a

b

a po osamostatnění u' má rovnice tvar
,1,1,':bí(")*e,

což je rovnice se separovan}nri proměnn}mi. Po jejím vy ešení se musíme vrátit
k privodní proměnné.

P íklad 1.6 Najděte obecné ešení rovnice u' : aa=." r*u-2
Řešení: Z ejmě jde o rovnici typu (1.8), kde í(r) _ L, a: b _ L, c: _2.

Zaved.eme substituci u - r + a _ 2, tj. u' - 1 * 9', odkud máme a' : u' _ L.

Po dosazení vyjde

1-1'

1

-1 u
, l*u , U*0, (1.9)

J



Obyčejné diferenciální rovnice prvního ádu

Tato rovnice má separované proměnné, tj. postupně dostáváme

du l*u

a po integraci

udu+ ++ - dr, u*L*0,I*u

í*,:ío*,
Je

t + d,u _ ["!! ;' d,u _ [r, -.1- ) du _u - ln|t +u|.J L*u J l*u J' I*u'
Tedy

u-lnlt+ul:r*C
a po návratu k pťrvodní neznámé dostáváme

dr

r + a - 2 - ln |1 * r * g - 2l: , + C.

Označíme-li C *2: K, vyjde

y-K:lnlr+a-Ll
a po odlogaritmování a p eznačení e-K - L máme

eaL:r+a-1.
Vyloučili jsme p ípad u * I - 0. Rovnice (1.9)

pro privodní neznámou dostáváme
má ešeníu: -1 atedy

r+a-2--L ===+ U:l_tr)
což je,jak se snadno p esvědčíme, rovněž ešení, které je zahrnuto v p edchozím
vzotcí pro .L - 0. Obecné ešení (v implicitním tvaru) je tedy

' Lea:t*y--l, L R.

L.3.4 Rovnice tvaru u' - í(ffi)
Jde o rovnici tvaru

(1.10)u,: rraP*bů*ctr.-J\a2r*b2a+c2)'
kde o6 , bi, c6 e R, i, : L, 2. Budeme p edpokláďat, že

al b1

a2 b2
*0.

18
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Pokud je totiž tento determinant roven nule, je možné rovnici p evést na tvar
(1.8). Vskutku. Pak je totiž jeden (nechť je to nap . první) ádek násobkem
druhého a tedy existuje vhodné k e R tak, že

ap * bta * 4 _ k(azr * bza) * ct
a2r * b2y * c2 a2r * bza * cz

a rovnicí Lze ešit substitucí z(r) : azt + b2y(r).
Pokud je determinant nenulovy, provedeme posunutí sou adnic

r, : t*m,
u@) - u(t)+n.

tak,abypravástranarovnice(1.10)mělatvarÍ(ffi).Měníseted.ynezávis1e
proměnná r i závisle proměnná a. Po dosazení za r a g do čitatele a jmenovatele
pravé strany (1.10) dostaneme vzhledem kžáďanému tvaru, že má platit

a6(t + m) + be(u + n) * ct : a,rt * b.iu,,,i : !, 2,,

a ft*bp*cr _
azŤTL * b2n * cz _

Tato soustava má právě jedno ešení, protože matice soustavy má hodnost 2, tj.
je regulární. Označme dále

,dadua : d,r) u: 
dt'

Podle věty o derivaci složené funkce platí

tj.

0,

0.

l dg dgdt d(u+n)
a : d,r: dt d*: dt

Po dosazení p ejde rovnice (1.10) v rovnici

, ( a tjrrt,u: í\-t+W)'
což je homogenní diferenciální rovnice.

P íklad 1.7 lt{ajděte obecné ešení rovnice ra' +2aa'- 6 + 3r *3y - 3a' _ 0.

Řešení: Osamostatníme nejprve 9'. Vyjde

a'(r*2a-3) -6-3r-3y

d(r - m)
- u.l : ,tt,.
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a tedy

Jde o rovnici

c2 : -3, tedy

a':
typu (1.10) ,

6-3r-3y r*2y-3+0. (1.11)

,,
-J -J12

r*2y -3'

- -3 + 0. Vy ešíme soustavu

-3m - 3n * 6:0,
m*2n-3_0.

Dostaneme m - n - 1. Označme

r - t * 1,

U:u*t
a po dosazení do (1.11) a ripravě obdržíme homogenní rovnici

7r_-3t-3u _ -r-li'.t*2u 7+2T

Položíme u(t) _ tu(t). Pak ,il, - u + tů a dostáváme

-3*3uu*t,ů: I*2u ) 1*2u+0.

Po osamostatnění ů vyjde rovnice se separovan}mi proměnn mi

u- 1 2u2+4u*3
t l*2u

Nyní položíme ,ů - ff, odseparujeme neznámé a integrujeme. Dostaneme

du I2u2*4u*3
===+ Í"##'d"u--Í+t I*Zu

Integrál na levé straně je z racionáIní ryze lomené funkce, která má ve jmeno-
vateli kvadraticky trojčlen s komplexními ko eny. Je to tedy parciální zlomek,
kterl je nutné p ed integrací upravit - viz [33].

2u*l _i(+u++)-t,_1 4u*4
2u2 *4u *3 2u2 +4u *3 2 2u2 * 4u*3 2 (r+ I)' + +'

První zlomek vede na logaritmus, dluh} na arkustangens. Celkově vyjde

-:dt

v,

nF

_t

?
El

Lj
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Nyní musíme dosadit p .vodní proměnné, tj.t: tr - ll 1) : - u:+. Vyjde

1,"|rr+)'* +'_-!. * l t ,.,5,r*a-2: -h|r-1|*lnc.2 l\r-I/ -r_I 3| - rarctgYz r_1
Po ripravě a odlogaritmování vyjde p i označení C2 _ K

za' + 3r2 + 4ra - 10r - 8y * 9 - KeÓarctg fr#,
což je,,obecné" ešení rovnice (1.11) v implicitním tvaru. Všimněte si, že tento
vzorec nedává ešení procházející body tvaru (L,u). Rovněž uvažovaná podmín-
ka r*2a -3* 0 vznikla až během írprav a v privodní rovnici není. Chybějící
ešení by bylo mož:né získat ešením rovnice

dr r*2y-3

u
t

dy

v níž je zaménén vyznam r a y, tj.

6-3r-3?J'
r - r(a).

1.3.5 Lineární rovnice
Jde o velmi jednoduchou rovnici tvaru

a':a(r)a +b(r).

Vlastností této rovnice si všimneme mnohem podrobněji, než jsme to dělali
u p edchozích typri. Bude to proto,žetato rovnice má adu driležit ch vlastností,
které budou analogicky platit u lineárních rovnic vyšších ád a u lineárních
systémri, se kterymi se setkáme později.

Věta 1.3 Nechť funkce o(*) a b(r) jsou spoji,té na i,nterualu I. Nechť rg I
a ao l? jsou li,bouolná čí,sla. Pak počáteční, problém

u' : o(r)a + b(r), a@0) : Uo

md, prd,uě jedno ešení, a to eri,stuje na celém ,interualu I.

Dtikaz: Rovnice (1.t2) je speciálním p ípadem rovnice (1.2), kde volíme
í @, - a(r)a + b(r). Protože H - a{r) je spojitá funkce na ,I x R, má
podle věty 7.2 počáteční problém právě jedno ešení. Lze lkázat, že toto ešení
je možné prodloužit na cely interval 1.

Definice L.7 Rovnice (1.12) se nazyvá h,omogenní,, jestliže b(") * 0 na I.
V opačném p ípadě se nazyvá nehomogenní,.

Poznámka 1.4 Nezaměňujte homogenní lineární rovnici s rovnicí homogenní
ve smyslu (1.6). Jde o dva zcela odlišné pojmy.

V dalším budeme p edpokládat, že a(r) u b(") jsou spojité, a všimneme si
postupně vlastností ešení homogenní a nehomogenní rovnice.

(1.12)

r-



Homogenní rovnice

Všimněme si, ,že rovnice

Obyčej né diferenciální rovnice ního ádu

u' : a(r)u (1.13)

má vždy tzv. triui,ální, ešení, a = 0.Z p edchozí věty plyne, že jestliže a("o) - 0,
pak díky jednoznačnosti je nutně a@) - 0 pro každé r e I. Tedy netriviální
ešení nikdy neprotíná osu r a vzhledem ke spojitosti je buď celé nad nebo celé

pod osou r.
Další driležitá vlastnost je obsahem následující věty.

Věta 1.4 Nechť ar@), uz(r) jsou ešení, rouni,ce (1.13) a, c R. Pak také

at(r) + uz(r) a cat(r) jsou ešení, rouni,ce (1;13).

D kaz: le uL: a(r)at, aL: o(r)uz, a tedy

(g/, + az)' - a| + a'z : o(*)n * a(r)yz : a(r)(ut + gr1

a

@a)' - cu| - co(*)ut: o(r)("a).

Tedy W * az i cat splňují (1.13).

Obsah p edchozí véty \ze shrnout tak , že součet duou ešení, a násobek e-

šení, čí,slem jsou opět ešení,. Tento fakt znamená, že množína ešení rovnice
(1.13) tvo í uektorouy prostor. Z jednoznačnosti ešení počátečního problému
pro rovnici (1.13) snadno plyne, že tento prostor má di,menzi, í. Platí tedy

Věta ]..5 Nechť uo(*) je netri,ui,ální, ešení, rouni,ce (1.13) . Pak abecné ešení,
této rouni,ce má tuar

a@):cUo(r.), ce R.

Řešení rovnice (1.13) Ize najít velmi snadno. Jde totiž o rovnici se separova-
n; mi proměnn; mi. Tedy

+ : a@)a
a,r

Dále
r

In |9| - l "@) 
dr * Inc

J
a po odlogaritmování vyjde

f a( r\ d,ta:Cel \ /

+ í+: íor*)d,.

fi
.q

|ť

H
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Nehom ogenní Iovnice

Věta 1_.6 Nechť aÁr) je ešení, rouni,ce yl - a(r)U + bl(r) a az(r) j, e:šení,

rounice a' : o(r)a * b2(r), r e I, a cll cz R. Pak funkce 4Ut(") + czaz(r)
je ešení,m rouni,ce

a' : o(r)a * clb1(") + c2b2(r) -

D kaz: Tvrzení je bezprost edním zobecněním věty L.4 a i jeho drikaz je
zcela analogick .

Vl sledek obsažen} v p edchozí vété se nazyvá pri,nci,p superpozi,ce.

Věta ]_.7 Nechť ao(*) je netri,ui,ální, parti,kulární, ešení, rouni,ce (1.13) o ur@)
je parti,kulární, ešení, roun,i,ce (1.12) . Pak obecné ešení, rouni,ce (1.12) má tuar

a : cUo(") + a{r), c e R.

D kaz: Z principu superpozice lehce plyne volbou br(r) _ b(r),, br(*) - 0,

c1 - 1, c2 _ c, že 
"uo(r) 

* at(") j. ešení rovnice (1.12). Je-li naopak (")
nějaké ešení rovnice (1.12), pak (") - at(") j. ešení rovnice (1.13). To plyne
opět z principu superpozíce volbou br(r) - bz(") - b("), cL: I, c2: -1. Tedy
podle věty 1.5 existuje c tak, že (r)-at(") - cao(r),tj. (r): cao(")+ aÁr).
Protože E@) bylo libovolné, dává uveden yzotec skutečně obecné ešenÍ.

Z pŤedchozívěty vypl; vá driležity princip. Označme

oŘHLDR
PŘHLDR
oŘNLDR
PŘNLDR

Pak

obecné ešení homogenní lineární dif. rovnice
partikulární ešení homogenní lineární dif. rovnice
obecné ešení nehomogenní lineární dif. rovnice
partikulární ešení nehomogenní lineární dif. rovnice

oŘl\LDR_oŘHLDR+pŘxlon

Co se tyká praktického ešení, vyplyvá z p edchozího vztahu, že stačí najít
obecné ešení homogenní rovnice, což již umíme, neboť jde o rovnici se sepa-
rovan mi proměnn}mi, a partikulární ešení nehomogenní rovnice, což zatím
neumíme. K ešení druhé rilohy poslouží následující metoda.

5-_

t-
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Variace konstanty

Je to postup sloužící k nalezení partikulárního ešení rovnice (1.12). Je t eba

již mí,i obecné ešení cyg(r) homogenní rovnice (1.13). Pokusíme se nahradit

konstantu c vhod,nou funkcí k(r) (odtud název variace konstanty) a najít eŠení

ve tvaru
u : k(r)ao@).

Vypočteme a' : k'(r\rh(") + k(r)a'o(") u po dosazeni do (1.12) dostaneme

k' (*)ao(") + k(")a'o@) - a(r)k(r)ao(") + b("),

Protože a'o@) _ a(r)ao(") (je to toliž ešení (1.13)), musí platit

]

l

Jelikož ao(*) + 0, máme

k' (r)ao(") - b(").

k' (r):ffi
a po integraci

' 
b(!), 

ar.k(") - J -ao..)

Zjistili jsme tedy, že takovou funkci k(r) Ize vždy najít.

postup nalezení obecného ešení d,emonstrujeme na násleclujícím P Íkladu.

I\ení rozumné pokoušet se pamatovat si vysle ďny vztah Pro k("). Ten vŽdY

oclvodíme pro konkrétní rovnici. O

P íklad 1.8 Najděte obecné ešení rovnice a' :2y * r.

Řešení: Jde o lineární rovnici s o(r) - 2, b(") - r,

I. Vy ešíme homogenní rovnici
a' : 2,a,

Jde o rovnici se separovan}mi proměnn mi, tedy

*-ro +
d,r í+- !,a,,

tedy
lrlyl:2r*lnc

a po odlogaritmování dostáváme obecné ešení homogenní rovnice

U - ce2*

I
-{

Fu
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II. Najdeme partikulární ešení nehomogenní rovnice ve tvaru U : k(r)ez" . Je

a' : k'(r)ez* + 2k(*)"'*. Dosadíme a dostaneme

k'(r)e2" +zk(r)"'* _zk(r)e2* +r

a odtud po osamostatnění k'(r)

k'(r) : tre-zt .

Metodou per partes vypočítáme

k(r) - [ ,"-'* d"r -l :,, _"__r, 
,- 

:,' : :J lr'_e-'* u-_}e-Z*
r -)- I

íj l

2 *í"
-2' dr -

-_*"-r*_I"-r*,24
Integrační konstantu jsme volili nulovou.
Tedy partikulární ešení nehomogenní rovnice má tvar

a : k(r)ez, _ ( -:e-2* - 
7;"-r*) .r, -\2 4 /

Obecné ešení nehomogenní rovnice je pak

n-r
U: Ceo* - ;2

Prriběh ešení je znázorněn na obrázku 1.9.

1.3.6 Bernoulliovag rovnice
Jde o rovnici tvaru

a' : o(r)a * b(r)y' ,

kde r R. Zajimavé jsou p ípady, kdy r + 1 fiinak by š1o o homogenní lineární
rovnici) a T + 0 (jinak by š1o o nehomogenní lineární rovnici). Existuje více
rnetod ešení. Ukážeme si zprisob, ktery p ipomíná variaci konstant. P itom
p edpokládáme, že a(") u b(") jsou spojité na nějakém intervalu .I.

Nechť 
"ao(r) 

je obecné ešení homogenní lineární rovnice a' : a(r)a.Pak
ešení rovnice (1.14) budeme hledat ve tvaru

u : k(*)uo(r),

kde k(x) je vhodná funkce. Po zderivování a dosazení vyjcle

k' (ňao(r) + k(*)a|(r) - a(r)k(riao(") + b(r)k' (r)y[(r),
9Johann Bernoulli (1667-t748) (čti bernuli) - 

v ,znamn r šv carsk matematik, Praco-
val v matematické anal ze, teorii diferenciálních rovnic, teorii čísel, variačním počtu, mecha-
nice atd. Jed,en z rozsáh\é rodiny v znamn ch matematikri télnož jména (p es 10 osob).

4'

(1.14)
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Obr. 1.9: Obecné ešení rovnice a' :2a * r

tj,;po ripravě
k' (*) _ b(r)k' (r)a6- '("),

což je rovnice se separovan}mi proměnn}mi pro k(r), kterou jiŽ umíme vY eŠit.

Všimněte si, že pro r ž 0 má rovnice ešeni a _ 0. iluvc.

P íklad 1.9 Najděte obecné ešení rovnice a' : *a + rlQ, U ) 0,, r +0.

Řešení: Jde o rovnici (1.14), kde o(r) : *, b(") - tr) r : + Najdeme

nejprve obecné ešení rovnice 
A

.u' - Ia.
r

+ lr lgl: aln |r| + lnc

a po odlogaritmování
^a:cr-

Řešení naší rovnice tedy budeme hledat ve tvaru

Dostaneme

9 _!, =+ [fu _n [q2dr tru Ja Jr

r

, a - k(r)ra
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Po dosazení dostaneme (proměnnou r u k vynecháváme)

k'ra * 4krg - 4 
kra + *rffi,r

Řešením této rovnice vyjde

Tedy

k'_frr

dk rt rdk fdr
d*: * ---? Ja: J;

+ :ln |r| + c + k(r)- ('* ,Ft*')' ,

2

kde .L _ í.
Obecné ešení má tedy tvar

u:r4(*.m *r)' , Le R.

'

Dále je ešením funkce u - 0.

!.3.7 Exaktní rovnice a integrační faktor
Rovnice, kterymi jsme se dosud zabyvali, měly tvar (I.2). Někdy se ovšem za-
dávají diferenciální rovnice i v jiné podobě - pomocí diferenciáIri. Tvar takové
rovnice je

P(*,u) dr + Q@,a) da - 0, (1.15)

kde P(*, a Q(r,,g) jsou nějaké funkce.'Pro Q@,a) + 0 je možné rovnici
p evést na tvar

du _ _P(*, u)
dr Q@,a)'

což jerovnice typu (1.2) pro neznámou funkci u@), a pro P(r, * 0 je možné
ji p evést na tvar

d,r 
- _ Q@,a)

dy P(*,, u) '

což je opět rovnice typu (L.2), ale pro neznámou funkci r( . P ípad, kdy P í Q
jsou současně v nějakém bodě nulové, nebudeme uvažovat. Vlastnosti těchto
rovnic íuce souvisejí s autonomními rovinn; mi systémy diferenciálních rovnic
prvního ádu - viz [14, str. 52]. My si všimneme pouze speciálního p ípadu
rovnice (1.15).
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jednoduše souvislá oblast oblast, která není
jednoduše souvislá

P íklady oblastíObr. 1.10:

Definice 1.8 Rovnice (1.15) se nazyvá eraktní, jestliže vyraz na levé straně je

totálním d,iferenciálem, tj. jestliže existuje funkce F(r,E) tak, že

dF(r,a): P(*,a) dr + Q@,a) da.

Funkce F(*,9) se pak naz yvá kmenoud,.

Je otázkou, jak se ově í, že nějaky vyraz p edstavuje totální diferenciál. Od-
nezávislostí k ivkovéhopověď na tuto driležitou otázku, která rovněž souvisí s

integrálu na integrační cestě, je obsažena v následující

Věta 1.8 Nechť P(r, a Q@,y) jsou spojité u jednoduše souui,slé oblasil a
a mají, zde spojité parci,d,tní, d,eriuace TP - 99#n. Pak nd,sled,ující, uyroky

jsou ekui,ualentní,:
i) Vyraz P(r, dr + Q@,a) da je totd,tní, di,ferenci,ál,

ii,) platí, r*i - a#i, (r,9) CI.

poznámka 1.5 Obtastí,O rozumíme otev enou souvislou množinu í), tj. otev e-

nou množinu, jejíž libovolné dva body lze spojit k ivkolleŽÍcí celou v O. Oblast

Q se nazyvá jed,nod,uše souui,slá, jestliže s každou jednoduchou uzav enou k iv-

kou C Ležíci v íl Ležív J i vnit ek k ivky C. Tedy nep esně eČeno souvislost

otev ené množiny znamená, že je ,,z jednoho kusu", a jednoduŠe souvislá oblast

,,nemá otvory" - viz obr. 1.10.

U exaktní rovnice .|e možnénapsat snadno vzoTec obecného eŠenÍ.

Věta 1.9 Nechť rounice (1.15) je eraktní, a F(r,y) je p Í,sluŠná kmenouá funkce.
Pak uyraz

F(r,U) : c, c e R

je obecnym ešení,m této rounice u i,mpli,ci,tní,m tuaru.

Vete.
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Podmínkaii) zvéty 1.8 nám dává efektivní kritérium, jak poznat, že rovnice
(1.15) je exaktní. Abychom však mohli použít větu 1.9, je t eba si íci, jak
najdeme p íslušnou kmenovou funkci. Vlisledek nebudeme formulovat do věty,
ale popíšeme odpovídající postup. Protože

dF(r, a) : ar gc--,, a) d,r * Y o,'/ 0r dy v

a
dF(r,a) : P(*,,a) dr + Q@,a) da,

musí platit
0F(r,u) _

0r
resp. ve stručnější symbolice

Integrací těchto rovnic lze F
první. Dostáváme

P(r,u), 
'*! - Q(*,a),

F*: P, Fa: Q. (1.16)je

C'(a) - Q@,a) *

Postup ukážeme na p íkladu.

najít. Zvolime libovolnou z těchto rovnic, nap .

0 I P(r,a) dr
0y

F,:p + F(r,u): Irr", dr+C( .

l

P itom integrá} IP@,a) dr chápeme jako závisly na parametru y. Dále je t eba
si uvědomit, že integrační ,,konstanta" C nemusí b; t obecně číslo, ale funkce
závísl,á na druhé proměnné, tj.v našem p ípadě na u ( zkoušku správnosti totiž
děláme parciálním derivováním podle r, p i němž sebesložitější funkce závislá
jen na 9 se derivuje na nulu).

Zbyvá určit funkci C( . To uděláme dosazením do zbyvajícl, tj. v našem
p ípadě do druhé rovnice v (1.16). Uvědomme si p i tom, že IP@,g) dr již
bude nějaká konkrétní funkce. Dostaneme

a (! r@,a) dr + c( ) _ Q@,a) + a ! P@,a) dr
+ C| (y) - Q@,,a).0y

Ve vzniklé rovnici se musí uyruši,t neznámá, která není proměnnou funkce O,
tj. v našem p ípadě r. Pokud se tak nestane, jsou dvě možnosti - buď jsme
udělali početní chybu nebo jsme zapomněli ově it,, zda rovnice (1.15) je skutečně
exaktní (všimněte si, že část postupu až po toto místo lze udělat s libovolnou
rovnicí tvaru (1.15), ne jen exaktní; že postup k ničemu nevede, bohužel zjistíme
až v tomto okamžiku).

Tedy pro neznámou funkci C (a) dostane obyčejnou diferenciální rovnici se

separovan}mi proměnn mi (obsahující dokonce jen nezávisle proměnnou g)

_]

-i

0y

E
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P íklad 1.1O Najděte obecné ešení rovnice

(; - z,)a*- (n*,) da _0.

Řešení: Z ejmě musí b t u * 0. Tím nám z celé roviny zristanou dvě ote-

v ené poloroviny g ) 0 a a 10, které jsou očividně jednoduŠe souvislé; rovnici

uvažujeme v uizďe polorovině zvlášť . Ově íme nyní, zda jde o exaktní rovnici.

Máme

Protože Po : Q,
Musí platit:

11P(t,a):1+2, + P
a 

rAJ, -ž la- 
a2,

1

Q@,a) - ,\ - t =:=+ Q*: _F

je rovnice exaktní. Nyní určíme kmenovou funkci F(r,y).

F*-L*r*,,a
" tr-.: - 

r- 
-1.l'lt 

- 
.r"a,

Z prvni rovnice dostaneme postupně

F(,,a) _ 
Í (I * r,) d,r : ! + 12 + c(ň.

Tedy z dílčího v; sledku, vychází

F, : -+ + C'(u)

a po dosazení do druhé rovnice v (1.17) dostáváme

-++C'(a)_-\-t -+ C'(ň--1 + C(ň:-[o,:-a,
a2 

, \u' a,a J

kde v posledním integrálu jsme volili nulovou integraČní konstantu. Celkově je

,r
F(*,u) : a ,7 12 _ a

a obecné ešení naší rovnice má tvar

'+r2_U:Cl Ce R.
u

(1.17)
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,1

Integrační faktor

všimněme si rovnice
rdr*udu-0.

Zde
P:IlQ_,a + Pa:O,Q*:0 + Pr:Q,

a jd,e tedy o exaktní rovnici. Vynásobíme-li tuto rovnici r, dostaneme rovnici

12dr*rada-0.

Nyní je

P:tr2,,Q_ra ==+ Pa:O,Q*:a ==> Po*Q,

a rovnice jíž není exaktní. Obě rovnice jsou z našeho hlediska zcela rovnocenné
(pro r l0), avšak zatímco jedna je exaktní, druhá není. P íklad ukazuje, že
vlastnost ,,byt exaktní" je nesmírně citlivá a dá se snadno porušit nap . pouh}m
vynásobením nějakou funkcí. Současně ovšem vzniká opačná otázka: Nebylo
by možné rovnici, která není exaktní, vynásobit nějakou funkcí tak, aby nová
rovnice již byla exaktní? Funkce, která má tuto vlastnost, se nazyvá integrační,

faktor. Pokusme se zjistit, jak by takov;i, integrační faktor M(r,y) měl vypadat.
Uvažujme rovnici (1.15), která není exaktní, ti.Po + Q*. Chceme najít funkci
M (*, g) tak, aby rovnice

P(r,ňM (*,, d,r * Q@, M (r,, da - 0

byla exaktní . Za p edpokladu existence pot ebn ch derivací dostáváme, že musí
platit

?P(r, a) M (r, a) _ 0Q@, a) M (r, a)
0y 0r ')

což po provedení derivací a vynechání argumentri r a a dává

Tu+pY -PM+a9!Oa Ou Or or
(1 . 1B)

To je tzv. parci,ální, li,neární, di,ferenci,ální, rouni,ce pruní,ho Ťádu pro neznámou
funkci M(r,a).Z teoríe těchto rovnic vyplyvá,, že za p edpokladri spojitosti
P, Q, Pa a Q* a podmínky lPl + lQl > 0 existuje (alespoň lokálně) její e-

šení - víz nap . [14, str. 280] nebo [17, str. 239J. Bohužel ešení této rovnice
je v podstatě ekvivalentní ešení rovnice (1.15). Obecně tedy integrační faktor
efektivně nedokážeme najít. V některych speciálních p ípadech to však lze, jak
si nyní ukážeme.

l
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P edpokládejme, že integrační faktor tW(*,^a.)

Uvažujme nejprve p ípad M - M(r), Pak ff
po ripravě

a#:(T-#)
aP Qg0a 0r

a

zd,ui,sí, jen na jedné proměnné.

- S a z rovnice (1.18) vyjde

M,,

tj.
dM6
M

(1.19)

protože levá strana této rovnice qávipíjen na r, ie moŽné najít integraČní faktor

závisl jen na r v p ípadě, že '+ je funkcí pouze r. Pak je (1.19) rovnicí

se separovan mi proměnn mi pro neznámou funkci M (*).

Podobně když !,[ - M(ň a tedy #:0, vyjde z (I.18) analogicky

# _#-#
M P-, (1,20)

i /,)

což vyžad,uje, aby v r u, ff byl funkcí pouze 9. Pak je (1.20) rovnicí se se-

parovan mi proměnn; mi pro neznámou funkci M (u).

Dqlší speciální p ípady lze na\ézt nap . v [t5, str. 13] nebo rovněž ve cviČení 9

na str: 35.

P íklad 1.11 Najděte obecné ešení rovnice (2ra' + a) dr _ r da - Q.

Řešení:Máme P - Zra' * a, Q - -r a

Pa : 4rY *L, Q* : -L =+ P,y # Q*

a rovnice tedy není exaktní. Pokusíme se najít integrační faktor.
p e,ďpokládejme nejprve, že M - tltI(r). Pak pravá strana (1.19) má obsa-

hovat jen r, což ďává v našem p ípadě

Pa - Q, _ 4ra *2
_/Y

Integrační faktor tohoto tvaru tedy nelze naIézt.

Nechť nyní ]|/[ _ M( . Pak pravá strana v (1.20)

dává pro naši rovnici

-4ry-2 -2(2ry+1)
Zra2+a a(Zra+1)

musí obsahovat jen y, což

Q*-Po

H
ť

Ť"-*d

íI

J
!
H
H
El



7.3 E]ementární metody ešení 33

a je tedy možné integrační faktor tohoto tvaru najít. Z (L 20) dostáváme

dM2
M - - ,o,

dMW2
Ma

a po integraci

t+ - -2 [U + h|Ml: -zlrlg| +lnc.J M Ja
po odlogaritmování vYjde 

M@) - 
c. 

.

a2,
Zvolmenap . c:L Pak integrační faktor je

tw(a)::.
u,

Po vynásobení zaďané rovnice integračním faktorem dostaneme

(r,*i)*- Fda -0
Zde P _ 2r + + , Q - -fr a tedy

1_1Pu:-uy Q*--*

a jde skutečně o exaktní rovnici. Najdeme
máme

F* - 2r*

u2,

Integrací nap . první rovnice vychází

F(,,a) - Í (r"; ;) d"r -,2 + ! + cfu).

Dosadíme-li tento díIčí vysledek do druhé rovnice, dostaneme

0-++C'( --+ ===+ C'( -0.a" \v' a'
Po integraci je

c(ň- [oor-K, Ke R.
J

=+ Pr: Q*

kmenovou funkci F (r, y) . Pro n1

1
)

a

A



,L

2,

V tomto p ípadě tedy C (ň je vlastně p ímo konstanta. Volíme-li nap . K :0,
vycházi

F(*,a) : "' *;
a obecné ešení má (implicitní) tvar

r'+!-L, Le R.
u

poznámka 1.6 Všimněte si, že rovnici z p edchozího p íkladu je moŽné upravit

na tvar
U =9 +2ar,drr

což je Bernoulliova rovnice pro 9(r).

Cvičení
V následujících p íkladech najděte obecné ešení dan; ch rovnic; Pokud je zadá-

na počáteční podmínka, najděte p íslušné partikulární ešení.

'a)r*aa':0
,c) a * ra * ra' - raa'

e) 2(1 * "')ay' - e',

8)raa':I-12

2. Homogenní rovnice.

,a) u' :* aL-l J a ' tr.
a'(3r2 -a2) _2ra

(ru'-9) arctg]{-:r,r
ra,_a-\m

' b)+ - r:0,' a'

- 0 d) a' sinr - UIna, ,G) : 1

g(0) -O f) ra' f r* aa'-r2ua'-0
h) rry *ua'I,EJT _0

\
lL-,

c)a'-

e)a':

r +.a
r-u
u2 Jzra - 12W, y(1) - -1

,b)

d)

f)

y(1) - o

.,

3. Rovnice tvar[ u' - f (ar * ba + c)"

\ / 2r*g-L
a) a : 4**'2r*5
c) a' : cos(r - a)

b)a':3r-2y*5
$d) E' : #r, y(1) - O

jné diferenciá]ní rovnice prvního ádu
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4. Rovnice tvaru a' : í(:ffil
2y-r-5
2r-a+4
2r.- a * I
r-2y*t

5. Lineární rovnice.

te) g' *2u:4r
c) *2a' *.a - 2ry - 12
e) (1 * *')a' - Zru - (1 + ,')'
8) ra' - #: tl g/(1) - o

6. Bernoulliova rovnice.

a) u' * Zry - 2r3a3

c) Zryy' - a' : trZ

r\ , 2(a+D2
D) a: lrar-rY
ď) -2t * 3u - 7 + 4*a' - 1ua' * 13gl _ g

b) a' * 2rg : tre-*'
d) *(a'-ň - (1 +rz)e"

" f) ra'+a-e* -0, aQ)-Z
h) u' _ atg* - L, 9(0) - 0

cos r

b)*u'*a- yz\tr

a) u'

c) u'

d) *'a'a| * rys _ 1

7. Exaktní rovnice.

a) (2r3 - raz) dix * (2a' - ,'a) da _ 0

c) ea dr *'(*"o - 2a) da _ 0

d) (1 + "1ffi) dr + 6rW - |a da - 0

8. Integrační faktor.

l a) (*2 +ňd,r - xd,g -g ?Ul
c) 

XO" * (a'- ln r) d,y _ g d)

9. Naj,Cěte podmínky, za nichž má rovnice P(r,, a) dr + Q@, a) da - 0 integrační
faktor ve tvaru

a)M_M(r+a)

10. Rťrzné.

a)*2a'+3-Zry-g
\ / I*U2

c) a : *1t1*1

b) M - M(".a)

aQ+ry)dr*rdy_g
(rcosa-asiny) da* (rsina+acosy) dr -a

- tgYr
- e'a

b) *
d) a' : e2'
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e) 8g * 10r * ?ua' + 7ryl - 0

g) ,3a' _ a(a2 + r')
i) (*'+a2 *2r)dr*2ydy _g

ila'+ a,.*a2-0, r+ L

h) yru-| dr + ra Lnr dy _ g

ila'-(r+a)2

]

Vysledky:
1_.u) 12+a2: C, b) a- Cr, c) In|ryl+r-a: C, a-0, d) a^- 1,

r.l lTry: arcsinr -| C.z.Lu' - r'(C +lnr'),b) a2 - tr2 : Ca', U:0,
c) arctg| _ C + t"l/WT, d) \FW - "1 

arctl*,, e) a : -tr)

f) r, _ C2 *2Cg.3.u) -5r *109f 71n|l0r *5a +9l _ C, b) -6r*4u-
7: Ce-2*,c) r* catgff: C, a- r) d) (r+2y*2)2-9e2a,a,u)
(rta-l)' _ C(r-a+il,b) "-' 

arctg # - C@+2), r) 12 -ra*a2 *r_u : C,

a) @-zr_.g)'(a- r_3) : C.5.a) Ce-2*+2r_1, b) e_r2(C+*),") Crze* +*2,

d) e,(lnl"l + *l * Ce*, e) (* + C)(1 + r2), f) ď*,ď ft(" - 1+ ln|r|),

h) #.6.u) h:Ce2*'*12++,b) y(l +Inr* Cr) - 1, 
") 

r'-a2 -Cr,
d) y' _;i+ S.7.u) 14 -r2u2 +aa - C,b) "* arctg I: C,") *",o -u2 - C,

diieffi*r_*,a,_C.8.a)r-!-C,b)^,,!T-C,q++ff-C,
d) (r sin a *9 cos 9 - sin a)e* - C. 9.u) Yyraz W musí b; t funkci r * a,

b) Yyraz ffi musí byt funkcí ra. 10,a) a : Cr2 + *, b) sin$ - Cr,
c) (r+ r')Gia\:Cr2,d) y - r" ,,*"' -1, e) (r+a)2(2r+a)'- C,

f) a: ffi,g) r: Ce-#, h) tra: C, i) ("+a2)e*: C'

ila_-r*tg(r+C).

L.4 TJkázky aplikací rovnic prvního ádu

Jak jsme se již zmínili v rivodu, diferenciální rovnice mají adu aplikacÍ. V sou-

časnosti to již není jen ve fyzice a technick;ich disciplÍnách, ale i v biologii,

ekologii a chemii a pronikají Iéž do ekonomie a dalších spoleČenskYch věd. Uká-

žeme si formou pritladri některé aplikace. Řadu dalších lze na\ézt v PoČetné
literatu e, z níž uvádíme jako malou ukázku nap . [s, tt, 15, 23,28].

p íklad L.lz (Rozpad radioaktivního materiálu) Je známo,, Že rYchlost

rozpadu rá,dia jL p ímo riměrn á okamžitému množství rádia. ForeěI rozPadu

izoiopu rádia T|Ř"je 1590 let, tj. počáteční množství se za tuto dobu zmenŠÍ

,ru pÓlorrinu. Určete,, zajak dlouho se počáteční množství sníŽi o 25%.

Řešení:Nechť aQ) jemnožství rádia v čase . Pak pro rychlost rozPadu Platí

a' : ka,
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kde k > 0 je konstanta měrnosti. Nechť v čase

96. Pak

g(0) : ao, y(L590) :

a máme určit 1 tak, aby
3

aQ) - Žrr
Diferenciá}ní rovnice pro 9(t) je homogenní lineární rovnice, tj. rovnice se sepa-

rovan}mi proměnn mi. Tedy

fu:kd,t + lrlgl- kt*lnc
a

ť - 0 je množství rádia rovno

1

,ao

ln2

4 -tr, +dLu

a po odlogaritmování

a - cekt.

Z počáteční podmínky ,, ú - 0 určíme

Uo: g(0) : 
"ek'O 

: c

a hledané partikulární ešení je

a(t) : aoekt.

Dosadíme-Ii do tohoto vztahu ú - 1590, dostaneme

1

,ao:u(L590) 
:aoetil9Ok + ::e159ok

t 

;saritmováním 

dostaneme

In2 - 1590k k-

Konečně pro ú1 máme

D

irr_ u(tt)-ao"r"

Odtud vypočteme

3

'"i-ktt
Ke snížení o 25% tedy dojde asi

==+ 
3 
- "r"4

_ 1ri
k

1590'

= 660.=+ tt

za 660 let.



38 Obyčejné diferenciátní rovnice prvního ádu

p íklad 1.13 (Rychlost chemické reakce) Uvažujme dvě chemikálie A & B,

které navzájem reagují. P edpokládejme, že p i vytvá ení nového produktu Se

kombinuje jedna molekul a z A s jednou molekul ou z B. UrČete rychlost chemické

reakce, víte_li, že je p ímo ťrměrná součinu okamžit; ch koncentrací reagujících

látek.

Řešeníz Nechť r(t) resp. 9(ť) je koncentrace (v molekulách na litr) v Čase

látkyAresp. látkyB. Nechť a_n(a) > 0, b:y(0) ) 0 jsoupoČáteČníkoncen-

trace. protože se spolu kombinuje po jedné molekule, klesají obě koncentrace

touž rychlostí, tj. dr dy
dt dt

úruytet< z(í) koncentrace látky A resp. B v čase je pak dán vztahem

z(t) _ a - r(t) resp. z(t) _ b - a(t). (1.21)

Odtud máme d, _
dt

Yytaz fr nazyváme rychlost reakce.

dz
-I^dt 
: KtU,,

kde k > 0 je konstanta riměrnosti (kterou lze experimentálně urČit). Dosadíme-li

za r a a z (1.21), dostaneme pro z(t) diferenciální rovnici

z' : k(o - ,)(b - z), z(0) - 0.

To je rovnice se eparovan}mi proměnn mi, tedy

a po integraci

I#-nIat
Integrá1 na levé straně je z racionální lomené funkce. Po jednoduchém rozkladu

na parciální zlomky vyjde pro a / b

I d, "/ 1 t \ 1

J M 
: 

J (* - *) d,z -- ;-(ln |z - a|- 
'n 

|" - bD'

dr dg: _-.
dt dt

Zadání nám íká, že platí

dz
- kd,t(z-o)(r-b)

Tedy

*r"|=l :*,*lnc,
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Po odlogaritmování vyjde

Z počáteční podmínky z(0)

Z - a _ ,.a-b,.k(a-b)t
z-b-" 

v

_ 0 dostaneme

a _ ^a*b
-Ť 

_ -(/bH _ ra_b"o (;)-

Po dosazení a osamostatnění z postupně máme

:, _ ? 
"t"1"-alt 

+ bz _ ab : or"k(o-b)t _ q6gk("_b)t,
z-b b"

tj.

z(t) _ o6 "k(a-b)t 
_ 1

ggk(a-b)t

Rychlost reakce je tudíž

k(o _ b)ek("-u)t 1aet {"-b)t _ b) _ (ek(a-u)t _ I)ak(a _ b)ek(a-b)t

(aek@-a)t _ b)2

:ab k(o _ b)el"("-u)t ((Iek(a-b)t _ b _ aek(a-b)t * o)

(aek("-u)t - b)2

dz
-,=- : a,b
dt

- kab(a - bÝ , ,1r*,-|'r 
=,(aek("-u\t - b)2

Proa_óje

I&:Iu-a)-2d,z_ z-a
takže

1

z-a
Z počáteční podmínky dostaneme

kt+c.

1

-0*c0,- a
l
a

a tedy

takže

Pak rychlost reakce je

:lct*

z(t)_g- akt+I

I(akt+1) -tak

akt + L'

a2 kt
akt * L'

a2k:-
(akt + 1)2 

,

z-a
1

-J,!

-a

#: o'r
(akt + 1)2

39
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p íklad L.l4 (Smíchávání) Velká nádrž obsahuje 100 hl slané vody, v níŽ je

rozpuštěno 50 kg soli. Do nádrže vtéká rychlostí 6 hl/min slaná voda obsahu-

jící 2 kg soli na jeden ht. Směs, která je promícháváním neustále udrŽována

Lo*og.nní, vytéká z nádrže rychlo stí 4 hl/min. Určete vysledné mnoŽství soli

v nádrži po uplynutí ú min.

Řešení: označme a(t) množství soli v kg, které je v náďrŽi v Čase , > 0.

Nádrž obsahuje v čase t zíejmé 100 + (6 - 4) hl vody. Koncentrace v tomto

okamžiku bude

kg soli a ubude
aG) o,

100 * 2s

kg soli. Tedy musí platit

aG) - a6o) + t2(t to) - 
^ Í:"--9-(')-- 

ar.

Kďyžtuto rovnost zd,erivujeme podle (s pou žitímvěty o derivování integrálu

jako funkce horní meze), dostaneme

Nechť to ž
v nádrži

0 jepevné at}

což je hledaná diferenciální
genní lineární diferenciální

I. Homogenní rovnice je

P= kg/hl.100+2 U

o. Pak během časového

6.2.(t- o) : Í:"r.2d,s

intervalu (úo, ) p ibude

(L.22)

L00 + 2t

I:"^

a'(t) - L2 -
aa(t)

100+2'

dy 4y

rovnice. Tuto rovnici nyní vy ešíme. Jde o nehomo_

rovnici prvního ádu.

dy 4dt

a po integraci

dt I00 + 2t a

fdt
-1 J100+2

Protože

r
J LlO+a-

2t+t00 :
2dt :

í+:
1 fdu 1

-2l u Z

u
du

*a"

1

i tr, |100 + 2t|,
2|l

|,
L,tJttt
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vyjde po integraci
l. lyl : -z ln |100 + 2t| + ln c,

c
Y - Glo+zty'

II. Partikulární ešení nehomogenní rovnice najdeme ve tvaru

a(t) -:-%-\'/ (100 * 2t;1z,

a'(t) _ K| U)G00 + 2t_)2 _ K (t) :2(L00 + 2t)2
(100 + 2t)4

Po dosazení do rovnice (1.22) vyjde

K, (t)(100 + 2t)2 _ l,ga} + 2t)K (t)
(100 + 2t)4

4K (t) K,(t)
(100 + 2t)2

: 2,Lt3 -

: L2- - 12.
(100 + 2t)3

Tedy

K(t) - 12 2t)2 dt _

tudíž je

a-

100+2
2dt
dt

2(100 + 2il3

:u
: dtt,

- *a"

- 2(10o + 2t),

- 2(100 +

Partikulár

--U Í"2d,u
r
/ (100 +

J

2t)'.

ní ešení

(100 + 2t)2

takže obecné ešení rovnice (1.22) je

aG)- , ._" -,^+2(100 +2t).
(100 + 2t)2

Protože y(0) - 50, dostaneme pro c rovnici

50: _:-+200 +
1002

Množství soli je tedy dáno funkcí

aG) :2(100 + 2t)_ -]irť_-"/ (100 *2tlz,

c--150.1002--15 105

Je
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p íklad t.t5 (Složit ťrrok) Nechť částka Áo je investována p i rirokové mí e

kTo zarok, p ičěmž ťrrok je p ípisován spojitě. Ukažte, že hodnota investic Á( )

po letech je ešením lineární homogenní rovnice

dAk*1_' : +A, Á(0) - Ao.dt 100
(1.23)

Řešení: p edpokládejme, že írrok je získáván s mírou kYo za rok a je P iPiso-

ván n krát ,u .ok. pl"k množství An(t), které je souČtem riroku a jistinY, je na

konci let dáno vztahem

A*(t)- Ao(,**#) 
n' 

-Á, [(,**#)"]'
Nyní je p irozené definovat

A(t) - lim Á,(ú).\ / Ťl->@

Protože je

lim h+g)':ea) ae R,
n-+oo \ n /

vyjde

A(t) - Agl_,* (r * *#)"]'- oo (.,-)' : Aoetrt,
' Ln-}oo

To je ale právě ešení počáteční ťrlohy (1.23), jak se lze snadno p esvědČit dosa-

zením.

p íktad 1.16 (Elektrick obvod). Ideální napěťovy zďroj o konstantním na-

pětí U napájí sériovou kombinaci *.rirtoru o odporu R ohmri a induktoru o in-

dukčnosti L henry - viz obr. 1.11. Sestavte a vy ešte diferenciální rovnici Pro
proud z( ) odebíran ze zdroje.

Řešení: podle druhého kirchhoffova zákonaje algebraicky součet všech na-

pětí v uzav eném obvodu roven nule. označm e i,(t), t > 0, proud v ampérech,

i.tery obvodem prochází. Pak L # je napětí na induktoru a Ri je naPětí na

kde i6 je velikost proudu na počátku. Jde o nehomogenní lineární rovnici Prvního

ádu.

rezistoru. Tedy

tj.
(L.24)



aplikací tovnic prvního ádu

,l

I. Pro homogenní

di R.
- 

: 
-- 

t

dt- L"

Odtud

takže partikulární ešen

Obr. 1.].1: Elektrickli, obvod

rovnici máme

ln|z| --fr*m" + i(t)_""-E'.

II. Partikulární ešení nehomogenní rovnice najdeme ve tvaru

i(t) _ K(Ďe-It.

po dosazení dostaneme

K' (t)e- lt - K (t)e-*' ť + fx 6"

K,(t)._|"*,

diR+ T: -ídt

s

ds

*. a,

, rdi=+ J,

:*, íď d,s -fre :*"Ť,,K(t):r 
I"+, 

d,t _
R1
L"
#at
dt

íje

?( )_ f,"*,"
Obecné ešení rovnice (I.24) pak je

R+U
i(t1 _ ce-T" * *.

tj.
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Z poéáteční podmínky d,ostáváme

Prriběh proudu je tudíž popsán funkcí

p íktad L.LT (Siločáry) Nechť F@,a) - (P(*,ň,Q\r,y)) je nenulové rovin-

né silové pole, které je definované na otev .rrě *r.oiině Cl. odvoďte diferenciální

rovnici pro silo óáry,víte-li, že tečna k siločá e je v kaŽdém bodě souhlasně ko-

lineární s vektorem síly v tomto bodě,

t]io:"+Ř + .U,o- R.

i(t)*(,.- *)r+'*1

J,
J,

^

Řešení: Nechť C je siločára, která má

kde J je interval. Pak její tečn} vektor

je ť(rg, uo) : (p'(to), '( 0)) . VÍme, Že

parametrické rovnice (e(t) ,,b(t)), t e

v bodě (ro, go) : (p( o), Ú(to)) , to e

má platit t-1"o ,,ao) :,rF(ro, 96), kde

> 0. Tedy
(p'(to) , rb' Qo)) - 

^(P(ro, 
go) , Q(,o,yo)),

Protože F +d, nejsou P a Q současně nulové. Nechť "u3, !!,or,,r:),í
[li;ff i { 

" 
a'; "r."ri{j" ". s:ť.*'::},_:^::"frr:í,*,,li,, {"];

iÍ.J';'.il;;rJ;u;."j""o"r"**utii.r.y - viz nap .ll2, str, 110l - je

Q@o, ao)
P (*o, Uo)

0. Pak
Podle

Nechť na po-
koncentrace

Odtud dostáváme, že u@) vyhovuje rovnici

Q@,a) dr * P(,,a) du - 0,

zvážíp ípad Q@o,uo) * 0. P edchozírovnice se obvykle zapisuje
Analogicky se

ve tvaru dr dy

reĎ- a@,a)'

Cvičení
1. uvažujme homogenní chemickou reakc i, v níž prisobí jedna látka,

čátku reakce, tj. pro t: O,je koncentrace rovna o ) 0. Je-li a-r(t)

v čase t, jepoár" wilhelmyho zákonu rychlost reakce rovna

dr
-:dt

k(a - r),



1.4 Ukázklr aplikací rovnic prvního ádu

kde k > 0 je konstanta riměrnosti. Určete r(t).
|"(t) - a(1 - "-r')]

2. TJvažujme dvě chemikálie A a B, které navzájem reagují. P edpokládejme, že

p i vytvá ení nového produktu se váže jedna molekula z A se dvěma moleku-
lami z B. Určete rychlost chemické reakce, víte-li, že je p ímo riměrná souČinu

okamžité koncentrace látky A a druhé mocniny okamžité koncentrace látky B

- viz p íklad 1.13.

Nápověda: Je # -2#.
l-

|r' - k(o - ,)(b - 2r)', ,(0) - 0;
L

1 lb - 2z|* |-
(2o,-bl'z lo-" + - l'fr - 1 - br+ Q;by+ b2 _2ab- kt Pro2a+b,(2o-b)(b-Zz)

1 1 ,l
ďG:T-,a-kt pro2u-b]

3. Najděte ešení počáteční irlohy Li| + Rd: (J, ?(0) - i6, kde L > 0, R ) 0,

LI ai,ojsou dané konstanty. Je to rovnice pro proud i - i(t) 
" 

ampérech v obvodu
obsahujícím induktor o indukčnosti L (, henry), rezistor o odporu R (v ohmech)
a ideáIní zďroj o napětí t/ (ve voltech). l\echť I, U a i,g jsou konstanty a E je
parametr, kterym se proud reguluje; tedy i -- i( , n). Dokažte, že

"'šŤ_ 

i(t,R)- i(t,O) : f +U

pro kaž ďé t.

4. P edpoktáclej me, že raclioaktivní izotop stroncia 90,Sr se rozpad,á exponen-
ciálně podle rovnice a' : -eU, a ) 0. Určete konstantu cl a Čas, za ktery se

sníží množství stroncia ze 100To na 70Y0, víte-li, že poločas rozpadu je 28,1 roku.

[o - # - 0,025 i t :93,3 rot,r]

5.Velká nádrž obsahuje 100 hl vody,v nížje rozpuštěno 50 kg soli. Do ní p itéká
rychlostí 3 ht/min roztok obsahující 2 ks soli v jednom hl. Směs je mícháním
udržována homogenní a vytéká stejnou rychlostí z nádrže. Jak mnoho soli je
v nádrži po 30 min.?

|1t7,5 kg]

6. I\ádrž obsahuje 50 hl vody , v nížje rozpuštěno 20 kg soli. Do nádrŽe je p i-
dávána čistá sril rychlostí 1 kg/min. Směs je udržována homogenní a vytéká
z nádrže rychlostí2hllmin. Jak mnoho soli je v náďrži po 10 min.? Jaká je v té

il

l
n
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době koncentrace?
[19,7 kg; 0,66 kg/hl]

7. Velká náďrž A obsahuje na počátku 60 hl vody a 40 hl alkoholu. Do nádrŽe

p itéká voda rychlostí 3 hl/min a alkohol rychlostí 1 hl/min. Směs, která je

árit t*doě promíchávaná, teče do druhé nádrže B rychlostí 3 hllmin. NádrŽ B
obsahovala na počátku 100 hl vody. Směs je v ná&ži B mícháním udrŽovaná

homogenní a vytéká z ní rychlostí 2 hllmin. Jak mnoho alkoholu je v kaŽdé ná-

drži po so min.? Která nádrž nakonec (tj. pro velká ) obsahuje více alkoholu?

[A: 41, 9 hl; B: 33, 1 hl; B ]



Kapitola 2

Obyčejné diferenciální
rovnice vyšších ád

2.L Kvalitativní teorie
Doposu,C jsme se zab;ivali diferenciáIními rovnicemi prvního ádu. Nyní si vŠim-

neme i rovnic vyšších ád . Protože ada pojmri a vysledkri bude obdobná jako

u rovnic prvního ádu, budeme v této části poněkud stručnější.
Nechť n l a F(r,,zolzL)...)z.) je funkce n*2 proměnn;fch definovaná

na otev ené množině o c Fťn*2. pak rovnice

F (r, U, U' , . . . , U@))

se nazyvá obyčejnó di,ferenci,ální, rounice n-tého ádu u i,mpli,citnÍ,m taaru s ne-

známou u@).

Definic e 2.L Nechť h(r) je funkce definovaná na otev eném intervalu J. Pak
h(") se nazyvá ešení,rovnice (2.1) na J,.jestliže h(") má derivace až ďo ádu n,

pro kažďér e J je (r,h(r),,h'(*))...) 1{')(r)) e CI aplatí

(2.1)

-0, reJ.

Je_li možné z rovnice (2.1) osamostatnit nejvyšší derivaci neznámé, tj. je-li

možné ji upravit na tvar

a@) - í@,U,a',. . .,a@-')), (2.2)

kde /(r,,zo,,zL)...)zn_L) je nějaká funkce n* 1 proměnn ch definovaná na ote-

v ené množině Q c Rn+t, mluvím e o obyčejné d;iferenci,ólní, rouni,c,i, n-tého ádu

u erpli,ci,tní,m tuaru. Tento tvar je pro vyšet ování vlastností eŠení vhodnějŠÍ.

' |r, 
h(*), h' (r), . . . ; nt"l 1r)]

47
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Poznámka 2.]. Uvědomte si, že (2.2)je speciální p ípad (2.1), kde

F(r, zol. . ., zn_t, zn) - zn - Í(,, zo,, , ,, zn_t),

IJ rovnic prvního ádu bylo velmi užitečn m pojmem směrové Pole. I u rovnic

n_tého ádu by by1o možtéudělat analogii. Ta je vŠak v prostoru dimerrze n+L,

což p i našem elementárním p ístupu nemá názotny efekt, a Proto Se touto

otázkou nebudem e zabyvat.
Naopak driležitc-i ,,oli bude opět hrát počáteční riloha,

Definic e 2.2 Nechť je dána (, + l)-tice (ro,ao,a:,- .-,Un-t) CI. Pak rilo-

ha najít ešení a@) rovnice (2.2), které je definované na nějakém intervalu 1

obsahujícím ío d takové, že

a@o) : Uo, a'(ro) : Ut,. . ., u@-')(,o)

se nazyvá Cauchaoua počd,teční, Ioha,

V daném bodě Ig tedy p edepisujeme hodnotu eŠení a jeho derivací aŽ

do ádu n -í včetně.

Nap . pro lovnici druhého ádu

a" : í (r,a, a') (2.3)

hledáme ešení a@) splňující podmínky g (*o) - ao, a' @o) : Uy kde ('o,ao,ai)
je daná trojice čísel.

Geometricky j. y("o) : ao zad,atá funkční hodnota a a'(ro) : at směrni_

ce tečny t. g.ár,, funkce a@) v bodě l*o,u("o)] _ (ro,ao). požadujeme tedy

na rozdíl oc1 rovnic prvního ádu, aby lrledané ešení nejen Proch-ázelo darr}m

bodem, ale mělo i p e,depsanou tečnu - viz obr. 2.1, kde tgo : at Pro obecné

n je vlastně zaďán risek Taylorova rozvoje funkce a@) v bodě 16,

pro n _ 2 si rovněž ukážeme jednu z možnych fyzikálníclr interPretacÍ. Jestli-

že a(r) vyja,c uje závislost dráhy lJ La čase r, pa}< a'@) je okamžitá ryclrlost

" 
rá*', ir,,(")lu okamžitézrychlení v čase r.Fyzlkálně ečeno tedy Podmínka

a@o) : ao zaď'áiá počáteční polohu a poclmínka u'@o) : at poČáteČní okamŽi-

iou rychlost (vždy v čase "o).S 
rovnicí (2.3) se v aplikacích setkáváme velice

často, neboť jde o matematicky zápís druhého l\ewtonova zákona. SPeciálního

p ípaclu této rovnice si podrobněji všimneme později - viz str. 77.

Bude nás opět zajímat, zďa počáteční riloha má eŠení a zďa je toto eŠení

jediné. p itomlednoznačnost chápeme analogicky jako u rovnic Prvního ádu

- viz definice 1.4.

Zformulujeme nejprve, co budeme chápat

sptňuje u bodě (ro, ao) . . . ) Un_1,) e O lokálně
slovy, že funkce í(r,zo,...,zn-t)
L i,p s chit z o ul,L p o dmí,nku :



"!

Obr. Počáteční riloha pro rovnici druhého ádu

ExistujekonstantaK ) 0 aokolíObodu (ro,ao,)...)U,_t), O C fl,
tak, že pro každé dva body (ro,ao,aL)..,)an_l) e O,
(ro,bo,bl,. . .,bn_r) O platí

lí@o,aolaL. ...1an_t)-í(*o,br,bt,...,bn_1)l š K(loo-bol+, "*lon_r-ó"_rl).

P itom okolím bodu (*o,ao,...,Un_t) rozumíme libovolnou otev enou kouli
v Rn+t se st edem v tomto bodě. Lipschitzova podmínka je nap . splněna,

existují_Ii tokátně ohrani,čenéparciální deriva"" Y^). . . ,) * v 0, což je splně-

no nap ., jsou-li tyto derivace spoji,té v Cl.

Věta 2.]_ (O existenci a jednoznačnosti) Nechť í(*, zo, zL). . . , zn_L) j"
spoji,tá na oteu ené množiněQ C J?"'+r . Pak pro každé (*o,Uo,Ut,..., a._) Q

md, počáteční, ,loha

a@) - í@,a,U',. . .,a@-')),

alespoň jedno ešent.

Je-ti, nauí,c u každém bodě Q splněna lokálně Li,pschi,tzoua podmÍ,nka, je toto

ešení, jedi,né.

S rovnicí (2.2) se ještě setkáme ve 3. kapitole, kde si všimneme její souvislosti
se systémem diferenciálních rovnic.

a@o) : ao, a'(ro) : at)...1a@-')("o) : Un_Ll
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2.2 Lineární rovnice n-tého ádu

2.2.L Úvodní poznámky

Tak jako u rovnic prvního ádu i u rovnic vyšších ádri nás budou P edevŠÍm

zajíáat otázky nalázení (obecného) ešení. Je ovšem p irozené Čekat, Že PotÍŽe

spojené s touto rilohou u rovnic prvního ádu - viz str. 10 - se zde jeŠtě

zv ší. Zatímco u rovnic prvního ráau jsme byli schopni uvést alesPoň některé

tvpy rovnic, které ,e možné ešit pomocí kvadratur, je u rovnic n-tého ádu,

kde n ) Z,škála podobn;ilch rovnic podstatně chudŠÍ. Mezi takové rovnice Pat í

nap .

a(n) : í(r),
kde obecné ešení dostaneme n-násobnou integrací, tj,

u@) : Í( (Í (Í ,@)d,r+",) d,r*",) )o"*cn:
#

n-krát

- dt * d,2r * . . . dn*ttrn-_I - Í (Í r@) o"),,, d,r.

ffi
P íklad 2.1 Najděte obecné ešení rovnice u"' : sinr.

Řešení: Ttojnásobnou integrací postupně dostáváme

a"(r) _ 
/ri" 

rd,r:-cosf, *ct,

a' @) : !Ccosr 
1 .r) d,r :- sin r * clr * cz,

a@) : lcsinr * clr 1 rr) d,r :cosr * ct+ - c2r * cs.

Označíme-li dg - +, d2: c2, dt: ca, má obecné ešení tvar

u : dl * d,2r * dsr2 * cos r.

Jinlim takovym typem je rovnice tvaru

a@\ : í(*,r(,-t);.

Ttr substitucí z(r) - y(n-t) (r) p evedeme na rovnici Prvního ádu

z' : í(*, r).

pokud tuto rovnici dokážeme vy ešit, dostaneme u@) ze z(r) Pomocí (n - 1)-ná-

sobné integrace, neboť jde o rovnici typu (2,4),

(2.4)

-



2.2 Lineární rovnice n-tého ádu

P íklad 2.2 Najděte obecné ešení rovnice a" : (a)'.

Ěešení: Položíme z(r) : a' (r). Po dosazení dostaneme

ol_12p-k

což je rovnice se separovan}mi proměnn; mi. Pro z * 0 je

#-,'+ 5_o* + Ir'd,z:!a".
Po integraci vyjde

z-l 1:ťlc ====> ?:- c R.lU_H-t

-1 I*c'

kromě toho má rovnice ešení

jejíž integrací dostaneme

Pro y(r) máme tedy rovnici

1

r+c'

a--ln|r*c|+d.

U:k, ke R.

a':

fdr
- J "*"

Dále ešení z:0 odpovídá

a'

Celkově má tedy naše rovnice ešení

u--ln|r+c|+d,r*-c, kdec, de R a a:k,ke R.

Některé další typy rovnic |ze nalézt nap . v [10].

V tomto oddíle se budeme zabyvat tzv, li,neární,m,i, rouni,cemi,, a to podrob-
něji, než jsme dosud zkoumali p edchozí rovnice (i když většinu tvrzení opět
nebudeme dokazovat). Otázkou je, proč zrovna tyto rovnice si zasluhují tako-
vou pozornost. Drivody jsou dva. Jednak je poměrně snadné uvést adu jejich
vlastností. Zkoumat ovšem něco jen proto,žeje to celkem snadné, by mohlo b; t
samoťrčelné, pokud by p íslušné vysledky nebyly k něčemu užitečné. A tomu tak
v tomto p ípadě skutečně je. Druh}m drivodem totiž je, že lineárními rovnicemi
lze p ibližně nahradit (aspoň lokálně) nelineární rovnice. Pokusíme se naznačit,
v čem tzv. lineari,zace spočívá. Uvažujme rovnici

F(*,U,U',...,a@)) :o. (2.5)

bI
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P íslušnou funkci F(r, Zo,Zt: ...)z?.) nahradíme píí peuném r Taylorovym ToZ_

vojem stupně jedna v okolí nějakého bodu (ao,ar). .., U ;jde tedy vlastně o ná_

hrad,u totálním diferenciálem. Platí

F(r,zo,zL,..,,zn) : F(,,ao,atl ",, a) * d,F(r,Uo,Ut, ",, ,a,) * (2,6)

*R(r,zo,zL,...,zn),

kde zbytek R(r ,ZO,Z1 zr) je pro (z6 ,...,Zn) ,,,b\ízké" (ao,...,Un) ,,maly",

P itom platí

dF(r,Uo,...,a,.):

Nechť h(*),
ve (2.6) záviset ,

za st ed rozvoje t

(2.5) , má (2.6) s

kde
aF
-:0zl

0F(r,ao, . . .,a") 
Qo-yo)*. . .+

0zo

F(r, zo,. . . , zn) - #(rr- n(r)) +

*R(r,zol ..,,zn),

r e J, je ešení rovnice (2.5). Protože čísla ao, "
fla r (rozvoj jsme dělali vžďy p i pevném r) , lze

(n@), h' (r),, . . .) 7r{") (r)) . pak vzhledem k tomu, že

tímto st edem tvar

- #,(,.-1t,)ir;) + Q.7)

Zn-a^),

.rU, mohou
v (2.6) volit
h(*) splňuje

ap (r, n@), rl' @), . . ., rl(") @))

Po d,osazení (2.7) do (2.5) dostáváme

aF (

a,.v-h(d) +",-HQ'' -ht*)(D) +R(",r,u' ,",,r*') - ,

P ipomeňme, že tato rovnice má ešení a - h(r), tedy je

^(r,h(r),h'(r)!...,7@)@)) 
=o, r e J.

Zaveďme nyní novou neznámou u(r) - a@) - h("). Pak

u' (r) : a' @) - h' (r), . . ., u(') @) - r(,)(") _ 7@) @)

a p edchozí rovnice nabyvá tvar

aF aF Tu@) + (2.9)
*r"+ ao"'+"'* orn

+ R (r,u + h(r),ll' * h' (*)1. . .,u@) +1t')(r)) - 0.

Tato rovnice má vzhledem k (2.8) ešení u(r) - Q.

, i:0, 1,...)n.

(2.B)



2.2 Lineární rovnice n-tého ádu

IJvažujme nyní, co by se stalo, kdybychom v takto upravené rovnici zanedbali
vyraz R(*,u* h(r),u' + h'(r),..., u@) + 7@)@)) , ktery je pro u(r) ,,blizké"
nule ,,maly". Rovnice (2.9) pak p ejde v rovnici

aF aF-:--?t* ^ U'+",+dzo dzt Tu@) _ 0,
OZn

(2.10)

kde ff, i:0, 1, ...,fr,,jsou konkrétní funkce proměnné r nezávisející na u.

Jak dále uvidíme, rovnice (2.10) je právě zmíněná lineární rovnice. Říkáme,
že rovnice (2.10) vznikla z rovnice (2.5) linearizací, v okolí jejího ešení h(r).
Je-li a@) ešení (2.5), vyjad uje u(r) odchylka y(r) od pevného ešení h(*),
a tedy rovnice (2.9) je diferenciální rovnicí pro tuto odchylku.

Otázkou nyní je, jak; je vztah mezi ešeními rovnic (2.9) a (2.10). Lze ukázat,
že pokud n (r,r+h(r),u'*h'(r))...)r(n) +7@)@)) , j. ,,malé", tj. pokud u
je ,,blízké" nule, jsou ešení (2.9) a (2.10) ,,p ibližně" stejná. Jin mi slovy ešení
rovnic (2.9) a (2.10), která jsou ,,blízká nule'!, jsou p ibližně stejná. To vyply-
vá z vyznamné skupiny tzv. uět o spoji,té záuislosti na počáteční,ch podmí,nkách
a paTametrech - viz nap . práce |6, str. 93], [14, str. 224,23l), [18, str. 178],

[29, str. 326) a pod.

Princip linearizace je velmi vyznamwy a v inženyrské praxi často vy,lžívany.
Mnohdy je však použiván velmi nep esné, což mriže vést k naprosto nesprávnym
závěrrim. Je t eba mít na paměti, že zdaleka ne všechna ešení rovnic (2.9)

a (2.10) jsou ,,p ibližně stejná", ale pouze t&, která jsou ,,dostatečně blízká
nule". Kardinální otázkou je, co znamená pro konkrétní rovnici b;irt ,,dostatečně
blízky nule" a byt ,,p ibližně stejn}".

Dále není obvykle možné uvažovat ešení na p íliš dlouhém interval zhru-
ba ečeno, čím delší interval uvažujeme, tím bližší nule musí ešení byt. Roz-
hodně by se každy, kdo chce linearizaci používat, měl drikladné seznátnit s vyše
zmínénymi větami, aby p esně věděl, co Ize od této metody očekávat a co ne.

Lineariz ací lze získat ve speciálnějších p ípadech i podrobnější informace, nap .

o chování v oko}í stacionárních ešení a pod. -viz nap . [3, str. 409], [6, str. 744],

|17, str.2I7],|29, str. 87] a pod. Celá tato problematika je bohužel mimo rámec
těchto skript.

Inžen; i se mnohdy domnívají, že není nutné studovat nelineátní rovnice,
protože je stačí linearizovat a ešení lineárních rovnic vzit za p ibližné ešení
privodních nelineárních rovnic. To je naprosto mylná p edstava. Existují vlast-
nosti, které se u lineárních rovnic vribec nevyskytují, a je tedy naprosto nemožné
posuzovat tyto vlastnosti u nelineárních rovnic na základě jejich linearizací. Sta-
čí p ipomenout nap . otázku,nelineárních kmitri. Zatímco autonomní nelineární
rovnice druhého ádu m,,3že mít jediné periodické ešení, homogenní lineární rov-
nice druhého ádu s konstantními koefi.cienty má buď všechna ešení periodická,
nebo žádné. Že se takové rovnice v praxi vyskytují, ďokazuje nap . tzv. uan der
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Poloua roun,i,ce

Obyčejné diferenciální rovnice vyšších ád

popisující kmity elektronického oscilátoru nebo její zobecnění, tzv. Li,énardoua

rouni,ce 
u,, + .í (ňa, + s@)- 0,

která se objevuje v akustice a v poslední době v biologii ve sPojitosti s otázkami

modelování biologick;fch systérrr_ri . Zájemce o vlastnosti těchto rovnic odkazuje-

me nap . na [ra, str. 2g5] nebo [ZO, str, a0],

2.2.2 Vlastnosti lineárních rovnic

Rovnici tvaru

b*(*)a@)(r) *bn-.L(")g('-')(r) + ",+ br(ňa' (,) + bo(,)u:9(r),

kde b;(r), i : 0,1,... ,fl d s(r) jsou funkce, nazyváme li,neárnÍ, di,ferenci,álnÍ'

rouni,ce n-tého rái,du. Budeme"p ádpoktádat, že bn(d * 0. Pak je možné rovnici

vydělit tímto koeficientem a p i označení ai(r) _ ffi, U -_ 0, 1, ",,,n - 1,

a /(r) : #& nabude rovnice tvaru

a@) + an_L(da@-') a. ..* at(*)a,* ao@)a _ í@).

V dalším se budeme zabl vat rovnicemi právě tohoto tvaru,

Rovnice (2.11) Se nazyvá homogenní,, jestliže í(*) : 0, a nehomogenní,

v opačném p ípadě.

platí následující vysledek t kající se počáteční rilohy.

Yéta 2.2 Nechť funkce or(*), x:0, 1, ,..1n _ I, a í(r) jsou spoji,te na i,nter-

ualu J. Nechť ro e J a Uo,,at,...,an_r R jsou li,bouolná ČÍ,sla. Pak rounice

(2.11) má práuě jed,no ešení, a@) splňují,cí, počáteční, podmí,nky

a(ro) : Uo, a' (ro) : Ut,,,,, r(n-t) (,o) : an-L,

Toto ešení, eri,stuje na celém i,nterualu J ,

pro další vyklad bude vyhodn é zavést následuj Ící oznaČenÍ:

g@) _ y(n) * an_r(da@_t) * . . . + a{r)a, * ao@)a.

Zobrazení 9 p i azující funkci 9 novou funkci, danou levou stranou rovnice

(2.11), bud,emá nazyvat operátor, Pak (2,11) má tvar

Y@) - í(*),

Podobně jako v odstavci 1.3.5 se dokáže tzv, pri,nci,p superpozi,ce,

(2.11)
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Věta 2.3 Nechť ur(r) je ešení, rounice g( _ ír(r) o ur(r) je ešení, rouni,ce
g(u) _ ír(") (tedy leué strany obou roan,í,c jsou stejné). Pak pro li,bouolná
a) 0 e R je funkce a@) : aal(") + /ar@) ešení,m rouni,ce

ť(u)_o_ít(") + ír(").

Dále si-všimneme samostatně homogenní a nehomogenní rovnice. Uvid,íme,
žeíaďavlastností je an_alogická jako u rovnic prvního ádu. Drikazy proto vesměs
neuvádíme.

2.2.3 Horiiogenní rovnice
Jde o rovnici tvaru

a@) +an_I(*)a@-t) *...+ at(r)a' *ao@)a -Q. (2.L2)

Z princípu superpozice vypl; vá následuj ící vyznamn v;ísledek.

Věta 2.4 Jsou-li u{r) o ur@) d,uě ešení, roun,í,ce (2.L2) a c R, pak také

funkce a{r) + az(r) a cat(r) jsou ešení, rounice (2.L2). Tedy ešení, rouni,ce
(2.I2) tuo í, uektorouy prostor. Jeho d,imenze je n

Poznámka 2.2 Chápeme-li operátor 9 jako zobrazení z vektorového prostoru
funkcí majících spojitou n-tou derivaci na .I do vektorového prostoru funkcí
spojit;ich na J, snadno se ově í - viz následující p íklad - že jde o li,ned,rní,
operátor. Funkce a@) je ešením (2.I2) právě tehdy, když g(a) _ 0, tedy
když a@) je prvkem jádra operátorl g. P edchozí véta pak íká, že defekt g
(t3. dimenze jádra) je roven číslu n.

P íklad 2.3 Ově te, že operátor g( : a" * at(r)u' * oo (r)u je lineární.

Ěešení: Je
9 (a, * uz) : (at * az)" + or(r)(a, + uz)' * oo(*)(u, + az) : a'i + ai + al(r)y'1 +

* a t (*) aL * a o (*) a r* o o (*) u, : u'-|. * a t (") a', * a o (*) a, + a'; * a t (d a L * a a (r) a, _
_ 9 (at) + -ť (ar),

Tedy 9 je aditivní. Dále pro 0 R je

9(*a) _ (au)" + or(d@u)'* ao (*)oa - a(a" * ar(r)a'* ao (du) - ag(a).
Operátor 9 je tedy i homogenní, tj. celkově je lineární.

V každém vektorovém prostoru konečné dimenze existuje báze.
prvek tohoto prostoru je pak lineární kombinací prvkri této báze.
tedy n lineárně nezávislych ešení alr)). . .)u,@) rovnice (2.I2).
ešení rovnice (2.I2) má tvar

Libovoln;
Vybereme
Pak kažďé

(2.13)a@) : ctUt(") +,,, + cnan(r),

,,--
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kde cr )...,)c," jsou libovolná reálná čísla. Vzorec (2.13) tedy dává obecné eŠenÍ,

,orrri.á Q.Li)". Bázi u{r))...)a.@) tazyváme fundamentálnÍ, sYstém rovnice

(2.12).

Všimneme si nyní toho, jak lze posoudit nezávislost eŠení rovnice (2.t2).

Z n-tice ešení vytvo íme determinant

W(Ur,",,a,-):

Uz an

ai a'"

Tento d,eterminant se nazyvá Wroriského10 determinant neboli wronski,án. Lze

lkázat, že wronskián je ešením jisté lineární rovnice prvního ádu. V d sledku

toho platí:

Věta 2.5 Bud,' jeW(ur)...)a = 0 na J, nebo j,W(a,, ",,Un) t' 0 na J,

Tento vysledek dává smysI následujícímu tvrzeni.

Věta 2.6 Množi,nan ešeníat). ..)an Toani,ce (2.L2) je li,neárně nezáui,slá Práuě

tehd,y, kdyžW(ar)...Ja,) * 0 na J,

Stačí tedy ově it pro konkrétní 16

nule nebo ne. Na konkrétní volbě ro
nulov nebo po ád nenulovy.

poznárnka 2.3 p edcho zíkritérium nezávislosti neplatí obecně Pro n-tici funk-

cí, která není, ešením nějaké rovnice. Obecně \ze tvrdit, Že z uvaŽované Pod-

mínky W(ar)...)a.) * 0 na _I plyne nezávislost funkcí at,...,Un opak však

obecně neplatí. pokuste se najít takovy p íklad.

Vzorec (2.13) nám udává obecné ešení rovnice (2.L2). Problémem vŠak zri-

stává, jak najít áojato fundamentální systém. Ukazuje se opět bohuŽel , Že i kdYŽ

jsou koeficienty .i.*"ntárními funkcemi, nemusí existovat fundamentální sY-

stém složen z elementárních funkcí. Explicitně najít fundamentální sYstém lze

jen někdy. Nejvl znamnější je p ípad, kdy koefi,cienty aol , , , , an_1 jsou konstant-

,ri; ti*to p ípaáem se budeme v další části zabyvat O rovnici (2.12) s nekon-

stantními koeficienty existuje velice rozsáhlá literatura. VYnikajících vYsledkri

dosáhl v této oblasti brněnsky matematik Borrivkall a jeho Žáci - viz naP , [1]

a [t0].
L776_7853)(čtivroňski-hóne)-polskj,matematikafi-

losof. Zab va1se základy matematiky a teorií algebraic ch a diferenciálních rovnic,

11otakr.r Borrivu (rsoo; 
- 

v znamn českli matematik, akademit< ČSev. Pracoval v ob-

lasti projektivní diferenciální geometrie, teori" g.,rp a od, zaČátku 50. let se zab rvá obYČejn mi

d,iferenciálními rovnicemi,

Ut

a'L

e J, zd,a je Wlar("o) ,.. .,an("o)] roven

nezáIeží. Wronskián je totiž buď po ád
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2.2 Lineárn:í rovnice n-tého ádu oí

2.2.4 Snížení ádu lineární rovnice
Známe-li jedno ešení ao(r) rovnice (2.L2),Izesnižit její ád, tj. p'evést jinarov-
nici (n- l)-ního ádu. P edpokládejme,žeao(") # 0 pro r,e I, kde / cJ je
interval. Hledejme ešeni (2.12) ve tvaru

a@): uo@)u(r).

Lze ovéŤit, že po vypočtu derivací a dosazení do (2.I2) vyjde

uo(r)u@) + bn_t(flt1@-t) * . . . + b{r)ď +

+ 
[uÁ")(") 

+ an_L(r)a['-')(r) +...* oo (r)yo@]"- 0.

P itom b;(r), i, : 1,... ,)n - 1, jsou funkce vyjád ené pomocí funkcí ao(r) a
aÁr))...)o.-r(r). Protože vyraz v hranaté závorce je nulovy, a ao(r) + 0,

dostáváme pro u rovnic

u@) +b. ,:(?) u@-r) i...+ bfurL, _ o.
Uolr ) Uo\r )

Nyní mrižeme položit ,'(r) - ,(r).Pro o(r) pak máme rovnici (n * l)-ního
ádu

,(n-r) * b.-:(?) 
u@-2) + ...* br!"J 

u _ 0. (2.t4)
ao@) 

U 
uo@)

Obvykle postupujeme tak, že ešení (2.12) hledáme ve tvaru

r
a@) : ao@U u(r) dr.

Po dosazení se vyrazy s integráIem zruší a zristane p ímo rovnice (2.L4). Lze
ově it, že je-li ,r(r))...)l)n_I(r) fundamentální systém rovnice (2.14), je

ao(r), ao(r) [rr@) dr,...,ao@) [r-_1(r) d,r
JJ

fundamentální systém (2.I2) - víz [14, str. 103].

14P íktad 2.4 Najděte obecné ešení rovnice u" + !a' - -a - 0, r ž 0, víte-li,rtr,
že má ešení ao(r) - 12 .

Řešení: Řešení hledáme ve tvaru a@)

a' : r"Í, d,r + r2u + a" ,

- rzíu dr. Pak

- Z [, d"r * 2ru * 2ru * tr2l)'
J
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a po dosazení máme

r
2lu d"r * 4ru + r2u'
J

tj. po ťrpravě

1)'

To je lineární homo3-nní rovnice
proměnn mi. Tedy

5+-o:0.r
prvního ádu, tj. rovnice se separovan mi

*{, dr * r,u - 4Í, d,r : a,

du5
drr

du5_ __ -_dr +ur
takže

Volme nap .

tn |ol : -5ln |r| * lnc + u(r) : *,
c: -4. Pak u(r) _ + a druhé ešení rovnice je

ar",): tr2 t+d,r: -4r2 Ž: #Jtro

obecné ešení má tudíž tvar

a@):c1fr2+3, r)0.

Všimněte si, že v; sledek platí i pro r < 0,

Poznámka 2.4 i,) Zcelaanalogicky lze postupovat v p ípadě nehomogenní rov-

nice, známe_Ii ešení p íslušné ňomogenní rovnice. Nově vzniklá rovnice niŽŠÍho

ádu je opět nehomogenní. /^ : a\ a 2 l
i,i,) podobně, známe-li k nezávrsll ch ešení rovnice (2.L2), 1 Š k 1n'Ize (2.t2)

za jisQ.ich p edpok|adri p evést na rovnici ádu n - k. DetailY lze nalézt naP .

v [6, str. 49] nebo [14, str. 348].

2.2.ó l{omogenní rovnice s konstantními koeficienty

Prijde nám o nalezení fundamentálního systému rovnice

a@) + an_ra(n-t) {-,,, + ata' * aoU - 0,

kde a; e R, ,i,:0,1,... ,fr - L,

Vyjdemezpíkladuprorovnicidruhéhoádu

(2.15)

a" +ata'*aoa -0,



2.2 Lineární rovnice n-tého ádu

Pokusme se najít ešení této rovnice ve tvaru a - e\* ,, kde ) je vhodné číslo.
Vypočteme

a' : Áe\* =:=+ a" : 12 u)'r

a po dosazení obdržíme

12 
"Ár 

* or Áe\' * age^* - 0.

Protože e^* + 0, musí ) splňovat rovnici

)2+a1)*0o:0. )

To je (algebraická) kvadratická rovnice, kterou umíme snadno vy ešit. Ukazuje
se, že i v obecném p ípadě rovnice (2.15) je situace obdobná.

K rovnici (2.15) p i adíme algebraickou rovnici

)' + an_I^"-l + ... * at) * ao (2.16)

Tato rovnice se nazyvá charakteri,sti,cká rouni,ce diferenciální rovnice (2.15). Le-
vou stranou této rovnice je polynom stupně n. Z algebry je zná viz nap .

[13, str. 64] - že tato rovnice má v komplerní,m oboru právě n ko en ,, z níchž
některé mohou b;ft stej né (tzv. vícenásobné ko eny). P itom komplexní ko eny
se vyskytují vždy po dvojicích (tzv. komplexně sdružené ko eny), které mají
stejnou násobnost. Reálné ko eny mohou ale nemusí existovat. l\yní platí:

I\echť ,\ e B je k-násobn} reálny ko en rovnice (2.16) , k > 1. Pak funkce

alr) : e\*, az(r) - tre^í )...)an(*) - rk-7"Ár

jsou ešeními rovnice (2.15).

Nechť a * Pi, e, C je komplexně sdružená dvojice k-násobn; ch komplexních
ko enrirovnice (2.16) ,k)1,a,) 0e R, P+0. Pakfunkce

ar@) - gar cos Pr, ae(r) : tréo'cos pr, ..., Uzt _r(r) _ rk-I"clr cos pr,

az(r): gat sinBr, an(r): treo* sinPr, ...,azu(r) - rk-I"ar sinPr

j sou ešeními rovnice (2 . 1 5 ) .

Sestrojíme nyní popsan m zprisobem ke každému ko enu rovnice (2.16) od-
povídaj ící etézec ešení. Celkem budeme mít (po p ečíslování) n ešení rovnice
(2.15)

ar@))...,)a.@).

Věta 2.7 Množi,na ešení, zkonstruouaná popsanym zp sobem tuo í, fundamen-
tál,ní, systém rounice (2.15).
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poznárnka 2.6 Máme tedy zdánlivě efektivní postup, jak najít Pot ebn fun-

d,amentální systém. Zdánlivost spočívá v tom, Že obecně neumíme urČit ko enY

algebraické rovnice (2.16) stupn8 n ž-5. P itom Pro n - 3 a n:4 je to velmi

kňplikované - rri" ,rupi. [tá, str. 67]. Použití numerickl ch metod je zde Pro-

blematické - počítat rrarobrre ko eny numericky (tj. i urČit jejich násobnost)

lze téžko, což rra* vadí. Násobné ko eny totíž často v 'razné ovlivňují chování

ešení rovnice (2.15). i,l,'Y/

Nyní si na p íkladech ukážeme použití vyložené teorie,

P íklad 2.5 Najděte obecné ešení rovnice a" + a' _ 6a :0,

Řešeníz Napíšeme charakteristickou rovnici

)2+,\-6-0.

Její ko eny jsou

_1 t _1 t5 Xl:2, \z: _3.

jedno ešení.

\-A1 )-

reálné a jednoduché, tedy ke každému p íslušíOba ko eny jsou
proto funkce

at(r):e2' a ar@):g-3r

tvo í fundamentální systém. obecné ešení je pak

a @) : clezr + cze-3*

Vypočítáme pro zajímavost wronskián, Vyjde

W (ar,,az) : e2, e-3*
2e2, -3e-3,

_ -3e-' - 2e-r - -5e-" l 0

pro kaž dé r R, což potvrzuje to, co jsme si o rvronskiánu ekli,

P íklad 2.6 Najděte obecné ešení rovnice a" - 4a' + 139 _ 6,

Řešení Charakteristická rovnice je

^2-4)+13-0.

Ut az
a| ai

- 2 +. 3i.,,-*l
Její ko eny jsou

\-A1 )-
4+6i
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K této dvojici komplexně sdružen}ch ko enri (a - 2, 0 : 3) p ísluší ešení

a{r) : e2* cos 3r a yr(*) : e2* sin 3r.
ď:

_ 
^*i.%+\,.,.,

Obecné ešení je

a@) - cle2* cos3r * c2e2' sin3r.

P íklad 2.7 Najděte obecné ešení rovnice g(5) + 2y@) * a"'- 0.

Řešení: Charakteristická rovnice je

)5+2\4+)3-0.

Po irpravě je
)u(^'+ 2,l + 1) - .\3(^ + 1)2 : 0.

Tato rovnice má trojnásobn ko en }1,2,3:0 a dvojnásobn; ko en )+,s : -1.
Trojnásobnému ko enu odpovídá trojice ešení

ar@) -- "0':1, uz(r): r"0' : fr, ae(r) _ tr2e0* _ 12

a dvojnásobnému ko enu odpovídá dvojice ešeni

Obecné ešení je

an(r) - g-u , as(r) - tre-' .

a@) - c1 * c2r * cgrz * c4e-' * c5re-*

P íklad 2.8 Najděte obecné ešení rovnice aG) +2a" + a :0.
Řešení: Charakteristická rovnice je

^4 
+ zÁ2 + 1 : 0.

Tu lze upravit na tvar
()'+1)':0.

Rovnice 
^2 

+ 1 - 0 má komplexní ko eny *e, tedy naše charakteristická rovni-
ce má dvojnásobnou dvojici.komplexně sdruženych ko enri *e. Fundarnentální
systém je tvo en čtve icí funkcí

ar@) : e0'cos 1r - cos í!, au(*) : treox: cos 1r - t cos tl
az(r) : eo* sin 1r - sin í, un(r) : tre}'sin 1r - r siil Jll

a obecné ešení je

I

a@) * clcosr * czsinr * cgrcosr, * carsinr.
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poznámka 2.6 U komplexních ko enri obvykle volÍme P > 0. To není nutné.

sin(_r) : - sinr. Tedy až na p eznačení konstant (", u c+by byly opačné) se

nic nestane.

poznámka 2.7 Z p edchozího vypl;fvá, že ešení rovnice (2.15) je lineární kom-

binací funkcí tvaru

_ rk "at cos Br resp, rk eo* sín Bn,

kde k je celé nezáporné čísto. Takové funkce se nazyvají kuazi,polYnomY.K těmto

funkcím vžďy e*istu;e Laplaceriv obraz,ktety je racionáLní rYze lomenou funkcí
_ víz nap . [30]. Tyto rovnice lze tedy snadno eŠit uŽitím LaplaceovY trans-

formace.

2.2.6 Nehomogenní rovnice, variace konstant

Jde o rovnici tvaru

a@) +an_I(*)u@-r).r-...*oo@)u _ í@) (2.L7)

Z principu superpozice vypl;rvá následující věta, jejíž drikaz je obdobrrY jako

u věty 1.7.

Věta 2.8 Nechť a{r))...)ar@) je fundamentálnÍ, systém homogennÍ, rouni'ce

(2.L2) a Uo(r) j"-partikuld,rní, ešení, rouni,ce (2.I7). Pak obecné eŠenÍ, roun'i,ce

(2.17) má tuar

a(") _ctar(") +",+cnUn(") +ao(r)l cL)",)cn R,

Jin;irmi slovy obecné ešení nehomogenní rovnice je rovno souČtu obecného

ešení homogenoí ,orrnice a partikulárního ešení nehomogenní rovnice. Tento

princip js*ňiz použili u lineárních d,iferenciálních rovnic prvního ádu - viz

,tr. zs. P ipomeňme si jeho symbolickou podobu:

oŘNLDR- oŘHLDR+pŘNr,pn

obecné ešení homogenní rovnice umíme (u rovnic s konstantními koefi"cien-

ty) nají t. vkážeme si n ní postupně dva zprisoby, jak najít Partikulární eŠení

irial nehomogenní rovnice. V tomto oddíle si všimneme univerzální metodY,

ilt.rá je platn i pro rovnice s nekonstantními koeficienty. P edPokládá ovŠem,

že znimá fund,amentální, systém p íslušné homogenní rovnice (kter vŠak u rov-

nice s nekonstantními koeficienty neumíme najít).

ffi
l

l

ffi

ffi-
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variace konstant

Myšlenka metody je obdobná jako u rovnice prvního ádu, tj. v obecném eše-

ní homogenní rovnice se snažíme zaměnit konstanty cL . . . s cn vhodn; mi funkce-
mi
K{r),,...)K"(r) a hledat ešení ao(r) nehomogenní rovnice ve tvaru

ao(r) - Kt(r)u-,,(") + Kz(*)ar(") + ",+ K"(*)u.@).

Odvození si ukážeme pro jednoduchost na rovnici druhého ádu

a" + at(r)a'* ao (")a - í@). (2.1B)

Nechť ur@) a az(r) jsou nezávislá ešení p íslušné homogenní rovnice, tj.

a:' + al,(r)ai * ao (r)ao - 0, i : I, 2.

ešení ve tvaru

ao(r) - Kl(r)ar(") + K2(r)y2(r).

(2.19)

Hledejme

Vypočteme první derivaci (p.o stručnost nepíšeme argument r). Vyjde

aL : K'ra, + Ktu| + KLa, + KzaL.

P i v;ipočtu druhé derivace bychom dostali druhé deri
Požadujme proto, aby

e neznám;ích funkcí.

K'ra, + KLu, - 0.

Že takovou podmínku mrj,žeme splnit, uvidíme niže. Pak máme

aL : Ktai + Kza'z + aa _ K'ra, + Kg'l_ + NLaL + Kza'J.

Po dosazení do (2.18) a ťrpravě vyjde

X'ra'r+ Kta'| + rcLaL+ Kza'l * at(Kta|+ KzaL) -t- ao(Ktn * Kzaz) - í(*),

N'ra'r+ KLaL* Kt(a'l + ag|* aoat) + Kr(a'l + a,ůL* aoaz) _ í(").

í (").

Celkově tedy máme pro deri@9._ lgznámlfeh
rovnic

ííňkčíK{" KL soustavu lineárních

K'rar+KLa, - 0,

N'rai+NLaL - í@).

Vezmeme-li v rlvahu (2.19), dostaneme

X'rai + Kl2g'2 -

\
I

il

I

:,

I

-1.
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áffi

Determinant matice soustavy je wronskián

Ut az
ai a; l'

kter; je nenulovy, a proto má naše soustava jediné ešení (které mriŽeme získat

,rupi. Cramerorr;lr* pravidlem).Z K', u K| dostaneme Kt a Kz integrací, To

ovšem nemusí avt 
^ozné 

ve t í,dě elementárních funkcÍ. AŽ na tento Problém je

však cel algoritmus "_,letody variace konstant efektivní.

V obecném p ípadě dostaneme pro K'r) . . . ,)K| soustavu rovnic

K'ra, +",+ K'.a. - 0,

l<'rai +",+ K'.a'. - 0,

,N,rr\,-" + ", +' x',a|-U : ;,

rc'ra|"-') +",+ K',aP-') : í@),

(2.20)

pro niž ptatí totéž, Co plo p edchozi spec\ální p ípad rovnice

p íklad 2.9 Najděte obecné ešení rovnice u" _ 2y' + y _

Řešení: I. Nejprve vy ešíme homogenní rovnici

a" -2a'+a:0,
Charakteristická rovnice je

:0,

druhého

e*

12+l

ádu.

^2_2^+1 
_0 + ()-1)2:0.

Ko en je dvojnásobn \1,2:1. Fundamentální systém tedy je

at(r) : gr, az(,) - r"'

a obecné ešení homogenní rovnice je

a@) : cler * c2re* ,

II. použijeme variaci konstant a ešení budeme hledat ve tvaru

ao@) - Kt(r)"' * Kz(r)re" ,

Systém (2.20) má tvar

K'r"* * K'2re'

K'r"'+KL("* +re*)
e*

12+l

,ůt

q
;

iil

\,:
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Po vykrácení e* vyjde

odečtením rovnic dostaneme

Z první rovnice pak máme

Ki: -rKl, -

+ K'2r =0,
+Ki(t+r) -

K'L

K'L
12 +I

KL:
12 +t

1

-r 12 +l
-r

12 +1

r-K{r): J#d,r-

Tedy (volíme nulové integrační konstanty)

r2+l - t
2rdr - dt
rd,r - +

uo(r) - -e'In l re* arctg r

--Infrza1.rdrKr(r) - ,l i;I - arctgr.

Partikulární ešení nelromogenní rovnice tudíž je

1

2 - -! r, trl
2llí+

a obecné ešení

u@)-"

pak tvar

* c2re' - e" Ln

ma

Ie' * re* atctgr, cyl c2 e R.

2.2.7 Metoda neurčit;fch koeficientri

Tato metoda je použitelná pouze pro rovnice s konstantními koeficienty. Navíc
pravá strana í (") musí mít speciáIní tvar, uveden níže. Vzhledem k tomu, že

takové rovnice se v aplikacích velmi často vyskytují a tato metoda je obvykle
vyrazné rychlejší :než variace konstant, dáváme jí u těchto rovnic p ednost.

Uvažujme rovnici

a@) + an_ta(n-t) * ",+ atu' * aoa - í@),

jejiž lineární části p ísluší charakteristická rovnice

(2.2L)

)'+ an_I)'-l +...*at\*ao -0. (2.22)

Probereme postupně typy pravych stran í (") od nejjednodušších k nejsloži-
tějším. * f,r,,;1 _o.g.,\a
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L. í (r) - P-(*), kde P,(*) je polynom stupné n.

P edpokládejme, že číslo 0 je k-násobn m ko enem charakteristické rovnice
(2.22). P itom k - 0 znamená, že tato rovnice nemá ko en 0.
Pak rovnice (2.2L) má partikulární ešení tvaru

ao(r) _ rkQn(r),,

kde Q, (") j. vhocln.'í polynom stupně n s Tleznám; mi koeficienty.

P íklad z.LO l\ajděte obecné ešení rovnice a" - U : r.

Ěešení: I. Homogenní rovnice je
' 

a" -a:0,
p íslušná charakteristická rovnice je

^2 
- 1- 0.

Ta má dva jednoduché reálné ko eny )1,2 : *1, a tudížobecné ešení homogenní
rovnice je

g(r) :cLeu*c2e**

II. Pravá strana nehomogenní rovnice je polynom P(r) : , stupně n : L

Tedy Q(") bude obecnjl polynom stupně 1, tj. Q(") - a.x + b. Charakteristická
rovnice nemá ko en 0, proto k - 0. Tudíž

yo(r):ro(ar*b): ar*b.

Odtud

a po dosazení vyjde

a'o: a a'ď:0

0_ (ar+b)-r + -ar-b-r.
Z algebry je známo, že k tomu,, aby se dva polynomy rovnaly pro kaŽdé r R,

;e nutné a stačí, aby mě}y stejn} stupeň a stejné koeficienty u tychŽ mocnirl r.
porovnáváním dostáváme obecně soustavu lineárních rovnic. v našem p ípadě

je to:

Partikulární ešení je

ao(r) - -fr
a obecné ešení nehomogenní rovnice je pak

11 : _a:l + a:_l,,
r0: _b:0 + b-0.

u@) - cle* * c2 -' - r.

Ll
ffi

l.

r
\



P íklad 2.LL Najděte obecné ešení rovnice a" - a' : r.

Řešení: I. Homogenní rovnice je

ll l
a" - a' :0,

p íslušná charakteristická rovnice je

Ta má dva jednoduché
rovnice tedy je

II. Analogicky jako
rovnice má jednoduch;

)2-)_0 :==+ 
^()_1) 

:o.
reálné ko eny .\r : 0, Áz :1 a obecné ešení homogenní

a@) : cleo, * c2e* - c1 * c2e* .

v p íkladu 2.10 je Q@) - atr * b. Avšak charakteristická
ko en 0, proto k - L Tedy

uo(r) - *L(ar * b) : ar2 +br.

_1.

Odtud
a'o:2ar*b ==+ aŠ:2a

a po dosazení qrjde

2a - (2ar +b) - r ==+ -2ar *2a - b - r.
Porovnáním vyjde

r1 : -2a_ 7 =+
r0:2a-ó-0 

->
Parti]<ulární ešení nehomogenní rovnice je

ao(*)-,(-:"- \
\ 2 ')

a její obecné ešení je

a@) - c1 * c2e* -

o: -*,
b-2a-

1o--rr--,

1)
-r- - r.2

2. í(*) _ P*(*)eon, kde P,(") j. polynom stupně n a a, R.
Pedpok1ádejme,z.ristf,nymkoenemcharakteristickérovnice
(2.22)i k:0, nemá-li tenffien.
Pak rovnice (2.21) má partikulární ešení tvaru

" ao(") - rkQn(*)"o' ,

kde Q, (r) j. vhodn} polynom stupně n s nezflám; mi koeficienty.
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Tamát i
je

P íklad 2.!2 Najděte obecné ešení rovnice atll _ 2a" :3e2,

Řešení: I. Homogenní rovnice je

alll -2a":0,
p íslušná charakteristická rovnice je

^3_2\2_0 
+ }r()-2)-0.

reálné ko en.., \L,2:0, }s - 2. Tedy obecné ešení homogenní rovnice

a@) : cleor * c2reo* + cge2* - cL * czr + cae2' .

II. pravá strana í (*) -_ 3e2* je typu polynom krát exponenciáIa; P itom

polynom p(") _ 3 je stupně n: a a a:2. Tuďíž Q@) - a (konstanta). Dále

!i*ro 2 je jednoduch}m ko enem charakteristické rovnice, tedY k - L Proto

Uo(') : trl a"2t : atre2t ,

Odtud

a'o : o"2* *2are2* + ať :
+ a'ď' :8ae2*

a po dosazení vyjde

2ae2'+2ae2* *4are2' : 4ae2* +4ar"2*

+ 4ae2' * 8are2* : L2ae2' + 8are2*

L2ae2* * 8are2, - 2(4ae2* + 4are2*) _ 3e2* ===+

Protože e2* + 0, dostaneme po krácení, že

4a_3 + o:1n.

Partikulární ešení nehomogenní rovnice je

uo@) : Xre2'
a její obecné ešení je

a@) - c1 * czr * cge2* +},"",

4ae2* : 3e2*

3. í(*) _ p,_(*)eo* cos 9r * Q_@)eo* sin Bn,kde P,_(*) je polynom

stupně m, Qn(") j. polynom stupně n a a,) 0 e R.
p edpokládejme, že číslo a * 0i je k-násobnYm ko enem charakteristické
rovnice (2.22)i k :0, nemá-li tento ko en.

Pak rovnice (2.2l) má partikulární ešení tvaru

uo@) : trk |R"(r)e*'cos 0r *,S"(r)eo'sin 0*],

kde s - max{ m,n) (je_Ii P,,(*) E 0, je s _ n, je_li Q.@) 3 0, je 
_s 

_ m)

e R" (") u S" (r) jsou vtrodné polynomy stupně s s neznám; mi koeficientY.

?

ů|

ď

EL
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Poznámka 2.8 e/ I když je P,,(r) nebo Q"@) nulovy, tj. pravá strana obsa-
huje jen kosinus nebo jen sinus, je nutné do ešení zahrnout .R"(") i ^S"(r), tj.
částskosinemisinem.
zz/Všimnětesi, žetyp3vsobězahrnuje pno P = 0typ2 (cosOr _ 1, sinOr:0).
Dále typ 2 v sobě pro 0 - 0 zahrnuje typ 1 (e0'- 1).

i,ii) Ye všech typech nesmíme zapomínat na faktor rk; jeho opomenutí zprlsobí,
že p i porovnávání koeficientri dostaneme sporn} systém lineárních rovnic.
zu/ Všimněte si, že u této metody lze tajít partikulární ešení jako první, tj.
i když neznáme obecné ešení homogenní rovnice; zda je číslo a * Pe ko enem
charakteristické rovnice, ově íme dosazením.

u) Lze dokázat, že dva kvazipolynomy - viz poznámka 2.7 - se rovnají prá-
vě tehdy, kďyž obsahuj í tytéž členy s tymiž koeficienty; jde o zobecnění věty
o rovnosti dvou.polynomri. Drikaz viz nap .lza, str. 3B]. V našem p ípadě tedy
budeme porovnávat koeficienty u cosrr, sinr, trcostr) rsinr atd.

ui,) Z p edchozích v; sledkri vyplyvá, že všechna ešení nehomogenní rovnice
s konstantními koeficienty mající na pravé straně kvazipolynom jsou opět kva-
zipolynomy. Tedy na její ešení lze použít Laplaceovu transformaci - viz po-
.qnámka 2.7.

P íklad 2.L3 Najděte obecné ešení rovnice

u" + 4u - e* cos2tr, 9(0) - 1, a'Q) - 0.

Řešení: I. Homogenní rovnice je

. ,. . a"+Aa-a,
její charakteristická rovnice je .

,\2+4_0.

Její ko eny jsou ÁL,2 : +2i. Obecné ešení má tvar

u@): cleot cos2r + czeD'sín2r - clcos}r * czsín2r.

strana í(r) -_ gt cos2r je t etího typu; p itom P(") - 1,

- 1, P - 2. Tttďiž s :,0, R(") : a, S(") - b. Dále čís}o
charakteristické rovnice, tedy k * 0. Proto

ao(r) - trO(o"* cos}r * be* sin2r) : ae* cos}r * be* sin}r.

Odtud

ae* cos2r - 2ae* sinZr * be* sin2r * Zbe* cos2r :
(o + 2b)e* cos2r + (b - 2a)e* sin2r,

_ (o + 2b)e* cos2r - 2(o + zb)e' sin 2r * (b - Za)e* sít2r *
+ 2(b - 2a)e' cos2r - (4b - 3a)e* cosZr - (ao * 3b)e* sin2r

II. Pravá
Q@) 30, a
není ko enem

m:0,
I+2i

a'O 
:

a'ď



obyčejnédií@ šších ád

a po dosazení vyjde

(4b - 3a)e* cos}r - @o * 3b)e* sín2r*
+ Aae* cos2r * 4be' sínZr : er cosZr,

tj.
(o+

Porovnáním vyjde:

4b)e' cos}r + (-4a * b)e* sin2r : er cosZr,

e*cos2r a*4b-]-,
e*sin1r z -4a*b:0.

Tato soustava má jediné ešení o : *, b : $. rartikulární eŠení je

ao(r)- l e' coskr * +"- sín2r
77

a obecné ešení nehomogenní rovnice je

(,_\ _ f._ ,"í\Q,),r Lr"_ si'.. 2r * L"* cos1r + L"*Sin2r.a@)-clcos?r*czsin2r* v fi-

Nyní dosadíme počáteční podmínky. Dostaneme

1

a@)-c1 *u:'+ cI:

Dále vypočítáme

, a'@) : -'Zctsinkr * kczcoskr * *"- cosLr - ?re'sin 
2r *

+ L"* ,i,,z|r+ : e* cosxr., 17 L,(

po dosazení d,ostaneme

9'(0) - Zcz

Hledané partikulární ešení

16 9 ,+Le*cos1r+Le*sín2r.a@) : Ž 
cos2r - ásín?r 

, L7- --_ _-J - 17- 
,LLL H

P íklad 2.L4 Najděte obecné ešení rovnice a"' + 2a" + a' : 12 + sinr,

Řešení: I. Homogenní rovnice je

a"'+2a" +a' :0,

16

L7

1
l-'17
je

*i-o + c2:-*



2.2 Lineární rovnice n-tého ádu 7L

charakteristická rovnice je

^3 
+2^2*A :0 =+ )(^+ 1)2 : 0.

Její ko eny jsou }r : 0, )2,3 : -1. Tudíž obecné ešení je

a@) : cleo* * c2e-* * cgre-fr - c! * c2e-* * cgre-* .

II. K určení partikulárního ešení nehomogenní rovnice použijeme princip
superpozíce - viz věta 2.3. Položme ír(") _ tr2 , íz(*) : sin r.

První část pravé strany ír(") _ 12 je typu 1, kde n - 2, tedy bude
Q@) : atr2 * br * c. Protože charakteristická rovnice má jednoduch ko en 0,
je k - 1. Pak

a{r) : trI(o*' * br+ c) : atr3 * br2 * cr-

Odtud

a|: 3ar2 * 2br * c :+ a'i = 6ar * 2b ==+ a'{' : 6a

a po dosazení máme

tj.

Porovnáním vyjde

6a * l\ar + 4b * 3ar2 * Zbr + c _ tr2,

3ar2 * (L2a + 2b)r * 6a + 4b * c - 12.

12: 3a_1 =+ o:*,
rl: t2a*2b_0 + b:-2,
ro: 6a*4b+c:0 -+ c:6.

Partikulární ešení je
1D

a,,@) -;13 -2r2 +6r.

Druhá část pravé strany íz(") - sin r je typu 3, kde P(") = 0, Q@) - 1,

n:a,0:0, 0:I, atedys:0, R("):a, S(") -b. Protožečíslo 0*Ii,-i
není ko enem charakteristické rovnice, je k - 0. Pak

ar@) : trO(acos r * bsinr) - 0cos r * bsinr.

Odtud

uL :-asin r*bcosr ===+ a'; --CI,cos r-bsinr ==+ ul' :asin r-bcosr

a po dosazení vyjde

asin r - bcosr -Zacosr - zbsinr - asin r *bcosr : sinz,

l
-
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Porovnáním vyjde:

-2acosr - zbsinr : sinr,

cosr: -2a:0 + a:a,
sinr: _2b:! + U:_*.

Partikulární ešení je

uz(r) : } 
,ir,".

Partikulární ešení celé naší rovnice je pak

at(r) * az(r) _ }"' - 2r2 + 6r -},i""

a obecné ešení je

a@) _ C1 + cze_, * cgre__ *,rr, _ 2r2 * 6r_ 
} 

,irr r.

poznárnka 2.9 vraťme se k fyzikátní interpretaci rovnice

a" + ata' * aza - í@),

kde /(") j. kvazipolynom. Pokud vyjde k ) 0,, tj, je t eba zv šit stupeň uvažo_

van ch polynom , jde o tzv. rezonanci. Homogenní rovnice PoPisuje tzv. vlastní

kmity soustavy, tálzto nehomogenní rovnice popisuje tzv. nucené kmitY sousta-

vy. prakticky ečeno, o rezonarrži 3d., pokud pravá strana nehomogenní rovnice

je Ťešením homogenní rovnice,

2.2.8 Eulerova rovnice

Jde o lineární rovnici s nekonstantními koeficienty tvaru

rny(n) * an_r*n-la("'-1) +.. .* afia' + aoa _ í@), r ) 0, (2,23)

kde at , ,i:0,... )n - 1, jsou reálná čísla,

T\rto rovnici \ze zavedením nové nezávisle Proměnné t vztahem r : et 
'

tj. t _ Ln r , p evést na lineární rovnici s konstantními koeficientY. OznaČme

,t"l _ a@\ _ u(t), tj.a(") _ u(lnr). Pro derivaci dostáváme podle pravidel

pro derivování složené funkce

. du dudt 1
l/ :: -:. ě: U. -)Ydrdtdrr,

111
-= , LL: 7.L -6 - --,l U
tr" tro r,,, _ d'a _ d,(i,, +) _ d,t . l + i, ( _+)u"- d"ď: d" - dr;-"\ ,2)

atd.

dil
dt

dt1
drr

---
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Nap . pro rovnici druhého ádu

*'a" * alryl * aoa - í@) (2.24)

vychází

* ap,t1,1 + ag,lJ, _ í("'),r
tj.

u + (q * 1)" * agu _ í("'), (2-25)

což je skutečně rovnice s konstantními koeficienty. Tento v; sledek platí pro li-
bovolné n.

obecně dostaneme rovnici

u(n) + bn_tu(n-t) * . . . + b. ,il +bo : í("r),, (2.26)

kde bl e R, ,i:0,1,... ,fr - I.
Je_li u t))...)u,(t) fundamentální systém rovnice (2.26),lze snadno ově it,

že u1(lnr) )...1u.(Inr) je fundamentální systém rovnice (2.23).

V; počet vyšších derivací y je poměrně pracn . Je však možné získat cha-

rakteristickou rovnici p íslušnou ke (2,26) p ímo z koeficientri a; rovnice (2.23).

Nap . pro rovnici (2.25) je charakteristická rovnice

^2+ 
(or-1))+00 :0, tj. 

^()_1)+a1)*0o 
:0.

Skutečně obecně platí - viz [14, str. 130], že

^'+ 
bn_tA'"-l +... *bt) * bo : }(} - 1) () - n + 1)*

* a,_r}(} - 1) .."(^ - n*2) +...+ a2)(.\ * 1) * at\ * oo.

Použití si ukážeme na p íkladu.

P íklad 2.1,5 Najděte obecné ešení rovnice ,3rttt + r'a" * 3ryl - 8y - 0.

Řešení: Položme:x _ et.Po transformaci vznikne lineární homogenní rovnice,
jíž p ísluší charakteristická rovnice

^() 
- 1)() 2)+ 

^(^ 
- 1) + 3) - 8:0,

tj.
tra-2^2+4^-8-0.

Tbansformovaná rovnice je tedy

ij-2u+4 *8u-0.

Tu jsme však ani nepot ebovali vypisovat.

* (,#- #r)
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Charakteristická rovnice má celočíseln ko en ,\r : 2 (ten lze najít postu-
pem uveden m nap . v [t3, str. 68]). Po vydělení ko enov; m činitelem 

^ 
- 2

dostaneme rovnici )2 * 4 - 0, která má ko eíIy )z,3 : +2i, Transformovaná
rovnice má tudíž fundamentální systém

ur(t) : e2t l lf,z(t) - cos2t, ur(t) - sin 2 ,

a tedy privodní rovnice má fundamentální systém

aÁr) - ul (tnr) : ezlnr - *2, az(r) - u2(1nr) - cos Z1nr,
Ug(r) - u3 (ln r) : sin 2 ln r,

Obecné ešení naší rovnice je

a@) : CLT2 * czcos 2lnr * ca sin }Inr,

Poznámka 2.10 Analogicky lze z ejmě postupovat i pro r { 0, pouze se zvolÍ

substituce r: -et. Ne vždyje nutné provádět to prakticky. I\aP . v P edchozirr'
p íkladu stačí upravit q sledek na tvar

a@) : cll2 * czcos ln ,2 +ca sin Inrz ,

ktery je definovan pro každé r l 0.

Cvičení
1. Najděte obecné ešení

1

,r
ď) a"' - (a")3

2. I\ajděte obecné ešení
lární ešení.

rovnic vyšších ád .

b) aQ) : e2* 
") 

,2a", _ (a"),

ry!) _y(a) f) (r+,2)a" +!J'' *1:0
následujících rovnic, znáte-Lí jedno resp. dvě parti}<u-

)
a) a" 1 -- 

a' + U :0, a

b)*'a"+ra'-(*-i
c)!J"+1a'-4r-0,rr,
ď) 4ry" *2a'*a _0,

sin r
r(r) : 

"
}9 - 0, a{r) :

ar@) - '2

cos r
,/'

ar@) - cos lft,
e) (2r_ r2)u" + (r'-2)u'+2(1 -r)a -0, at(r): et

f) r3rttt - 3r'a" * 6ryl - 69 - 0, ar,@): I, ar@): 12

V násleclujících p íkladech najclěte obecné ešenÍ, a pokud jsou dánY PoČáteČní
podmínky, i p íslušné partikulární ešení.

fi
#,,

tu

h"
{ti,tl

h

f,lrm
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3. u)
c)
e)
g)
i)

a. u)

c)
e)

f)

5. Variace konstant

u) Lt" -2a'*a -
c) a" *3a'*2g -

a" +2u'- 39 * 0

a" -6a'+9a _0
2a"+a'-a:0
a" - 4a'+ 13y _ 6

a" -6a'-0
a"'+9a'_0
ae) -8a" +L6y -g
64yG) * 48y(6) + I7a(a) * a" : 0
,a(5) - a' : 0, 9(0) - 0, a'@) - 1,

b) a" *4y -g
d) 3u" * 4a' - 0, 9(0) : 0, yQ) - _1
f) a" * 2a' * a - 0, 9(0) :2, a'Q) - -1
h) u" * 4u' * 5a - 0, a(") - -1, U'(n) - 5
j) a" : 0, aQ) - 3, a'Q) - -1

b) g(4) _ !3a" * 369 _ 6

d)a"'-3a"*3a'_a:0

a" (0) : 0, a"'(0) : 1, ,@ 1o; - z

,)

(_
O

e'
r

Z_

1

b)u"*4y-

d) a"' * 2a"

sin2 r
2-2r

13e* *1
6. Speciální pravé strany

a) ?J" - 6a' * 9a - 2r2
c) a" *4a'-5a -Ie)2a"*a'_a:2e*
g) a" - 4u' * 4a - 3e2*
i) ll" *a - cosr
1r)tt"*4u'l4_:xe2*
m) a" *a - rsinr
o) u" * lt - 5 - 3 cos2r * e*

q) g(r) _ 3aG) * 2a''' _ 8r _ 12
s) a"' - 4u" * 3a' : 12 + re2"

7. Eulerova rovnice

-r*3 b)u"-2a'*2a-2r
d)2a"*5a'-5r2-2r-1
f)Y"-a:e-'
h) a" -7a' *6u - sinr
il a" - 3u' * 2a - sin 2r * cos}r
I) tl" - 4y : e2* sin2r
n)u"-3a'*2a-r-e-2*+1
p) a" - a' _ 2(I - r), 9(0) : 0, a,(0) _ t
,) u"' - 3a' * 2?J - sin r * 2cosr
t) ?J"' * 2u" * u' - -2re-'*, 9(0) -- 2,

u'@): 1, E"(0) - 0

b)r'a"*ra'*a-,
d) r'a" -2*a'*2a*r-2r3 -0
I ray@) + 6r3utll + 5r'a" - ra' l a - Ln2 r - 4

a)

c)

,'a"
ll

u

-9ra'*2Lg_g,l]' u 2ulu

--r -r--rror

")r3a"'*ra'-U:0

Vysledky:

1.u) 12Inl"l+ h*c2r*csí2,b) #*ct*czr*cgrz *car3 *c5ra*c,6r5 *-

*crr6, c) cr {+c2r*cg-r?("*ct) In|r *ctl, d) *\/G;ztr*c2r*ce,
e) cr *c2r*carz*cars*c5r5, f) - t++h|1 *clrl+"r.2. u) "rT.g*czg1,
b) ft{", cos r * czsin r) , c) clrz + ?, d) 

"r 
cos {r * cz sin {i, e) cle* * czr2 ,
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f) clr*c2r2*cgr3. 3. u) cle* +cze-3*, b) ., cos}r*czsin}r, c) cle3*,*c2tre3',

d) 
", 

*c2e- t*, -! + 1"-i', e) cL -* *cze", f) cí -* *c2re-'i 2e-* *tre-*,

g) cr e2* cos 3r*cze2' sin 3r, h) cle-2' cos r*c 2e-2r sin r1 
"2Qr 

-r) (cos r-3 sin r) ,

i) 
", 

+cze6', j) ., *c2r; 5-r.4. u) c1 cos3r*c2 sin 3r*cs, b) cle2* +c2e-2'+

+cee}* *c4e-3*, c) ("r+ c2r)e2* *(", *car)e-",, d) (., + c2r*cgr2)e*,

e) (cr * c2r * cgr2) cor. ! * ("n* c5r * c6r2) sin t + 
"r 

* cgr, f-) c:,1e* * cze-' *

*cscosr* casinr*c5; e* *cosr 2.5. a) cle**czre'*re'ln|r|,
b) 

",. 
cos2r*czsit2r-cos 2rIn| sin rl- ("* } cotg r) sin 2r, c) clr'-* +cze-2'+

* ("-* * e-2*) In(e' + 1), d) ., iczr * cge-2' + In |r|. 6. a) (., + c2r)e3' *

+?*' + ** + ++, b) 
"*("rcosr 

* czsinr) * r * 1, c) cL *
9 27 27) 5,

d) 
", 

*cz"-E* + *r. _ **'+ *r,e) cle-* *czeŽ +"*, f) cle* +cze-* _ t"-,,
s) (cr *c2r)e2*+}r2e'*,h) cLe6'*c2e*+*,sinr* {acosr,í) c1 CoS r*czsinr*
+L"sinr, j) ct"'*c2e2* -}sin2r*ficos2r,k) (",+ c2r)e-2* +( -b)"'",
I) cle-2* + cze2* - *"" (sin 2r *2 cos 2r), m) (., - *) .o, r * (c2 + ž)sinr,
n) cle'+c2e2* + *, + Í _ ťr"-", o) c1 cos r* c2sinr + 5+ cos2r* *"*,

p) cr *c2e* *rzi e* +12,q) 4*c2r*caíZ *c+e'+cse,2'+*rn,r) cle2'+

*("r*cgr)e-r - }sinr, s) h*c2e* *cge3'+ *(3r'*LZr+26) + á(t -
2r)e2", t) cr * cz -* * cgre-* + (r+ ;) e-2* ; e-* (r - 4) + tr + @+ ;) e-2' .

7. u) ctr3 + c2r7,b) t + 
"rcosln l"l + c2 sinln |r|, c) clr * c2rln |rl+ *ln2 |r|,

d) "ln |r| + cp * c2r2 * 13, e) clr * c2rln |r| + cgrln2 |r|, f) clr * c2rlnr *

+?+?lnr*In2r.

2.g T]kázky aplikací rovnic vyšších ád
Rovnice vyšších ádli mají rozsáhlé aplikace. P ipomeňme jen,, že se vyskytu-
jí ,, mechanice, teorii pružnosti, teorii elektrickych obvodri a mnoha dalŠÍch.

Na obalu monografie [1a] je možné najít následujicí citát:

Fyzikální zákony se nejjednodušeji a nejp irozeněji formulují ve tvaru di-
ferenciálních rovnic; proto diferenciáIní rovnice studovali největší mate-

matikové a matematičtí fyzikové od dob Newtonovych.
G. BIRKHOFF - G. C. ROTA

p i studiu dalších p edmětri teoretického základu inžen ra i p edmětri sPeciali-
zace si sami ově íte, že uveden} citát je pravdiv;f.

Není možné, aby v tomto omezeném textu byly uvedeny vŠechny rnoŽné

ukázky aplikací diferenciálních rovnic. Omezíme se pouze najeden tYP rovnice,

.*..-

ď
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na ktery vede ada driležitl ch riloh. Jde o rovnici li,neórní,ho osci,látoru

a" +Zoa' *b2a- 0, a ) 0, ó > 0. (2.27)

Je to homogenní lineární diferenciální rovnice druhého ádu s konstantními ko-
eficienty . Všimneme si nejprve ťrloh, které vedou na tuto rovnici.

1. Kmity pružirry.

UvaŽujme pružinu o tuhosti k > 0, na níž je zavěšena ku}ička o hmotnosti
m } 0. Vychlflením z rovnovážné polohy začne kulička kmitat. P edpokládejme
dále, Že na pohyb prisobí odpor, ktery je riměrn} okamžité rychlosti. Nechť sou_
Činitel odporu je 

" 
> 0. Označme a(t) v chytku z rovnovážné polohy v čase

- viz obr. 2.2.P edpokládáme-li, že jde o malé kmity, plyne z druhého I{ewto-
nova zákona, že

TTl,a--ci1 -kg

p itom a je okamžitá rychlost

a - *, b: ,E, dostáváme pro

a i) je okamžité zrychlení. Označíme-li
g(ú) rovnici (2.27).

..c
-=+ il+-Ú+

n,L

k
-an,L

o

iv-o,

-0;

2. Matematické kyvadlo

jehoŽ hmotnost je zanedbatelná. Vych lením z rovnovážné polohy začne kulička
kmitat (v rovině). Označme ,e(t) ťrhlovou odchylku od rovnovážné polohy ,, čase
Ú mě enou v raďiánech - viz obr. 2.3. }{a kutičku prisobí gravitační síla mg,kd,e
g je gravitaČní konstanta. Její složka odpovídající směru tečny ke kružnici je
-mg sinrp. Označíme-li délku oblouku na kružnici odpovídající rihlu <p jako s,
je s * l9, atedy š - +P- -lp. Z Newtonova zákona pak máme

mle - -mgsin rp.

Pro malé rihly (lel < 5") ju sincp ' 9.Tedy

ml2 - -mgq p+

Označíme-Li 1/{ - b, dostáváme pro rp rovnici (2.27), kde a: O.

Kdybychom uvažovali i odpor prost edí, dostali bychom obdobně jako u pru-

vlastně linearizací - viz str. 51.



jné diferenciální tovnice

rt'(t) +Ri( )+

a po derivaci a ťrpravě

L,ž" + Ril +

označíme_li a - {L, b:

l

l"\lv\

\ \-

-0 + i" +ir **z_0.

, d,ostaneme pro i rovnici (2.27).

\

Obr. 2.3: Matematické kyvadlo

3. Elbktrick; obvod.

Uvažujme elektric\ obvod, v němž je rezistor o odporu R > 0 ohmri a in-

duktoro indukčnosti L> 0 henry. Včase -0 je kobvodup ipojenkaPacitor

i(t) proud v ampérech, ktery obvodem prochází v čase . Napětí na indukto-

ru, rezistoru a kapacitoru p i prrichodu proudu z(t) je postupné Lil G),, Ri(t)

" b í:i,(s) ds + u(0). Z druhého Kirchhoffova zákona dostaneme

t
i,(s) ds * u(O) - gbí,

1

C'
1

,/ rc

Všimneme si nyní podrobněji rovnice (Z.27).Tu popisuje tzv. ulastnÍ, kmi,tY

lineárního oscilátoru. charakteristická rovnice je

^2 
+ 2a\*b2 _0.

Obr. 2.2: Kmity pružiny

ť
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I. Jestliže a _ 0, je

)2+b2_0 + }1,2:

a obecné ešení má tvar

Obr. 2.4z ELektrick; obvod

0+ TW _ *i,b

a@) - clcos br * czsinór.

Jde o tzv. harmoni,cky li,neó,rní, osci,lótor. Yzotec obecného ešení je s ohledem
na aplikace obvykle vhodnější upravit na jinv tvar. Je-li y(r) netriviální ešení,
ju 

"?+ "3 
> 0 (aspoň jeden koefi.cient je nenulovy), a tedy lze psát

a@) :

Zvolme nyní rihel tp tak, aby

sinp--ffi, cos9-ffi,
Takov rihel vždy existuje. Označme ještě A - \/ďTa > 0. Pak

a@) : Á(sinpco br *cospsinbr) - Asin(br + 9).

Pro Á - 0 obsahuje tento vzorec i triviátní ešeni. Čisto Á se nazyvá ampli,tud,a
a ťrhel 9 fáze. Tato rovnice popisuje harmonické kmity. Jde o netlumené kmi,ty.

II. Je_ti a2 > b2, je

)1,2 : -2a*r/WW : -a*.

což jsou reálné rtrzné ko eny. Obecné ešení je

u@) : "ru?a+,,ffi:F), 
+ c2e.eo-'ffi)t
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Jde o neperiodické kmity, které nazyváme si,lně tlumené.

III. Je_lí a2 - b2, je

\ _ -2a+r/0 _AI,2: 
2 --a1

což je dvojnásobnlf reáln; ko en. Obecné ešení je

a@) : (ct * c2r)e-at .

Jde o neperiodické,kmity, které se nazyvají kri,ticky tlumené.

IV. Je-lí a2 < b2 , je

)1,2: -a*^F-o',
což je dvojice komplexně sdruženl ch ko enri. Označíme-Ií \F - a2 - a ) 0, je
obecné ešení tvaru

a@) : CIe-a' cos ar * c2e-o* sinu;r.

Analogicky jako u harmonického oscilátoru lze tento q sledek upravit na tvar

a@) : Ae-o' sin(c,,;r + p), A> 0.

Jde o periodické kmity, kterl se nazyvají slabě tlumené (ovšem sama funkce
Ae-o* sin(c",r + d není pro 0 l 0 periodická! ).

Prriběh ešení i;i" ,nárorněn na obrá zkll 2.5.

Poznámka 2.11 Podobně vyšet ování nehomogenní rovnice tvaru

a" +2oa'+b2a - í@)

ved"e natzv. nucené kmity, o nichž jsme se zmínili v poznámce 2.9 v souvislosti
s rezonancí. Zďe ovšem vysledek podstatně závisí na konkrétním tvaru budícího
,,členu" í (r).

80
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Harmonické kmity

Silně tlumené kmity

Kriticky tlumené kmity

Slabě tlumené kmity

Obr. 2.5: Prriběh ešení lineárního oscilátoru

,--._

l
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Kapitola 3

Systé*y obyčejn; ch
diferenciálních rovnic

3.1 Kvalitativní teorie

Dosud jsme se zabyvali jedinou diferenciální rovnicí o jedné neznámé funkci.
V této závěrečné kapitole si všimneme p ípadu n diferenciálních rovnic o n
neznámych, kde n ) 1 je p irozené číslo. Pro jednoduchost se omezíme jen na
systémy v explicitním tvaru. Dále se omezíme na rovnice obsahující pouze první
derivace neznámych funkcí, což, jak naznačíme níže v poznámce 3.1, není na
rijmu obecnosti.

Uvažujme n funkcí fl(r, rr,. . ., zn), íz(r, zL. . ., zn)). . . ) ín(r, zLl. . ., zn),
které jsou definované na otev ené množině Q C Rn+t. Systémen,L n di,ferenciál-
ní,ch roun,i,c,pruní,ho ádu o n neznám}ch funkcích a r))...)a*@) nazyváme
soustavu tvaru

a| :

a', :

h@,at,aZ,...)Ur),
íz(r, Ut,,az,,,,, a,.),,

ín(r,Ut,Uz) ",, ar),

(3.1)

\

Definice 3.1 Nechť (hr("),hz(r))...)h.(r)) j. n-tíce funkcí definovan;ích
na otev eném intervalu J. Tato n-tice se nazyvá ešení,rn systému (3.1), jestliže
kažďá funkce ht(r), i:1,... ,n, má derivaci na J, pro každé r J je splněno
(r,,hr(r), . . .,hn(")) e Q a platí

,l

J
t

l

,fr
ilťtr,

I
tr,,d

.ňt

\,,t
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hLr,hr,(r),. . ., h.(*)l ,,

íz|r, hr("), . . ., h*(r)],

ín|r, hr,(*) ) . . . ) h-(*)]

pro kažďé r e J.

Zďtttazněme ještě je,Cnou, že jed,ní,rn ešením systému (3.1) j* n-ticefunkcí;
za každou neznámou g; musíme dosadit jednu funkci ho(r).

DaIším pojmem, kter; zavedeme, bude počáteční ťrloha.

Definice 3.2 Nechť je dána (n + l)-tice (ro,"r,...,cn) CI. Pak ťrloha najít
ešení (ar@))...)u.@)) systému (3.1), které je definované na nějakém intervalu

/ obsahujícím to & takové, že

a{ro) - c1, az(ro) - c2, . . ., U,("o) : cn)

se nazyv á Cauchaoaa počó,teční, ,tohapro systém (3.1).

V daném bodě r9 tedy p edepisujeme hodnotu každé složky ešení.
Zápís systému (3.1) je dost těžkopádrrY. Proto budeme používat následující

vektorovou symboliku. Označme

U - (ar,...,a,-)T a í - (ír,...,í.)r;
zďe r značitransponovanou matici, tj. ádek se mění na sloupec a naopak. Tedy
/ chápeme jako zobrazení Q do,B', které (r+l)-tici čísel (*,,ar)...,U,.) : (*,a)
p i adí n-tici čísel

(3.2)

hi@)
hlr(")

hI.(r)

( ír@,a) \ ( í{r,ut,. . .,an) \
Í (*'a) : 

t, í.(r, y1 ) 
_ 

t, í,'(*, rri, . ,, an) )
Dále derivací matice, jejíž prvky jsou funkce, bud,eme rozumět mat
jsou derivace prvkri privodní matice,.tj. nap .

a,(*)-(a{,r) )': ("',' \
= 

t, ,,|(*) ) 
: 

t ,'^i(*) )
I\yní je možné systém (3.1) zapsat velice snadně jako

a' : í@,d.

ici, jejíž prvky

lr
i --'č!

-_-:q f-, / ** '. i' ' .-.

\,l' :: -t iu ,-t{ ; = __i i "x t í.i
il J \ i 

0", l '(



Systémy obyčejn ,ch difercnciá]ních rovnic

Na obou stranách této vektorové rovnice jsou sloupce. Porovnáme-Ii jejich prvky,
dostaneme právě systém (3.1)

Všimněte si, že formálně vypadá zápis (3.2) jako jedna rovnice prvního ádu
v explicitním tvaru - viz (1.2) na str. 2. Toje obrovská p ednost, která nesmírně
usnadňuje zápis systémri diferenciálních rovnic.

Podobně, označíme-li c : ("r, . . ., cn)T, lze Cauchyovu počáteční ťrlohu
stručně zapsat takto:

g' : í@,a),, a@o) - c.

84

Označme

Platí tudíž

a'L : a'
aL *a"

,:

u|_t: ,(n-L): Un,

a'* : 
'(n) 

_ í(r,U,U',...,E('-')) _ í(*,Ut,Uz. ...)Ur),

což vede k systému

aZ,
ag,

Un,

í(r,at,...,an).

Dále si ukážeme, že diferenciální rovnici n-tého ádu v explicitním tvaru lze
chápat jako speciální p ípad (3.1). Jde o rovnici

(3.3)

(3.4)

a'L

uL

(3.5)

a'.-t
U'.

To je systém tvaru (3.1), kde

í{r,at,...,an)
íz(*,,Ut, . . , ,,Ur)

Ín_t(*,ar, , , , ,an)

Z ejmě platí 
Ín(r'at'' " ' 'a')

aZ,
ae,

an,
í(*,Ut,...,Un).

Věta 3.1 Funkce a@), r e I, je ešení,m rouni,ce (3.4) práuě tehdy, když
(y(") ,a'(r))...)a@-')(")) je ešení,m systému (3.5).

fl\

]



Tedy z v; sledkri t kajících se systému (3.1), které jsou uvedeny dále, plynou
mimo jiné i v sledky o rovnici (3.4), které jsou ve druhé kapitole, ale i qisledky
o rovnici (3.2), kde n: L, tj. v; sledky první kapitoly. Všimněte si, že i počáteční
ťrlohy pro rovnici (3.a) a systém (3.5) si odpovídají.

Poznámka 3.1 Analogicky je možné i systémy vyššího ádu s osamostatně_
n; mi nejvyššími derivacemi p evést na systémy prvního ádu s větším počtem
neznám ch.

Definice 3.3 Řekneme,že počáteční ťrloha (3.3) má práuě jedno ešení,,jestliže
pro každou dvojici ešení

]

h("): (hr(r),. ..,hn(*))', r e I, k("): (kr("),. ..,k,"("))', r , J,

této ťrlohy existuje okolí O bodu 16, O c I n J, tak, že

Řeknem e, ževektorová funkce í (*,y) splňuje Lipschitzovu podmínku, jestli-
žekaždájejí složku ío(*,ur,..., Un), i: L,..., n, splňuje Lipschitzovu podmín-
ku ve smyslu uvedeném na str. 49. Podobně spojitostí f (r,y) rozumíme, že
kažďá složka í{r,Ut, . . .,Un) je spojitá.

Nyní lze dokázat

Věta 3.2 (O existenci a jednoznačnosti) Nechť í(*, je spoji,ttá na O.
Pak pra každé (ry c) Q má počáteční, ,loha

a' : í@,a), g(ro) : 
"

alespoň jedno ešení,.
Splňuje-li, nauí,c í(r,a) u každém bodě Q lokálně Lipschi,tzouu podmí,nku, je

tato ešení, jedi,né.

P edchozí véta nám zaručuje, že za jistl ch podmínek procházi každ;fm bo-
dem (*o, 

") 
množiny Q (aspoň jedno) ešení, které je definované na jistém inter-

valu, jenž je okolím bodu rg. Doposud jsme se však nezajímali (ani pro jednu
rovnici) otázkou, jak moc velky mriže tento interval b t. To vzápětí napravíme.
Vzhledem k tomu, že jedna rovnice (i vyššího ádu) je speciálním p ípadem
systému (3.2), budou následující vysledky platit i pro rovnice vyšet ované v ka-
pitolách L a 2.

Definice 3.4 Nechť gt@), t e It, d az@), t e .[2, jsou dvě ešení systému

;i}.* e, že a!r) je prold,louže'ní,m az@), jestliže It ) Iz apro kaž,C é r e Iz je
uÁx) : yz@).
Řešení at@) nazveme alastní,m proďloužením uz@), jestliže je jeho prodlouže-
nímapitomIt*Iz.
Řešení a@) systému (3.2) se naz vá {lptné, jestliže neexistuje jeho vlastní pro-
dloužení ( íkáme též, že je neprodloužitelné).

l



86 Systémy obyčejn ,ch diferenciá]ních rovnic

ÚTpIné ešení je tedy právě to ešení, jehož definiční obor již není možné

zvětšit. Platí pro ně obdoba věty 3.2.

Věta 3.3 Nechť í(r,g) je spoji,tána{l. Pak pro každé (*o, c) Q md, počátečnÍ,
(1,1oha

a' : í(*,,a), a(ro) - c

alespoň jed,no {tplné ešení,.

Sptňuje-l,i, nauí,c íir,a) a každém bodě Q lokátně Li;pschi,tzouu podmÍ,nku, je

toto plné ešení, jedi,né.

Vlisledky o ťrplném ešení lze podstatně prohloubit, avšak to je již mimo
rámec těchto skript. Zájemce odkazujeme nap . na práce [14, str. 22] nebo téŽ

[zo, str. a0].

3.2 Lineární systémy
Tak jako ve druhé kapitole, i zde se omezíme na studium lineárních systémri.

Jejich vyznmn by bylo možné zdrivodnit podobně jako u jedné rovnice vyŠšího

ádu -víz str.51. I zde lze provést linearizací, tj. nahradit pravé strany (3.1)

totáIním d,iferenciálem se st edem v nějakém ešení a pak zanedbat zbytek. De-

taily provádět nebudeme. Stejně tak by bylo možné hovo it o spojité závislosti
ešení na počátečních podmínkách a parametrech. Literatura uvedená v kapitole

2 na str. 53 se tl ká pŤevážtě i systémri.

A nyní již p ejdeme ke studiu lineárních systémr.i. Systém tvaru

a| _ an(r)n+",+ am(r)Un* br(r),

aL - azt(r)n+",+ a2.(r)an+ br(r),

: (3,6)

a'._t - an-n(*)a, + " , * an-m(r)Un * bn_r(,),

a'. : aa(r)at*",+ ann(r)a,+ b,(,)

se nazyvá li,neární, systém obyóejn}ch diferenciálních rovnic prvního ádu.

Tento systém se nazyvá homogenní,,jestliže platí, že b,i(r) = 0, 'i - 1,,...,fr.
Pokud alespoň jedna funkce ba(r) není identicky nulová,, nazyvá se systém ne-

homogenní.
Protože zápis (3.6) je velice komplikovan , pokusíme se opět pouŽÍt matico-

vou symboliku. Označme

A(r) -
',')|n'r) 

, B(") - ( 
uu',no'r) 

, a(r):( 
?,rn'r)
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ÚTphé ešení je tedy právě to ešení, jehož definiční obor již není možné
zvětšit. Platí pro ně obdoba věty 3.2.

Věta 3.3 Nechť í(*,a) je spoji,tána{l. Pak pro každé (*o,,c) Q má počd,teční,

,loha

a' : í@,a), a(ro) - c

alespoň jed,no tj,plné ešení,.

Splňuje-li, nauí,c íi*,a) u každém bodě Q lokálně Li;pschi,tzouu podmí,nku, je
toto ,plné ešení, jedi,né.

V; sledky o riplném ešení lze podstatně prohloubit, avšak to je již mimo
rámec těchto skript. Zájemce odkazujeme nap . na práce [t4, str. 22] nebo téŽ

[zo, str. s0].

3.2 Lineární systémy
Tak jako ve druhé kapitole, i zde se omezíme na studium lineárních systémri.
Jejich vyznmn by bylo lnrrožné zdrivodnit podobně jako u jedné rovnice vyššího
ádu - víz str. 51 .I zďe lze provést lineatizaci, tj. nahradit pravé strany (3.1)

totálním diferenciálem se st edem v nějakém ešení a pak zanedbat zbytek. De-
taily provádět nebudeme. Stejně tak by bylo možné hovo it o spojité závislosti
ešení na počátečních podmínkách a parametrech. Literatura uvedená v kapitole

2 na str. 53 se t;íká p evážně i systémri.

A nyní již p ejdeme ke studiu lineárních systémri. Systém tvaru

a'L _ an(r)n+",+ aLn(r)an* br(*),

aL _ azt(r)W+",+ a2.(r)a,* br(*),,

: (3.6)

a'-_t : an-rr@)a, + " , * an-u(r)gn * bn_r(,),

a'. - aa(r)Ur*",+ a,,(r)an* b"(r)

se nazyvá li,neární, systém obyčejn}ch diferenciálních rovnic prvního ádu.

Tento systém se nazyvá homogenní,,,jestliže platí, že b,i(r) = 0, 'i, - l,,...,fr.
Pokud alespoň jedna funkce h(r) není identicky nulová, nazyvá se systém ne-

homogenní,.
Protože zápis (3.6) je velice komplikovan , pokusíme se opět použít matico-

vou symboliku. Označme

orr(*) au(r)
A(r) - :

orr,(r) a.,(r)



3.2 Lineární systém.

naz rvat maticí koeficientri systému (3.6) , B(r) sloupcem
sloupcem neznámych. Nyní lze snadno ově it, že (3.6) je

u' : A(r)a * B(r), (3.7)

kde Á(r)Y znaČÍ souČin dvou matic, * značí součet matic a derivace se provádí
po složkách.

Věta 3.4 Nechť mat,i,coué funkce A(") a B(r) jsou spoji,té na oteu eném i,nter-
ualu I. Pak pro každé ro e I a c e Rn má počáteční, ,loha

a' : A(")a + B(r), a(ro) : ",
práuě jedno ( plné) ešení,, které je definouané na celém I .

V dalŠÍm budeme automaticky p edpokládat (pokud nebude v;íslovně ečeno
jinak) ,, že A(r) u B(r) jsou spojité.

Pro lineární systémy rovněž platí princip superpozice. Drikaz je obdobrry
jako u jedné rovnice prvního ádu.

Věta 3.5 Nechť ut@) je ešení, systémlu at - A(r)a t Bt(*) o az@) je ešení,
systému u' : A(")a * Bz(r). Nechť c1, cz e R. Pak sloupec ctat(") + czaz@)je ešení, systému a' _ A(r)u * ct Br(r) + c2B2(r).

VŠimněme si vztahu lineární diferenciální rovnice n-tého ádu a systému.
Použijeme-li na rovnici

Matici A(") budeme
prav ch stran a a(r)
ekvivalentní zápisu

postup

a'L

ai

a'.-t
a'-

Tedy

a@) + an_L(r)a("-t) * . . . + al,(r)a' * ao(")a - b(r)

uvedeny na str. 84,, má systém odpovídající systému (3.5) tvar

UZ,

US,

an,,

-&g@)a, - al(r)a, - cl2(r)a, - an_1(r)u, + b(r).

(3.8)

(3.9)

A(r) -[

01
00

00
-oo(r) -o,,(*)

000
100

óói
-az(r) -o,_r(r) -an_r(r)



diferenciálních

0
0

ó
b(*}

odpovídající systém (3.9) je tudíž rovněž lineární a velice speciálního tvaru.

Naopak t<azaemu systdmu tvaru (3.9) odpovídá jedna rovnice n-tého ádu tvaru

(3.8). V tomto smysiu jsou tedy (3.8) a (3.9) ekvivalentní.

3.2.1 Homogenní systémy

Jde o systémy tvaru

B(r) -

u|: an(r)ar * ",
:

a'* : a6(r)y *

+ aln(r)an,
tj. maticově a' : A(")a. (3.10)

... + ann(r)Un,

Z věty 3.4 a z principu superpozice bezprost edně snadno vYPl; vá volbou

B r) - Bz(") = 0 následující věta.

Věta 3.6 Jsou-li, a!r) a az@) d,uě ešení, systému (3.10) a c e R, pak také

at@) + yz@) a cgt@) jsou ešení, tohoto systému,

Teda ešení, systému (3.10) tuo í, uektorouy prostor. Jeho di,menze je n.

poznámka 3.2 označíme-li g zobtazení, které n-tici funkcí (r. slouPci)

a@) : (yr("), . . ., a,@))r majících spojité první derivace p i adí novou

"_tici 
funkcí gi(r) _ A(r)y(r), tj. g@) - u' - A(*)a, snadno se ově Í, Že

jde o lineární zobtazení vektorového prostoru V1 n-tic funkcí se sPojitou První
derivací do vektorového prostoru V2 n-t\c spojit ch funkcÍ. TedY a@) je eŠení

(3.10) právě tehdy, kďyž _ť(g) - 0, tj. když a je prvkem jádra 9. PÍedchozí

věta íká, že defekt g je n.Z véty 3.4 pak dále plyne, Že ke kaŽdému sPoji
tému sloupci B(") Vz existuje a@) Vt tak, že 9(g): B(r), Tedy 9 je

zobtazení V1 na V2 , tj . tzv . surj ekce .

Zvolme nyní nějakou bázi a!r),..., g.(r) v prostoru eŠení rovnice (3.10).

Označme
aa@) : (at,i(r),azt("), . . . lani(r))', i, : L,.. .,fr.

Tuto bází naz váme fund,amentólní, systém soustavy (3.10). Matice

un(r) al"(r)

U*r@) U*n(r) )
Y(r) -
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sestavená ze slouPcťr aJr)). . .)a.(r), se nazyvá fund,amentální, mati,ce systému
(3.10).

Dále pro libovolnou n-tici ešení aÁr), . . ., a*@) definujeme

W(ar)...)U,.) :
un(r) un(r)

aa(r) Unn(r)

Tento determinant naz rváme uTonski,ón. Platí

Věta 3.7 Bud' jeW(ur)...1a,)=a naI, nebo jrW(u1l... ,Un) t'0 na I.

Tento v;ísledek dává smysl následující větě.

Věta 3.8 MnoŽi,nan eŠenÍ!t1 ...)gn systému (3.10) je li,nedrně nezáuisld, prá_
uě tehdy, když W(at,. . ., a.) * 0 na I.

K ově ení této podmínky tedy podobně jako u rovnice n-tého ádu stačí ově it,
Že v jednom konkrétním ro I je W|a Jro) ) . . . ) a,@o)] * 0. Z p edchozívěty
dále plyne

Věta 3.9 FundamentálnÍ, matice Y(") je regulární., tj. eri,stuje k ní, inuerzní,
matice V-'(*) .

z véty 3.6 dostáváme rovněž následující driležité tvrzení.

Věta 3.10 Je-li,aÁr))...,a,@) fund,amentální, systém soustauy (3.10) , je obec-
né ešení (3.10) tuaru

a@) : ctat(") +...+ cnan(r), cll ...,,cn fi.

Označíme-li c: (cr 1...)c,,.),lze obecné ešení zapsat ve tvaru

(") - Y (r)c,

kde Y(") j* fundamentální matice.
Zb rvá tedY urČit nějaky fundamentální systém. Bohužel, vysledek je obdobn}

jako u jedné lineární rovnice ádu n } 2. Obecně neumíme najít furráamentální
sYstém sloŽen z elementárních funkcí, i když koeficienty aej(r) jsou elemen_
tární funkce. Tuto rilohu jsme v porCstatě schopni zvládnout, pokud jsou au@)
konstanty. Tím se budeme zabyvat později.

(3.11)

(3.12)
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3.2.2 Nehomogenní systémy

Jde o systém tvaru i

a':A(")a+Il(r). (3. 13)

použitím principu superpo zíce zvěty 3.5 se snadno ově í (Podobně jako v dťrkazu

věty 1.7, která se t}?ká jedné rovnice prvního ádu), že platí

Věta 3.11 Nechťgt(r),..., a.@) je fund,amentálnÍ, systém homogennÍ, sousta'

aa al _ A(r)g o iotiii" paňi,kal,ární ešení, systému (3.13) . Pak obecné eŠenÍ,

systému (3.13) md, tuar

a(r): c.ar(") +.. ,* cngn(") + go(r) l ct) ",)cn e R,

To lze maticově zapsat ve tvaru

a@)-Y(r)"*go(r),

kde Y(") j. fundamentální matice o" C: (.r,. .,,,c?.\T, opět tedy platí dritežit

princip, se kter;rm jsme se již dvakrát setkali. označme

OŘHSLDR. .. obecné ešení homog. syst. lineár. dif. rovnic
pŘHSLDR. partikulární ešení homog. syst. lineár. dif. rovnic

OŘNSLDR. .. obecné ešení nehomog. syst. lineár. dif. rovnic
pŘNSLDR. partikulární ešení nehomog. syst. lineár. dif. rovnic

Pak

p edpokládáme_Ii,že známefundamentální systém p ísluŠné homogenní Sou-

stavy, zbyvá popsat, jak najdeme partikul ární eŠení nehomogenního sYstému.

Univerzální metodou je znovu variace konstant.

variace konstant

Myšlenka je obdobná jako u jedné rovnice, tj. nahradit v obecném eŠení (3.11)

konstanty ct. ...,)c,, vhod,n; mi funkcemi Kt(r),. .,,Kn(") u najít partikulární

ešení rovnice (3.13) ve tvaru

ao@) - Kt(dar(") + ",+ K*(r)a.@),

Dosadíme tento tvar do rovnice (3.13). K tomu nejprve urČÍme a'o@). Vzhledem

k tomu, že,derivace matice se provádějí po sloŽkách, ově í se velmi snadno' Že

pro derivaci součtu a součinu dvou matic platí naprosto obdobné vzorce jako

]

t]



3.2 Lineární systém,

pro derivaci součtu a součinu dvou funkcí. Podrobněji, jsou -tí M (r) a AI(r) dvě
matice, které lze seČÍtat resp. násobit a jejichž prvky mají ,cerivacá, platí

(M (r)+/V("))' : M'(r)+JV'(r), (M (r)N ("))' : M'(r)N(r)+M (r)^r'(r).

Označme ještě K(") : (Kt(r),. . ., Kn("))' . Pak

u o@) - Y (r) I{ (r) -> a'o@) : Y' (r) I< (r) + Y (r) I{' (r) ,

kde Y(r) je fundamentální matice. Po dosazení do (3.13) vychází

Yl (r) I{ (") + Y (r) I{' (r) _ A(r)Y (r) I{ (") + B (*) ,

(vynech áme r)
y'K +y I{l _ Ay I{ + B.

je Yl I{ - AY I{, a tedy .fií' musí splňovat rovnici

YI<| - B.

JelikoŽ Y(*) je regulátni, existuje inverzní matice ),-L(r), ktelou vynásobíme
p edchozí rovnost zleva. Vyjde

K' (r) - r'-l1rla 1r1.

chápeme-li integrál z matice opět tak, že ho provádíme

Protože Y|

K(*) : 
Iv-r(da@) d,r

(urČÍme jednu konkrétní primitivní funkci, tj. volíme nap. nulové integrační
konstanty). Pak

ao@) - y ro f v-'(") B(r) d,r

a obecné ešení rovnice (3.13) má tvar

po složkách, lze psát

(3.14)

a@)-Y(r)c+ (3.15)

kde c je libovoln sloupec konstant.

PostuP budeme ilustrovat na p íkladu. Nejprve však ještě uvedeme následu_jící celkem samoz ejmou poznámku.

Poznámka 3.3 Co se tyká praktického ešení počáteční rilohy (homogenního
nebo nehomogenního systému), postupujeme jako u jedné rovnice, tj. nejprve
najdeme obecné eŠení a pak dosadíme počáteční podmínky a určíme konstanty,
coŽ vede na eŠení lineárního algebraického systému rovnic, kter;f má jediné
ešení.

y(*) 
Íy-'(da@) d,r,
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ově te, že at(") _ (_r,ry)', az@) :(_ry, T)'P íklad 3.1

je fundamentální systém homogenní soustavy p íslušné k

a',

aL

+ az +
az +r

_Ut
r

-9t

2 sinr, r)a,
2 cos r,

a najděte jeho obecné rešení.

Ěešení: Po dosazeni do p íslušn ch homogenních rovnic vyjde pro gr

/sinr\' rcosr-sinr 1 sinr cosr
l l 

-- *-,\"l-T- r r r

(ry),- -rsin r - cosr sin r 1 cor
12

rsinr*cosr / cosr\ slnr
tT- l\r/tr

/ cosf;r 1 sinr
| - - 

-s
\r/trr

a pra a2

(*-)':

(ry)':

1

r12

rcosr - sinr
12

tedy yt i y2 jsou ešení homogenního systému. Označme

/ sinr _cosr \y(r)-[ ."1" ,i,,1 l,
\-"/

B(*): ( ;:il",)

Protože detY(r) - ++S - + l0 pro r) O,je Y(r) fundamentální
matice. Dále vypočteme Y-'("). Postupně máme (víz nap . [32, str.43])

/ Srnff cosr \
adjy(,) _I " .',l

\ _cosr Sln
\rr/

a tedy

Y-L(") - ffi :tr2adjy(r)
)

:( rsinr rcosr
-rco r rsinr

rr
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Nyní podle vzorce

y-I@)Br") : (
:(

Tedy

íy-,@)n@)dr:( 
íí;í: 

):(Ť )
Partikulární ešení má proto tvar

(3.15) určíme

rsinr rcosr \ / Zsinr \
-rcosr rsinr )( Zcosr )

2r sin2 r * 2r cos2 r \
-2rsin r co r * Zrsin r co r, )

y(,) 
Íy-'(da(r)dr 

_ (
\

:('; 
)

ao@) :

a obecné ešení je

a@)-Y(r)"+90(r)

tj.

sinr _cosr
rr

cos r sin r
C1 \ ( rsínr
c2 / 

* 
\ rcosr ),

)(

:(

sinr *cosrrr
cos r Sln í; (Ť ):(

r sínr \
rcosr, )

/ \ sinr cosr
utlr) : "' ,--C2^rr^+ 

rsinr, 
CllczQR.

ar@) - Cl-C"'" + .2l-' * rcos rr,rr

3.3 Lineární systémy s konstantními koeficienty
Jak jsme se již zmínili, neumíme obecně najít fundamentální systém homogenní
soustavy, pokud jsou koefi.cienty skutečně funkcemi r. Y p ípadě, že jde o kon-
stanty, je situace vyrazné pŤíznivější, neboť jsme schopni v podstatě efektivně
najít fundamentální systém (až na problém nalezení ko enri polynomri).

Uvažujme tedy systém

a'L: anUt +... + alnan,

: tj. maticově a' : Aa,
y'": an7UI + ... + annan,

kde Á je konstantní matice. Ke standardním metodám pat í postup za\ože-
n;i na Jordanově12 kanonickém tvaru matice, kter ovšem vyžaduje znalost

l2Marie Edmond Camille Jordan (1832-1922) (čti žordan) 
- 

vyzna,mny francouzsk
matematik. Zabyval se matematickou analyzou, algebrou, teorií funkcí, topologií, krystalo-
grafiÍ, kinematikou, stabilitou, geometrickou pravděpodobností, teorií čísel a diferenciálními
rovnicemi. Jeden z tv rcri moderní matematiky.

(3.16)
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Weierstrassovyl3 teorie elementárních dělitelri. Dále je to postup využívají_
cí normální systém vektor matice, ktery vyžaduje znalost Weyrovy74 teorie
a Weyrovlich charakteristik. Jak teorie elementárních dělitelri, tak jí ekvivalent-
ní Weyrova teorie pat í do lineární algebry a jde o relativně složité q/sledky.
Jejich znalost je mimo rámec běžn;irch znalostí, které ínžerryíí z této oblasti
mívají. Z toho drivodu ripln;f popis obecného ešení systému (3.16) činí potíže.

My si ukážeme nejprve tzv. eliminační metodu, která je sice co do algoritmu
jednoduchá, ale nedají se dost dob e teoreticky popsat komplikace, které mohou
nastat. Proto se pro větší systémy nehodí. Dále si všimneme metody využívající
normální systém vektorri, ale jen ve speciálních p ípadech. V posledních letech se
objevily nové, velice ričinné metody, které bohužel zatím nejsou p íliš rozší ené.
Lze icl že jsou jednodušší než v;iše zmíněné metody (mají podstatně menší
nároky na znalosti hlubších partií lineární algebry). Jsou vesměs za\oženy na
Cayleyově15-Hamiltonově16 větě. My si uvedeme alespoň jednu velmi elegantní
ukázku.

3.3.1 Eliminační metoda
Tato metoda je použitelná i na nehomogenní systémy tvaru

U| : anat

: anLUL +

+ alnUn + at(r),

* annan * ar(r),

á c"t(r) jsou funkce, mající dostatečnl počet derivací.
že se systém n rovnic prvního ádu p evede na jedinou
ádu (s konstantními koeficienty). Naznačíme si nyní

(3.17)

a'"

kde ali jsou konstanty
Princip spočívá v tom,
}ineární rovnici n-tého
postup.

I. Zvolíme jednu rovnici " (3.17), nap . a tu zderivujeme. Vyjde

a'í. : anu| * * amaln + a\(r).

Do pravé strany této rovnice ,dosadíme za ai,...,a'^ ze (3.17). Po ripravě d,osta-
neme nějakou rovnici tvaru

a'l : bth + " ,* bnan + 0@), bl R,
13l(arl Theodor Withelm 'Weierstrass (1815-1897) (čti vajrštras) - v znar,mn němec-

k matematik. Zab;fval se matematickou anal zou, analyticfu mi funkcemi, variačním počtem,
diferenciální geometrií a lineární algebrou. Jeden z největších matematikri všech dob. - ,\.;

laEduard Weyr (1852-1903) (čti vejr) - česk matematik. Zab val se projektivní geo-
metrií k ivek a ploch, algebrou, teorií matic a matematickou analyzou.l5Artur Cayley (1821-1895) (čti keti) - anglic\ matematík. Zab rval se algebrou, algeb_
raickou geometrií a teorií invariantri. Zahájil rozpracování teorie matic.

16william Rowan Hamilton (1805-1865) (čti hemilton) - irskjl matematik. Zabjrvat
se matematickou optikou, mechanikou a variačním počtem. Vymyslel kvaterniony a zavedl
pojem aektor. Pracoval též v geometrii, algeb e a diferenciálních rovnicích. Ve 13 letech miuvil
obstojně t inácti ja,zyky.

t
ů

t
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II. Získanou rovnici opět zderivujeme, tj. dostaneme rovnici

a'{' : bg|+ . . . + b.a'. +' (r),

a do ní znovu_ dosadíme ze (3.17) za all,. . . 1yl.. Yyjde

a'{' : crat +,.. * cnan + l@), ci e R, ,i - l,...,fr.
III. Tento postup opakujeme, až dostaneme rovnici

aÍ') - důt+ .. .* dnan+ ó(r) , dt R,, ,ž - !,...,,fr.

IV. Nyní máme soustavu rovnic tvaru

: attat + ", + &Inan * a(r),
- bút+...+ bna,+0(r),

:

(n\
ai'"' - důt + ... + d,an + d(").

Z tohoto systému postupně vyloučíme neznámé ar,,..,an, a to tak, že nejprve
z Ptvní rovnice v (3.1B) vypoČteme nap . Uz a dosadíme do zbyvajicích rovnic.
TÍm se PoČet rovnic o jednu sníží a nebude zd,e již az. Nyní opět z ptvní ze zby-
vajících rovnic, tj. z té, která obsahuje a'{, vypočteme napŤ. a* dosadíme do
ostatních atd. Nakonec nám vyjde jedna rovnice n-tého ádu pro 9t(r). Najde_
me obecné eŠení této rovnice, které bude obsahov at n konstant

V. Obecn} tvar u{r) dosadíme do levych stran v (3.1B) a ze vzniklych rovnic
jíž pouze algebrai,cky,vypočítáme az(r),) . . .1u,@).

ť]skalím této metody je, že v kroku IV. se mriže stát, že nedojdeme až k aÍ ,
ale jiŽ d íve nastane situace, kdy všechny neznámé ar)...)an sE vyruší. róay
pro 9r(r) tudíŽ dostaneme rovnici nižšího ádu než n, Její obecné ešení bude
proto obsahovat méně neŽ n konstant. Pak nezbyvá než dosadit gl(r) do (3.17)
a obdobně jako pro 9r(r) vytvoŤit z těchto rovnic diferenciální rovnici pto y2(r).
To se mriŽe několikrát opakovat. Musíme pokračovat tak dlouho, až dostaneme
n integraČních konstant. Jin; mi slovy, mriže se stát, že se systém nepod,a í p e-
vést na jednu rovnici n-tého ádu ale na někotik rovnic nižších ád (součet
jejich ád je ovŠem n). Je obtížné popsat, kdy tato situace nastane. Souvisí to
jednak s tím, Pro kterou neznámou budeme vytvá et diferenciální rovnici a zd,a
jsou některé sloŽky vlastních vektorri (viz niže) v ádku odpovídajícím zvolené
neznámé nulové, jednak se strukturou normálního systému vektorri.

Najděte obecné ešení systému

- 4yt 3az + sin r,
_ 2at az 2 cos r.

a't

a'{
(3.18)

ai
ai
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Řešení: Vytvo íme nap . rovnici pro 9r. Derivací první rovnice vyjde

u'{ _ aa| - 3aL + cos r

a tedy

a'l - 4(4u - 3az* sin r) - 3(2n - az- 2cosr) + cosff _

Ze systému

,'{:laar- 9az*4sin'r*7cosr ] 
(3'19)

nyní vyloučím e az.Odečteme-li trojnásobek první rovnice od druhé, dostaneme

a'l -3a'-,,: -2at*sin r*7 cosr :==+ al -Syi+Zat - 7cosr*sinr. (3.20)

Charakteristická rovnice je

)2-3.\+2:0 \-/\1r2 -
3*/0-B_3+1

Obecné ešení rovnice (3.20) je

a@):cLt*c2e2*.
partikulární ešení budeme hledat ve tvaru

ao(*)-acosr*bsinr.

Je

aá--aSinr*bcosr =+ ať: -0cos r - bsinr

a po dosazení do (3.20) máme

-0cos r -bsinr *3asinr - 3ócosr *2acosr +zbsinr:7cosr *sinr,

(a - 3ó) cos r * (3a + b) sinr : 7cosr * sinr.

Tedy musí platit

a:l, b--2.

"yl(r) : clet * cze2' * cos r - Zsinr.

4
Á:

, pl!4
TwÁu:,
2p, ťái ,

l
/X,l=, , " ^

)J, , :írlaÁJt",.' l"tfu+c ď"ea{*+',g
1aL'},tú ",i1'!,,, "-

:{i

n'a-óo:í
3a* b_1

Celkově

- 10gr -9az *4sinr*7 cosr.
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Dosazením za w@) do první rovnice v (3.19) určíme az(r). Vyjde

cI * *2c2e2* *sinr--2cosí9_
:  cle* * 4c2e2* * 4cos r - Bsinr - 3az* sinr,

tj.

yr(*) - cle* * ?"r"'** 2 cos r - Zsinr.

Maticově v sledek zapíšeme takto:

a@): ( ,::ť-i::Z::i;"J;;jilí, ):
:., ( 1 ) 

., +., ( ž) ",-- ( r.ijí -r;:r"
Tedy fundamentální systém homogenní soustavy je

lt : (e' , "')T , a2 : (ur* ,?"r-)'

a partikulární ešení nehomogenního systému je

aa : (cos r - 2sinr, 2 cos r - 2sinr)7.

P íklad 3.3 Najděte obecné ešení systému

g!,*-3h*4az-Zas,
aL- at + Us,
uL - 6at 6az * 1as.

ŘešenÍ: Vytvo íme rovnici pro 91. Derivujeme první rovnici a po dosazení
vyjde

a'l : -3u| -!:i1;,.:* 
n, - Zas) * 4(u, * as) - 2(6a,, - 6az * ,ae) : ar.

Pro y1 tedy dostáváme (ani není t eba psát systém (3.18) a provádět eliminaci),
že

a{ - at:0,
Charakteristická rovnice 1z - 1 _ 0 má ko eny }r,z : *1 a obecné ešení má
tvar

Ur@):c!r*cz_*.
Po dosazení do první rovnice máme

cr' - c2 -* : -3cte' - 3c2e-0 + 4az - Zas
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a odtud
Ug : Zaz - 2c7e* - c2 -* .

Z druhé rovnice pak vyjde

uL:cle'*c2e-* *Zar- 2cle* - c2 -' ==+ aL:Zuz-_cL *.

To je lineární rovnice prvního ádu. Charakteristická rovnice je } - 2 - 0, tj.
Á :'2, a obecné ešen; homogenní rovnice je

n a : cae2t,

Dále určíme partikulární ešení nehomogenní rovnice. Pravá strana -clet je
typu konstanta krát exponenciála, p itom číslo *1 není ko enem charakteristické
rovnice. Řešení lze proto najít ve tvaru a0: ae'. Po dosazení vyjde

ae' :2ae' _ Cl * + a :2a _ C1 ==+ a: CL,

Obecnl tvar az je tudíž
az(r):cae2t *cle*,

Zbyvá určit algebrai cky ae. To }ze nap . z d,ruhé rovnic e zaďání, odkud ihned
vyjde

- Ut : 2cse2* * cle* - Cte* - C2 -* : -Cze-' + 2cge2*

je

Ct**Cze
CI '

_4

- Cze

-CL

Poznámka 3.4 Jak se mťržete snadno p esvědčit, v p edchozím p íkladu by
p i osamostatnění kterékoliv neznámé došlo k ,,rozpadnutí" na jednu rovnici
druhého ádu a jednu rovnici prvního ádu. Je snadné si p edstavit, že u systému
s větším počtem neznám ch by se za této situace stala eliminační metoda velmi
nep ehlednou a pracnou.

3.3.2 Vžití normálního systému vektorri
V p edchozích dvou p íkladech bylo vidět, že systém měly za ešení vyrazy
typu a - ze\', kde z byl sloupec konstant. Pokusme se ově it, kdy má systém

Us:UL

Maticovy zápis

a(r) -- (
\

+ "r.") :+ 2cge2' )

(i)",*,, (i ),-,*,, ( |)u-

(3.21)a':Aa

l
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eŠení tohoto tvaru. Po dosazení dgqtáváme (snadno se po složkách ově í, že
platí béžná pravidla pro derivování)

(r"^*)' : Aze\, \zeX* : Aze\' ==+ Az : Áz,

neboť e^* + 0. To vŠak znamen á,, že,\ musí byt vlastní číslo matice A a z k né_
mu p ísluŠn; vlastní vektor - viz nap . l24]. Problémem je, zd,a je možné najít
dostateČn poČet eŠení tohoto tvaru tak, aby tvo ila fundamentální systém. To
izce souvisí s otázkou, zda je možné z vlastních vektorri matice Á vytvo ít bázi
v R". P ekáŽkou mriŽe ovšem rovněž byt, že některá (dokonce všechna) vlastní
ČÍsla matice á ,mohou byt komplexní, i když prvky Á jsou reálná čísla. Všim_
neme si nejprve tohoto ťrskalí.

JestliŽe Á e C\ R j. vlastní číslo matice Á, pak vzhledem k tomu, že charak_
teristicky mnohoČlen matice A má reálné koeficienty, je i X vlastní číslo Á (pruh
znaČi komPlexně sdruŽené číslo). Dále se snadno ově í, že jestliže z je vlastní
vektor odPovídající ,\ (kde složky z jsou obecně komplexní čísta) , je Z vlastní
vektor odpovídající I' (složky Z jsou čísla komplexně sdružená ke složkám z).

Dále je moŽné bez obtíží ově it, že teorie, kterou jsme uvedli pro lineátní
sYstémY Prvního ádu, mriže b;it v p ípadě komplexních koeficientri bez pro_
blémri P enesena do komplexního oboru. P esněji ečeno, nezávisle promě nná r
zristává reálná, ale hodnoty funkcí ao(r) jsou komplexní čísla. p itom derivaci
provádíme zvlášť z reálné a zv|ášt z imaginární složky.

ZbYvájeŠtě vYjasnit, co budeme rozumět exponenciálou z komplexního čísla.
Nechť ) - a* Pi, Q.1 0 e R,je komplexní číslo. V teorii komplexních funkcí
komplexní proměnné se odvozuje tzv. Eulerriv vztah

.ď
,ď

OznaČme ffiz a 3z reálnou a imaginární část komplexního čísla z (u vektorri
budeme opět chápat po složkách). Ptatí

l7

W.z: Qo-
,vP-

tj. nz i 3z je lineární kombinačí z a7.
Je-li Áe C \Rvlastníčíslomatice

(3.21) dvojici ešení

0t: zeÁ*,

a tudíž má i ešení

Ittryní mrižeme shrnout:
Á, jemuž p ísluší vektor z, má systém

.): ea*0; -ga.e i -ga(cos +lsinP).

at _at*az -nr"\' a az:
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Driležité je, že !t a lz již mají reálné složky.

aí 12u - 3az,,

aLé3n + Zaz,
i

má charakteristicky mnohočlen (.E jó jóánotková matice)

|A - }.E| ,=
2*^ -33 2-^ -(2_

,1 
^'*+ "*á

l

(3.22)

platit

Jeho ko eny jsou

}1,2 :
4*\,E-m,

Najdeme charakteristicky vektor z _

-3i,zt
3zt

Druhá
z: (l,

at

4 * i\tr6 .rr?;
2

(rr, rr)r p íslušn; )1. Pro

3Z2 : Q,

- 3i,z2 - 0.

Ý. ,neJ musl

rovnice je i-násobkem první. Zvo
*i,)r .Máme tudíž ešení

: ze\,, : ( :o) "r,*,n), 
_ (

líme-li nap . zL :1, vyjde 22 : _i,, t:.

', ) .'"(cos3r * isin3r) --?,/ 
\

( 
"'* 

cos 3r * iez* sin3" \
\ ." sin3r - ie2* cos3r ) '

Z něho dostaneme dvojici reáln ch ešení

u t :ffi 0r : ( "u',--""?I# ), az :s or : ( ::::':":;" )
Nyní již mtňeme zformulovat p íslušnou větu

Věta 3.L2 Nechť,lr,..., ), jsou ulastní, čí,sla matice A (mohou b t i stejná)
azt,...)z,jsoukni,mpí,slušnéulastní,uektory.Pedpokládejme,žetytouek-
tory jsou li,neárně nezáui,slé. Pak sloupce

Ut: zLeX'*, az: Z2g^zr,..., an: zne\n*

tuo í, fundamentální, systém soustauy (3.21).
P itom duoji,ce komplerně sdruženych ešení, je
nahradi,t duoji,cemi, reólnych ešení,.

P edpoklad o nezáui,slasti alastní,ch uektorri je
čí,sla nauzájem r zná.

možné ayše popsan m zp ,sobem

zejména splněn, jsou-li, ulastní,

I,w"

.y' u*
1,1lI,
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Použití věty budeme ilustrovat na p íkladech.

P íklad 3.4 Najděte obecné ešení systému

a'L

aL
aL

Uz * yg,

Ut * as,
Ut * az.

Charakteristická rovnice je

|A _ 
^.El 

-
-)111-)1
11_,\

:-.\3+3^*2-0.

Celočíseln; ko en mriže byt pouze mezi čísly *1,
,\1 : -1. Po vydělení ko enovl rn činitelem 

^ 
+ 1

Sz - 
^-2- 

0, která má ko eny )z - -1, )s : 2.

*2. Snadno se ově í, že
vyjde kvadratická rovnice

Nyní najdeme vlastní vektory p íslušné dvojnásobnému
Pto z: (zt,zz,zs)T dostaneme systém (Á + E)z - 0, tj.

zl*zz*zs:0,
Zl*zz*zs-0,
zl*zz*zs-0,

Jde vlastně o jednu rovnici o t ech neznámych. Její obecné ešení je

Z3: t, Z2: Sl ZL: -t - s, t, R.

kO enu )t,z : -1. i :

Volbou t : 0,, .,.t : -1, s : 0 dostaneme dvě nezávislá ešení

z1 : (t, -1, 0)T, 22 : (1, 0, -1)".
Ko enu }g : 2 odpovídá systém (A - zD)z _ O, tj.

-Zzt + 22 + z3:0,
z1 -2zz+ zg-0,
21 * zz - Zzs - 0.

Gaussovou eliminační metodou ,ypočtem

-2 1

0_3
0 3_

/-z 1 1

(, l,? _l )-

,e

ili)

v

/-z 11
\ 0 -1 1 s)

Její obecné ešení je

Z3 Z2: t, Z\ : t, tR.

É,;
:*_ l

- -{b

ffi
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Volbou - 1 dostaneITLe- 23 _ (1, 1, 1)r
Obecné ešení naší soustavy je

Y - ClZl -t * C2z2

-C1

_ó n-

1+")'"1 
-",(i 

)"
-* +cs (1)""

Tedy

P íklad 3.5 Najděte obecné ešení systému (3.22).

Řešení: Na str. 100 jsme nalezli
fundamentáIní systém. Proto obecné

a

Ut: Cle-* * c2e-*'* cge2*,

Uz : -CL -t * cge2* ,

U3: - C2e-* * cgez*.

u - ctut* czaz, tj i:

dvě ešení, která podle věty 3.12 tvo í
ešení má tvar

: clezr cos 3r * czez'sin 3r,

Podstatně komplikovanější situace nast ává, když není možné vytvo it bází
z vlastních vektorťr. K tomu dojde, kďyž algebraická násobnost některého vlast-
ního čísla 

^ 
(tj. násobnost tohoto čísla jako ko enu charakteristické rovnice) je

ost e větší než jeho geometrická násobnost (tj. počet parametrri, které vyjdou
p i ešenísystému (Á-).E) z -O) - viz|24, str. 193]. V.tomtop ípadě je t e-

ba doplnit nezávislou soustavu vlastních vektor na tzv. normální V
coZ

je relativně obtížné. Zájemce odkazujeme nap . na |31], kde Lze najít početní
algoritmus, nebo na|2a]. Vyčerpávající vyklad včetně drikazu věty o fundamen-
tálním systému lze najít " [2]. My si pouze naznačíme postup (p edpokládá se,

že čtenáí zná pojem normáIního systému vektorri).

I.{echť } je vlastní číslo, k němuž p ísluší k-členny etézec tzv.
ulastní,ch uektorrj ,t z1"; platí tedy

(A - 
^E)zk 

: zn_r) . . .) (A - )E) z2 : zL; (A- ÁE)z1 :0,
;= {'" ,*-*

LF-,a
tj. z1 je vlastní vektor. Pak k sloupcri

- zLe^' , az * (rz1 * z

\v an

Ut ,r)"^'')...')

z*",+rr)

9\(" },r1,1

I u,2 1i$

í,IL )a

\. ťr,

t
l

*J

; a jď}
.4^

\ iJ }
+|lln

l 1 \ *é
\ : l L j
l(;(

r j \'t,

l)',*
d,

!í

}n'v|li*'*
] {,,t i c
1-i

it,t
lts^
\J4

\,\ (

!
l)a }

}\,-7
1i*

tFú
l q. "':lť"
l,-

"i*

r



3.3 Lineární systémy s konstantními koefi,cient

tvo í lineárně nezávislá ešení soustavy (3.21) . ťr" dokázat, že systém sloupc ,kter sestavíme tímto zprisobemze všech' etězcri zobecněn ch vlastních vektorri,tvo í fundamentální systém soustavy (3.21). Rovněžlzepoužít náhradu dvojice
komPlexně sdruŽen}ch eŠení dvojicí reáln}ch ešení (postup je analogick; obra_
tu, kterY jsme si uvedli na str. 99). Všimněte si,že tato metoda p ipoŇná situacis násobn mi ko enY u lineární rovnice n-tého ádu s konstantními koeficienty
- viz str. 59. Tam však bylo ešení podstatně jednodušší.

P íklad 3.6 }rlajděte obecné ešení systému

aL_--25at- l3az.

Řešení: Charakteristická rovnice je

|A _ 
^.E| 

-
17_^ 9_25 _13 _ )

l5z1 + 9z2_Q,
-25z1 l5z2 - 0.

ProtoŽe jedna rovnice je násobkem druhé, je její obecné ešení tvaru z2: t,ZL,: -lt, ! e R.Volbou t _ 5 vyjde 21, : ijr, 5)i Další nezávisly vlastnívektor nemáme. Pokusíme se tedy najít ,obecněn;í vlastní vektor, ktery bude
ešením soustavy (A - 2E)z2 : zt, tj.

Ta má dvojnásobn ko en )1,2
soustavu (Á - ZE)z: 0, tj.

Ut: zle2r :
D

-J
5

a obecné ešení má tvar

: )2 - 4^ * 4 _ (^ - 2)' : 0.

- 2. Pro vlastní vektot z _ (zt, zz)T máme

l5z1 + 9zz - -3,
-25z1 I5z2 _ 5.

Rovnice jsou opět lineárně závislé a jejich obecné ešení je ,z : t, 21Volbou - 3 vyjde z2 : (-z,3)'. Fundamentální systém bude

- (rr, + z2)e2'

at : -3cte2* (3r * 2)c2e2r,,
Uz: 5cte2* + (5r+3)c2e2r.

) "'-, az :( -3r-2
5r*3 )""

3.3.3 Vypočet exponenciály matice
VŠimněme si systému (3.21), kďyž n - 1, tj . kdyžjde o jedinou rovnici tvaru
a' : Ay, kde A je ČÍslo. To je homogenní line ární rovnice, kterou ešíme jako
rovnici se separovanllmi proměnn}mi. Tedy

dy
d- - AY =:=+ l, ly l : Ar * ln c ==+ a@) : ceA*
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:

Tedy fundamentální ,,matice" 0" je,Cnorozměrná) j" 
"A*. 

Ukazuje se, žeív obec-
ném p ípadě je možné zapsat fundamentální matici ve tvaru exponenciály, je
však t eba nejprve vhodně definovat,. co exponenciální funkcí z matice budeme
rozumět.

Vyjdeme ze známého rozvoje funkce et, t e R, do Taylorovy ady. Platí

er: + ...

Dosadíme do této ady zat formálně matici Ar.Yyjde (za 1 dáme jednotkovou
matici .E): š (ar)' 

- n * A* * o1:' *ry+....LŤ-E+tt * 2| 3!n:O

Dostáváme nekonečnou adu matic. Ta p edstavuje po složkách n2 nekonečn}ch
ad funkcí jedné reálné proměnné. Lze ukázat, že všechny tyto ady jsou konver-

gentní pro každé r R. Jejich součty vytvo í po složkách novou matici, která
se označuje e4x. Ta je definovaná pro každé r ,.B a platí

("o")' : 4"Ar,

kde derivaci provádíme jako normálně po složkách . Z píedchozího vztahu bezpro-
st edně plyne, že sloupce mati 

"" "A' tvo í ešení systému (3.21). Navíc z ejmě

"A0 - E, tj.,tyto sloupce jsou lineárně nezávislé (pro r - 0 a tudíž podle vě-

ty 3,7 pro kaž ďé r E) a p edstavují tedy fund,amentální systém. Matice 
"A*je pak fundamentální maticí systému (3.21), která je v nule rovna jednotkové

matici.

Máme tedy velice elegantní a stručné označení fun,camentální matice systému
(3.21). Tento zápis má ale i další p ednosti. Pro libovolné čtvercové matice C
d D, které jsou zaměnitelné (tj. C D _ DC), totíž platí

"C"D 
_"C+D _"D"C.

Odtud volbou C - Ar, D - -Ar plyne 
ť

"Aru-Ar 
_ eO : E =:=+ ("A"\-' : 

"-A*.,\,)

Tedy inverzní matice k exponenciále z Ar je exponenciála z -Ar. Použijme
tento v; sledek na variaci konstant. Ze vzotce (3.15) dostaneme

OO lll t

D;1 -1*i*;-íí
n=0

:.eAtrc+"A* I"a@) -A* B(r) d,r.
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Pokusme e vzorec upravit tak, aby dával p ímo ešení počáteční ťrlohy s po-
čáteční podmínkou 9(ro) : go.Za tím ričelem zapíšeme sloupec konstant c ve
tvaru 

"-A*ou6 
a zvolíp. r" primitivní funkcik e-A* a(*), která je v ff6 ťovtr&

nulovému sloupci, tj. l "-A'B(s) ds. Vyjde
, Jro

\

u@) : "A* "-OroUo + "A' [' "- 
Or.B(r) d,s :_ 

Juo

_ 
"A(r 

- "o) ao * 
Í_'""oO 

- s) B@) d,s. (3.23)

Poznámka 3.5 Pro čtená e obeznámeného s Laplaceovou transformací je vhod-
né p ipomenout , že vztah (3.23) má značn vyznam v teorii systémri, které jsou
popsané soustavou lineárních diferenciálních rovnic s konstantními koeficien-
ty. Zde B(r) má většinou charakter vstupu. Obvykle se zd"e p edpokláďá, že
t0:0, a@o):ao -0 (systém je napočátkuv klidu) ax) 0. Pak

u(r) _ 
/o' "Or" 

- s) B@) d,s.

Integrál na pravé straně má tvar konuoluce. Pro Laplaceriv obraz potom platí

-g{a@)}:9{"A* * B(r)}: 9{"A'} .g{B(r)h

zďe * značí konvoluci. Matice S{eA'} se nazyvá p enosouá. Tedy Laplaceriv
obraz v;Ístupu je roven součinu p enosové matice a Laplaceova obrazu vstupu.

Vraťme se však k otázce nalezení explicitního tvar u 
"A'' 

. Existuje ada po_
stupri, jak definovat a vyčíslit funkce (ne jen exponenciálu) z mati viz nap .

[4, str. 83-99].

Matici "A' lze nap . určit tak, že najdeme dosud uveden mi metodami
fundamentální systém soustavy (3.21), pfo néjž platí

yr(O) :(:) uz(,):( 
:) 

,g,(0) :(:)

Odpovídající fundamentální matice tvo ená těmito sloupci je vzhledem
noznačnosti ešení počáteční ťrlohy právě 

"A*Existují však i elegantnější metody, založené na následující větě.

Věta 3.13 (Cayley-Hamilton) Jestli,že A je libouolnd, čtuercoud, mati,ce a
p()) _ det(Á - 

^E) 
její, charakteri,sticky mnohočlen, platí,

,p(A) - O,

tj. A je ko enem suého charakteri,sti,ckého mnohočIenu.

k jed-
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Existuje ada novějších metod,, zaIoženych na p edchozí větě, ale nejsou bo_
hužel p íliš známé. Velmi solidní p ehled lze nalézt v [22].My si uvedeme aspoň
jeden v; sledek, kter;i je zformulován v následující větě.

Věta 3,L4 Nechť A je čtuercouá mati,ce a

^n 
* an-.}'-l +. ..* atA * o9 - Q

její, charahteri,stickó, r:un,i,ce. Nechť a@) je ešení, d,iferenci,átní, roun,i,ce se stej-
nymi, koefici,enty

*----- a('") + an_tU.( -t) * ",+ ata' * aoU - 0,

které splňuje počáteční, podmí,nky

y(0) : a'(0) : ... _ ,(n-z) (o) _ o, a@-r)(o) _ 1.

.\

Označme

Pak je 

"A* - zL(*)E * zz(r)A+ . . .* zn(r)A*-'.

Z praktického hlediska tedy stačí umět ešit jednu rovnici n-tého ádu. Zcela
odpadnou problémy s násobn; mi ko eny charakteristické rovnice - zatímco
u systémri nám značně komplikovaly situaci (mohli jsme mít málo nezávislych
vlastních vektor ), o jedné rovnice vyššího ádu nep edstavují vážnější problém.

P íklad 3.7 Najděte obecné ešení systému

aí - -2ut + az 2as,

aL= h-2az*Zas,
aL : al, Uz * ae.

Řešení: Charakteristická rovnice je

_2_^ 1 _2

|A _ )^E| _ 1 _2_^ 2

1 _1 1_)
r3 or2

- -A -.J^
č

r *i.
,A. 

r\ l

ll *iJ

!,

-() + 1)3.

Nyní najdeme ešení rovnice

a"'+3a"+3a'+a:0
1
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(kterou jsme ani nemuseli vypisovat). Její charakteristická rovnice má trojná-

a@) : (cr * c2r + cgr2)e-* .

Pot ebujeme partikulární ešení, pro něž y(0) : !J'(o) - o, a''(a) - 1. Vypočte-
me

1-r
2

Ie-
t

i
,)

+

,tr2

)-"*

2r-

1_
2u

,2),
r)
r,
,'e

-2

3

2

)e-'

1

2

-2:

r*
*r
**',

_,

)e

r

,2)

,=

'1

l3
r

tro

]3=

(1

+
(r

3
-2

2

C3

=(

1J
(

í,]

-l_,

C3

,(

(1

0,

,'+

-0

(")

(

(

(

.

r
r

)2t

z-

ll //(

:

e

C2

12

a'

/ 1 0 0\
Io 1 0l*("*r2)e-'
\0 0 l/

Var

a' (r) : (cz * 2cgr)e-a - (", + czr * caď)
a" @) : Zcge-* - 2(", * Zcgr)e-* * (", +

Z počátečních podmínek dostaneme

Ct:0

3'"n?"|*3, _ , :-> cI = 0' (

Hledané ešení je

u@) - Lrr'"-* -+ a'@)- (r ._ 
**\"-* ,

Dále určíme

G[i ) 
:(i;i) (,,yI*í:,,:-)

Konečně vypočítáme

A2:( |_1 )( |-1 )
Tedy

_í)

1) 
-

e

t

-2 1

1_2
1 _1

-2r \
2rl
)_n- llzJ&/1

t
,)

r
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3.3.4 Metoda neurčit; ch koeficientri
K nalezení partikulárního ešení nehomogenní rovnice máme univerzální metodu
variace konstant. Ta je však někdy dost pracná. U lineárních rovnic n-tého
ádu s konstantními koeficienty jsme viděli, že je v p ípadě speciálního tvaru

pravé strany možné najít partikulárni ešení mnohem snáze metodou neurčit; ch
koeficientri. To Lze udělat i u systému tvaru

a':Aa*B(r), (3.24)

kde A je konstantní matice a prvky B(") jsou kvazipolynomy. Všimneme si
postupně někter;fch speciálních p ípadri.

Věta 3.15 Nechť B(") je sloupec,jehož složky jsou polynomy stupně nejuyše m.
Nechť nula je k-násobny ko en charakteri,sti,cké rouni,ce mat,i,ce A. Pak eri,stuje
parti,kulární, ešení, systému (3.24), jehož složky jsou polynomy stupně nejuyše
m*k.

Poznámka 3.6 i,) PIatí, že k: 0 právě tehdy, kďyž det Á + 0.

tl) Číslo k by š1o obecně zmenšit. Lze za néj vo}it,násobnost čísla nula jako
ko ene tzv. minimální,ho polynom viz nap . [2,' str. 93], kter; má stejné
ko eny jako charakteristickli polynom, ale jejich násobnost je stejná nebo menší
než u charakteristického polynomu. Je to nenulovl polynom 1b()) nejmenšího
stupně, pro nějž ,hé) - 0. Není však p íliš snadné určit minimální polynom
a navíc v elementárním kursu matic nejsou studovány jeho vlastnosti (pokud je
vr3,bec zaveden).

i,i,i,) Yšimněte si, že na rozdíl od jedné rovnice vyššího ádu nelze u systémri
p edpokládat, že složky ešení jsoutvaru rkPrn(r), kde P.,(*)je polynomstupně
m. Y eŠení mohou b;irt s nenulovymi koeficienty i nižší mocniny než k-té.
i,u) Yéta platí, i když prvky A a pop ípadě koeficienty polynomri ve složkách
B(") jsou komplexní čísla.

P íklad 3.8 l{ajděte partikulární ešení systému

ui:2at-Suz*t,,
aL: Ut*4az 1.

Řešení: Je

detÁ -

Sloupec obsahuje nejv;iše lineární polynom, tedy rTL_1, k-0. Musí proto
existovat ešení tvaru

2_3
14 _ 11 +0, B(r) - ( :r)

at: ar*b, az - cr * d + a|: a, UL: c.
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po dosazení dostaneme

a:Z(ar+b) - 3(cr+d,) * r
c- ar*b *4(cr+d,) 1 -+

Porovnáním koeficientri vyjde

-2a f 3c _ 1

-a-4c:a
a-2b*3d-0 -+ a

-ó+c-4d--1
Partikulární ešení tedy je

420at:-11 r*7u,

r(-2a*3c) * a - 2b +r(-a-ad b+ c-
3d-
4d_

128
,-l _

II'* - nI

í)
_1.

4,20:-11,tt:lr1l

128
az - n, * n,

c-

Podobné Lze PostuPovat, když B(r) obsahuje xponenciály nebo siny a ko_sinY, Vzhledem ke značné komplikovanosti vypórtri .rrsut obvykle postupujemejinak.

Věta 3,16 Nechť slouPec prauych stran je tuaru eo*p",,(u), kd,e a e C a slož_kY slouPce P,n(r) jsou polynomy stupně nejugše m. pak substi,tuce a : eat'!,P euede sYstém a' : Aa + eo* Prn(r) , nehomágenní systém, kd,e složky sloupceprauych stran jsou polynomy stupně neju še m. 
'v) 'vqv uvve

D kaz: Protože

a' (r) : (eo* u("))' : aeo',l,!,(") + eo' u' (r),

vyjde po dosazení

aeor,l,.L * eor r,1,1 : Aeo* U * eo' Prr(r),

z čehož po ripravě a vykr ácení ryru),"^ eo* *0 vyjde

1!,':(A-aU)u*P,-(r).
P íklad 3.9 Najděte partikul ární ešení systému

ai: Ut - 2az + e*,
ai: at * 2az * re,.

Řešení: Substitucí a: e*u p ejde podle věty 3.16 náš systém(3.25), tj.

-U1 + u2*r.

(3.25)

v systém

u',
u',
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Ten má podle věty 3.15 (m - L, k : 0) ešení tvaru

IlL : ar * b, Ll2 : cr * d :==+ u| : a, u| : 
"

a po dosazení vycbází

a- -Z(cr+d,) + 1,

c:afi+b+ cr*d *r.
porovnáním koeficienr,ri dostaneme

2c-0
-a-c:1
a*Zd-I
_b_d_0

===+ 0: j1, b:_1, c:0, d,_I.

Tedy 1lL: -x - L, ,1-12:1 a partikulární ešení daného systému je

at : -(r *'L)e'l Uz : er .

Nakonec si všimneme p ípadu se siny a kosiny. Užitím p e,Ccho zí véty a Eu-
lerova vzorce se snadno odvodí následující tvrzení._

Věta 3.L7 Nechť a, e R a P(r) je sloupec, jehož pruky jsou polynomy.
Je-li, a - at * ig2 ešení, systému

u':Aa*p(r)e@+Bi)*,
je at, W g ešení,m systému

a' : Aa * P(r)e*'cos fjr

a lz - S a je ešení,m systému

a' : Ay * P(r)eo* sin Pr.

P íklad 3.].0 Najděte partikulátni ešení systému

a|: Uz f cos r,
aL: at - az.

Řešení: položme 6y : 0, P _ 1, P(") - (t; O)7. Podle věty 3.t7 budeme
ešit systém

a|: az * "i*,, 
,

aL:at-az.
Nyní zavedeme podle věty 3.16 substituci a: LLeŽt. Systém (3.25) má tvar

u\*-iut+ u2*l,
uL : u1 (t + i)ur,
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Ten má podle věty 3.15 (m:0,, k:0) ešení tvaru

IlL:al L1,2:b, a) beC.

Po dosazení vyjde

z ďruhé rovnice dosadíme

_i(1 +i)b+ó+1 -> b-

-ia* b+L,
a - (1+2)b.

(1 + z)ó do první a dostaneme

_1 2+i

0-
o-
a-

1.
- ?,.
52_i (2_i)(2+i)

Pak (1 +i)b_ - f ,. Proto

l,- :^ L.
IL1 : -;(' + 3i)ei* l 1tr2_ -irz + i)"r*.

Pomocí Eulerova vztahu vyjde

u2: -*tz*z)(cos r*i,sinr) - -frcos "+tsinr+z(-}cos r- fsinr) .

VYPoČteme reálné Části (viz věta 3.17) a dostaneme hledané ešení:

ut:ffiur : -}.or" + ;sinr, az:Wuz_ -|.or, + *sinr.

Poznárnka 3.7 Je-li B(r) součtem několika typri speciálních pravych stran,
PouŽijeme Princip superpozice - viz věta 3.5. Nap . bychom rozdělili

.{" 
)+3

a určili postupně pět partikulárních ešení.

Poznámka 3.8 i,) Z píedchozích v;fsledkri vypl;ívá, že všechna ešení systému
(3.24), kde sloŽky B(*)jsou kvazipolynomy, jsou opět kvazipolynomy. Speciálně
to tedY Platí Pro homogenní systémy. To umožňuje v yužít pro ešení Laplaceovu
transformaci. Srovnejte s poznámkami 2.7 a 2.8, ui,) o kvazipolynomech u ho_
mogenních a nehomogenních lineárních diferenciálních rovnie vyiších ád .

i,i,) Jakjsme jiŽ konstatovali d íve, jsou uvedené metody efektivní jen zdánlivě.

/ *'l e'cos}x - 4sinr\
B(r)_I Z-cosr*6e* l-'\ 3e* )

:(T) -(",l",)-.(
(*)

:l

, _ň.
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U systémri větších rozměrri totiž obecně ztroskotáme na nalezení ko enr3" charak-
teristické rovnice. P esto jsou tyto vysledky nesmírně driležíté. Dávají nám totiž
velmi podrobné informace o struktu e ešení systémri s konstantními koefi.cienty
(které často slouží jako aproximace nelineárních systémri). To umožňuje usuzo-
vat na chování těchto lineárních systémri. Nap . existují metody, které umožňují
efektivně a celkem snadno zjistit ,, zďa všechny ko eny (charakteristického) po-
lynomu leží ve vymezené části komplexní roviny, nap . vlevo od imaginární osy
(tzv. Hurwi,tzouol7 kri,téri,u viz |20, str. 61]). To ovšem znamen á,, že všechny
složky ešení obsahu;t exponenciály tvaru eo' se zápornym 0. Pak pro r -+ *oo
konvergují všechna ešení k nule. To je podstatná informace u reáin}ch systémri
(jsou tzv. asymptoti,cky stabi,lní,, tj. mají tendenci se ustalovat).

Cvičení
V následujících p íkladech najděte obecné ešení dan ch systémri. Pokud jsou
dány počáteční podmínky, určete p íslušné partikulární ešení.

,ĎiL

d) 
xL

a|-
ar-
ai:
ai:

ai:
ar-
aL-
a|-
ai:
a5-

b)

d)

Us

as
2as

aL:
aL-
a'L :
aL:
a5-

a)

c)

a|-
a;=
a5 --

a'L -
aL:
aá-

f)

h)

ai:
e) ar-

aL:
a'L -g) aL:
a5-

4at 2az

at + Uz

at + Uz

-Zat * 3az

2a, + Uz

-at * 4az

-3at * 2az

-Zat + az

Ut 2az

-at * 2a,

c)b) ai:
ar-
a|-
aL:

- Zat
:Ut ilr: e)

Ut-Uz*
at*az

-az*
2at + az

Zaz * 4az

at as

-at * az

-az*4as
Ut - 4as

-Uz-as
Uz

Us

g/r (0) - 0

, az(O) - -t
as(O) - +

at-Uz-as
Ut*Uz

3at * as

-az*as
Ut -as

-at * az

-at-Uz-Us
Ut*az*as

-at-Uz-as
-Ut * az

,a2
Ut*az

17Adolf frurwitz (1859-1919) (čti hurvic) - německ matematik. Zabj,val se teorií funkcí,
algebrou a teorií čísel.

2.
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3.

a) ai : 2at
' ai:4at

'ai--at

az*2
Zaz+2

Uz
2az - 5e* sin r

b) aí
Uz

d) 
iL

b) 2aL : _at
3aL: at

2az * 4e5,
2uz

Uz *1 *e*
Uz

+

+
+

+

* 7a,
az+

2az +

3at

at

Ut
3at

4.

a)
-at

^,lg7

a) ai: -2at' aá: Zat
^,lg4

az
az-as

-as

*12

+r
\as + Ije*
as
as + e'

5.

az* Us
+ az* Us-a+

az as*aq2a, Zas

ai

b) 
IZ
aL

Ur(ln 2) : o

az(ln?) : o

- 2ag * 2a+

az + Us 2aa
2az + as 2a+
2az * 2as 3aa

Ut

-at

-Ut

+

+

6. Řešte metodou variace konstant.

^,la) YI, ai:
.,lgl

b)

7. Ově t e, že

Uz * tg2r-l
+ tgr

2
Zuz + er_1

-at

-4at

at@):(:-. l\7
\;r+ 1 ,:) , az@): (,n,+) ', r ) 0,

je fundamentální systém homogenní soustavy p íslušné k

-9r2 -l 5r2 +l

4r
:z,-,Uz+rli.lJ -r a

6at * 3az
e* -L

-5r2 - 1: 

-at 

+
212

a'L

ai

a najděte partikulární ešení této nehomogenní soustavy.
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V stedky:

1.

a) Ut
Uz

cLez' * c2e3*

"iár- 
+! "r"r* 

b)

"-" 
("t * 2c7;)

"-*|"r*cz(l +2"))

(., + c2r)e3r

["r+ "r(t*r)]e1*

Ut : e2* (c1 cos r * czsin r)
Uz - "'*L"r(cosr - sin r) + c2(cosr * sinr)]

d) Ut - 3cle* * c2e-'*/ 
Uz : CLe* * c2e-*

f\ at - Zct - c2e3*L) 
Uz - c,!.*c2e3'

c) Ut
'a2

e) Ut
'a2

2.
at:

a) Uz:
ag:

at:
c) az:

U3:

(.r+c2r)er*cgez*
cle* *cz(r-2)"*
cte* *cz(r- L)"* *cge2'

cr* c2r*4cge3'
-2cttcz(l -2r)*4cge3'
cr * 

"r(* - 1) * cge3'

Ut : (2c2 sin 2r * 2ca cos Zr)e*
b) Uz _ (., - c2 cos 2r * ca sin Zr)e*

as : (-", - 3czcos}r * 3ca sin}r)e'

Ut
e) az

Us

at
g) uz

Ue

Ut: cle-Í *cz*cs
f) Uz - -cle** - c2

_óUg:Cte *-Cg

Ut : C,J_ -' * c2e'
h) az : 2c2e*

ag: -cle-* *3c2e* *cg

3.

a) b) at
'Uz

cL'*2c2ea* +3e5*

-CIe'*cze4'*e5'

d) at
'Uz

-1

Cle?u *c2e_2, _*_?",
clez* -3c2e-2n _ Ž- "*

at
a) az

Ue

Ut - c1 - c2(cos,/er + \fr sinrÁr) + cs(\R cosrÁr - sin fr")
d) az : 4 * 2c2 cos "rR r * Zcgsin,,/3 r

Ug : c1 - c2(cos lfer - rfr sin.,,/5 r) - ca(sin l/lr + \E cos/5r)

4+ (2 - r)e-s'
4* (2r - 5)g-e*
1+(3 -r)g-3*

- C1 * c2e' * cge*
: -C2*
: -Cset

at:CIx*cz*12*2r
az: c1(2r - 1) *2c2*2r2 *2r

^\ Ut : clet * c2e3* * e' (2 cos r - sin r)
w) 

Uz : cL * - c2e3* * e*(2cosr * sinr)

4.
-e-t("r,r*}c2r2 -"u) *12 -r
"-*("r*c2r)-r*2-c2-**x-L

l

J

L
]
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Ut

b) Uz

Ue

b.
at:

a) az:'U3:
Ul:

Ut:
b) az_'as:

Ua:

cr * c2 cos r * cgsinr * e*

2ct - }c2(cosr * sin r) + }ca(cosr - sinr)
3"r + } c2(sinr - cos r) - } ca(cosr * sin r) + e'

.r(1 + 2r2) * 2c2r* cg * c+

-Zclr-c2*c+
Zclrlcz*ca
-4clr2-4c2r-Zcs
(r, + cz * Z"n) sinr * (-", * cz * 2ca) cosr
-(r, * cs) sin r * (c1 * ca) cos r
(", + ca) sin r * (cg - c4) cos r
-c2 sin r * ct cos r

6.

a) ar : c1 cos r * c2sinr * tgr
az: -c1 sinr*czcosr*2

2e-* In(e' - 1)

-3e-'In(e' - 1)
b) 9t
'a2

l.

tr'r/r+3rJ" - z\ft arctgr
12 +L2 2 r,4 2(r2 +1)

Uz-- ir'r/r*i{* arctgr

3.4 Lineární systémy s nespojitymi koeficienty
Dosud jsme p edpokládali, tak jako ve většině rivodních kursri, že pravé strany
uvaŽovan; ch rovnic resp. jejich koeficienty jsou spojité funkce. To nám zaTa-
Čovalo (lokální) existenci ešení. Zďálo by se, že tento p edpoklad není p íliš
omezujícÍ. AvŠak mnohé aplikace diferenciálních rovnic nám ukazují, že skuteč_
nost je zcela jiná. Nejmarkantněji je to asi vidět v teorii ízení, kde k ovládání
sYstémri popsan ch diferenciálními rovnicemi se používají parametry, které se
mění skokem, tj. jsou nespojité. Tak je tomu nap . u elektricklfch sítí, kde rizná
relé skokem mění svou polohu, a u ady dalších modelri. Diferenciální rovnice se
sPojitou pravou stranou jsou jako model takovych systémri nepostačující.

Z téchto drivod matematikové hledali cestu, jak zobecnit pojem ešení dife_
renciálních rovnic na podobné nespojité p ípady. Uvažujme nap . diferenciální
rovnici prvního ádu v explicitním tvaru s počáteční podmínkou

Ut

(3.26)a' : í@,a), a@ : a0.
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Formální integrací na intervalu (ro, r) dostaneme

a@) - ílr, uG)] dr, (3.27)

což je jakási integrální rovni srovnejte kapitola 1, str. B. Její ešení pod-
statně závisí na tom, jakv použijeme integrál. V p ípadě běžného Riemannoual8
i,ntegrálu je p irození,-" p edpokladem spojitost í(r,a) a dostáváme naše dosa-
vadní vysledky, kdv ešení má spojitou derivaci. Je však mažné použít ji"v
integrál. Jako asi nejvyznamnější se ukázala volba tzv. LebesgueouaIq integrálu.
P irozen mi p edpoklady na f (r,y) lmožňujícími použití tohoto integrálu jsou
tzv. Carathéodoryho2o podmí,nky. Řešení rovnice (3.27) je pak tzv. absolutně
spoji,té a má derivaci pouze skoro všude a ta splňuje rovnici (3.26) ta]<é sko-
ro všude (nějaká vlastnost platí skoro všude, jestliže není splněna na množiné
Lebesgueovy míry nula). Podrobné poučení o této teorii je možné najít nap .

v |14, str. 309]. Existuje ada dalších zobecnění, ale žádné neměIo tak zásadní
vyznamjako absolutně spojité ešení. l\ejdále v tomto směru asi vede použití
tzv. Kurzwei,loua i,ntegrálu - viz |Za, Z7).

}traším rikolem není zkoumat rt;zná zobecnění ešení. Navíc to vyžaduje zna-
lost rrizn ch, často dost komplikovanych integračních teorií. Omezíme se pouze
na lineární systémy s po částech spojitymi koeficienty. Ty jsou v aplikacích
většinou zcela postačující a p itom vystedky jsou jednoduché.

Definice 3.5 Nechť J - (o,b) je ohraničen;í otev en} interval. Řekneme, že
nějaká funkce g(") je po částech spoji,tá na intervalu J, jestliže existují čísla

podintervalu (ro_1,r,;,), ,i : 1) . . .)k, a v krajních bodech těchto podintervalri
existují konečné jednostranné limity - viz obr.3.1. V p ípadě neohraničeného
intervalu J nazveme s@) po částech spojitou, je-li po částech spojitá na každém
ohraničeném podintervalu .I C J (tj. v každém ohraničeném podintervalu je
pouze konečny počet bodri nespojitosti).

18Georg Friedrich Bernhard Riernann (1826-1866) (čti ríman) 
- vynikající německy

matematik. zab,val se teorií funkcí, geometrií, matematickou a teoretickou fyzikou a diferen-
ciálními rovnicemi. Jeden z největších matematikri všech dob. Jeho tzv. Riemannova hypotéza
o rozLožení nul (-funkce je z ejmě dodnes nevy ešena a je považována za jeden z nejtěžších
matematickl ch problémri (správnost d kazu z r. Ig90 se prově ,rj").

19}Ienri Leon Lebesgue (1875-1941) (čti lebeg) 
- v rznamny francouzsk r matematik.

Zabyval se teorií funkcí a integrálu. Jím zavedená rníra a integráI vyznarnně ovlivnily moderní
matematiku,

20Constantin Carathéodory (1SZS-1OSO) (čti karateodo.i) 
- v rznamnl eck matema-

tik, Zab rval se variačním počtem, teorií funkcí a aplikacemi matematiky.

,o - Í*'o
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:Ll xz

Obr. 3.1: Po částech spojitá funkce

Definice 3.6 UvaŽujme systém n lineárních diferenciálních rovnic prvního ádu

u':A(")a+B(r). (3.28)

P edpokládejme, že všechny koeficienty a;i@), bi@),i, j - 1, . . .,T,jsou po čás-
tech sPojité na otev eném intervalu J. Označme / množinu všech bodri nespo_
jitosti všech těchto koeficientťr. Tedy I c J je konečná množina.

Pak sloupec a@) _ (ur@),,. . .)a,@))r nazveme ešením rovnice (3.28),
jestliže platí:

i) ao(r), ,i:1,. .., n, jsou spojiténa J,
i,i,) prokaždé r e J \/ existují derivace y!(r),,i - 1, a platí

u'@)_A(r)a(") +B(")) tr /\/
TedY eŠení splňuje rovnici (3.28) jen v těch bodech, kde jsou všechny koeficienty
rovnice sPojité. V bodech nespoji osti koeficientt a'(r) vribec neexistuje. Řeserii
vŠak musí byt spojité. Dá se zjistit,že v bodech nespojitosti koeficientri existují
jednostranné derivace, které jsou ale rrizné.

Následující věta je obdobou věty 3.4.

Věta 3.18 Nechť koefici,enty a;,i(r), bi@),i, j - 1, .

ji,té na oteu eném ,i,nterualu J . Pak pro každ,é xg e J
loha

u' : A(r)u * B(r), a(rl)
práuě jedno ( plné) ešení,, které eri,stuje na celém ,

Podobně jako v p ípadě spojitych koeficientri lze
homogenní rovnice tvo í vektorovy prostor dimenze

.,fr, jsou po částech spo-
a Uo e R" md, počriteční,

:9o
i,nterualu J .

, dokázat, že množina ešení
n, Ize zavést fundamentální
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systém a fundamentální matici, platí princip variace konstant, princip superpo-
zice a pod.

Na závěr si všimneme, co dostaneme, když
aplikujeme na jednu lineární rovnici n-tého ádu

a@) + an_L(r)a@-t) * . . . + at(r)a'

Ta je ekvivalentní systému

p edchozí definici a vysledek

* oo @)u _ ó(r). (3.29)

U'L

ai

a'.-t
a'*

kde (g1 ,a2,...,Ur)r : (a,a',,...,a@-'])' - viz str. 87. P edpokládáme opět,
že koeficienty.oo(*),, ,i:0,... )n-L, ab(r)jsou po částech spojité na J,Protože
u{r))...)a.@) jsou spojité, dostáváme, že a@) je ešením (3.29), jestliže

i,) a@) má spojité derivace na J až do ádu n - L včetně,
ii,) pro r e J \ / (/ je množina bod nespojitosti koeficientri) existuje 9('),

i,i,i,) pro r e J \ / j" splněna rovnice (3.29).

Z véty 3.18 plyne, žekažď počáteční problém má právě jedno ešení a dá}e

že množina ešení homogenní rovnice 3.29 tvo í vektorovy prostor dimeflze n
atd.

Poznámka 3.9 Jsou-li koeficienty A(r) po částech konstantní a koeficienty
B(") po částech rovny kvazipolynomrim,Ize na vhodnl ch podintervalech použít
p edchozí vysLedky o systémech s konstantními koefi.cienty a speciálními pravy-
mi stranami. P i p echodu p es bod nespojitosti r / je jen t eba jednotlivé
ťrseky ešení spojitě navázat. Totéž platí pro rovnici (3.29). Postup si ukážeme
na p íkladu.

P íklad 3.11- Najděte ešení počáteční rilohy

a" +U - sgnr, a(tr) - 0, a'@) - 1.

Řešení: Zde J : (-*,m),/ _ {0}. Najdeme obecné ešení homogenní
rovnice (jejíž koeficienty jsou spojité a dokonce konstantní). Charakteristická
rovnice je

^2+1_0 
==+ }r,z:*i

a obecné ešení je

9: ctcosr * czsinr.



3.4 Lineární qrstémy s nespojitymi koefrcienty 119

Nejprve budeme uvažovat r . (0, +oo) (protože obsahuje číslo t0 : 7r), tj.bude b(r) - 1. Existuje partikulární ešeni tvaru a r) - a. po dosazenívyjde

0*a_1 _> a:I,
tedy

U : C1COSr * CzSinr * 1 -=+ a' : -c1 sin r * c2cosrr.

Z počátečních podmínek dostaneme

0 - c1 cosr * c2sínr + 1

1- -c1 sinr * c2coslT

Tudíž

0-
'1

l_
-C1 + 1

-C2 -+ Cl :1, Cz:_L,

Ze spojitosti a@) plyne, že

9(0) - cos0 - sin0 + 1

ar(*) - a. Po dosazení máme

a@)_ cosr - sin r * I) tr (0, t*).

tedy musí existovat partikulární ešení tvaru

0 * a - -1 a--l,

a' : -c1 sin r * c2cos r.a: ctcosr * czsinr - 1

Nyní musí platit

2- c1 cosO*czsinO 1

-1 _ -c1 sin 0 * czcos 0

Tedy

C1 1

C2 ==+ C1 : 3, Cz : _1.
2, _1

a@): 3cosr - sin r - \) tr (-co,0).

celkově máme

a@):{3cosr - sinr - 1 pro r{0,
t cosr-slnr*l pror>0.

Prriběh rYeŠení a jeho derivací je znázorněn na obr. 3.2. Všimněte si, že v bodět : 0 má U@) derivaci, a'(*) je spojitá, ale nemá derivaci (rru obr^ ázku nenídob e vidět; snadno lze však spočítat, že jednostranné derivace jsou y,_(a) _ _3a u'+@)_ -1, tedY a:@) * u+(0) ) a a'(") , tomto bodě neexistuje.
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Obr. 3.2: Řešení počáteční ťrlohy a" + a - s1íLr,, a(rr) - 0, u'(n) _ t
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3.5 ukázky aplikací systém diferenciálních
rovnic

Pro sYstémy diferenciálních rovnic platí v ještě větší mí e to, co pro jednu dife_
renciální rovnici - aPlikací je nep eberně. My si alespoň pro ilustraci uvedeme
dvě - jednu z mechaniky a jednu z teorie elektrickycrr otvodri.

1. Mechanická soustava.

UvaŽujme soustavu dvou pruŽin znázorněnou na obrázku 3.3. Bod B má
hmotnost m1 a je spojen pruŽinou P s pevnYm bodem Á. Bod C máhmotnost
?TLz dje sPojen PruŽinou Q s hmotn; m bodem B; na bod C kromě toho prisobí
vnější síla, jejiž hodnota v okamžiku t je q(t); q : R -> R.

uz(t)+

Obr. 3.3: Mechanická soustava

Mechanické vlastnosti pružiny P jsou dány její charakteristikou h1 : vzd,áIe_
nost u bod A a B nesmí klesnout pod dané čísIo 7t) 0 ani nesmí p ekročit
ČÍslo72,kde 7z) ryr. Je-li Tlullu pakbody AaBjsouksoběp iiahovány
silou ht(u), tj. ht ' (tt,lz) -r R. Podobně charakteristikou pružiny Q je funkclhz: (Ór,Óz) + B, kde 0 ( Ór 16z' Kromě toho na body B, resp. b p sobí síla
t enÍ, která je ťrměrná okamžité rychlosti bodu B, resp. bodu C s konstantami
ťrměrnosti o ) 0, resp. P > a a pr.isobí proti směru poňybu. Nechť ar1) zname-
ná Polohu a ,,,(t) rychlost bodu B v okamžiku ; necht ur(t) j. ňň; a u2(t)
rychlost bodu C v okamžiku . Potom platí

daI(t)
dt

du2(t)
- ,r(t),

- ,r(t),

_ -hz[az(t) - ut(ú)] - uz(t) + q(t).

dt
duJt)

TfLl -,dt
duzft\

m, -::,dt

(3.30)

t-



L22 Systémy obyčejnych diferenciá]ních rovnic

První dvě rovnice plynou z definice rychlosti, druhé dvě z Newtonova pohybo_
vého zákona. Obecně jde o (nelineární) systém čty rovnic prvního ádu.

Pro malé vl chylky od rovnovážné (klidové) polohy m žeme p edpokládat,
že funkce ht(u), resp. hz(u) jsou lineární a liché vzhledem ke st edu intervalu

(n,lz), resp. (ór, óz). Označme 7 : r*, ó : ry. Pak

h(u) - kt(u - l), k1 ) 0, hr(u) - k2(, - ó), k2 ž 0.

Dosadíme-li tyto tvary do (3.30), dostaneme nehomogenní lineární systém

a'L :

aL-

u'1 : h*kz
?TL1

k2

-atITL2

ULl

U2l

uL:

kza
-az -UtlTL1 lTL1

k2

-az?TL2

+ k1 - k26,

! r, + k26+ q( ).
TT1,2

P íslušn; homogenní systém má konstantní koeficienty a bylo by tedy možné
ho ešit některou z vyše uveden ch metod a pak použít princip variace konstant.

2. Elektrick obvod

IJvažujme elektrick; obvod znázotněn; na obrázku 3.4, kter; obsahuje dva
rezistory o hodnotách R1 ) 0 a R2 ) 0 ohm, dále dva induktory o indukč-

ovelikosti/sin(o +d volt, A}0, wž0, pe R. Označmei,{t) ai2(t)
proud v ampérech v jednotliv ch větvích.

Z Kirchhoffoqrch zákonri - srovnejte str. 42 a 78 - vyplyvá,že,il (t) u i,z(t)
splňují dvojici diferenciálních rovnic

L't(t) + Riit( ) - i,z(t)] - Asin(c.., + 9),
LziL(t) + Rziz( ) _ Riit( ) _ iz(t)]- 0.

Po ripravě dostaneme

., Rt
?"L - L"'
lt Rtxi : Lrr'

Rt A.f
t" * ,, sin(ot + p),

Er*R2.
L, 'z'

což je opět lineární systém s konstantními koeficienty a speciální pravou stranou.



5 ukázky aplikací systém diferenciá]ních rovnic

á sin(u., + p)

Obr. 3.4: Elektricky obvod

-> 
i,t(t)

--> 
i2(t)
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