2. Funkéni fady Resené piiklady

2. Funk¢ni rady

A. OBOR KONVERGENCE

Priklad 2.1. Urcete obor konvergence fady
i In" z I — In? z 0 In®z
ko 2 3
k=1
Resend. Vsechny funkce
In® z
fila) = =2

jsou definovany v intervalu I = (0, c0). Plati

k
Vfi(@)| = \ |1nk id = |1nx|\k}E.

Protoze klim Yk = 1, podle limitniho odmocninového kritéria fada konverguje pro |Inz| < 1 a nekonverguje
—00

pro |lnz| > 1. Dosazenim hodnoty Inz = 1 dostdvame divergentni harmonickou fadu, a dosazenim hodnoty

Inz = —1 pak konvergentni Leibnizovu fadu. VySetfovana fada tedy konverguje, pravé kdyz Inz € < -1, 1).

Protoze ln% = —1, Ine = 1, je obor konvergence tvaru I* = <e_1,e).

Priklad 2.2. Urcete obor konvergence a soucet fady

o0
g sin® x = sinz +sin?z +sin®z +... .
k=1

Regend. Dan4 fada je geometricka s hodnotou kvocientu ¢ = sin . Rada tedy konverguje, pravé kdy?# | sinz| <
1. Tato nerovnost je splnéna pro v8echna redlna z, s vyjimkou celoé¢iselnych lichych nasobkt 7/2. Tedy

I* = (—00,00) — {(2k n 1)%, ke celé éislo} .

Soucet fady je podle vzorce o souctu geometrické fady roven sin x / (1 —sinx).

Priklad 2.3. Uréete obor konvergence fady Y, ; 7

Resend. Podle ptikladu 1.10 fada konverguje, pravé kdyz = > 1, tj. I* = (1, 00).

Priklad 2.4. Uréete obor konvergence fady Y, ; .

Resend. Protoze % = (%)k, jde o geometrickou fadu s hodnotou kvocientu ¢ = %, tedy I* = (—o0,—-1) U
(1,

e -
00).

Piiklad 2.5. Uréete obor konvergence fady Y, sin 5.
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2. Funkéni fady Resené piiklady

Resend. Podle limitniho podilového kritéria a uzitim vzorce pro sinus dvojnisobného tihlu plati

——— = lim = lim = =-<1
k—oo |sin | k—o0 gin 2 k=00 2cos gioty  2¢0s0 2

| S W| S11 SF+T . 1 1 1
|z]
2k+1

pro vSechna realna z, tedy I* = (—o0, 00).

B. VLASTNOSTI FUNKCNICH RAD

Priiklad 2.6. UkazZte, Ze funkéni fada

o0
Z coskr cosx cos2x cos3z

2k_2+4+8

k=1

konverguje stejnomérné pro vsechna x € R.

Reseni. Z¥ejmé plati

1
= oF

cos kx

| fi(2)] = Tok

=:ay pro vSechna k =1,2,... ax € R.

: ¢ 00 _ oo (1\k . ; s 14w . 1
Majorantni fada .~ ar = >, (5) je konvergentni geometrickd fada s kvocientem ¢ = 3, tedy podle
Weierstrassova kritéria konverguje funkéni fada Y ;- Cogs,fz
ose.

stejnomérné (a také absolutné) na celé redlné

Priklad 2.7. Funkce s(x) je definovdna vztahem

oo

k

s(x):zeﬂze*z+2e*2m+3e*3z+..., x> 0.
k=1

In3
Ukazte, Ze s(z) je definovand a spojitd pro vechna x > 0, a vypoctéte [ s(x) dz.
In2

Reseni. Nejprve ukazeme, ze dand funkéni fada konverguje stejnomérné na kazdém intervalu <w, 00), kde
w > 0 je libovolné realné cislo. Ziejmeé

k

ek:c

k

<= z € (w,00), k=1,2,....
e

[fr(2)] =

Majorantni ¢iselnd fada konverguje napf. podle limitniho odmocninového kritéria, nebot e“ > 1. Podle
Weierstrassova kritéria proto dand rada konverguje stejnomérné na kazdém intervalu <w,oo), a souctova
funkce s(x) je spojitd pro vSechna x > 0. Stejnomérnéd konvergence fady umoziiuje navic zdménu sumace a
integrace, a plati tedy

In3 In3 00 o] In3 0o
/ 8(37) de = / <Z ke_kx> dr = Z/ ke_kr dr = — Z [e_kz] 12;
In2 In2 k=1 k=1 In2 1
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Priklad 2.8. Rozhodnéte o spojitosti funkce Y - ln(%kki)
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2. Funkéni fady Resené piiklady

Reseni. Nejprve posoudime, zda a kde fada konverguje stejnomérné. Protoze definiéni obor k-tého ¢lenu fady

je (—#,00) — {0}, fadu uvazujeme pouze pro = > 0. Pro tato z plati In(1+ kz) < kx (nakreslete si obrézek),

tedy

In(1 + kx)
kxk

= k1

In(1+kx)
kxk

Weierstrassova kritéria (ovéite predpoklady). Pro zbyvajici z, (tj. pro « € (0,1)) fada nekonverguje. Rada
tedy konverguje stejnomérné (a jeji soucet je proto spojitou funkei) na kazdém intervalu (w, 00), kde w > 1.

Uvazujeme-li pouze z > w > 1, pak < w,},l a pro tato z fada konverguje stejnomérné podle

N z . v v 4 v v ~ kx v v v z
Priklad 2.9. Pomoci derivace fady ¢len po ¢lenu urcete soucet fady Y p- % veetné urceni oboru kon-
vergence.

=¢e* <14 z < 0. ProtoZe pro z = 0 je dand fada harmonickd (tedy

v s, ’ . ka
Resend. Plati limy_o {/ |5

divergentni), plati I* = (—o00,0). Abychom mohli fadu derivovat ¢len po ¢lenu, vySetfeme stejnomérnou

konvergenci fad >, | fu(x) a Y ooy f1.(2).
Pro nederivovanou fadu plati

kx

e ekw
k

< - v < 0 (libovolné ¢islo mensi jak 0) .

Ciselna fada na pravé strané nerovnosti konverguje (1ze snadno ovéfit limitnim odmocninovym nebo podilovym
kritériem — limita vyjde e“, coz je ¢islo mensi jak jedna). Podle Weierstrassova kritéria tedy fada > - el Zx
konverguje stejnomérné na kazdem zprava uzavieném intervalu (—oo,w), kde w < 0.
Pro fadu derivaci méme >, | fi(z) = > pe, eF® =377 (e®)¥, coz je geometrickd fada s kvocientem e®
Pro jeji ¢leny plati
le"?] < ef | kde |z| <w (w>0).

Majorantni ¢iselnd fada Y, , ef je geometricka fada s kvocientem e, ktera konverguje, je-li ¥ < 1, tedy
w < 0. Oborem stejnomérné konvergence fady > -, e je tedy opét kazdy interval (—oo,w), kde w < 0.
Oznacime-li soucet dané fady s(z), pak derivaci ¢len po ¢lenu mame

I

=3 () ~ o - Ter -

k=1 k=1 k=1

Odtud pak integraci

e -
s(x):/l_ex de=—-In(l1—-¢€")+C,
kde integra¢ni konstantu uréime dosazenim vhodného bodu do fady Y, % a do funkce s(x) a porovnime
levou stranu s pravou. Tento bod je volen s ohledem na to, abychom uméli vzniklou ¢iselnou fadu sedcist.
V nasem piipadé je to ziejmé jediné bod —oco. Odtud

o0 ok )
L=D  lm 5-=>0=0
k=1 k=1
P= lim s(z)=— lim In(l-e")+C=0+C.
Z rovnosti 0 = 0 + C plyne C' = 0. Celkové tedy
Z e? = —1In(1 — €”) na intervalu (—o0,0).

k=1

Pozndmka. Vsimnéme si, ze zatimco oborem konvergence byl interval I* = (—o0,0), oborem stejnomérné
konvergence je pouze kazdy zprava uzavieny podinterval I** = (—oo,w), kde w < 0. Tvrzeni o vlastnostech
stejnomérné konvergentnich fad by mohla svadét k tomu, ze naptiklad souctova funkce bude spojita pouze
na intervalu I**. Vidime ovSem, Ze tato funkce je spojita na celém intervalu I*. Intuitivné, ¢islo w muze byt
libovolné blizko nalevo od nuly, a tedy funkéni hodnota nemiize nikam ,,uskocit“.
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