Dnes vime, Ze po logické strance lze téméf celou sousasnou
matematiku odvodit z jediného zdroje — z teorie mno¥in.
N. Bourbaki

Nesmirny vliv teorie muo¥in na rozvo] matematiky v po-
slednich padessti letech je v souéasné dobé obecné uzniva-
nou skute¢nosti,

P. S. Alexandrov
A. N. Kolmogorov

Teorie mnoZin pronikla hluboko do mnohych oblast
matematiky a nesmirné je ovlivnila; zvl4%t mimotidnou
ulohu hraje p#i studiu logickych a filosofickych z4klad®
matematiky.

R. Courant

Prvky mnoziny mohou byt nejriznéji piedméty : pismena,
atomy, ¢fsla, funkce, body, thly atd. Odtud je ji¥ od samého
potitku patrni neobyZejna $ka teorie mnoin a jeji pousi-
telnost v mnohych oblastech poznéni (v matematice, v me-
chanice, ve fyzice).

N. N. Luzin

Zékony platné pro kvantitativni transfinitni &isla se pod-
statnym zptisobem li¥f od zavislost panujicich v oblasti
koneéna,

G. Cantor

N. ). VILENKIN

Vypravéni
0 mnozinach

m
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PREDMLUVA

Proni  piilezitost slyset o leorii mnofin jsem mél v. esmé tFid
Nawitivil jsem piedndsku, klerou pro moskevské komwd konal
1. M. Gelfand — tehdy zadingfici docent a nyni clen korespondent
Akademie véd SSSR. Duvé hodiny ndm vyprdvél o zcela neuvéfitelnych
vécech: o tom, Ze pFirozenych disel je steiné mnoko jako Cisel sudfch,
Ze raciondlnich Eisel je stejné mnoho jako Cisel piirozenych, a Ze
bodi na tsedce je stejné mnoho jake bodii na (tverci.

Seznamovdni s feorii mnofin pak pokracovalo béhem studia na
mechanicko-matemalické fakulté Moskevské sidini university. Vedle
predndick a semindtii tam existoval jelté jing, svérdzny zpisob viuky,
o kterém snad profesoit a docenti nemsli ani tuSeni. Po vyulovdni
(a nékdy — nad tajit htichy — i v dob¥ neptilis zajimavych pednd-
Sek) se studenti toulali po chodbdch staré universitni budovy a posuzo-
vali spolu zajimavé tlohy, neolekdvané prikiady a vtipné dikazy.
A prévd pii tichto rozmiuvdch se studenti pronich rofnikit dovidali
od suich starfich kolegil, jak se konstruuje k¥ivka prochdzejict viemt
body ltverce nebo spojitd funkce nemapici mikde devivesi, atd.

Zdiwodnéni nebyla oviem vidy zeela pFesna a jit na zkoulku po
vyslechnuti téchto rozhovort by byla neodpustitelné lehkomysiné.
Zkouska viak stejné neptipaddln tuidvghu — zkouska z teorie funkci
rediné proménné se podle seznamu pFedndlek sklidala ol za dva
roky. Ale jak potom tato pFiprava ,,v kulodrech™ pomdhala pfi sle-
dovdni piedndsek a skldddni zkousek! U kaZdé véty se vybavovaly
zajimavé dlohy, vtipnd srondni a ndzorné priklady, s nimii jsme
se jiZ dfive setkali.

' Chet &lendri pprdvét o leovii mnoFin zhruba v #émZ duchy, v jakém
Jsem se s nt seznamoval pit ,fulodrnich’ piedndskdch.

Nejuétst pozornost proto vénuji pellivé formulact jednotlivich
ok, sezndmeni s neolekdvanymi a udivujicimi piiklady, které
zeela odporuji naivnim predstavdm a na které je teorie funkci rediné
proménné tak bohatd. Pociti-li po pecteni této kniZky Zdk uyssi
tridy nebo student nékterého z promich rofniki vysoké Skoly ptani
sezndmit se s teorit mnofin nebe s teorit funkci rediné proménné
hloubéji, bude autor povafovat svij cil za spinény.



K vdZndisimu studiv lze doporulit tyto knihy :*)

1. P. 8. Alexandrov: Uvod do obecné teorie mnofin a funkei ;

Preha, NCSAV 1954.

2. A. N. Kolmogorov, S. V. Fomin: Elementy teorii funkcij { fun-

ketonal’nogo analiza; Moskva, Nauka 1968,

3. N.-N. Luzin: Teortja funkeij déjstvitelnogo peremennogo ;

Moskva, Ubpedgiz 1948.

4 L P. Natanson: Teorija funkcij vestestvenngj peremennoj,

Moskva, Gostechizdat 1950.

5. F. Hausdorf: Teorija mnofestv, ONTT 1937,

Mnoho zajimavieh wlok z teorie mnoin obsahuje kniha ¥. S.
Olana ,,Sbornik zadaé i teorem po teorii funkcij déjstvitelnogo
peremennogo™, Prosvelienije 1965. Mnoho zajimavych tidaja,
tkajicich se nékterych dloh 7 této knitky, Ize nalézt v knize A. S.
Parchomenka ,,Cto takoe Linija*. Na konei knihy woddime #adu
wloh z teorie funkci redlné proménné, jejichi fefeni bude ltendti
ufiteiné. Poznamenejme jesté, Ze nékterd obtiZnfisi mista lze b
pronim Clent yynechat, aniZ by tim bylo neptiznivé ovlivnénoe porozu-
méni ostatnim fdstem textu. Talo mista Jjsou oznacena ctveretky.

*) Ceského ftenafe upozoriujeme jeSté na tyto knihy:

B. Pospilil: Nekoneino v matematice, Praha, JCMF 1949;

E. Cech: Bodove mnoZiny, Praha, Academia 1966;

J. G. Kemeny, J. L. Snell, G. L. Thompson: Uvod do finitni
matematiky, Praha, SNTL 1971,

Kapitola 1



MnoZiny a operace s mnoZinami

Co je mnoZina

V této kapitole se bude hovofit o tom, co znamend slovo
mnoZina a jaké operace lze s mnoZinami provadét. Zakladni
pojem teorie — pojem mnoziny — nelze pfesné definovat.
Je sice thoné Hci, Ze mnoZina je ,,soubrn®, ,,soubor, | sys-
tém*, ,,tHida* a pod. To viak nejsou matematické definice,
nybr spfie zneuZivini slovniho bohatstvi jazyka.

Definujeme-li néjaky pojem, je pfedeviim tieba ukizat
obecnéjé pojem, jeho¥ zvladtnim pfipadem definovany po-
jem je, U pojmu mnoziny to viak neni moiné, nebot v ma-
tematice obecnéjii pojem neexistuje.

Z tohoto divodu misto uvedeni definice mnoziny budeme
vyznam tohoto pojmu ilustrovat na piikladech.

Casto je téeba hovotit o nékolika vécech majicich spolec-
nou né&jakou vlastnost. Napfiklad lze hovofit o mnoZing
viech ZidH v uréité mistnosti, o mnoZiné viech atomil planc-
ty Jupiter, 0 mnoziné viech bunék lidského téla, o mnoZiné
viech brambor v daném pytli, o mnoziné ryb v mofi, o0 mno-
ziné viech ¢tvercli v roving, o mno#iné viech bodi dané
kruznice atd.

Predméty, z nichZ se mnozina skldd4, nazyvame jejimi
proky. Skutetnost, 2e se dand mnoZina A skladd z prvkid
% ¥ ..., z, zapisujeme obvykle symbolem

A=1{xz ... 2.



Napriklad mnoZina viech dnu v tydnu se sklada z prvki
pondél, ttery, stieda, ¢tvrtek, patek, sobota, nedéle, takze
symbolicky ji zapifeme {pondéli, utery, stfeda, &tvrtek, pa-
tek, sobota, nedéle}. Proto symbol {leden, tinor, bfezen, du-
ben, kvéten, ferven, fervenec, srpen, zafi, fijen, listopad,
prosinec} oznaéuje mnoZinu viech mésici v roce, symbol
{stitdni, odd&itini, nasobeni, déleni} oznaduje mnoZinu za-
kladnich poetnich vykonii. MnoZina viech tefeni kvadra-
tické rovnice a2 — 2x — 24 = 0 se skladd z ¢isel —4 a 6,
Y. mi tvar {—4, 6}.

SloZené zdvorky v oznadeni mnoZiny zndzoriuji okolnost,
#e jednotlivé prvky jsou shrouty v jeden celek — v mnozinu
A. Skuteénost, Ze prvek x patfi do mnoZiny A, se zapisuje
pomoci symbolu £ takto: x € A, JestliZe dany prvek x do
mnoZiny A nepatfi, pffe se x ¢ A. Napiiklad, oznatuje-li
pismeno A mno¥inu viech sudych pfirozenych &isel, pak
6eAaleA

Hovofime-li tedy o mnoZing, shrnujeme urdité objekty
v jeden celek, a to v mnoZinu, jejimiZ jedinymi prvky tyto
objekty jsou. Zakladatel teorie mnozin Georg Cantor to
zdliraznil témito slovy:

ssMnodinou rozumime kaidy soubor wréitych dobfe rozlisitelngch
objektii naseho nazirdni nebo mysleni shrautych v jeden celek.**)

Prvky mnoZiny mohou byt i objekty, které ve skuteénosti
neexistuji, naptiklad v bohosloveckych traktatech se vaing
studuji vzdjemné vztahy v mnofinich archandéld, zlych
duchti apod.

Pro nizornou ptedstavu pojmu mnoZiny navrhl akademik
N. N. Luzin toto pfirovnani. Pfedstavme si prihledny,
nepropustny obal, napiiklad n#co jako uzavieny prithledny
satek, a pfedpokladejme, Ze v tomto obalu jsou zabaleny

*) V originale: ,,Unter einer ,,Menge* verstehen wir jede Zu-
sammenfassung M von bestimmten wohlunterschiedenen Objekten
m unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen®,
{Pozn. piekl.)
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viechny prvky dané mnoziny A a Ze kromé téchio prvki
nejsou uvnitt obalu Zadné jiné objekty. Teato obal s objekty
x, nachazejicimi se uvnitf, miZe slouzit jako ndzorny obraz
mnoziny A vytvafené prvky x. Samotny prihledny obal
obklopujici viechny prvky (a nic jiného kromé nich) pak
dosti dobte znazorfiuje shrnovani prvkil x, jehoz vysledkem
je vytvofeni mnoziny A.

Obsahuje-li mnozina pouze koneény potet prvkii, nazyva
se konednow mmoZinou, a je-li v ni nekoneéné mnoho prvki,
nazyva se nekonefnou mnozinou. Tak napf. mnoZina viech
stromi v urditém lese je koneén4 a mnozina viech bodt dané
kruZnice je nekoneénai,

Jak se uruji mnoZiny

Mnozinu lze uréit riznymi zpisoby. Jeden ze zplisobil
spo¢iva v tom, Ze se uvede uplny seznam viech jejich prvka.
Napiiklad mnozina viech 2aka jisté tfidy je uréena sezna-
mem 24kt v piisluiné tfidni knize, mnoZina viech statd
svéta je urlena jejich seznamem v zemépisném atlase, mno-
zina vech kosti lidského téla je ddna jejich seznamem v uéeb-
nici anatomie.

Tento zpiisob je viak pouZitelny pouze v pfipadé koneé-
nych mno#in, a to je§té zdaleka ne vidy. Naptiklad lze sotva
pofidit tiplny scznam viech ryb v mofi, i kdy# je jich pouze
koneény pocet. Nekoneéné mnoziny uz viibec nelze uréovat
pomoci tplného seznamu; zkuste napiiklad sestavit uplny
seznam viech pfirozenych éisel nebo dplny seznam viech
bodli dané kruinice — je zfejmé, Ze sestavovani takového
seznamu nikdy nedokonéite.

V piipadé¢, Ze mno#ina nemize byt uréena pomoci dplné-
ho seznamu, urcuje se prostfednictvim néjaké charakteristic-
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ké vlastnosti jejich prvka; tj. takové vlastnosti, kterou maji
viechny prvky piisluiné mnoZiny, kdeito zidné jiné objekty
ji% tuto vlastnost nemaji. Napiiklad miizeme hovofit o mno-
iné viech pfirozenych &isel. Potom je nepochybné, e Cislo

3
73 do této mnoZiny patii, kde¥to &fslo 7 nebo krokedyl do

této mnoziny nepatii. Stejné tak ¢islo 4/2 a planeta Saturn

nepatif do mnoziny viech racionalnich &isel, kdezto &islo T
do této mnoZiny patii. ;

V geometrii se ¢asto pracuje s mnoZinami bodi, uréenymi
témi ¢&i jinymi charakteristickymi vlastnostmi. Obvykle,
podle staré tradice, se mnoZiny viech bodi, majicich danou
charakteristickou vlastnost, nazyvaji geometrickymi misty
bodi. Naptiklad se fikd: ,,Geometrické misto bodl v roviné
stejné vzdalenych od daného bodu této roviny se nazyva
kruznice”. To znamend, %e mnoZina viech bodi roviny
stejné vzdalenych od daného bodu této roviny je totoZna
s mnoinou bodh jisté kruZnice.

Urdovani mnozin charakteristickymi vlastnostmi miiZe
nékdy vést ke komplikacim. MdaZe se stit, Ze dvé rizné cha-
rakteristické vlastnosti uréuji tutéZ mnozinu, tj. %e kazdy
objekt majici jednu vlastnost m4 i druhou a naopak.

Napifklad mnoZina viech tlustokoZci majicich dva kly je
totoZna s mnozinou viech tlustokoZci majicich chobot, tj.
s mnoZinou viech slona.

V geometrii vlastnost ,,bod M lefici uvniti ostrého thlu
AOB je stejné vzdalen od ramen thlu AOB® uréuje tutéZ
bodovou mnoZinu jako vlastnost ,,ostry ihel 40OM je stejné
velky jako ostry uhel MOB*“ (viz obr. l). V aritmetice
vlastnost ,,celé &islo délitelné dvéma’* uréuje stejnou mnoZi-
nu jako vlastnost ,,posledni &slice zapisu ¢&isla v desitkové
soustavé je délitelnad dvéma’.*)

*) Ptesnéji vzato, mame na mysli, Ze Cislo zapsané posledni &islici
Je délitelné dvéma. (Pozn. ptekl.}
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Obr. |

Nékdy byva obti#né dokdzat ekvivalenci dvou charakte-
ristickych vlastnosti. Pokuste se napiiklad dokazat, Ze nasle-
dujict dvé vlastnosti urduji tutéz mnozinu bodd, leicich
v jedné rovin& s trojuhelnikem ABC:

{a) Paty kolmic spusténych z bodu M na strany trojihel-
nfka ABC lez{ na jedné pfimce,

(b) bod M le# na kruznici opsané trojuhelniku ABC
(obr. 2).

(Totoznost téchto mnozin je obsahem tzv. Simsonovy véty
a véty k ni obracené.)

Obr. 2

13



Mnolio matemutickych vt pojednava o totoZnosti dvou
mnoZin, napfiklad o totoinostt mnoZiny rovnostrannych
trojihelniktt a mnoZiny rovaouhlych trojuhelniki, o toto-
nosti tetnovych ¢tyfdhelnikd a mnoZiny étyfihelnikil se
sobé rovnymi soulty protilehlych stran, atd.

V nékterych pfipadech neni problém totoZnosti dvou
ranozin, urfenych svymi charakteristickymi vlastnostmi,
dosud rozfefen. Tak napfiklad neni dosud zndmo, zda je
mnozina {1093, 3511} totozZnd s mnozinou prvodisel n, pro
kterd je &slo 27 — 2 délitelné éislem 2.

Jesté vei potife pfi uréovan! mnoZin charakteristickymi
vlastnostmi vznikaji vlivem nedostateéné jasnosti a pFesnosti
obvyklych jazykovych prostfedkii. Velké mnozstvi vzdjemné
blizkych objektii zt€¢Zuje rozdéleni objektd na objekty, které
do dané mnoZiny patii a objekty, které do ni nepatii.
Hovofime-li napfiklad o mnoZiné viech strom na zemé-
kouli, musime nejdiive rozhodnout, jedna-li se o viechny
stromy, které na Zemi existovaly a budou existovat, €
jedné-li se o stromy, které existovaly v pribéhu néjakého
daného ¢€asového obdobi (napf. od 1. kvétna do 1. zaH
1963). Pak ale vznika otdzka, zda do uva¥ované mnoziny
patfi stromy, které byly v daném obdobi pokiceny¥*).
Déle kromé stromit a rostlin, které ziejmé za stromy ne-
povafujeme, existuje fada rostlin, u kterych tento rozdil
neni tak patrny a je tfeba rozhodnout, které z nich do mno-
Ziny stromh patfi a které nikoli.

Dokonce mnozina viech planet Slunce neni uréena zcela
jednoznaéng, Vedle velkych planet (Merkur, Venuie, Zemé,
Mars, Jupiter, Saturn, Uran, Neptun a Pluto) obih4 kolem
Slunce piiblizné 1600 malych planet, tzv. asteroidi.
Priiméry nékterych téchto planetek (Cerera, Pallada, Juno)

*} Neni ani ziejmé, zda do uvaZované mnoziny patii stromy, které
existovaly po celé dané obdobi, ale zaroven existovaly také pred
nim nebo po ném nebo pred nim i po ném. (Pozn. prekl.)
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dosahuji stovek kilometrii, aviak existuji také asteroidy,
jejichz primér nepfesahuje 1 km. Pfi neustdlém zdokonalo-
vani pozorovacich metod budou astronomové objevovat
stale mendi a mendi planetky a nakonec vznikne otdzka, kde
konéi planety a kde zaéinaji meteority a kosmicky prach.
Podobné tézkosti mél i jeden z Babelovych hrdind, jeéici po
pfepadeni bandou Beni Krika: ,,Kde zaéinid policie a kde
konéi Beia Krik?* Jak zndmeo, rozumni Odésané mu odpo-
vidali, ze policie koné¢i pravé tam, kde zaéind Bena Krik*),
Aviak véta ,,Planety kontf pravé tam, kde zacinaji meteori-
ty** sotva nékoho uspokoji jako pfesnd definice mnoZiny
planet sluneéni soustavy.

Ostatné rozdil mezi planetami a meteority zajima hlavné
astronomy. Aviak rozdil mezi domem a chatréi je podstatny
pro obyvatele jakéhokoli obydli. Pfitom si lze snadno pfed-
stavit, Ze tentyZ objekt ziskd u jednoho ¢lovéka dctyhodny
ndzev ,ddm*, kdeito u druhého pohrdavou prezdivku
s»chatre™. Pochopitelné i zafazen( té & oné budovy do mno#i-
ny paldch zivis{ podstatng na tom, kdo dostal za tikol sesta-
vit soupis prvkil této mnoziny.

Stejné tak i vySetfovani mnoziny viech basni publikova-
nych v Ceskoslovensku je komplikovano existenci mnoha
pfechodovych forem mezi ver§i a prézou (verfovana proza,
nerymované verde atd.) Nep#li§ piesné je uréena i mnozina
osob, majicich privo bezplatné cestovat viakem v Ceskoslo-
vensku. Mimo jiné do této mnoziny patii déti do péit let.
Mﬁ.ic se viak stit, Ze takovy neplnolety cestujici dosdhne
péti let béhem cesty, a pak neni jasné, zda do uvazované
mnoZiny patfl (vyprdvi se, e jeden puntitkiisky otec
zatdhl za zichrannou brzdu pravé v tom okamziku, kdy
jeho syn dosahl véku péti let, aby tak mohl piesné ur&it
zbyvajfci &ast cesty, za kterou jiz ma zaplatit).

Jemné rozdily mohou vznikat i v jednoduiich situacich
a Jsou spjaty s nepfesnosti a nedokonalosti hovorovéha jazy-

*) Tssak Babel, Jak to chodilo v Odése. (Pozn. ptekl,)
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ka. Vysetiujeme napiiklad mnoZinu A tvofenou prvnimi n
piirozenymt ¢sly,

A={1,2 .. 0,

kde # je polet pismen prvnich dvou tadka zdkladniho textu
»Eviena Onégina®“*). Takové zadéni lze chapat dvojim
zpsobem. Na jedné strané lze ¢slo n chapat jako celkovy
pocet viech vyskyt kazdého pismene v uvedenych dvou fad-
kach (ij. celkovy pocet viech odpovidajicich liter). Vypisme
tyto dvé Fadky a ritzné vyskyty téhoZ pismene pfitom o¢fsluj-
me.

:aMltJlJI ST R Y,Cy BiY,L, M2UIZIE1M3 CTady, A V)
D,OB;E;, KiD:Y; O:PiR;A;V,D3U; S:E; R3O:Z;NEs-
M,O.H,,"

Dostaneme r =45 a A = {1, 2, ..., 45}.

Na druhé stané lze éislo n chéapat jako celkovy potcet
vzdjemné riznych pismen Zeské abecedy, vyskytujicich
se v uvedenych dvou fadkich, tj.:
M,U,].8,T,R,Y,C,B,Y,L,U,Z EILA,V,D,0,EK,P,ZNH..
Pak dostaneme n =25a A = {1, 2, ..., 25}.

Uvedeny piiklad ukazuje, s jakou peélivosti je tieba pii-
stupovat k uréovan{ mno¥in, chceme-li se vyhnout nejasnosti
a viceznatnosti hovorového jazyka.

Holit se &i neholit?

Nesndze s uréenim prvkd mnoZiny nejsou spjaty pouze
s nepfesnostf hovorového jazyka. Nékdy le# piicina mnohem
hloubgji. Uvedeme pfiklad**). MnoZiny nejsou obvykle svy-

*) Podle piekladu Josefa Hory vydaného r. 1945 v nakladatelstvi
Melantrich. (Pozn. ptekl.)
**) Tzv. Russelliv paradox {Pozn. pickl.)
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mi vlastnimi prvky (napiiklad mnozina viech piirozenych
¢sel neni ptirozené Cislo, mnozina viech trojihelnikii neni
trojuhelnik atd.).

Existuji vak i takové mno¥iny, které obsahuji samy sebe
jako jeden ze svych prvkd, Napifklad mnozina abstraktnich
pojmd je sama abstrakinim pojmem (neni-li pravda?).
JelikoZ takové mnoziny budeme vy3ettovat zfidka, nazveme
je extraordindrnimi mno¥inami a viechny ostatni mnoZiny
ordindrnimi mnoZinami.

Utvoime nyni mnoZinu A, jejimiz prvky jsou viechny
ordinarni mnoziny. Na prvni pohled se nezda, Ze by na
télo definici bylo néco ¥patného; neni vidét, pro¢ by vyraz
,mnozina viech ordinarnich mnozin* mél byt hordl neZ
vyraz ,,mno¥ina viech trojuhelnikd®. Ve skutefnosti viak
zde vznikd va#ny logicky spor. Pokusme se zjistit, zda mno-
¥ina A je ordindrni &i extraordinarni. Je-li ordindrni, pak
je jednim ze svych prvkil (nebot mnoZina A vznikla shrnu-
tim viech ordinarnich mno#in). Pak ale je, podle definice
extraordinarity, mnoZinou extraordinarni. Je-li mno¥ina A
extraordinarni, pak (podle definice extraordinarity) musi
byt svym vlastnim prvkem, pfitom ale viechny prvky mno-
%iny A jsou ordindrni mno¥iny; extraordindrni mnofiny jsme
mezi prvky mno#iny A nezahrnuli.

Dospéli jsme k logickému sporu — mnozina A nemiiZe byt
ani ordindrni ani extraordinarni. Takové logické spory
vznikaji ostatné i v mnohem jednodulfich situacich. Na-
piiklad co ma délat vojin, ktery dostal rozkaz holit viechny
ty vojaky své Zety, ktei se neholi sami, a zadné jiné? Ma se
holit nebo nema? Bude-l se holit, bude pattit mezi vojaky,
ktefi se holi sami a podle rozkazu takové vojaky holit ne-
mé. Nebude-li se holit, bude patfit mezi vojiky, ktei se
neholf sami, a tudiz podle rozkazu must sdm sebe holit.

Jsou znamy i jiné ptiklady, kdy na prvni pohled zcela
bezvadné zadani mneziny uréuje mnoZinu ipatné, &i pres-
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néji feceno neurcuyje ji vibec. Vyjettuyme naptiklad®)
mnozinu A viechraciondlnich éisel, které lze urdit pomoci nej-
vy$e dvou set ¢eskych slov (véetné slov ,,nula“, , jeden®,
»dva’’, atd.). Jelikoz je mnoZina viech ¢eskych slov koneéna
{pro jednoduchost se omezime pouze na slova z Travnié-
kova ,,Slovniku jazyka &eského’ a jejich gramatické formy),
Jje 1 mnoZina viech takovych &isel koneéna. Necht jsou to
ésla 7y, r2,..., ry. Definujeme nyni raciondlni éislo r
takto:
= 0mn;. . .0y,

kde &islice n; (Cislice stojici na i-tém desetinném misté éisla r)
je rovna 1, je-li ¢islice stojici na i-tém desetinném misté ¢isla
7; thznéd od jednotky, a rovna 2 v piipad® opadném.

Cislo 7 neni rovno &slu 7;, nebot se od ného 1iéi na prvnim
desetinném misté, neni rovno ani &slu rp, nebot se od ného
li# na druhém desetinném mist, atd. Cislo 7 tudiZ nepatii
do mnoZiny A. Pfitom jsme pii jeho definici nepiekro¢ili
dovoleny pofet dvou set slov,

S timto paradoxem uzce souvisi daldl paradox**):

Jaké je nejmenst pFirozend Cislo, kieré nelze urdil pomoci vély,
obsahugici méné nef sto leskjch slov?

Takové ¢islo existuje, nebot potet slov eského jazyka je
konetny, a existuji tudif pfirozena &isla, kterd nelze defi-
novat vétou o méné nez stu ceskych slovech. Pak ale mezi
nimi existuje také &slo nejmensi.

Na druhé strané takové &islo neexistuje, nebot je uréeno
vétou absahujicf méné neZ sto slov — viz véta vytifténa
vyie kurzivou — a zaroven podle smysh této véty nemize
byt takovou vétou uréeno.

1 Uvedme jedte slozitgj$i pifklad konetné mnoZiny, ve
kterém neni moZné rozhodnout, zda p¥sluind mno%ina ob-

*) Tav. Richardiiv-Berrytiv paradox (pozn. piekl.).
**) Tzv. Berryiiv paradox (pozn. ptekl.).
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sahuje dany prvek¥). Rozdélime viechna piidavna jména
Zeského jazyka na dvé skupiny. Do jedné skupiny zafadime
viechna pfidavni jména, kterd sama maji tutéZ vlastnost,
kterou vyjadiuji, a do druhé skupiny viechna ostatni.
Napfiklad pfidavné jméno ,,Ceské” zafadime do prvni
skupiny, nebot slovo ,,¢eské’ patfi do slovni zasoby feského
jazyka. Do 1éie skupiny zatadime i pfidavné jméno ,,péti-
slabi¢né® nebot slovo ,,pétislabitné ma pravé pét slabik.
Naprot1 tomu pfidavaé jméno ,némecké” zafadime do
druhé skupiny, nebot slovo ,,némecké patii do slovni
zdsoby Eeského jazyka a nikoli do slovni zdsoby némeckého
jazyka. Do druhé skupiny bude patfitislovo ,,jednoslabiéné®,
nebot toto slovo nema4 jednu slabiku, ale pét slabik. Do téze
skupiny patii i slovo ,,modré®, nebot samo toto slovo neni
modré, ale pouze vyjadiuje jistou barvu.

Zdélo by se, Ze je vie v naprostém pofadku a Ze¢ kadé
piidavné jméno patii pravé do jedné skupiny. Aviak aby-
chom rozlifili ziskané dvé skupiny, zavedeme jeité dvé
piidavna jména. Piidavnd jména prvni skupiny nazveme
»autologickymi*® {,,auto™ — ve sloZenych cizich slovech
znadi: samo-, sebe-, ,,logos’ znamend smysl, zdkon) a pii-
davnd jména druhé skupiny ,heterologickymi* {, hetero® —
ve slozenych cizich slovech zna&i: jino-, nestejno-, riizno-).
Slova ,,autologicky** a ,,heterologicky* jsou ptidavna jmé-
na a jako takova je tfeba je zatadit do nadich dvou skupin.
Pii zafazeni slova ,autologicky*‘ nevznikaji #4dné nesnize
— Je tfeba je zafadit do prvni skupiny, a pak bude mit
pravé tu vlastnost, kterou vyjadiuje — vidyt do prvnd sku-
piny patfi pravé autologickd slova. Slovo ,,heterologicky*
viak vyvolava tytés obtife, do kterych se dostal vojensky
holi¢. Do skupiny autologickych slov je nelze zafadit,
nebot pak by slove ,,heterologicky muselo mit vlastnost,
kterou vyjadiuje, a tato vlasinost spodivi v tom, ¥e¢ nemi
patiit do prvni skupiny, ale do druhé. Pfitom je nelze za-

*)

Tzv. Grelingdiv-Nelsontiv paradox (pozn. piekl).
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%adit ani do druhé skupiny, nebot pak by nemélo mit vlast-
nost heterologi¢nosti, a byt tudiZ autologickym, nebot
druhé skupina neobsahuje zadné autologické slovo. [

V teorii mno#in se nahromadilo mnoho takovych pti-
kladii, e zadani mnoziny obsahovalo vnitini rozpory.
Studium podminek, pfi kterych k tomuto jevu miZe do-
chazet, vedlo k hlubokym uvahdm, které zcela zménily
tvafnost logiky. Mnohych vysledki tohoto studia bylo
pozd@ji ufito pii budovani teorie samodinnych poéitadi,
teorie automati a jinde. Toto studium viak jiZ patii do
matematické logiky a my se jim dale nebudeme zabyvat.

Dile budeme vydetfovat pouze mnoZiny, které jsou
uréeny presné, bez rozport a o jejichZ slozenf nevznikaji
24dné pochybnosti (napf. mnoZina viech pFirozenych é&isel,
mno#ina viech &verci v roviné apod.).

Priazdni mnoiZina

Nazev ,,mno¥ina‘* miZe vzbuzovat dojem, Ze kazdid mno-
%ina mus{ obsahovat mnoho (feknéme aspofi dva) prvki.
Aviak v matematice je tteba vyfetfovat i mnoZiny obsahujici
pouze jeden prvek a dokonce i mnoZinu neobsahujici Zadny
prvek. Tato posledné jmenovanid mnoZina se nazyva
prdzdnd mnoZina a znadi se symbolem @.

Jako piiklady prazdnych mnoZin nim mohou poslouZit
mnozina koni pasoucich se na Mésici, mnoZina desetinohych
savci, mno#ina tiiletych $achovych velmistri, mnoZina
realnych kofend rovnice x* + 16 = 0, mnoZina feleni sou-
stavy rovnic

J2x — =19,
| 42 — 10y = 6,
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Pro¢ se zavadi pojem prazdna mnozina? Picdeviim si
Vimneme, Ze U mnoZiny uréené charakteristickou vlast-
nost! jejich prvkii nemus byt ptedem zndmo, zda vibec
existuje aspofi jeden prvek s danou vlastnosti. Vy§etiujm.e
napf. mnoZinu A tvofenou viemi ¢tyfuhelniky, které -maji
zarovei tyto dvé vlastnosti:

{a) viechny jejich thly jsou prave,
(b) jejich thlopficky maji rizné délky.

Pro Zlovika, ktery nezna elementdrni geometrii, neni
v téchto dvou poadavcich nic rozporného. Aviak z véty
o rovnosti délek Ghlop#icek v obdélniku plyne, Ze uvaZovani
mnozina &tyfihelnikil je prazdna. Prazdna je také mnoZina
viech trojihelnikfi, majicich soucet vnitinich hli rizny
od 180° Rovné? mnoZina viech kvadratickych trojélenti
majicich vice nez dva kofeny je prazdnd. Ostatné mnohé
matematické véty lze formulovat jako vyroky o tom, Ze
uréitd mnozina je prazdnd (pokuste sc takto formulovat
Pythagorovu vétu).

Bylo by obtiZné zjistit, zda mnozina viech redlnych ko-
fenil rovnice

x4 — Taf — 6x 26 =0

je prézdna nebo neprazdnd, aniz bychom tuto rovnici Fesili.
Piepifeme-li viak tuto rovnici do tvaru

(2 — 42 (x —3)2 + 1 =0,

bude ziejmé, fe #4dné redlné kofeny nema.

Néekdy byva obtizné Fici, zda ta & ona mnoZina ,,nema-
tematického® charakteru je prazdna nebo neprazdna.
Jestlize zna nékdo §patné zoologii, nebude moci odpovédét
na otizku, zda mnoZina Zralokti Zjicich v Bajkalu nebo
mnoZina tygr Zijicich na svobodé v Australii je prazdna.

O nékterych mmozinich neni dodnes znimo, zda jsou
¢ nejsou prazdné. Tak napf. neni dosud znamo, zda je

21



prdzdna mnoZina viech piirozenych &isel n, vétSich ne3
dvég, pro kterd ma rovnice

xﬂ+-yn=zn

kladné celodiselnd fefeni (to je slavny Fermatiiv problém).
Neni také zndmo, je-li praizdni mnoZina téch &islic, které se
v desetinném rozvoji &isla w vyskytuji pouze na koneéném
poftu mist (pfitom je jiz zndmo nékolik tisic prvnich dese-
tinnych mist ¢isla =),

Dodnes zéistdvd nevyjasnéno, zda je prdzdnd mnoZina
viech celodizelnych Fefeni rovnice

#3842 = 30,

Pfitom se pfipouiti jak kladna tak i ziporn4 celotiselnd fe-
Seni (skute€nost, Ze tato rovnice nema kladni celoéiselna
feSend, je zcela ziejma).

Neni rovnéZ znimo, zda je prazdna mnoZina viech Zivych
plesiosauri na zemé&kouli; ukdZe-li se totiZ, %e obluda
z jezera Loch Ness skute¢né existuje a Ze je to plesiosaurus,
bude tato mnoZina neprazdnd.

Teorie mnoZin a 3kolski matematika

MnoZiny se mohou sklidat z nejrazné&jich prvkti — z ryb,
domu, Ctvercd, Cisel, bodd atd, Tim Ize vysvétlit neobyéejny
razsah pouzitelnosti teorie mnoZin v nejriiznéjiich oblastech
lidského pozndni (v matematice, mechanice, fyzice, biologii,
lingvistice atd.). V matematice hraji zvlasté dileitou iiohu
mnoZiny sklddajici se z ,,matematickych® objektd — geo-
metrickych ttvart, &isel, algebraickych vyrazii, funkel atd.
S nékterymi takovymi mnoZinami se pracuje ve ¥kolské
matematice. Autofi stfedoikolskych ucebnic se obvykle
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nazvu ,,mnofina“ vyhybaji (co snadno pochopime, uvé-
dom{me-li si, Ze i ,,nejmodernéji* &asti 3kolské matematiky
vznikly koncem sedmnéctého stoleti, kdeito teorie mnozin

je ditétem stoleti devatenactého).

Ve stredoikolské matematice se ve skuteénosti s mnoZinami
setkAvime na kazdém kroku. Zvlast Casto se sctkév;:imc
s ¢iselnymi mnozinami, tj. s mnoZinami, jejichz prvky jsou
&sla. Priklady takovych mnofin jsou:

a} mnoZina viech pfirozenych ¢isel,

b} mnozina viech celych &isel,

¢) mno¥ina viech raciondlnich Cisel,

d) mnoZina viech reilnych isel,

e) mno¥ina ploch pravidelnych mnohothelnikt vepsa-

nych do daného kruhu
atd.

71 S kazdou rovnici jsou spjaty dvé mnoZiny. Jednou z nich
je mnozina &sel, pro kterd maji smysl. viechny vjrazy
vyskytujici se v uvaZované rovnici. Tato &iselna mnoZina se
nekdy nazyva oborem pFipustnfch hodnot neznidmé. Naptiklad

pro rovnici
x x—1 1

4 x—-9 3

je ohorem pFipustnych hodnot nezndmé x mnoZina viech
takovych &isel x, pro ktera platf 22 -- 4 #0a x? —9 #0,
tj. mno¥ina viech &isel kromé &sel patficich do mnoZiny
{2, —2, 3, —3}. Pro rovnici

V=@ +x+12+x=2+4/10

se obor ppustnych hodnot sklddd z &isel x, pro ktera
plat{

—etxt122=0

Tato nerovnost je splnéna, jestlize platd -3 < x = 4.
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Druhou mnotinou, spjatou s danou rovnici nebo nerov-
nosti, je mnoZina viech jejich Fefeni. Naptiklad mnozina
viech kofenti rovnice x2 — 7x -+ 12 = 0 je mnozina {3, 4},
skladajici se ze dvou prvki a mnoZina viech fefeni rovnice
sin mx = 0 se sklad4 z nekoneéného podtu sel, a to ze viech
celych é&isel, Je-li ddna rovnice, je mnoZina M viech jejich
fefeni uréena charakteristickou vlastnosti svych prvka —
tim, e &isla x, patfict do M, jsou pravé ta ¢&isla, kterd
vyhovuji dané rovnici. Po vyfeieni rovnice miZeme mno-
zinu M uréit seznamem viech jejich prvkid (je-li koneéna)
nebo jinou jednodu$di charakteristickou vlastnost! (neni-li
kone¢na), naptiklad vlastnosti celoiselnosti.

Zatimco mmnozina viech redlnych Fefeni jisté rovnice
Je obvykle tvofena nékolika &isly nebo {pro vétSinu trigono-
metrickych rovnic) éleny nékolika posloupnost &isel, mno-
zina viech fefeni n&jaké nerovnosti zpravidla zcela vy-
pliiuje néjaké useky mnoZiny realnych ¢&sel. Naptiklad
nerovnost 4 — x2 <X 0 plati pro ka2dé x vyhovujlci nerovnos-
tem —2 =< x =< 2, a nerovnost

-2 (x—=3)(x—5) =0

plati pro viechna x vyhovujici nerovnostem —2 < x <2
nebo nerovnostem 3 = x << 5. Vydetfujeme-li misto ne-
ostrych nerovnosti nerovnosti ostré, pak misto uzavienych
intervalt dostdvame obvykle intervaly oteviené, Napifklad
mnofina viech Fefeni nerovnosti

(4—x2)(x—3)(x—5).>0

sc skldda z otevienych intervalt -2 < x < 2a3 < x < 5.
Cisla —2, 2, 3, 5 uvaované nerovnosti nevyhovuji, Mno-
%iny viech fefeni ur¢ité nerovnosti mohou byt i kompliko-
vangj$i. Napiiklad mnoZina viech fefeni nerovnosti
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j mnozina véech téch cisel x, pro kterd plati 15 x < 4.
V tomto ptipadé &islo 1 do mnoziny fefeni patfi a Zislo 4
nepatii. ) o

Jelikoz ka2dé rediné Cislo lze zobrz_a.mt b0(licm _cmclnf:
osy, je mozné &iselné mnoZiny znazornit r‘nnoimaml bodtx
na pfimce. Na obr. 3a je zobrazena mnoZina vée(%h éis::l x,
pro ktera plati —4 =« = 1, a na obr. 3b mnozina viech
téch ¢isel x, pro ktera plati —2 < x < 3.

. L - &

5432001

2 35001 2.3 ¢

Obr. 3a Obr. 3b

Zvlast vhodné je geometrické zndzornéni mnoZin, jejichZ
prvky jsou uspofadané dvojice nebo trojice ¢isel. Naptiklad
rovnice 2 + 12 = 25 urduje mnoZinu M viech uspotidanych
dvojic ¢isel (x, »), po jejichZ dosazeni se rovnice zméni v rov-
nost. Dvoiice tisel {—5, 0), (3, —4) patfi do mneziny M,
nebot {—5)2 + 02 =25, 33 + (—4)2 =25, dvojice {isel
(1, 6) do mnoziny M nepatfi, ncbot 12 4 62 # 25. Aviak
takovy popis mnoZiny M neni piili§ ndzorny. Abychom po-
psali tuto mnoZinu nazorné&ji, uijeme metody soufadnic.
Zvolime v roviné soustavu kartézskych soufadnic (to je
soustava soutadnic, se kterou se udf Zaci pracovat ve tkole).
Pak kazdé uspotadané dvojici &fsel (x, y) odpovida v roviné
bod A o soutadnicich x a y a ka2dému bodu roviny uspofa-
dand dvojice jeho soutadnic (obr. 4).

Znazornime-li v rovingé viechny uspofddané dvojice
¢isel {x, ¥}, pro které 2 + y? = 25, pak snadno nahlédneme,
Ze zapliiujf jistou kfivku, a to kruZnici o poloméru 5 se stfe-
dem v poc¢atku soufadnic (obr. 5). Vzpomeneme-li si.na
Pythagorovu vétu, stane se okamzit¢ ziejmym, 2e mnoZina

25



Obr. 4
Alxy)
b4
X x_
o]
Afxy)
Y
ol ¥ X
Obr. 5 Obr. 6

viech bodd A(x, »), pro které plati 22 -+ 32 = 25, je to-
toZznd s mnoZinou bodi zminéné kruinice (obr. 6).

Nerovnosti, obsahujlci dvé neznamé, neurduji obwvykle
kiivky, ale celé oblasti roviny. Napiiklad nerovnost xz 4
+- 92 =< 25 uréuje ve zfejmém smyslu mnoZinu viech bodi
roviny, jejich? vzdalenost od podatku soufadnic nepfevyiuje
9, tj. mnezinu viech bedi kruhu o poloméru 5 se sttedem
v polatku soufadnic. PHitom body kruZnice do uvedené
mnoziny také patif. Nerovnost x2 4 32 < 25 zadivd tyZ
kruh, aviak bez hrani¢éni kruZnice. []

V geometrii se setkivame s dvéma druhy mnofin. Jednak
ve vétich z geometrie se obvykle hovofi o vlastnostech
urcité mnoZiny geometrickych utvart. Napfiklad véta tvrdi-

26

ci, ze uhlopii¢ky rovnobéiniku se vzajemné puli, se tykd
mnoZiny viech rovnob&Zniki. Jednak samy geometrické
{itvary jsou mno#inami — mnozinami bodi patficich do
daného utvaru. Hovoifme proto o mnoZing viech bodi
daného kruhu, o mnoziné viech bodii daného kuZele apod.

V algebie se setkdvame s takovymi mnoZinami, jako jsou
mno¥ina viech mnohotlentt dvou proménnych, mnoZina
viech kvadratickych rovnic, mnoZina viech algebraickych
rovnic apod. Stru¢né feéeno, téméf kaida cast udiva ze
skolské matematiky souvisi s teoril mnoZin.

PodmnoZiny

Zavedeni pojmu mnoziny do matematickych ivah se ukaza-
lo velmi ugitetnym. Diky tomu, e prvky mnoZin mohou byt
predméty nejriznéjiiho charakteru, je moZné nékterd
tvrzen{ tykajici se mnoZin interpretovat napfiklad nejen
jako tvrzeni o bodech geometrickych itvard, ale také jako
tvrzeni o piirozenych &islech nebo jako tvrzeni o zivocidich
nebo rostlinich & jako tvrzeni o atomech nebo molekulch.
Pojmy a tvrzeni teoric mnoZin se vyznacuji znanou obec-
nost{ a o nékterych z nich nyni pojedname.

Nejprve se scznamime s pojmem podmnofiny. Sctkavame
se s nim napfiklad tehdy, kdyZ néjakou mnozinu nelze
studovat samostatné, ale kdyZz je zapotiebi studovat ji
jako ¢ast jing, ,,vét* mnotiny. Je-li kazdy priek z mnoZiny
B zaroven také prvkem mnoZiny A, tikdme, %e mnoZina
B je podmno#inou mnoziny A a pideme B < A nebo A > B.

Naptiklad mnozina viech 24k néjaké tiidy urlité sttednd
skoly je podmnozinou mnoZiny viech zaki uvaZované
fkoly, A mnozina viech 2aku této dkoly je pak podmnoZinou
mnoZiny viech zaki vibec,
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Obr, 7

Mnozina viech lifek je podmnoZinou mnofiny viech
felem, mno%ina viech $elem je podmnoZinou mnoZiny viech
savell a mnoZina viech savcll je podmnoZinou mnoZiny
viech obratlovei.

Je-li geometricky ttvar X &sti geometrického utvaru Y,
pak mnozina bodi Gtvaru X je podmnoezinou mnoZiny bodi
dtvaru Y (obr. 7). -

V geometrii ¢asto pracujeme s podmnoZinami nékterych
mnozin geometrickych ttvarid, Uvedme napiiklad tyto
mnoziny rovinnych obrazci:

a) MnoZina A viech étyfahelnika.

b} MnoZina B viech lichob&Znikd.

¢) Mnozina C v3ech rovnobéZniki.

d) Mnozina D viech obdélniki.

€} MnoZina E viech &tverci.

V tomto vyétu je obrazec z kaZd¢ skupiny zvla3inim
pfipadem obrazci piedchazejici skupiny (lichob&inik je
zviitni pHpad ¢étyfihelniku, rovnobéZnik je zvlaSin{ pii-
pad lichob&Zniku atd.). To viak znamena, ¥e kaZd4 mnoZina
je pedmnozinou mnoZiny predchazejici:

A=>B=>C>D>E

Stejné tak i ka¥d4 mnotina z nésledujiciho vy¢tu je pod-
mnoZinou mnoZiny pfedchézejici:

a) mnozina viech komplexnich &isel,

b) mnozina vicch redlnych éisel,
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¢) mnozina viech racionalnich &isel,

d) mnoZina viech celych eisel,

¢) mno%ina viech pfirozenych Cisel.

Casto se k uréeni podmnofiny dané mnoZiny uZiva
pridan{ dali dopliujici podminky (k charakteristické vlast-
nosti prvki dané mnoziny). Napfiklad mnozinu viech
ptirozenych &isel lze z mnoZiny viech celych éisel ziskat
piidénim podminky n > 0; mnozinu viech rovnostrannych
trojuhelnikis z mnoziny viech trojthelniki pfidanim pod-
minky e = b = ¢, vyjadfujici rovnost délek stran.

Jiz diive jsme bovofili o tom, %e mnohé véty lze formulo-
vat jako tvrzeni o totoZnosti dvou mnoZin. Rovnéz se set-
kidvame s vétami, ve kterych se hovoll o tom, Ze jedna
mnozina je ¢4sti druhé mnoziny. Napiiklad ve vét& »Uhlo-
pricky &tyfuhelniku o stejnych strandch (kosottverce) jsou
navzajem kolmé* se hovoii o dvou mnoZinich: o mnoziné
A viech kosoétvercl a o mnozing B viech étyiihelnikil
s navzajem kolmymi Ghlopéi¢kami. Véta pak spociva v tvrze-
ni, e plati A < B.

Je-li mnozina A podmnoZinou mnoZiny B, A < B, pak
ptislu$nost k mnoZing A je postatujici podminkou pfislus-
nosti k mnoZing B a piisluinost k mnoZin¢ B je nutnou
podminkou pifsluinosti k mnozing A. Oznatme napiiklad
mnoZinu viech sudych kladnych &isel pismenem B a mnozi-
nu viech piirozenych &isel, jejichz posledni &islice pii
zéapisu v desitkové soustavé je &tyika, pismenem A. Je zigjme,
%e A < B. Tudi? k tomu, aby piirozené &islo n bylo sudé,
sta¢d, aby jeho posledni ¢islice pfi zdpisu v desitkové sou-
stavé byla étytka. Na druhé strané k tomu, aby posledni
¢islice piirozeného ¢&isla byla Ctyfka, je nutné, aby toto
¢islo bylo sudé.

V ptipadé, fe¢ mnoziny A a B jsou totoZné, je piislusnost
k mnoziné A nutnou i postacujici podminkou piistuinosti
k mnoiné B. Lze tedy véty o tom, Ze néjakd podminka

Je nutna i postatujici, chapat jako véty o totoZnosti dvou

Mmnezin,
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Tak napiiklad k tomu, aby celé eislo 1 bylo délitelné
deseti, je nutné a stadi, aby posledni &islice jeho zapisu
v desitkové soustavé byla 0. Jinymi slovy mno¥ina A
viech celodiselnych nésobki deseti je totoZna s mnozinou B
viech celych &isel, jejich# posiedni &islice je 0.

Podobné i mnozina viech kosoétvercii je totoZnd s mno-
Zinou viech rovnobénikii, majicich navzijem kolmé vhio-
pricky. Tudi? k tomu, aby rovnobéznik byl kosotivercem,
Jje nutné a stali, aby jeho uhloptieky byly navzajem kolmé.

B Teorie mno%in a kombinatorika

Spotitejme, kolik podmnozin mé koneini mnofina M
{mno%ina M i prazdna mnoZina @ jsou také podmnoZiny
mnoziny M). Mnozina skladajici se z jediné¢ho prvku a
mi dvé podmnoziny: 8 a {a}. Mnozina, tvotend dvéma
prvky a, b, mé jiz &tyFi podmnoziny: tytéy mnoziny 8 a {a}
a jeSt¢ mnoZiny {4} a {a, b). Pfidame-li k mnozing {a, b}
tfet! prvek ¢, pak, krom¢ jiz uvedenych &ty podmmnozin 4,
{a}, {8}, {a, 8}, vzniknou — ptidanim prvku ¢ ke kazdé
z nich — je§t& &tyfi podmnoziny {c}, {a, ¢}, {8, ¢}, {a, &, c}.
Pfidani nového prvku zfejmé zdvojndsobuje polet pod-
mnoZin. MnoZina o n prvcich ma tudiz 2» podmnoZin,
Podmnoziny koneéné mnoziny Ize rozdélit do skupin podle
pottu jejich prvka. Je-li mnoina tvotena n prvky, pak jeji
podmnoZiny sestivajici z & prvki se nazyvaji kombinace
k-té ttidy z n prvki. Jejich pocet se oznaduje symbolem*) C&.
Jelikoz pocet viech podmnoZin Jje 27, plati rovnost

CO Gl CE e Cn =2,

*) Misto symbolu C%, bézného ve svitové literatufe, se u nés casto
uziva symholu (7}, ktery ¢teme »n nad £°. (Pozn. piekl},
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Mezi ¢isly C% existuje nemélo zajimavych vztahty, 2z nichz
mnohé lze odvodit vySetfovAnim mnozin, vyznalujicich
se uréitymi vlastnostmi. DokaZme naptiklad, e za pied-
pokladu I < k < n platf

Ct = C:l 4 CE (n

Za timto tdelem mezi viemi kombinacemi k-té tfidy z n
prvkl ay, as,. . ., a5 vybereme ty kombinace, které obsahuji
prvek a;. Na ostatnich £ — 1 mistech ka?dé kombinace
miZe stat ktervkoli z n — 1 prvka ai, az,..., az—1. Pocet
viech takovych kombinaci je proto roven C*z}. Nyni ur-
¢ime, kolik kombinaci k-té tiidy z prvkd ay, az,..., 4y ne-
obsahuje prvek a,. Tyto kombinace jsou tvofeny prvky
a1, 3. . ., @p—1. Jelikoz jde o kombinace £-té tiidy, je jejich
pocet roven C}_,. Protote viak ka?d4 z C* kombinaci k-té
ttidy z n prvkd ay, as,...,a, bud prvek ap obsahuje aneho
neobsahuje, musi platit rovnost (1).

Viimneme si jesté, e C% =1 pro ka#dé n = 0, nebot
kazdid mno#ina ma pouze jednu prazdnou podmnoZinu.
Stejné zfejmé je, fe C* = 1.

Uzitim uvedenych poznamek miZeme postupné urdit
¢sla CF; nejprve pro n = 0, pak pron =1, pak pron =2
atd. Cisla C* se obvykle zapisujf do tabulky trojuhelnikové-
ho tvaru (tzv. Pascaltv trojihelnik):

Na stranach Pascalova trojthelniku jsou jednotky, nebot
(Y = C? = 1. Ostatni &sla uréime na zaklads vetahu (1),
podle ného je kazdé &islo rovno souétu gisel v piedchaze-
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Jici fadce nalevo a napravo od uvagovaného &isla. Dostane-

me tak tuto tabulku:

1 3 3 1
I 4 6 4 1
1 5 1010 5 1

Existuje také vzorec pro pHmy vypoéet Cisel CF;
bt

. nl

o, S
Fn — k)1 °

kde k. = 1.2.. k a 0' = ]. NC Vé[ € n L I a y

P H . Ché T a Ctena 1, b
OVCIII, 23 Cisla urcena p()dle tOhOtO vZorce Vyhovu 1 V?.ta]lu
( ) Ell C:l

Univerzilni mnoZina

_Velm: zi'"id_ka se stdva, Ze v jedné a téfe dvaze se hovoi
Jak o mnoziné viech komplexnich &isel, tak i 0 mno#iné viech
velryb v oce4né (i kdyz oviem neni vylouéeno, e ke studiu
pohyl?u velryby ve vodé bude jednou uzito ;netod teorie
fl}nka komplexn{ proménné). Obvykle jsou viechny mno-
Ziny, se kterymi v dané tivaze pracujeme, podmnoZinami
urciee, pevné zvolené mnoziny I. Mnozinu | pak v takovém
prlpadf, nazyvame univerzdini mnoZinoy,
. 'Napriklad Yﬁcchpy ¢iselné mnoZiny v urlité tivaze mohou
b();é ('imnoimaml mnoZiny viech redlnych éisel, mnozina
a libovolného geometrického titvaru Je podmnozinou
mnoziny viech bedii pisiuiného geometrického prostory
L
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mnoZina stran rovinného mnohoiihelniku je podmnozinou
mnoZiny viech tsetek v roviné atd.

Prinik mnoZin

Slavny detektiv Sherlock Holmes potfeboval v zaf roku
1887 zjistit jméno jedné plachetnice*). Nevedel o ni piili§
mnoho: v lednu nebo v tinoru roku 1883 byla v Pondicherry,
v lednu roku 1885 v Dundee a nyni kotvila v londynském
piistavu. Presto se mu jméno plachetnice podafilo zjistit.
Stadilo k tomu porovnat t#i mnoiny: mnoZinu plachetnic
nalézajicich se v uvedené dob& v Pondicherry, mnoZinu
plachetnic nachazejicich se v lednu 1885 v Dundee a mno-
#inu plachetnic kotvicich nyni v lendynském piistavu.
Ukézalo se, Ze pouze jedna lod patiila do viech tfi mnoZin.
Byla to americkd barka ,,Lone Star*. A jelikoz Sherlock
Holmes kromé toho soudil, Ze zlo¢inei jsou amerického
pitvodu, kruh se uzaviel a zlotin byl odhalen.

Zji$tovani spolefnych prvkii mnoZin neni pouze tdélem
detektivi, Védec — bakteriolog, hledajici pivodce nemoci,
zjisti u jednoho pacienta trpiciho touto chorobou jisté
druhy mikrobd, u jiného pacienta jiné druhy mikrobi a u
daliiho je$té jiné. Mnoziny druhfi mikrobi zjidténych
u rozoych pacientd jsou rizné, aviak obvykle lze vyskyt
dvou &t druhfi mikrobG pozorovat u viech pacientd
trpicich pHslu$nou chorobou. Na mikroby tohoto druhu
pada podezieni, e jsou piivodci choroby. Dalii zkoumani
pak ukaze, kdo je skuteénym plvodcem choroby.

#) Podrobnosti mie ttendE zjistit v povidce Conana Doyla:
The Five Orange Pips.
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Mnozina tvofend spolednymi prvky nékolika mnozin
A, B, C,... se nazyvi prinikem t&chto mnoZin. Prinik dvou
mnoZin A a B se zna¢i AN B. Jinymi slovy: prinikem né-
kolika mmozin A, B, C, ... se nazyvA novd mnofina ob-
sahujici viechny ty prvky (a Zadné jiné), které patil do
kazdé z mnoZin A, B, C, ... Jsou-li napf. Zici dané skoly
¢leny &tyF sportovnich oddilii: oddilu kopané, plavani, sachu
a boxu, tvofi pranik mnoZin ¢enii jednotlivych oddilit
viestranni sportovci, ktefi umeéji proménit penaltu, pie-
plavat ¥irokou feku, ohrozit protivnikova kréle a ubrénit se
prepadeni chuligany.

Pochopitelné také v matematice mé pojem priiniku mnoZin
$iroké pouziti. Jednim ze zékladnich zpiisobl feSeni kon-
struktivnich vloh je mefoda geometrickjch mist. Je-li tfeba
sestrojit bod vyhovujici néjakym dvéma podminkdm, pak se
od splnéni jedné podminky upusti a konstruuji se nejprve
mnoziny bodl vyhovujicich pouze jedné podmince. MnoZi-
na viech bodii vyhovujicich jedné podmince vyplni napf.
né&jakou kfivku (geometrické misto bodit). Podobné necht
také mno#ina viech bodd, vyhovujicich druhé podmince,
vyplni né&jakou kiivku. Hledany bod je pak v priniku
(je prisettkem) téchto dvou kitvek (geometrickych mist).
MiZe se samoztejmé ukdzat, Ze se tyto dvé kiivky neproti-
najl v jediném hodé, ale ve vice bodech. Pak ma tloha
nékolik fefeni. Jestlize se kfivky neprotinaji, nema uloha
3adné feleni. Necht méme napiiklad najit bod C majici
vzdalenost a od bodu O a zérovei stejné vzdaleny od bodi
A a B. Hledany bod musi leZet na krufnici o poloméru a
se sttedem v bodé O a na kolmici k tiseéce 4B, vedené
stfedemn této Usecky. K urdeni bodt, vyhovujicich danym
podminkim, tudiz stadl uréit prisefiky ptimky a kruZnice
(prase&iky mohou byt dva nebo jeden nebo 2idny, viz obr.
8).
Nékdy je tieba tvofit priiniky mnoZin geometrickych
nebo &selnych mnozin., Napifklad mnoZina viech étverci
e prinikem mnofiny viech obdélniki a mnoZiny viech
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Obr. 8

kosoétvercii. Mnodina viech rovnostrannych trojihelnikd je
primikem mnoZiny viech trojihelnikit a mnoZiny viech
pravidelnych mnohotihelnikii. Prinikem mnoZiny viech
ptirozenych &isel délitelnych dvéma a mnoZiny viech pii-
rozenych &isel délitelnych tfemi je mnozina viech pfiro-
zenych &isel délitelnych Sesti.

Refeni soustav rovnic a nerovnic vede ve skuteénosti
k uréovani pranikii mnezin (je moiné také fici obraceng:
primiky nékterych mnoZin se hledaji feSenim soustav
rovnic nebo nerovnic). Necht napifklad mame fedit soustavu
rovnic

{ x4 9 = 25, 1
x +y = T (N

Z hlediska algebry mame picd sebou dlohu najit viechny
uspotadané dvojice &isel (x, ¥), po jejich dosazeni do obou
rovnic soustavy dostaneme rovnosti. Jednotlivé rovnice
soustavy viak mizeme vySetfovat samostatné. Oznalme
pismenem M mno¥inu viech uspofadanych dvojic (x, »)
¢isel x, ¥, vyhovujicich prvni z nadich rovnic, a pismenem N
mnozinu viech dvojic (%, ¥), vyhovujicich druhé rovnici,
Retenim soustavy budou pak viechny dvojice, patiici jak
do mnoziny M, tak i do mnoziny N. Jinymi slovy, mnoZina
viceh fefeni sonstavy (1) je pranikem mnozin M a N
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Z této poznimky je ziejmy princip grafického fedeni
soustav: konstruwji se kfivky (mmnoZiny bodd) uréené kai-
dou rovnici soustavy a uréi se jejich pranik. Napiiklad jix
vime, ¥e body (¥, »}, jejichz soufadnice vyhovuji rovnict
x2 Ly =25, lezl na kruinici o poloméru 5 se stfedem
v potdtku soufadnic. Dale vime, fe rovnice x +y = 7 je
rovnice piimky vytinajici na obou soufadnicovych osich
useky délky 7. Po narysovdni této kruinice a piimky se
ukaze, Ze se protinaji ve dvou bodech: 4 (4, 3} a B(3, 4).
Nase soustava méa tudiZ dvé fefeni: x; = 3,91 = 4a x, = 4,

y2 = 3 (obr. 9).
Vyfetifujeme nyni soustavu nerovnic
= #2,
2ie @

Mno#ina M viech fefeni nerovnice y = a2 se sklada z bodt
(%, ), lezicich na parabole popsané rovnici y = %2 a ,,nad"
touto paraboloun, MnoZina N viech fefeni nerovnice
» =8 — 2 se sklad4 z bodi roviny, leicich na parabole
o rovnici y = 8 -~ 22 a ,,pod* touto parabolou {(obr. 10).
Na obr. 10 je mnoZina M ¥rafoviana stoupajicimi ¢arami
a mnoZina N klesajicimi éarami. MnoZina viech fe§eni sousta-
vy (2) je pranikem mnoZin Ma N, M n N = P. Na obrazku

Obr, 9
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10 je tato mnoZina §rafovana dvojité, Pfitom body hranice
mnoZiny P do této mnoZiny patii.
Stejnym zplasobem zjistime, Ze fefeni soustavy

> X2,
{§=m+3 (3)
lze znazornit tou &asti pfimky o rovnici y = 2x 4 3, kterd
le#i ,nad‘ parabolou popsanou rovnici y = x2. Pfimka
proting parabolu v bodech 4 (—1, 1) a B (3, 9} a ,,nad" pa-
rabolou lezi ¢4st piimky mezi body 4 a B (bedy 4 a B do
mnoziny fefeni soustavy nepatif, viz obr. 11).
VysetfovAnim praniku mnozin nyni ukdZeme, Ze iracional-
ni rovnice

V24 x— s+ VB —x~15 =7
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nemé Feieni. Bylo by mozné zadit tuto rovnici fedit — uvést
na spoleénou odmocninu a umocnit obe¢ ¢4sti na druhou
a nakonec po provéfeni ziskanych kofentl se presvédit,
%e rovnice nema fedeni. Budeme viak postupovat jinak.
Nejprve zjistime, pro kterd redlnd Cisla ¥ maji odmocniny
smysl, Odmocnina V2 + x — &2 mé smysl, jestlize 2 +
+x— a2 =0 Retenim této nerovnosti dostaneme —1 =
= x =2 Stegjnym zplUsobem zjistime, Ze odmocnina
4 8x — x2 — 15 mé4 smysl pouze tehdy, plati-li 3 =< x £ 5.
Aviak intervaly —1 < x <2 a 3 =x =35 nemajl zadné
body spoleéné — jejich prinik je prazdny. TudiZ zadné
¢slo x nemit¥e vydetiované rovnici vyhovovat.

Sjednoceni mnoZin

Snad jeité Zastéji nez tvofit priinik mnoin je tfeba mnoZiny
sjednocovat. Jiz prviidéci, séitajici tH kulicky a dvé kulicky,
siednocuji dvé& mnoziny. S&itani pfirozenych Cisel je také
spjato s uréovanim poctu prvki sjednoceni dvou mnoZin.
Zde viak nesmime zapomenout na jisté jemne rozdily.
Mgjme dvé slitiny. Jedna slitina obsahuje Zelezo, uhlik,
vanad a mangan, druha slitina obsahuje Zelezo, uhlik,
chrom a nikl. Ka#da slitina obsahuje &tyii chemické p vky.
Jestlize je viak slijeme dohromady, bude nova slitina obsaho-
vat pouze $est prvki: Zelezo, uhlik, vanad, mangan, chrom
a nikl. Je to zpsobeno tim, Ze Zelezo a uhlik byly obsazeny
v obou slitindch, tj. sjednocované mnoZiny prvkd mély
neprazdny prinik. Je proto spravnéjil Fci, Ze s¢itdni pfi-
rozenych ¢&isel je spjato se sjednocovanim mnoZin majicich
prazdny pranik.

Neni-li primik mnozin prdzdny, pak pii jejich sjednoco-
vani se spoletné prvky ,,poditaji pouze jednou®. Presnéji:

3[1

sjednocenim nékolika mnoZin A, B,... se nazyva mno%ina,
kterd se skldd4 ze viech téch prvkd (a Zadnych jinych),
které pati{ alespoii do jedné ze sjednocovanych mnoZin.
Sjednoceni mno%in A a B se zna¢i symbolem AuB. Na
obr. 12 je znizornéno sjednoceni mno¥iny A bodi kruhu Gy
a mnoZiny B bodid kruhu G,.

Pat#{-li nékteré prvky nejen do jediné, ale do nékolika ze
sjednocovanych mnofin, pak ve sjednoceni vstupuji pouze
jednou.

Pro konené mnoziny miize byt proto poget prvki sjedno-
ceni mens{ ne? soudet podtd prvkil sjednocovanych mnoZin,
Necht naptiklad jedna mnoZina je tvofena riznymi pismeny
deské abecedy, vyskytujicimi se v prvni fadce vyle zminéné-
ho (str. 16) pfekladu EvZena Onégina a necht se druha
mnoZina sklid4 z riznych pismen vyskytujicich se ve druhé
t4dce tohoto piekladu. Prvni mnoZina je tvofena dvaceti
plsmeny:

M,17,],5,T,R,Y,C,B,Y,L,U,Z,E,LLAV,D,0,E.

Druhi mnozina obsahuje 15 pismen:

K,D,Y,0,P,R,A,V,U,S,E,Z N,M,H.

Sjednocenim téchto dvou mnoZin je mnoZina téchto 25ti
pismen:
M,U,],8,T,R,Y,C,B,Y,L,U,ZE,ILA,V,D,0,E,K,P,Z,N,H.

Pismena D,Y,Q,R,A,V,U,S,E,M, vyskytujici se v priniku
natich mno#in, vystupuji ve sjednoceni pouze jednou, a proto

Obr. 12 G,
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jsme dostali pouze 23 pismen a nikoliv 20 - 15 = 35
pismen.

Jinym pitkladem, ve kterém maji sjednocované mnoZiny
spoletné prvky, maze byt i mnoZina viech #4ka ve tiidé,
chapeme-li ji jako sjednoceni téchto tif mnofin:

a) mnoziny viech prospivajicich #akd,

b) mnoziny viech divek,

¢) mnoziny viech neprospivajicich Zaki.

Je zfejmé, se kaidy 24k této tfidy patii alespofi do jedné
z uvedenych mnozin. Uvedené mnoZiny viak mohou mit
spoletné prvky: prospivajici divky patii do prvni i do druhé
mno#iny.

Nekdy tvofime sjednoceni nekonecné mnoha mnogZin.
Oznaéme napf. symbolem A, mnozinu viech kladnych
zlomk(i se jmenovatelem n:

1 2 m
AIZ{TJT:\'-':T:"- }:
1 2 m
A2 {2)5‘3' ':":rz_:' }2

Sjednocenim viech mnozin Ay, Ag,. .., An,. .. je mnoZina

viech kladnych zlomkd, tj. zlomki tvaru E, kde m a n jsou
n

piirozena {isla.

Oznaéme symbolem A; mnozinu viech pravidelnych
trojuhelnikii, symbolem A, mnoZinu viech pravidelnych
¢tytihelnikd, symbolem As mnoZinu viech pravidelnych
pétlﬁ}llelnikﬁ atd. Sjednocenim viech téchto mmozin je
mnozina A viech pravidelnych mnohotuhelniki.
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1 Véimnéme si nyni sjednocovani mnoin v algebic.

Znamy americky spisovatel Edgar Allan Poe v jedné své
povidce piie:

,,Nikdy jsem se nesetkal s matematikem, ktery by za
Symbol Viry nepovaZoval to, Ze x* + px + ¢ je absolutné
a bezpodmineéné rovno nule. Prejete-li si, zkuste Fici
nékterému z téchto dentlmenti, e podle valeho nazoru
mohou existovat pipady, kdy x? + px -+ ¢ neni bezvyhrad-
né rovno nule. Vtlucete-li mu do hlavy, co mate na mysli,
hledte se co nejrychleji dostat z jeho dosahu, nebot se vam
nepochybné pokusi namlatit*.

CtenA¥ oviem chépe, %e vyraz 22 + px |- ¢ miZe byt
roven nule pro n&kterd &sla x a rézny od nuly pro jina
&sla x. Nas viak zajima jind otdzka: prof se matematici
tak &asto snai zapsat rovnici tak, aby jedna jeji ¢ast byla

vrug

rovna nule? Aby se to stalo jasnéj§im, vySetfujme rovnici
a2 — 7y = —12.

7 toho, ¥e soudin hodnot dvou vyrazii je roven —12, je
obii#né odvodit néco o hodnotich kazdého z obou vyrazi.
Redit rovnici v tomto tvaru je proto dosti obtiZné. Jestlize
viak prevedeme —12 na levou stranu rovnice a piepiSeme
ziskany vyraz ve tvaru soudinu, dostaneme rovnici

(x2 —4) (2 — 3) = 0. (M

Nyni je mozné pouZit znAmé Gvahy:

Aby byl souéin roven nule, musi byt alespoi
jeden z ¢initeld roven nule.

Reteni tovnice (1) vede tedy k feSeni dvou rovnic:
x2 — 4 = Qa s — 3 = 0. Aviak na rozdil od ¥efeni sousta-
vy rovnic nehledaji se zde pouze &isla, kierd vyhovuji
zaroven ob&ma rovnicim, ale &isla, kterd vyhovuji alespori
jedné z uvedenych rovnic. Jinymi slovy, nehleddme nyni
priinik, ale sjednoceni mnoZin kofeni téchto rovnic. Rege-
nim prvni rovnice dostaneme kofeny x; =2, x; = -2,
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. Obr. 13
B-16) 4

Y

xey?=37

fefenim druhé rovnice nalezneme jeité dalii dva kofeny
x3 = V3, x4 = —V'3, Sjednocenim mmozin {2, -2}
a {V'3, —V3} dostaneme mnozinu viech kofent {2, —2,

V3, —4/3} dané rovnice.
Analogicky rovnice

(2 452 8T) (p—x = 7) =

uréuje ve ziegjmém smyslu mnoZinu tvofenou kruZnic
o rovnici 22 4 32 — 37 = Dapliimkouorovniciy — x — 7=
= 0 (obr. 13). Kdyby byla misto této rovnice zaddna sou-
stava rovnic

2 - 37 =0,
y—x—-1=0

neurcovala by cely dtvar zndzornény na obrazku 13, ale
pouze dva body 4 (—6, 1) a B (—1, 6), ve kterych piimka
protina kruZnici. []
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Rozklady mnoZin

Rozkladu na podmnoZiny se éasto u¥iva pfi klasifikaci
objektd. Napiiklad pH sestavovani vécného katalogu se
déli knihy na krasnou literaturu, spoletenskovédni lite-
raturu, prirodovédni literaturu atd.

V biologii se mnoZina viech Zivotichi neboli e dél
na podifie, podiife se déli na kmeny, kmeny na podkmeny
a podkmeny na tHidy.

Mno#inu lze oviem rozlozit riiznymi zplsoby. Kromé

vécného katalogu se sestavuje také abecedni katalog knih.
Pii jeho sestavovani se mnoZina knih nejdfive rozklad4 na
podmnozinu, obsahujici knihy, jejichZ autor ma piijmeni
zaéinajici pismenem A, na podmnoZinu knih, jejichZ autor
zadina pismenem B atd. Potom se ka?da z takto utvotenych
podmnoZin rozkladd na podmmnoziny podle druhého pis-
mene autorova piijmeni atd.
[] P¥i rozkladani mno?in na podmnoZiny se ¢asto vyuZiva
pojmu ekvivalence prvki. Nejprve se stanovi vyznam vyroku
,prvek x je ekvivalentni prvku »“ a ekvivalentni prvky se
pak shrnou do jedné podmnoZiny (Casto se k4 do jedné
tiidy).

Aby tento zplsob vedl k rozkladu mnoZiny, mus{ mit
pojem ekvivalence jisté vlastnosti. Kdybychom napi. na-
zvali dva lidi ekvivalentnimi, jestlife se znajf, pak bychom
uvedenym zp@sobem k rozkladu nedosp&li. Mohlo by se
totiz stat, %e clovék X se znd s ¢lovékem Y, Ze ¢lovék Y se
zna s tlovékem Z a pfitom lidé X a Z se neznaji. V tomto
piipadé mame do jedné mnozZiny zafadit lidi X a Y, nebot
se znajl. Zarovenl do téfe mnoZiny méme zafadit i ¢lovéka
Z, nebot Y a Z se znaji. Potom se viak budou v jedné mno-
3in& nachazet lid¢ X a Z, ktefi se neznaji (kteH nejsou
ekvivalentni).

K tomu, aby uvedeny zpisob vedl k rozkladu mnoziny,

je nutné a zaroven stadi, aby pojem ckvivalence vyhovoval

témlo tfem podminkam:

43



a) kafdy proek je ekvivalentni sdm sobé ;

b} je-li proek x ekvivalentni proku y, pak proek y je ekvivalentni
proku x;

c) je-li proek x ekvivalenini proku p a je-li zdroveit proek y
ekvivalentni proku z, pak proek x je ekvivalenini proku z.

D4 se dokézat, e splnéni téchto tif podminek je nutné
a stadi k tomu, aby bylo mozné mnozinu A rozloZit na
podmnoziny vzajemné ekvivalentnich prvka {a pfitom tak,
aby rfizné podmnoZiny nemély spole¢né prvky).

Nazvéme napiiklad dvé celd &sla ekvivalentnimi, jestlize
je jejich rozdil sudé &islo. Snadno se da ovéfit, e viechny
tfi podminky a) — ¢) jsou v tomto pfipadé splnény. Shrne-
me-li vzdjemné ekvivalentni prvky do podmnoZin, roz-
loZime mno%inu viech celych ¢isel na dvé podmnoZiny:
na mnodinu viech sudych &sel a na mnozinu viech lichych
¢sel. [

H Aritmetika zbytkovych tFid

Je-1i m libovolné pfirozené Cislo v&31 nez jedna, lze rozloZit
mnozinu viech celych ¢&isel na tidy timto zplasobem:
Dveé ¢isla nazveme kongrueninimi podle modulu m, jestliZe je
jejich rozdil délitelny &islemn m. Napfiklad cisla 7 a 19 jsou
kongruentni podle modulu 4, ale nejsou kongruentni podle
modulu 3, nebot 19 — 7 = 12 je délitelné étyfmi, ale neni
délitelné péti. Snadno lze ovéfit, %e kongruentnost podle
modulu mé4 viechny vlastnosti vy%adované od ekvivalence.
Mnozina viech celych &isel se tedy rozklada na thidy ¢isel
kongruentnich podle modulu m a pfi déleni éisel z téde tfidy
cislem m je zbytek stejny. Je-li napiiklad m = 3, dostaneme
tii tkidy: tfidu nasobkd &sla 3, tfidu &sel, pii jejichz délend
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emi dostaneme zbytek | a tidu ésel, pii jejichz déleni
tfemi dostaneme zbytek dvé.

Utvofme nyni novou mnoinu M, jejimiz prvky Jjsou
tfidy tisel kongruentnich podle daného modulu m. Mnozina
M mé4 m prvki. V této mnoZiné lze definovat operace
séitani a nasobeni prvka. Bud napifklad m = 5. Vezméme
tidu A &sel, davajicich pii deélenf péti zbytek 2 a tii-
du B &sel, davajicich pfi déleni zbytek 4. Seéteme-li libo-
volné éislo z tiidy A a libovolné &islo z tiidy B, dostaneme
tislo, pit jehoz déleni péti je zbytek | (skuteéng, (5a + 2) +
+ (56 + 4) = 5{a + b + 1) + 1). MizZeme tedy fici, Ze
soudtem tHdy A a tHdy B je tfida C viech &fsel, dévajicich
pii déleni péti zbytek 1. Nasobime-li libovalné &islo z tiidy
A lihovolnym &slem z tifdy B, dostaneme Cislo, davajici pii
déleni péu zhbytek 3.

Dostali jsme zajimavou aritmetiku, ve které se nepracuje
s nekoneénym pottem celych &isel, nybrz pouze s pét:
prvky. THdu &isel, davajicich pfi déleni péti zbytek a,
oznatime symbolem a (napiiklad téidu isel {... —4, 1, 6,
11, 16, ...} oznaé{me jednoduie 1). Pro ,.tisla™ (zbytkové
tiidy) 0, 1, 2, 3, 4 je aritmetika dana t¥mito tabulkami
séitani a nasobeni:

TABULKA SCITANI

o 1 2 3 4
0jo0 1 2 3 4
1/1 2 3 40
22 3 401
3.3 401 2
4|4 0 1 2 3
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TABULKA NASOBENI

1001 2 3 4
600 00 0
1106 1 2 3 4
200 2 413
30 3142
40 4 3 2 1

ZvHité jednoduché jsou tyto tabulky v pipadé m = 2:

TABULKA SEIiTANI TABULKA NASOBENI

10 1 _le 1
e[ 0 1 ojo o
11 o 1/ 0 1

Prvni tabulka ukazuje, Ze soudet dvou sudych nebo dvou
lichych ¢isel je sudy a Ze soucet sudého éfsla a lichého &sla
Je &slo Tiché. Druh4 tabulka ukazuje, Ze soutin dvou celych
tisel je &islo liché pouze tehdy, jsou-li oba &nitelé licha
Cisla. Aritmetika zbytkovych tifd podle daného modulu
se studuyje v &asti matematiky, nazyvané leorie (isel.

Rozdil mnoiin

Rozdilem dvou mnozin A a B se nazyva mnofina A\ B, do
které patii viechny prvky mnoZiny A, kterd nepatH do
mnoZiny B.

Vidime, Ze k tomu, abychom mohli utvofit rozdil A™ B,
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Obr. 14

neni nutné, aby“ mno¥ina B byla ¢asti mnoZiny A, Stadi
odstranit z mno¥iny A spoleénou ¢ast mnoZin A a B:

ANB = AN{AN B).

Je-li napiiklad A mnoZina viech bodi levého kruhu na
obr. 14 a je-li B mnozina viech bodi pravého kruhu, je
jejich rozdil AN B mnoZina bodd §rafovapého srpku na
obr. 14. (bez oblouku MN). Je-li A mnofina viech zika
(chlapeti i divek) urcité tiidy néjaké Skoly a menoilna
viech z4kyh této skoly, pak rozdil AN\ B je mnoZina viech
chlapcll z uvazované tiidy. ' . )

V piipad€, 2e mnoZina B je casti mnoZiny A, nazy\{é. se
rozdil AN B doplitkem mnodiny B v mnofinf A a oznaluje se
symbolem B, (mnoZina B mi¥e mit samozfejmeé v rﬁzn)_?ch
mnoZinich rizné dopliky). Napiiklad dopliikem mnoZiny
viech sudych &isel v mnoziné viech celj?Fh &isel je H{noilne:
viech lichych ¢isel. Doplikem mnoZiny viech Ctverci
v mno%iné viech obdélnikdi je mnoZina viech obdélniki
s nestejné dlouhymi sousednimi stranami, leeito d.oplﬁl(cm
té%e mnoZiny v mnoZing viech kosoétvcrr:‘ﬁ je mnoZina viech
kosoétvercii s nestejné dlouhymi thloptickami. _ .

Vydetiuji-li se pouze mnoziny, které jsou podmnoi_maml
dané universilni mnoZiny |, pak doplfikcm mnoZiny B
rozumime obvykle doplifiek v | a misto B; se piie jednoduie
B’
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B Algebra mnoZin

Seznamili jsme se se zdkladnimi operacemi s mnozinami —
5 tvofenim sjednoceni, priniku a rozdilu. Tyto operace
maji Ffadu vlastnosti, pfipominajicich vlastnosti operact
scitdni a ndsobeni &isel. Je zndmo, Ze algebra mnohoélenii
je zaloZena na né&kolika pravidlech pro operace s ¢isly.
Tato pravidla lze vyjadiit rovnostmi takto: pro jakakoliv
¢isla a4, b, ¢ plati

a)at+b="5b+ta komutativnost s¢itani
by{a+8) +c=a+4 (b+¢) asociativnost s¢itani

ca+0=a existence nulového
prvku

dyat+{—a)=a—a=0 existence opaéného
prvku

eja.b=1b.a komutativnost nasobeni

f) (a.0).c=a.(b.0) asociativnost nasobeni

ga.(bt+tcy=a.b+a.c distributivnost nasobe-
ni vzhledem k s&itan{

hYa.l =a existence jednotkového
prvku

Védina téchio vlastnosti operaci s &isly se zachovava
i pro operace s mnozinami*). Je napfiklad ziejmé, Ze pro
libovolné dvé mnoZiny A a B plati

AUB=BUA

(AVWB i BuUA oznafuji tou? mnozinu, do které patii
viechny prvky z A i B a kterd neobsahuje 24dné jiné prvky).
Stejné ztejmé je i to, Ze plati

(AuBUC=AvU BUCQ).

*} PovaZujeme-li sjednocovani za analogii sé{tani a tvofeni priiniku
za analogii nasobeni (pozn. pfekl.).
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Obr. 15

Obé tyto mnoZiny jsou tvofeny pravé témi prvky, které
patfi alespofi do jedné z mnoZin A, B a

Stejné se dokdze, ¥e plat
ANB=BNA a (ANBNC=AN(BNQO)
(mnoziny AN B a B M A se skladaji ze spoleénych prvki
mnoZin A a B, a mnoziny (ANB)NCa AN (BN C) ze
spole¢nych prvki mnozin A, B a C).

O néco slozitgjsi je dikaz distributivnosti operace pril-
niku vzhledem k operaci sjednoceni, tj. platnosti rovnosti

AA(BUC)=(AnB)U(ANC). (1)

Piesny logicky dikaz této rovnosti je spi§ pracny nez
sloZity. Omezime se proto pouze na dva obrazky, které tuto
rovnost ilustruji (obr. 15). Na prvnim z nich je vyirafovan
prinik mnofiny A a mnoZiny B U G, kdefto na druhém
Jsou vysrafovany priniky AnBa An C.

Roli nuly a jednotky hraji p¥i operacich s mnoZinami
prazdnid mno¥ina # a universilni mnoZina |. Plati totiz
rovnosti

AUl =A Anf =80, Anl=A
odpovidajici rovnostem
a+0=a a.0=0, a.l =a

pro operace s {isly,

49




"T'voieni sjednocent a prinike mnoZin se tedy vyznaduje
tymi2 vlastnostmi jako séitdni 4 nasobeni &isel. Diky tomu
viechny vzorce z algebry mnohotlentl, pokud se v nich
vyskytuji pouze operace séitdni a.ndsobeni, plati i pro mno-
Ziny. Napfiklad rovnosti

{a 4+ b)2 = a + 2ab + B2

odpovida rovnost
{(AUB)2=A2u [2{A n B)] U B, (2)

kde A2? zna¢i A~ A, B2 znati BA B a 2(An B) zna#
(AnB)uU (An B).

Algebra mnozin ma viak i své zvid$tni rysy. Jeji zakladni
odlidnost od algebry mnohotlendt spoéivd v tom, Ze pro
mnoziny A a B, z nichZ jedna je ¢asti druhé, se daji vzorce
pro sjednoceni a pranik zjednodusit. Plati totiz: Je-li A < B,
pak AUB=B a AnB=A. Je to okamzité patrné
z obr. 16, Jako specidlni pfipad pakplat AV A=A n A=
=AaAul=I nebot A<= A a Ac L To pak umoiuje
zjednodudit vzorce algebry mnoZin., Napiiklad plati Az U
V2ANB)]=AU2(AnB) = A, nebot A2=Aa An
N B<c A, a jeliko plat! také B2 = B, nabyva vzorec (2)
tvaru (AU B)2 = A UB. V algebfe mnoZin pak nema
vibec vyznam hovoiit o ,,mocninidch” mnozin, nebot pro
kazdé n plati A® == A.

UkaZme nyni, %¢ pro operace s mnozinami plati i druhy
s»distributivni zdkon®, ktery pro operace s é&isty neplati,
Toto pravidlo lze zapsat vzorcem

AUBAC) =(AUB)n (AU C).

K dikazu stadi odstranit zdvorky na pravé stran& rovnosti
podle vzorce (1) a vdimnout si toho, Ze¢ mnoZiny A~ B
a An C jsou podmno¥inami mnofiny A. Kromé toho
AN A=A, a plati tedy

(ANAUANC)UBAAUBAC) =AuU(BAC).
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Obr. 16 Obr. 17

s v . ] v - r I3 v ’ .

Viimnéme si dale, #e tvofeni rozdilu mnoZin se svymi

vlastnostmi jiz nepodoba odéitani &sel. Pro libovolna tii
¢isla a, &, ¢ plati rovnost

at+t(b—c=(a+b) —c

na druhé stran# viak existuji takové tii mnoZiny A, B, C,
ze plati

AU (BNC) £ (AUB)\ C.

Pii¢ina spotiva v tom, Ze pfi operaci sjednoceni se berou
opakujici se prvky pouze jednou a Ze lze tvofit rozdil mnoZin
i v tom pfipadé, Ze ,,meniitel neni obsaZen v menenci®.
Proto, jsou-li naptiklad viechny tfi mnoZiny A, B, C to-
toiné, tj. A= B = C, pak AUB = A, a tedy (AW B}
NC=A\A=6 a zaroveit AU (BNC) =AUl =A

V teorii mnoZin se vyskytuje jeité# operace, nemajicl
analogii v obvyklé algebfe. Je to operace pfechodu od dané
mnoZiny A k jejimu dopliiku A’ = I\ A. MnoZiny A a A’
Jjsou zfejmé disjunktnf a jejich sjednocenim je celd univerzal-
ni mnoZina, tj. An A’ =@ a AU A’ = |. Kromé toho je
zfejmé, 2e @' = | (doplnék prézdné mnoZiny je totoZny
$ univerzalni mnozinou) a |’ =#. Dale plati rovnost
(A) = A (obr. 17).

UkdZeme nyni, e je-li A< B, je A" o B'. Skuteéné, &im
vEts mnoZina je, tim méné prvkil ziistane v jejim doplitku.
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1 Obr, 18

o)

Na obr. 18 je univerzalni mnoZina zobrazena jako obdélnik
a mnoziny A a B jako kruhy. Doplnék mnoZiny A se sklada
z bodi obdélnika lezicich vné meniiho kruhu a doplnék
mnoziny B z bodi obdélnika leZicich vng& vétsiho kruhu.
Ziggmé A’ - B,
O néco slozitéji se dokazuje platnost téchto vzorci:*)
{(AUB) = A"~ B,
(AnB)Y = A UB,

Na obr. 19 je zndzornéni dopliiku mnoZiny A $rafovino vo-
dorovnymi ¢arami a znizornéni doplike mnoZiny B svis-
Iymi ¢arami. Doplnék mnoziny A U B se skladd z boda
obdélnika nepatficich do Zadného z obou kruhi. To jsou
pravé ty body obdélnfka, které leZi v ¢asti $rafované vodo-
rovné i svisle, tj. body mmnoziny A’ ~ B’. Tedy zfejme
(A W B)Y = A" n B'. Podobné i obrazek 20 ilustruje vzorec
(AnB)=A UPB.

Viimli jsme si fady vlastnost! operaci s mnoZinami. Pro
pohodli uvedeme jejich seznam (jake obvykle, symbol @
oznafuje prazdnou mnozinu a symbol | univerzalni mnoZinu,
symbol A’ doplnék mnoZiny A v univerzdlni mnoziné):

1) A< Al
2) Jeli A BaBc A je A=B.
3} Jeeli Ac BaB< C,je Ac C.

*} Tzv. vzoree de Morganovy (pozn. pi‘ckl.),i
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H i1 Illlll'rl';E ;
Obr. 19 Obr. 20

4) 6= A

5 Ac

6) AUB=BUA,

T ANB=Bn A

S AVBULUO =AuUBUC
HANBACO=ANB AC

10) Au A=A

11y An A=A,

12} An(BUC = (AnB U(An Q)

13) AuUBNC)y=(AUB A (AU G)

14) AUB = A,

I3) Anl=A,

16) Aul=1

17 And =0

18) Vztah A < B je ekvivalentni kazdému ze vztahi

AUuB=B AnB=A :
19) AUA = I
20) A A =8

)
)
)
) .
23) (A") = A. :
J-Vziah A < B je ekvivalentni vztahu B" < A’, -
} (AU B) = A’ B
} (AnB)Y = A UB.
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Viimnéme si tohoto pozoruhodného ,dudinike vitahu®.
Jestlize v kterékoli z vlastnosti 1) — 26} vzdjemne zaménime
symboly

C a D,
g a I,
U a ey

bude vysledkem opét jedna z téchto vlastnosti.

Takto lze napiiklad ziskat vlastnost 7) z vlastnosti 6),
vlastnost 13} z vlastnosti 12) atd.

Odtud vyplyva, e kazdé vété, kterou lze odvodit z vlast-
nosti 1) — 26), odpovida véta k ni »adualnt®, ktera se
ziskd vyie uvedenymi zaménami symboli.

Pamatovat si viechny vlastnosti 1)—26) neni oviem
nijak snadné. Naitésti toho neni zapotiebi. Stali omezit se
na dvé zakladni operace: Tvofeni sjednoceni a doplitku
a pofadovat pfitom, aby platily tyto tfi vztahy:

a) AUB=BUA,
n(AUuBUC=(AUuBUC,
c) (A'UBY U (AUBY =A.

Operaci praniku A 1 B, vztah inkluze Ac B a mnoZiny
I, 8 pak definujeme vzorci

d) A n B se podle definice rovna (A" U B')’;
¢) A < B podle definice znameni A U B = B;
HI=AuA 8=

Potom viechny vlastnosti 1} —26) vyplyvajf ze vzorciia} —c).

Planeta baji

Pii jedné besedé u $alku kavy v kiubu Mezigalaktickych
cestovatelti véhlasny ¢len tohoto klubu, baron Prasil kos-
mického véku Ijon Tichy*) vypravél:
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., Piistani na planeté Hesiod bylo ncobyécjné obtiZné.
Svého rozhodnutl p¥istat jsem litoval ihned, jak jsem se
ocitl na povrchu planety: na planeté Zily nestviry stradnéjs
ne# netvofi ze starofeckych baji. Uvitala mne tisiciclenna
delegace obyvatelit planety. Z nich 811 melo jedno oko
jako obr Polyfém, 752 mélo misto vlasti zmije jako Gorgony
a 418 mé&lo rybi ocas jako moiské vily Nereidy. Pfitom
570 jednookych oblud mélo misto vlast zmije, 356 jedno-
okych mélo rybi ocas, 348 ryboocasatych mélo zmije misto
vlasti a 297 jednookych mélo nejen zmije misto vlasd, ale
i rybi ocas. Nejstarii z nich se ke mné¢ obratil a fekl...“

Clenové klubu se viak stejné nedovédéli, co Ijon Tichy
uslyZel na planet& nestviir. Profesor Tarantoga, poslouchajici
vypravéni cestovatele, provedl zpaméti bleskurychle jakési
vypocty a zvolal:

»Drahy Ijone! Jsem ochoten véfit, Ze na té planeté Zili
Jjednooci tvorové se zmijemi misto viasi a s rybimi ocasy.
Musel jsi se setkat s je¥t€ stra3n&jd{mi obludami — jen si
vzpomeii na kurdle. Doufdm viak, %e z matematickych z4-
kont se na této planeté nestaly bajky.*

A Tarantoga vzal se stolu papirovy ubrousek, nakreslil
schéma uvedené na obr, 21 a fekl:

»Oznadime pismenem | mnoZinu viech élent delegace,
pismenem A mnoZinu jednookych, pismenem B mnoZinu
delegiti se zmijemi misto vlasi a pismenem C mmnoZinu
ryboocasatych. MnoZiny A, B a C jsou na obrazku zndzorné-
ny kruhy. Tyto tfi kruhy d&l mnoZinu | na osm é&asti.
Spoctéme, kolik prvki md kaida ¢ist. Podle vypravéni do

*) Dobrodrusstvi Ijona Tichého pepsal zndmy polsky spisovatel
Stanislav Lem v ,,Hvézdnych denicich Ijona Tichého®.. Autor
»» Vypravéni o mnozinich® doufa, Z¢ mu S. Lem odpusti neumély
pokus o napodobeni a Ze &tenafi nebudou S. Lemovi pfisuzovat
literdrni nedastatky autorova vykladu,
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mnoziny A n B (jednooci se zmijemi misto vlasd) patii
570 tvort a do mnoiny A B C (jednookych rybo-
ocasatych se zmijemi misto vlasi) 297 tvori. To znamena,
3e do mnoZiny (AN BYN(A N Bn C) patif 273 tvori.
(Na obrazku je tato mnoZina Srafovdna vodorovnymi
garami.) Stejnym zphsobem zjistime, Ze mnoZina (A 1 C)\
(A n B~ C) obsahuje 59 prvki (tato mnoZina je Srafo-
vana svisle) a e mno#ina (B n C)™ (A nn B n C) obsahuje
51 prvkdi (tato mnozina je Srafovina Sikmymi Carami).
Nyni je jiz snadné ur€it poget prvkil té Easti mnoZiny A,
ktera nepatfi do mnoziny (B U C). Stadi od 811 odecist
nejprve 570 (pocet prvkd mnoZiny A n B) a pak jeité 59
(pofet prvki mnoZiny (A B)N(An Bn C)). Zbude
182 jednookych tvorit nemajicich ani zmije na hlavé ani
rybi ocasy. Podobné zjistime, Ze mnozina BN\ (A v C) ma
131 prvkii a mnoZina CN\ (A v B} 11 prvki. Vysledky vy-
poctl jsou znizornény na obr. 22 .
Spoétéme nyni, kolik ¢lent delegace nebylo ani jedno-
okych ani ryboocasich ani nemélo misto vlast zmije, tj.
kolik prvk ma mnozina NANBNC. Jeito jednotlivé
mnoziny na obr. 22 nemaji #adné prvky spoleiné, staé
prosté odecist od 1000 soudet 297 + 273 + 59 + 51 +
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+ 182 + 131 + 11. Aviak tento soulet je 1 004 a mnoZina
|7A /B, /C mi tudi? —4 prvky. Ale uznej sdm, drahy
Tjone, e ani na planet& bijl nemi¥e mit ¥4dn4 mnoZina
zdporny poéet prvka.*

7} Ponechme Ijona Tichého aby se s profesorem Taran-
togou dohovoiili (brzy se s nim opét setkdme) a vénujme
se nékolika poznamkim. MnoZinu | jsme rozdélili na 8 pod-

..mnoZin a zjistili jsme poéet prvki ka¥dé z nich. Vyznam

tohoto rozkladu spoéival v tom, Ze Zidné dvé ze ziskanych
podmnozin nemély spoleéné prvky. Aviak k témuZ roz-
kladu jsme mohli dospét i jinak. Vime, 2¢ | = AU A" =

—BUB =CUC, a tedy.

I =AUVUAYAN{BUB YA (CUC)Y=(AnBNR OV
UANBNC)UANB ACGUAANB ACHU
UANBACQUANBACIUA' AR ACQ U

W{A'nB nC.
Dostali jsme rozklad mnoziny | na § podmnoZin, Jsou to

tyté? podmnoziny, které predtim ziskal profesor Tarantoga
(obr. 23, kde z technickych davodavynechdvime znak n).

Obr, 22 Obr. 23
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Z ptedchoziho vzorce bezprostiedné plyne, ze

NANABAC)=N)—-—NANBAC) —
~NAABNC) —-
—NAABANO -NANB NAC)—
—NA' ABAC -NA NBNC)—
—NA AB' AC,

kde symbolem N(D) je oznafen potet prvkia mnoZiny D.
Tento vzorec lze upravit tak, aby neobsahoval dopliky
A’, B', C’ mnozin A, B, C. Za timto Geelem zaménime C’
za |\ C. Dostaneme:

ARNBAC =AARBAING =(AnBN(ANBAQ)
a tedy

NAABNC)=NAANB —NANBANC),

NAAB AC)=NARB)—NAn B A C) atd.

Pak zaménime B’ za I\ B a nakonec A’ za I\ A a dospé-
Jjeme k vzorci

NA AB ACY)=NI) — NA) — NB) -~ N(C) +
+ NMAANB) +NAAC)+NBNC) —
—NAnBA Q).

Tento vzorec umoZiuje fefit mnohé tdlohy analogické vyie
uvedené tloze. Tarantoga mochl napfiklad piimo podle
tohoto vzorce spoditat, Ze

NA AB AC) =1000—811 — 752 — 418 4 570 +
+ 356 + 348 — 297 = —4 J

Uvedme jesté jednu 1lohu spjatou se zjitovinim poiétu
prvkia koneénych mnoZin. Jejim autorem je znidmy spiso-
vatel Lewis Carroll, autor ,,Alenky v kraji diva™.*) Je zaji-

*) Cesky preklad vyiel napt. v r, 1970 v nakladatelstvi Albatros
(pozn. prekl.),
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mavé, ze pod pseudonymem Lewis Carroll psal matematik
Charles Dodgson.

V jedné z Carrollovych povidek je tato uloha:

,»Z.¢ sta piratd ztratilo v krutém beji 70 pirati jedno oko,
75 pirati jedno ucho, 80 piratt jednu ruku a 85 piratd jednu
nohu. Jaky je nejmensi pofet piratd, ktefi pfisli zdroven
o oko, ucho, ruku i nohu?*

Oznaéme pismenem A mnoZinu jednookych, pisimenem
B mno#inu jednouchych, pismenem C mnoZinu jednorukych
a pismenem D mnoZinu jednonohych. Ma se urlit polet
prvkii mno¥iny A n B 1 C '~ D. Cel4 universilni mnoZina |
se sklid4 zfejmé z této mnoZiny A n B n C D a z pirati
kte#i si zachranili bud obé oéi nebo ob& usi, nebo obé ruce
nebo obé nohy. Je tedy

l=AUB UUCUD UANBNCND).

Odtud plyne, Ze podet prvkG mmnoZiny | neni mendi ne
soudet poltd prvki mnozin A, B, C, D’aAnBnCnD
{(byl by roven tomuto souétu, kdyby mnoziny A’, B, C"a I’
byly po dvou disjunktni). Aviak mnoZina A" ma 30 prvki,
mnoZina B’ ma 25 prvkd, mnogina C’ méa 20 prvki a mno-
#ina D’ ma 15 prvkd. Jelikoz univerzilni mnoZina | mid
100 prvkd, dostaneme

100 =30 +254 204+ 15+ NANBNCnN D).
Odtud plyne, Ze
NANBNCnN D) =100 — 30 - 25 — 20 — 15 = 10.

Alespon 10 pirath ptislo tedy i o oko i ucho i o ruku i o nohu.

H Booleovy algebry

V matematice sc vyskytuji 1 jiné ohjekty, pro néZ jsou
definovany dvé operace vyznadujici sc¢ vlastnostmi 1} —26).
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Takové soustavy objektt studoval v r. 1847 anglicky ma-
tematik Boole {otec spisovatelky Ethel Lilian Voynickové,
autorky vynikajici knihy ,,Stiecek™)¥), a proto se nazyvaji
Booleoyy algebry. Teprve kdyi se tento ndzev jiz ujal, se zjisti-
lo, Ze Boole mél pfedchiidee — jiz roku 1685 studovali bratii
Bernoulliové ,,algebry** s tymiZ zakony.

Shoda zdjmi bratrd Bernoulliovych a Boola je plné po-
chopitelnd: viichni se zajimali o algebru logiky, o moZnost
" vyjadfit algebraickou formou udvahy, vyroky. A Booleovy
algebry jsou k tomu zvlait vhodné. V matematické logice
se vyrokem rozumi kaidi véta, kterd je bud pravdiva nebo
nepravdiva. Pfitom se matcmat_lcka logika: nezabyva
" otazkou, zda je dany vyrok pravdivy éi nepravdivy. Studuje
pouze otdzky spojené s tim, podle jakych pravidel je mo#né
z danych vyrokd tvofit vyroky sloZitéj§i a jak pravdivost
téchto slozit&ich vyroki zavisi na pravdivostl ,,vychozich*
' v"yrokfn. 3 vyroky lze provadét tyto operace: -

l) Negace — zduiéna daného vyroku X za ,opaény‘
vyrok X, ktery je pravdivy v tom piipadé, Ze dany
vyrok X je nepravdivy, a ktery je nepravdivy v tom
ptipadé, Ze dany vyrok X je pravdivy.

.-2) Konjunkee -~ vytvofeni {z danych dvou wvyroki
X a T) vyroku X A Y, pravdivého pouze v tom pfi-
padé, Ze jsou pravdivé oba vyroky X a 7.

3) Disjunkce — vytvofeni (z danych dvou vyrokd
X a¥yvyroku X v ¥ pravdivého v tom piipadé, ze je
pravdivy alespon jeden z danych vyrokd X, 1.

4 Impiikace -- vytvofeni (z vyroki X a ¥) vyroku
X = ¥ nepravdivého pouze v tom piipadé, Ze vyrok
X je pravdivy a vyrok ¥ nepravdivy.

#) Vyﬁla v prckladu v . 1972 v nakladatelstvi Odeon ( (pozn. prekl }
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YV nmoha pf'l'lmdt‘.ch spoiva V)h'nk v lom, Ic n(w_iaky"
prvek a-patlfi do podmnoiiny A néjake univerzalni mnoZiny
I. V takovém pfipadé operace 1)—4) s vyroky odpovidaji
nam znamym operacim s mnozZinami. Napiiklad negace
vyroku ,,x € A” je vyrok ,,x € A’ . Tvofeni dopliku mno-
ziny A odpovida tedy negovani vyroku ,,x € A“. Podobné
operaci praniku mnoZin A a B odpovida konjunkce vyrokii
»¥ € A" a ,x € BY, operaci sjednoceni mnofin odpovida
disjunkece téchto vyroki a vztahu A < B odpovidd impli-
kace vyrokil ,,x € A" a ,x € B*. Pfitom vyrok ,,x ¢ [ je vidy
pravdivy a vyrok ,,x €9 vidy nepravdivy.

Zminéné vztahy dovoluji pfirozenou domnénku, Ze pravid-
la 1)—26) plati nejen pro mnoZiny, nybr i pro vyroky,
pokud A M B chapeme jako konjunkci vyrokd, A U B jako
disjunkei, A" jako negaci, A < B jako implikaci, | jako vidy
pravdivy vyrok a # jako vidy nepravdivy vyrok. Ukézalo se,
Ze tato domnénka je opravnéna a Ze vyroky tvofi Booleovu
algebru vzhledem k operacim 1) —4).

Booleovy algebry lze vytvafet nejen z mnozin a z vyrokd.
Vydetfujme napt. mnofinu viech posloupnosti obsahujicich
n ¢Cislic, pricemz je kazda éislice bud nula nebo jednicka.
Definujme s¢itani (sjednoceni) a nasobeni (priinik) dvou
takovych posloupnosti ,,po soufadnicich®, pficem? tabulky
pro séftani a nasobeni zadame takto:

_IO 1 |0 1
010 1 0,0 0
1 ! 11 110 1
Napfiklad:
(Lo,o, Hu(l, Lo, 1)y=(,1,01,
(LO,0, (1,0, 1)=(1,0,0, L},
Polozme dale x<y, kde x = (x1, x,..., x5}, » =

= (%1: Y2, - . .» ¥n), Vv tom piipadé, Ze pro kaZdou soufadnici
plati g < y;. Zaménime-li v dané posloupnosti x &islici 0 za |
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a ! za 0, dostaneme novou posloupnost, kierou oznacime
x'. Nakonec pak oznafime posloupnost (0, 0,...,0)
symbolem # a posloupnost (1, 1, ..., |} symbolem I. Nech4-
me na ¢tendfi, aby provéfil, Ze pro uvedené operace s pos-
loupnostmi plati viechny zédkony 1} —26).

Zajimavy piiklad Booleovy algebry lze ziskat z mnozZiny
viech pfirozenych déliteld pfirozeného &isla N, které je
soutinem nékolika rdznych prvotisel. Jako operaci séitani
(sjednoceni) déliteld vezmeme vytvofeni nejmensiho spo-
leéného nasobku téchto déliteld a jako operaci ndsobeni
(tvoteni priiniku) vytvofeni nejvétsiho spoleéného délitele.

Dopltikem délitele » nazveme &slo »° = — . Nakonec
n

fekneme, Ze n < m, jestliZe m je délitelné n. Neni obtiZné
ovéfit, #e pravé zavedené operace vyhovuji podminkdm
1) —26) z odstavee ,,Algebra mnozin®’, pfi¢emsz roli mnoiny
# hraje ¢fslo 1 a roli univerzalni mnoziny | &islo N,

Je-linaptiklad &' = 30, sklad4 se tato Booleova algebra z &isel
{1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30}. ,,Soucet* déliteld 2 a 5 je 10
a jejich ,,soudin® je 1. Délitelem ,,opaénym* k déliteli 3
je 10, tj. 3" = 10, Nakonec 5 = 15, nebot patnict je délitelné
péti.
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Ve svoté zazrakt nekoneéna

Tajemstvi nekonecna

Nebudeme daleko od pravdy, fekneme-li, Ze celou matema-
tikou pronikd myslenka nekoneéna. V matematice se zpra-
vidla nezajimime o jednotlivé objekty (¢isla, geometrické
utvary), ale o celé tfdy takovych objektd: o mnoZiny
viech piirozenych &fsel, viech trojihelniki atd. A takové
mnoziny se sklddaji z nekoneéného pottu jednotlivych
objektfi.

Matematikové a filosofové se proto ve viech dobach za-
hyvali pojmem nekonecna. Tento zajem byl vzbuzen v tom
okam3iku, jakmile se stalo zfejmym, Ze za kazdym pfiroze-
nym &slem nésleduje dalsi, vetd, tj., Ze pfirozenych Cisel je
nekoneéné mnoho. Avsak jiz prvni pokusy o studium ne-
kone¢na vedly k mnoha paradoxtim.

Napiiklad fecky filosof Zenén uZitim pojmu nekonecna
dokazoval nemo#nost pohybu. Rikal: Diive ne% $ip pro-
leti uréitou vzdalenost, musi proletét polovinu této vzda-
lenosti. Pfed tim viak musi proletét jejl étvrtinu a jeSté
pied tim jeji osminu atd. JelikoZ tento proces déleni na
poloviny nikdy neckonéi (zde mame ono nekoneéno),
nemige se §ip viibec pohnout z mista. Stejnym zpilisobem
dokazoval, #e rychlonohy Achilles nikdy nedohoni pomalou
Zelvu.
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Tyto paradoxy a solismata vedly starofecké matcmatiky
k tomu, e se pojmu nekonetna vyhybali a ,,vyhanéli* jej
» matematickych vivah. Nékeerf filosofove tvrdili, Ze se viech-
ny geometrické utvary skladaji z konetného poftu nej-
mensich dale nedélitelnych éastic (atomt). Takova atomis-
tickd teorie snadno odstrafiuje Zenonovy paradoxy, nebot
nepiipousti nekoneéné déleni - dalit lze nejvyse na atomy,
které jsou jiz nedelitelné. Zde viak vznikly nové ohbtize,
Sklada-li se usetka z lichého poftu déle nedélitelnych
atomd, nclze Ji rozdélit na polovinu (obr. 24). Kruh nelze
rovnéz rozdelit na dvé stejné &sti: stied kruhu bude patfit
pouze jedné &dsti, a to odporuje tomu, e Jjsou obg &asti
stejné.

Spory o nekoneéno probihaly chvilemi dosti ostfe, Nap#{-
klad znidmy fecky filosof Platon byl k Demokritové atomistic-
ké teorii natolik nesmiflivy, e pii kazdé pilezitosti vyhleda-
val dila tohoto autora a niéil Je — do objevu knihtisku byla
takova metoda ideového boje velmi téinnA.

Metody vyuzivajici pojmu nekoneéna umoznily feckym
védelm dospét k fadé dulesitych vysledki, zvladié v geo-
metrii. Zenénovy paradoxy Jje viak naudily opatrnosti.
Napiiklad Euklides formuloval svou slavnou vétu o neko-
necnosti mnoZiny prvoéisel takto: ,,Pofet viech prvodisel je
vetsi nez jakykoli dany pocet prvoéisel. Tedy vice nex
Jakykoli dany poéet; o tom, zda Jich je nekoneéné mnoho
¢i nikoliv, Euklides ml&i. Ostatné staq Rekové maskovali
pouZiti metod, ve kterych podstatnou roli hral pojem ne-
konet¢na, tak petlivé, ze je evropSti matematici 16, —17,
stolet! museli znovu objevovat,

Ve stfedovéku se probiémy nekoneéna studovaly pfevizné

v souvislosti s otdzkou, je-li koneéna & nekonecnd mnoZina,

andelt, kteti se vejdou na Ipicku jehly, Siroké uzivan{ neko-
neéna v matematice zalinid v 17. stoleti, kdyz wvznikla
matematickd analyza. Tehdy se pojmi ,nekonetné velka
veliina®, | nekonefné mald velidina® uzivalo v matema-
tickych dvahich na kasdém kroku. Nestudovaly se viak
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Obr. 24 s :

mnoZiny cobsahujici nekoneéné mnoho prvkﬁ,‘ ale veli¢iny,
které se meénily tak, Ze byly stile véi a védi, aé’ nak.ov{xec
pfevyfovaly libovelnou pevnou hodnotu.“"I'akove veli¢iny
se nazyvaly ,,potencidlné nekone&né velké v tom smysly,
Ze se mohou stat libovolné velkymi {potentia — mo¥nost).

Teprve v poloving 19, stoleti zaéin4 systematické studit'lm
mnozin tvofenych nekoneéné mnoha pl:Vk}:’ a apa.lyza
pojmu nekonefna. Zakladateli matematické teorie ne-
koneénych mnozin se stali prazsky védec Bernard Bolzano
(jeho zakladni prace byly publikovany teprve mnoh? let
po jeho smrti) a némecky matematik (:‘n:org Cant?r. thmto
vynikajicim védcim se podatilo prckonfit sttedovékou
scholastiku a ufinit z teorie mnozin dileZitou &st mate-
matiky,

Hlavnim Bolzanovym a Cantorovym _tispéchem .bylo
prostudovani vlastnost nekoneénych mnozin; vlastnosti k?-
netnych mnozin byly znamy jiz dfive. .Ukézalov se, Ze
vlastnosti kone¢nych a nekoneénych mnozin se sobé \:}Abcc
nepodobaji: mnohé jevy vylougené u koneénych mnozin se
u nekoneénych mnoZin mohou snadno vyskytnout. Pokuste
s¢ napfiklad ubytovat v hotelu, jehoz kaidsf_pokm je ob-
sazen jednim hostem, jeité jednoho hosta a ptitom tak, aby
byl kazdy pokoj opét obsazen pouze Jednim hostem, Nf:JdF
to? Pak tedy jen proto, 2e pofet pokojii v hotel.191 je koneény!
Ale kdyby mél hotel nekonetné mnoho pokoja... S talfo:
vymi hotely se oviem miifeme setkat pouze ve vypravéni
naseho starého znamého, mezihvézdného cestovatele Tjona
Tichého, Dejme mu tedy slovo.
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Neobylejny hotel aneb tisiciprva cesta ljona
Tichého

Domt jsem se vratil dost pozdé — vzpominkovy veéer v klu-
bu ,,Mlhovina Andromedy* se protihl dlouho pfes pilnoc.
Celou noc mne mudéily dé&ivé sny. Chvili se mné zdalo, Ze
mne spolkl ohromny kurdl, pak jsem zase letél na planetu
Durdiotd a nevédél jsem, jak se vyhnout tamépimu hrozné-
mu stroji, ktery délal z lidi Sestidhelniky, pak jsem. ..
Prosté nikomu neradim michat vodku s uleZelou medovinou.
Do svéta skuteénosti mne vratilo neoéekavané zazvonéni
telefonu, Volal stary pfitel a spoluti¢astnik mezihvézdnych
toulek profesor Tarantoga.

,, Naléhavy tikol, drahy Ijone. Astronomové objevili v kos-
mu jakysi podivny objekt — z jedné galaxie do druhé se
tahne zidhadny ¢erny pruh. Nikdo nevi, o& jde. I nejlepsi
radioteleskopy, neutrinoskopy a gravitoskopy selhdvaji pii
fefeni této zahady. Zbyvas ty. Jsi naSe posledni naddje.
Co nejrychleji se vydej ve sméru mlhoviny ACD — 1587.*

Druhy den jsem dostal z opravny svou starou fotonovou
raketu, zapojil jsem urychlovaé ¢asu a elektronického robota,
ktery znal viechny jazyky kosmu a viechny historky o mezi-
hvézdnych cestovatelich (coz mé mélo ochrinit pfed nudou)
a vyletél jsem v urfeném sméru.

Kdyz uZ robot vylerpal veSkerou zasobu anekdot a zatal
se opakovat (neni nic horifho neZ elektronicky robot,
po desaté opakujici starou historku), objevil se v délce cil
mé cesty. Mlhoviny, které zakryvaly zdhadny pruh, zistaly
vzadu, a pfede mnou se objevil ... hotel ,,Kosmos®.

Ukazalo se, Ze mezihvézdni tulici Vygonti, pro které
jsem kdysi vybudoval planetku, ji opét po kouskich roz-
kradli a zistali zase bez itodifté. Aby se nemuseli znovu
toulat po cizich galaxiich, rozhodli se vybudovat grandidzni
stavbu — hotel pro viechny kosmické cestovatele. Tento
hotel se tahl téméF viemi galaxiemi. Rikdm ,,téméf viemi®,
nebot Vygonti rozebrali nékteré neobytlené galaxie a z kaz-
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de¢ zbyvajici galaxie odtahli nékelik stranou lezicich sou-
hvézdi. .

Aviak hotel vybudovali znamenity. V kaZzdém pokoji byly
kohoutky na studenou a horkou plazmu. Na pféani jste se
mohli dat na noc rozlozit a réno vas vratny zase sloZil
podle vaSeho atomérntho schématu.

A to nejhlavngjsi: hotel mél nekoneing mnoho pokojit. Vygonti
doufali, %¢ ted uz nikdo nebude muset pofad poslouchat
vétu, které uz méli za dobu svych toulek a% po krk —
,,volné pokoje nejsou’.

Pfesto mi $tésti nepfalo. Prvni, co mi padlo v hotelové
hale do oka, byl plakat: ,,Registrace G&astnikil sjezdu
kosmozoologh ve 127, patie®. ]

Jelikoz kosmozoologové prijeli ze viech galaxii — a téch
je nekoneéné mnoho — byly viechny pokoje obsazeny
éastniky sjezdu. Pro mne uZ misto nezbylo. Recepéni se
mne sice snazil dat do pokoje k nékterému z kosmozoologi,
ale kdyz jsem zjistil, Ze jeden z moZnych spolubydliciclf
sala fluor a druhy povaZuje za normalni teplotu svého okoli
360 °C, zdvofile jsem ,,pHjemné spolubydieni odmitl.

Naitésti byl Feditelem hotelu Vygont, ktery si dobfe pa-
matoval, jaké sluzby jsem jim kdysi prokézal, a vynasnaiq
se mé prece jen ubytovat. Vidyt bych si pii pienocovani
v mezihvézdném prostoru mohl snadno uhnat zépal plic.
Po chvilce premysleni piikazal recepénimu:

— Ubytujte ho v pokoji &islo 1. '

— Ale kam d4m hosta z jedniky, ptal se recepéni.

— Prestéhuijte ho do pokoje &fslo 2. Hosta z &isla 2 dejte
do ¢isla 3, hosta z &isla 3 do ¢&isla 4 atd.

Teprve ted jsem néleZité ocenil neoby(':cjnfé vlastnosti ho-
telu. Kdyby mél pouze kone&ny potet pokoji, musel by se
host z posledniho pokoje odebrat do mezihvézdného pros-
toru. Aviak diky tomu, ¥e pokoji bylo nekoneéné¢ mnoho,
méli véichni mista a j& jsem se mohl ubytovat, aniZ bych
nékterého 7z kosmozoologit pfipravil o pokoj.
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Nedivil jsem se, kdyz mé druhého dne rdno pozadali,
abych se pfestthoval do pokoje &fslo 1 000 000. Se zpozdé-
nim piijeli totiZ jesté kosmozoologové z galaxie VSK — 3472
a bylo tfeba ubytovat jeit¢ 999 999 hosti. Kdy? jsem viak
tfetiho dne zadel do recepce zaplatit 7a ubytovani, zatmélo
se mi pfed ofima. K recepci se tahla fronta, jejiz konec se
ztricel kdesi v mracich Magellanovych. Ze zastupu bylo
slylet hlasy:

. ) ‘,Vyménim dvé znamky mihoviny Andromedy za zndmku
iria®,

»Ma nékdo zndmku Velryby z 57. roku kosmické éry 2
Nechéapavé jsem se obratil k recepénimu s otdzkou:

— Co je to za hosty?

— Mezigalakticky sjezd filatelistii.

— A je jich hodng?

— Nekqneéné mnoho — z ka#dé galaxie jeden zastupce.

— Ale jak je ubytujete, vidyt kosmozoologové odjizdéi
az zitra?

- Nevim, bude se to ted tesit na pétiminutovee u feditele.

Aviak tikol byl znaéné slozity a p&timinutovka se protéhla
na celou hodinu {co% se fasto stdva i na Zemi)., Koneéné
recepéni pfilel od feditele a zacal s rozmistovinim hostii.
Nejprve natidil prestshovat hosta z pokoje &islo 1 do pokoje
éfslo 2. Zdalo se mi to divné, nebot z vlastni zkudenosti jsem
védél, Ze takovym piemisténim se uvolni pouze jeden pokoj,
kdeZto filatelistt nebylo ani mélo ani mnoho — ale ne-
koneéné mnoho. Recepéni viak pokradoval v pffkazech:

— A hosta z ¢isla 2 pfest¢hujte do &isla 4, hosta z &sla 3
do Cisla 6 a obecné hosta z &sla n do Eisla 2n.

Nyni jiz byl jeho plan jasny: timto zphsobem uvolnil
nekoneénou mnozinu pokoji s lichymi ¢sly a mohl v nich
ubytovat filatelisty, V pokojich se sudymi &isly pak bydleli
zoologov.é a v lichych pokojich filatelisté. (O sob& nehovofim
— za tii dny jsem se s kosmozoology tak spratelil, Ze me
zvohl} Cestnym piedsedou sjezdu a spolu s nimi jsem musel
vpustit zabydleny pokoj a piestthovat se z éfsla 1 000 000
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do é&isla 2000000). A mbj znidmy filatelista, ktery stal
v fadé na 574. mist&, dostal pokoj &. 1147. Obecné filatelista
stojici na n-tém misté dostal pokoj éfslo 27 — 1.

Druhého dne se obtiZe s ubytovanim zlepiily. Sjezd kos-
mozoologt skonéil a jeho dlastnici se rozjeli do svych domo-
vit. J4 jsem se prestéhoval k fediteli hotelu, v jehoi byté se
uvolnit jeden pokoj. Aviak to, co je vyhodné pro hosty,
nemusi byt uspokojivé pro vedeni hotelu. Za nékolik dni
mtij hostitel zesmutnél.

— Co se d&je, zeptal jsem se ho.

— Polovina pokojd je prazdni. Neplnime finanéni plan.
Ne zcela jsem chdpal, jaky finanéni plin ma na mysli, kdyz
se platf za nekonetny pocet pokojf, ale pfesto jsem poradil.

— Prestéhujte hosty tak, aby byly viechny pokoje obsa-
zené, Uk4zalo se, Ze to lze udélat velmi jednoduse. Filatelisté
obyvali pouze liché pokaje: 1., 3., 5., 7., 9. atd. Hosta
z pokoje &. 1 ponechali na misté. Hosta z &sla 3 pFestéhovali
do ¢isla 2, hosta z &sla 5 do éisla 3, hosta 7z &isla 7 do &sla 4
atd. Tak se podafilo viechny pokoje obsadit, ackoliv nikdo
novy neptijel.

Reditelovy nesnaze tim viak neskonéily. Ukazalo se, Ze
Vygonti se neomezili na vystavbu hotelu ,,Kosmos®. Ne-
unavni budovatelé postavili jeité nekoneénou mnoZinu
hoteld, z nichZ kazdy mél nekonedny poéet pokoji. PH tom
viak rozebrali tolik galaxif, ¥e porudili mezigalaktickou
rovnovihu, co? mohlo mit velmi vaZné nasledky. Byl vyzva-
ni, aby viechny hotely kromé nadeho zrudili a poutity ma-
terid] vratli na misto. Spinéni tohoto piikazu bylo ztiZeno
tim, %e viechny hotely véetné nadeho byly pIng obsazeny.
Vedeni hotelu &ekal tedy kol umistit do jediného a k tomu
jedté plné obsazeného hotelu viechny hosty z nekonefné
mnoha hoteld, z nich? v kazdém hydlelo nekoneén& mnoho
hosta.

— U2 toho mam dost! zvolal feditel. — Nejprve jsem
v pln& obsazeném hotelu ubytoval jeité jednoho hosta, potom
jeits 999 999 hostd, pak je§t€ nekone¢né mnoho hosti;
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a ted chtéji, aby se do ného veilo je§té nekoneéné mnoho
skupin ¢ nekoneéné mnoha navitévnicich. Ne, hotel neni
z gumy, at si je daji, kam cht&ji!

Ale ptikaz je piikaz a za pét dni mélo byt vie pFipraveno
k ptijeti novych hostit. V tyto dny nikdo v hotelu nepracoval
— viichni pfemyileli, jak ukol spinit. Byla vyhlaZena soutéz,
Jjejiz vitéz mél zajifténu turistickou cestu po jedné z galaxii.
Ale viechna navrhovani fefeni byla zamitnuta jako nevy-
hovujici. Pomocny kuchaf navrhl ponechat hosta v prvnim
pokoji na misté, hosta z druhého pokoje pEemistit do
pokoje ¢islo 1001, hosta z tfetiho pokoje do &isla 2001 atd.
Potom ubytovat v nafem hotelu hosty z druhého hotelu do
pokojil s &isly 2, 1 002, 2 002 atd., hosty z téettho hotelu do
pokoje s &isly 3, 1003, 2003 atd. Navrh byl zamitnut,
protoZe jiz hosté z prvniho tisice hoteld obsadi viechny
pokoje a nebude misto pro hosty z | 001, hotelu.

Vzpomnél jsem si piitom, jak se cisaf Tiberius uStépaéné
zeptal fimskych sendtord, kteff mu navrhovali, aby na jeho
pocest byl meésic zaf{ piejmenovén na mésic ,,tiberius*
(pfedchézejici mésice se jiz jmenovaly podle cisaia Julia
a Augusta): ,,A co navrhnete tfindctému cisafi?*

Pomérné dobry névrh podal uletni hotclu. Radil vy-
uzit vlastnosti geometrické posloupnosti a ubytovat hosty
takto: obyvatele prvniho hotelu umistit do pokojit s &isly 2,
4, 8, 16, 32 atd. (tato &isla tvoi{ geometrickou posloupnost
s kvocientem 2). Hosty z druhého hotelu do pokojt s &isly
3, 9, 27, 81 atd. (tato &sla tvofi geometrickou posloupnost
s kvocientemn 3). A takto pokradoval i s hosty dalsich hoteld.
Reditel se ho viak zeptal:

— A pro tfeti hotel je tfeba pouZit posloupnosti s kvocien-
tem 4?7 .

— Samozfejmé, odpovédél uéetnd. '

— Pak ndm to nepomizZe, vidyt Ctvrty pokoj jiz obyva
host z prvniho hotelu a ted tam méme ubytovat je§td
nékoho ze tfetiho hotelu,

2

Nyni bylo na mné, abych ukazal, ze se na Hvézdné aka-
demii nestuduje pét let matematika zbyteéné,

— Vvyuzijte prvocisel! Ubytujte hosty prvniho hotelu
v pokojich s &isly 2, 4, 8, 16, . . ., hosty druhého hotelu v po-
kojich 3, 9, 27, 81, ..., hosty tfetiho hotelu v pokojich
5, 25, 125, 625, ..., hosty ¢étvrtého hotelu v pokojich 7, 49,
343, ...

— Nebudeme muset opét ubytovat v jednom pekoji
dva hosty, zeptal se feditel.

« Ne! Vidyt pro 2ddna dvé rizna prvodisla nejsou zadné
jejich mocniny s piirozenymi mocniteli stejné: Jsou-li
p a g prvotisla, pfiéems? plati p =£ ¢, a jsou-li m a n piirozena
C¢isla, pak je p™® £ gn.

Reditel se mnou souhlasil a hned navrzeny zpiisob zdoko-
nalil tak, Ze stadila dv& prvodisla: 2 a 3. Navrhl toti% uby-
tovat hosta z m-tého pokoje n-tého hotelu v pokoji isio
2m 3n, Vyuzil piitom toho, Ze je-li m # p nebo n # g, je
2m 3n £ 293¢, V Zadném pokoji nebudou proto dva hosté.

Timto navrhem byli viichni nadieni. Regil tlohu, ktera
se zdala byt nefefitelnou. Vypsanou odménu jsem viak
nedostal ani ja ani feditel -—— pii pouZiti nadich navrhit by
zhstalo mnoho pokoji volnych (u mého navrhu to byly poko-
je ¢islo 6, 10, 12 a obecné viechny pokoje, jejichZ Cisla nebyla
mocninami prvoéisel, a u feditelova navrhu viechny pokoje,
jejichz ¢isla nelze zapsat ve tvaru 2m.3%, kde m a n jsou
prirozend &isla.* Nejlepdf fefeni navrhl jeden z filatelisth —
predseda matematické akademie galaxie Labuti.

Podle jeho rady se nejdfive sestavi tabulka, jeji fadky se
otisluji éisly hoteltl a jeji sloupce &isly pokojii. Na piiklad
v priseéiku ¢tvrté Fadky a 3estého sloupce se zapife Sesty
pokoj &tvrtého hotelu. Zde je tato tabulka (Ci piesnéjt, jeji

- *) Zkuste sami ur¢it pét nejmensich &isel pokojiy, které by zhstaly
ncobsazeny podle feditelova ndvrhu!
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leva horni &ast, nebot k zapisu celé tabulky je tfeba n
koneéné mnoho tadkil a nekoneéné mnoho sloupcd):

(L) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) ... (1,n) ...
(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) ... (21) ...
(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) ... (3m) ...
(1) (42) (4.3) (44) (45) ... (4,0)
(5,1) (3,2) (5.3) (54) (5.5) ... (5.1)

— A ted pfidélujte pokoje po étvercich, fekl matematil
-filatelista.

— Jak? Nechdpal feditel.

— Po &tvercich! V pokoji &islo 1 se ubytuje host z mist
(L1), tj. z prvnfho pokoje prvniho hotelu; v pokoji &islo
sc ubytuje host z mista (1,2), tj. z druhého pokoje prvnik
hotelu, v &isle 3 pak host z mista (2,2), j. z druhé¢ho poko
druhého hotelu a v &isle 4 hostz mista (2,1), tj. z prvnih
pokoje druhého hotelu. Tim se poda#f ubytovat hosty z I
veho horntho tverce o strand 2. V &sle 5 pak umistir
hosta z (1,3}, v &isle 6 hosta z (2,3), a tak dale,

A na kousku papiru naértl toto schéma rozmistén

CUNCN D () 19 ()
'
(2,1)«-(2,2) (2,3) (24 (25)...{(2n) ...
' v

!

(3,1)«(3,2)<(3,3) (3,4) (35 ... (3 ...

(4,1)«(4,2)‘_(4,3)&(4%4) 4,5) ... (*}n)

v
(3:1)+=(5,2)«—(5,3} «~(5,4)+(5,5) ... (5,m) ...

(n, 1) (1,2 (.3} (m ) (05} . () .-

T L O o R I S I B R R B B N N S Y
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- A bude opravdu misto pro viechny, zapochyboval
Feditel.

— Uréitd. Vidyt v prvnich »? pokojich ubytujeme podle
tohoto schématu viechny hosty z prvnich n pokoji kazdého
z prvnich # hotelfi. Dffve &i pozdéji dostane proto kazdy host
jeden pokoj. Mapfiklad host z 217. pokoje 136. hotelu dostane
pokoj v 217. kroku. Dokonce je snadné zjistit ¢islo jeho po-
koje. Je to pokoj ¢islo 2172 — 136 + 1. Obecné, host z n-tého
pokoje m-tého hotelu dostane pokoj &islo (n — 132 + m,
Jje-li m = m a pokoj &slo m2 —n 4+ 1, je-lin < m.

Tento navrh byl uznan za nejlepsi — viichni hosté ze
viech hotel byli ubytovani v nafem hotelu a 2adny pokoj
nezistal prazdny. Matematik-filatelista ziskal vyhlasenou
odménu — poukaz na turistickou cestu do galaxie LCR —
287.

Na oslavu tak uspé&iného rozmisténi hosti uspofadal fe-
ditel hotelu recepei a pozval na ni viechny hosty, Ani tato
recepee se neobedla bez nesnazi. Hosté ze sudych &isel poko-
ju se opozdili o pul hodiny a kdyZ se objevili, zjistilo se,
ze jsou uZ viechny Zidle obsazeny, ackoliv hostitel pfipravil
po jedné zidli pro kazdého hosta. Muselo se ¢ekat, dokud si
viichni nepfesedli na novAd mista a neuvolnili potfebny
pofet zidli (#4dna nova Zidle pfitom nebyla do salu pii-
nesena). Zato ale kaZdy host dostal dvé porce zmrzliny,
ackoliv kuchafi pfipravili pro kaZdého pravé jednu porci.
Doufam, Ze étenaf pochopi, jak k tomu doslo.

Po recepei jsern nastoupil do své fotonové rakety a odletél
na Zemi. Musel jsem prece fici viem pozemskym kosmo-
nautim o novém kosmickém utocidti, Kromé toho jsem si
chtél pohovofit s nejvyznaénéjiimi matematiky Zemé a se
svym piitelem Tarantogou o vlastnostech nckone¢nych
mno#in, :
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Autorova pozndmka

Tim se s na¥im hrdinou doéasné rozloué¢ime. Mnohé v jeho
vypravéni vyvoldva pochybnosti — vidyt podle zakonit
teorie relativity nelze pfendfet signaly s rychlosti véti nez
300 000 kilometrd za vtefinu. Proto uZ jenom splnéni prvni-
ho ptikazu by trvalo nekoneéné& dlouho. Nechtéjme viak od
Tiona Tichého pfili§ mnoho — pii svych cestdch zaZil
jiz mnohem nepravdépodobnéji piihody.

Dalsi &ast knihy je vénovana vypravéni o teorii nekoned-
nych mnoZin. A tfebaZe se pfibéhy nebudou odehravat
v mezihvézdném prostoru, ale v intervalu (0,15 nebo ve
¢tvercl o strané 1, ukaZi se mnohé z nich neméné neobylejny-
mi.

Jak porovnavat mnoZziny

V 1. kapitole jsme se zajimali o vlastnosti, kterymi se vyzna-
Suji jak mnoZiny koneéné, tak i mnoZiny nekonecéné. Nyni
se budeme zabyvat vlastnostmi, které jsou charakteristické
pouze pro nekoneéné mnoziny. Z vypravéni Tjona Tichého jiz
vime, fe tyto vlastnosti se vyrazné il od vlastnosti koneénych
mnozin, Jevy, které nejsou moiné u konefnych mnozin,
se mohou vyskytovat u mnoZin nekoneénych,

Prvnf otizka, kterou se nyni budeme zabyvat, je problém
vzajemného porovnavani nekoneénych mno?in. U konet-
nych mnoZin nejriznéjii povahy lze vidy Hci, které z nich
obsahuji vice prvki a které méné. Pro nekonetné mnoziny
je tato otdzka mnohem slozitéji. Geho je napftiklad vice,
pfirozenych &sel nebo raciondlnich disel nebo realnych
¢isel? Kde je vice bodn, na dsefce neho na celé piimee, na
ptimce neho ve Ctverci?
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Na prvni pohled sc zdé, Ze odpovédét na tyto otazky Je
docela jednoduché. Vidyt mnozina ptirozenych cisel je
¢asti mno#iny raciondlnich &isel a usecka je Zasti pfimky.
Nent tedy zfejmé, ze pFirozenych tisel je méné nez racional-
nich a e bodil na useéce je méné nef bodd na piimee?
Ukazuje se, e to neni zfejmé. Vzdyt odnikud neplyne, Ze
pii prechodu k nekoneénym mnoZinam ziistanou zachova-
ny zkonitosti zji¥t&né studiem kone¢nych mnozin; #e na-
piiklad bude zachovéna platnost tvrzeni st je mensii nez
celek*.

A jeste daleXitéf3 je to, Fe jiZ samotné porovnéni pottu
prvki nekonednych mnozin podle toho, zda jedna mnoZina
je Easti druhé, je predem odsouzeno k nezdaru*). Naptiklad,
kde je vice bodfi: ve étverci nebo na celé nekoneéné pfimee?
Vidyt nelze vlozit ani &tverec do piimky ani pfimku do
¢tverce. Je sice moiné rozdélit piimku na tsetky o délee
rovné délce strany &tverce a pak poloZit kazdou usetku do
tverce tak, aby se vzijemné neprotinaly. Ale co kdyZ je
také moiné rozlo¥it &tverec na takové €asti, Ze lze pak tyto
¢4sti polozit na pifmku tak, aby se 4dné dveé nedotykaly?
A kolik je nekoneénych mno#in, z nichZ jedna neni &asti
druhé! Mnodina &tvercit v roviné a mnozina kruhil v téZe
roving nemaji #adny prvek spoleény. Jak je porovnavat?
Jak zjistit, &eho je ve vesmiru vice —— atomil dusiku nebo
kysliku?

Uloha je tedy zad4na. Nejdtive vyjasnime, v jakych pfipa-
dech se m4 Fikat, Z¢ jedna mnoZina mé stejny pocet prvki
jako druha. Jinymi slovy, objasnime, v jakych pfiipadech
maji dvé nekoneéné mnoZiny ,,stejné mnoho** prvkil.

*) K témuz nezdaru jc;m:’écm odsouzeno i porovnavani poétu prvkit
konefnych mnotin podle uvedencho piiznaku (pozn. piekl.).
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Na tanecnim parketu

Pro koneéné muoZiny je tloha porovnani dvou mno#in snad-
no felitelnd. Stadf prvky obou mno#in spoditat a dostane-
me-li siejné vysledky, znamens to, 2e obé mno#iny maji stejné
mnoho prvkd. Pro nekoneéné mnosiny se viak takovy
zplsob nehodi, nebot zatneme-li pfepoéitivat prvky ne-
kone¢né mnoziny, riskujeme, %e tomu zasvétime cely Zivot
a piesto zapodaté dilo nedokonéime*),

Aviak ani u kone¢nych mnozin neni metoda pfepoditani
ve viech pfipadech ticelna. Pojdme tfeba na tanecni parket.
Jak zjistime, je-li zde stejné mnoho mlddenct a divek?
Mohli bychom oviem pozidat, aby se mlidenci postavili
na jednu stranu a divky na druhou a pustit se do séitani
jednéch i druhych. Ale tim jednak ziskdme zbytetnou infor-
maci, nebot nas nezajim4, kolik je zde mlidenct a divek, ale
pouze zda jich je stejné mnoho a jednak, mladi si piisli za-
tandit a ne stit a &ekat, a¥ je spocitime.

Spinime tedy jejich prani a pozididme orchestr, aby zahril
n&jaky tanec, ktery viichni uméjl. Mlidenci pozadaji
divky o tanec a ... nase tloha bude vyfeiena. Ukaze-li se,
Ze viichni mladenci a viechny divky tandi, tj. ze mlade? se
rozdélila na tanélci pary, bude ziejmé, Ze na taneénim
parketu je mlddenci stejné mnoho jako divek.

Zcela stejnym zpiisobem lze zjistit, zda pocet divakea v di-
vadle je stejny jako podet sedadel. Jsou-li pii pfedstaveni
viechna mista obsazena, piicem? 24dny divak nestoji
v ulitce a na kaidém sedadle sedi pouze Jeden divak, mu-
Zeme si byt jisti, ze divakd je stejné mnoho jako sedadel
v hledisti,

*} To se nAm oviem miiZe u koneéné mnoziny stat také (pozn.
pFekl).
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Ke kazdému pfilivu jeden odliv

Poznali jsme zpisob, jak zjistit, fe dvé konetné mnoziny
maji stejné mnoho prvkd, aniz potitime jejich prvky. Toho-
to zplisobu lze uiit i pro nekonedné mnoziny, NemtZeme
viak jif pouZit orchestru, ale musime z prvkda dvou po-
rovnavanych mnozin utvofit ,tanedni pary* sami.

Mgjme tedy dény dvé mnoZiny A a B. Rekneme, 7e jsme
mezi nimi (nebo také mezi jejich prvky) utvofili vzdjemné
Jednoznalné piifazeni,*) jestlize jsme z prvkil téchto mnozin
utvofili uspofddané dvojice (e, b) takovym zpiisobem, Ze

1) prvek q patii do mnoziny A a prvek b do mno#iny B;
2) kazdy prvek z obou mnozin patfi do jedné a jen jedné
dvojice.

Naptiklad, skidd4a-li se mnozina A z mladenct na taneénim
parketu a mnozina B z divek na tém# parketu, vytvafeji se
dvojice (g, &) ze spolu tanéicich mladenca a divek. Tvori-h
mnoZzinu A divaci a mnoZinu B sedadla v hledidti, pak je
dvojice {a, &) tvofena divakem a sedadlem, na kterém sedi.

Samoziejmé ne kazdé pfifazeni mezi mno¥inami je vzé-
Jemné jednoznaéné. Je-li A mno#ina viech stromf na Zemi
a B mnozina viech plodd, které na nich rostou, je mozné
utvofit mezi témito mnoZinami napifklad toto ptifazeni:
kaZdému plodu pfifadime strom, na kterém roste. Aviak
toto pfifazeni neni vzijemné jednoznaéné: na nékterych
stromech roste vice plodi a nékteré stromy nyni nerodi.
Né&které prvky a (stromy) se budou proto vyskytovat ve
vice dvojicich a jiné prvky se nevyskytnou v zadné dvojici.

Existence vzajemné jednoznatného zobrazeni mezi dvéma
koneénymi mnoZinami je ekvivalentni s tim, Ze obé maiji
stejné mnoho prvkil. Snad nejdilezitéj${im meznikem v teorii
mnoZin byl okamiik, kdy se Cantor rozhodl pouzit pojmu

*) Casto se¢ 1aké ¥ka zobrazeni {pozn. pickl.).
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vzajemné  jednozuaéného piifazeni k porovndvani ne-
koneé¢nych mnoZin.

Jinymi slovy, podle Cantora majf dvé (tfeba i nekonetné)
mnoziny A a B ,stejné mnoho® prvki, jestlize mezi nimi
existuje vzajemné jednozna&né ptitazeni. Obvykle viak ma-
temnatici nefikaji, e ,mnoZiny A a B maji stejné mnoho
prvk®, ale fe ,mnoZiny A a B maji stejnou mohutnosi*
nebo, fe ,,mnoziny A a B jsou ekvivalenini®.

U nekoneénych mnoZin znamena tedy slovo ,,mohutnost®
toté?, co u koneénych mnoZin znamena ,,polet prvka*.

Jesté pred Cantorem dospél k pojmu vzdjemné jedno-
znaéného zobrazeni praZsky védec Bernard Bolzano. Aviak
Bolzano ustoupil pred obtiZemi, ke kterym tento pojem vedl.
Jak brzy uvidime, po pfijeti principu porovnivani ne-
koneénych mno#in pomoci vzijemné jednoznaéncho pfi-
fazeni je tfeba rozloutit se s mnohymi dogmaty. )

Je st rovna celku?

Z4kladni ,,dogma‘, které bylo tfeba zavrhnout, bylo pravi-
dlo, p¥ijaté na samém polatku rozvoje matematiky: ,,Cdst
je mendi nes celek'*. Toto pravidlo nepochybné plati pro koned-
né mnoZiny, aviak pro nekonetné mnoZiny platit pestiva.
Vzpomeiite si, jak feditel neobytejného hotelu ubytoval
kosmozoology v sudych pokojich. PFi tomto rozmisténi se
host z pokoje ¢islo » prestéhoval do pokoje ¢islo 2n. Jinymi
slovy, ubytovani se fidilo timto schématem

Vb !
2 4 6...2n...
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Timto schématem je viak uriéeno vzajemné jednoznaéné
pfifazeni mezi mnoZinou viech pfirozenych ¢isel

1,2, 3, ...,n ...
a jeji é4sti — mnoZinou sudych &isel

2,4,6,...,2n, ...
A my jsme se dohodli, ze mnoZiny, mezi kterymi existuje
vzdjemné jednoznalné zobrazeni, povaZujeme za mnoZiny
ekvivalentni{. MnoZina viech pfirozenych d&isel ma tudii
,,stejné mnoho** prvki jako jeji ¢ast — mnoZina viech su-
dych pfirozenych &isel,

Stejné tak lze najit vzajemng jednoznaéné zobrazeni

mezi mno¥inou viech pfirozenych &isel a mnofinou viech

&isel tvaru
10, 100, 1 000, 10 000, ...

Sta@i ptifadit ka?dému piirozenému &islu n &slo 10%:
n— 10%,

Tim je #idané vzdjemné jednoznaéné zobrazeni uréeno.

Opét stejnym zpusobem lze ur¢it vzajemné jednoznacné
zobrazeni mezi mnozinou viech pfirozenych ¢isel a mnozi-
nou viech druhych mocnin pfirozenych é&isel

n—» ni,
nebo mnozinou viech tietich mocnin pfirozenych ¢isel

n— nd,
atd.

Obecné, mezi mnozinou viech pfirozenych &isel a jeji
libovolnou nekoneénou &asti vidy existuje vzajemné jedno-
znaéné piifazeni. Stadi sefadit ¢isla této &asti podle ve-
likosti a odislovat je.

Ostatné, ne nadarmo se fikA — nic nového pod sluncem;
nové, to je pouze dobfe zapomenuté staré. JiZ na potatku
17. stolet{ ptemyslel Galileo Galilei o paradoxech nekone¢na
a objevil mo#nost vzajemné jednoznainého piifazeni mezi
mnoZinou viech piirozenych &isel 2 mnoZinou viech jejich
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drubych mocnin. V jcho knize ,,Besedy a matematické
dikazy vztahujicl se k mechanice pohybu® (1638) je uveden
dialog, ve kterém Salviati, vyjadiujici mySlenky samotného
Galilea, fik4d: To, co jsme fekli, se vztahuje k tém obtiZim,
které vznikaji v diasledku toho, Ze, uvaZujice na¥fm omeze-
nym rozumem o nekoneénu, pfisuzujeme nekoneénu vlast-
nosti, které nachdzime u véci konelnych a omezenych.
To je viak nespravné, nebot takové vlastnosti jako byt vétdi,
byt mendi a rovnost jsou nepoufitelné pro nekoneéno —
nelze fikat, Ze jedno nekonefno je véwdi nebo mend{ neZ
jiné nekonetno, nebo Ze je mu rovno.

Na podporu své my$lenky Salviati uvadi, Ze na jedné stra-
n& ,,druhych mocnin je tolik; kolik je zdkladd, nebof kazda
druhd mocnina ma sviyj zaklad a kazdy zdklad ma svou
druhou mocninu; ani jedna mocnina nemaze mit vice
nez jeden zaklad a ani jeden zdklad nemiZe mit vice nez
jednu druhou mocninu. . . *)

Pfitom poéet viech zakladd je roven poétu viech éfsel
vilbec, nebot neni zadné islo, které by nemohlo byt za-
kladem néjaké druhé mocniny. Po tomto zjidténi nezbyva
ne# fici, Ze pocet viech druhych mocnin je stejny jako pocet
viech é&isel ... "

Na druhé strané Salviati poznamenava, Ze ,,polet viech
¢isel dohromady — ¢&isel, ktera jsou druhymi mocninami
a Cisel, kterd nejsou druhymi mocninami — je vétdi nei
podet pouze samotnych druhych mocnin®, pfi¢emz ,,jak
postupujeme ke stale vétiim éfslim, pocet druhych mocnin
ve znaéné mife stale ubyva®, Jako jediné vychodisko z obje-
veného protikladu nabizi Salviati toto:

»Nevidime 2idnou jinou moZnost fefeni, neZ uznat, Ze
pocet viech &isel viibec je nekonetny, Ze poéet viech druhych
mocnin je nekonefny a e poéet viech zakladd je také ne-

*) Zde jd¢ pouze o pirozend &sla.
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koneeny. Nelze bici, ze pocet drubych mocnin je menst nez
pocet viech éisel a Ze podet viech éisel je veétdi: vlastnosti
rovnosti a také vlastnosti byt vét¥f a byt mensi nelze uzivat
tam, kde se jedna o nekoneénu, ale pouze tam, kde se jedna
o koneéni mnozstvi®’,

Vidime, Ze¢ ve skutecnosti Galilei znal my$lenku vzjemné
jednoznaéného pFifazeni a védel, Ze existuje takové pfi-
fazeni mezi mnofinou viech pfirozenych éfsel a mezi mno-
#inou viech druhych mocnin piirozenych é&isel, a Ze lze
proto povaZovat tyto mnoZiny za mnofiny majici stejny
pocet prvki. Chapal také to, Ze u nekoneénych mnoZin
miZe byt ¢dst rovna celku. Z toho viak udélal nespravny za-
vér, Ze viechna nekoneéna jsou ,stejnd®. Uvazoval pouze
o nekeneénych podmnoZinidch mnoziny viech piirozenych
¢isel, jejichZ prvky lze odislovat,

Galilei st nemohl predstavit, e prvky mnoziny viech bodd
usecky nelze otislovat pfirozenymi &sly (coZ za nedlouho
uka¥eme). Podobné jako starovéci atomisté piedpokladal,
ze tisetka se skladi z nekoneného poétu atomfl, které lze
ofislovat,

Spocetné mnoziny

Viechny mnoZiny, které jsou ekvivalentni mnoziné viech
ptirozenych &isel, se nazyvajl spoletné mnofiny. O mno#ing
tedy fikdme, e je spocetna, jestlize je nekonednd, ale viechny
Jeil prvky lze otislovat pirozenymi &isly. Napfiklad mnoZina
viech sudych &isel, mnozina viech lichych ¢isel, mnozina
viech prvoéisel a obecné libovolna nekoneénd &ist mnoZiny
piirozenych ¢&isel jsou spodetné mnoZiny.

Chceme-H dokazat spoéetnost nékterych mnoin, musime
uckdy projevit uréitou ddvku vynalézavosti, Vezméme na-
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piiklad mnozinu viech celych tisel (zapornych i neza-
pornych):

e —my =3, =2, —1,0,1,2,3, .., ..

Pokusime-li se o¢islovat je podle velikosti poéinaje od néjaké-
ho &sla, pak zdstanou neotislovana viechna ¢isla, nachazeji-
ci se pred vybranym &islem. Abychom pfi oéislovani ne-
vynechali Zadné &islo, je tfeba zapsat prvky této mnoZiny
do dvou Fadki:

0o, 1, 2 3, 4 5 6, ...
—1,—2, —8, —4, —5, —6, —7, ...

a otislovat je po sloupcich. Piitom &islo 0 bude prvni,
dslo —1 druhé, cislo 1 treti, &islo —2 &tvrté atd. Jinymi
slovy, nula a viechna kladna &fsla budou oéislovina lichymi
&isly a viechna zaporna &isla sudymi ¢isly. Podoba se to tomu,
jak feditel hotelu obsazeného kosmozoology ubytoval viech-
ny filatelisty.

Je sice snadné ovéfit, Ze¢ mnoZina viech celych &isel je
spotetna, aviak presvédeit se, Ze mnoZina viech racionalnich
&sel je rovnéz spofetnd, bude sloZitgjsi. Racionalni ¢isla
jsou totiz rozlofena velmi husté — mezi libovolnymi dvéma
racionalnimi &isly se najde jeité nekoneéné mnoho jinych ra-
cionalnich ¢isel. Neni proto viibec jasné, jak je ocislovat;
zd4 se, Ze mezi kazdymi dvéma ¢&isly je tieba olislovat jeite
nekoneiéng mnoho &isel a Ze tento postup nikdy neskonZf.
Skuteéné se ukazuje, Ze raciondlni &isla nelze otislovat po-
dle velikosti pfirozenymi &isly.

Upustime-li viak od otislovani raciondlnich &isel podle
velikosti, podaii se nam je o&fslovat. Udélame to takto:
vypfieme nejprve viechny kladné zlomky se jmenovatelem
1, potom viechny kladné zlomky se jmenovatelem 2, pak se
jmenovatelem 3 atd. Dostaneme tabulku tohoto tvaru:
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]
wa
N
[ %]

2 vy

Je ziejmé, Ze kazdé kladné racionalni &islo se v této tabulce
vyskytuje a ne jen jednou. Cislo 3 se napifklad vyskytuje
9

6 .
jak ve tvaru T tak ve tvart o tak i ve tvaru ER

Nyni pfistoupime k o¢islovani. Vzpomeneme si na posledni
hrdinsky ¢in Feditele neobyéejného hotelu, ktery v ném
ubytoval viechny hosty z nekoneiné mnoha takovych hotelil.
Pousil tehdy ofislovani po &tvercich. Stejnym zphsobem
budeme postupovat i my, pouze s tim rozdilem, Ze nékteré

2 3
zlomky budeme vynechavat {naptiklad, zlomky 533 atd.

1
vynechime, nebot zlomek T uz bude otislovan: viechny

tyto zlomky vyjadfuji totéz Cislo).
O¢islujeme kladn4 racionalnl &fsla v tomto pofadi:

I

1 4 3
4':’3‘:7{_':?;---

:E’:

1 3

1’ 2:_2’535?:

wl N

Tim jsme odfslovali viechna kladna racionalni &sla.
Nyni je ji# snadné pochopit, jak se o&fsluji viechna (zdporna
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i nezdpornd) racionalni &sla. Stadi zapsat oddélens kladné
a zaporné zlomky ve tvaru dvou tabulek a ¢isla jedné tabulky
otislovat sudymi ¢&isly a ¢isla druhé tabulky lichymi ¢isly
(a ponechat jeité jedno €islo pro nulu).

Obecné sjednocenim spofetné mnoha spoéetnych mnozin
dostaneme opét spocetnou mnoZinu. D4 se to dokdzat
stejnym zplisobem — olislovanim ,,po ¢tvercich®.

Algebraicka &isla

Podatilo se ndm odislovat viechna racionalni &sla. Aviak
racionalni ¢isla se ziskaji z piirozenych &isel pomoci pouze
jedné operace — pomoci déleni (a pifpadné zménou
znaménka). Nyni piiddme jeSt&¢ operaci odmociiovani
a budeme vyfetfovat mnoZinu viech ¢&isel, ktera lze ziskat
z pfirozenych ¢isel pomoci této operace a zakladnich po-
etnich vykon@t. Mezi témito dsly budou takov4 &isla jako

V2 1, V35 a dokonce takovd ,,monstra® jako
B = 14 =
V147 £ V3 — 6 + V2
z1 = .
5 —
Vg — Vit v2 +1
Vznikd otdzka, zda je mo#né olislovat také mnozinu viech
téchto &isel. Zd4 se, Ze to bude je§té obtiZn&ji, nez bylo
otfslovini mnoZiny viech raciondlnich ¢isel. Opravdu,
kterému z &fsel V2 a V'3 mame piitadit mensi #islo? Uka-
zuje se viak, Ze i tato mnoZina je spodetnd, tj., Ze jeji prvky
lze oéislovat.
Abychom mohli toto tvrzeni dokdzat, viimneme si nej-
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prve tohn, %e kazdé &islo uvedeného tvaru je kofenem
néjaké algebraické rovnice tvaru

apx® + a1+ ... 4 ap =0, {H

roMy

kde ag 5= 0 a kde aq,. . ., a5 jsou celd &isla. Napiiklad, cislo

% je koten rovnice 7x — 3 = 0, tislo V5 je kofen rovnice

23— 5 =0 a dslo ’\/2 4 V3 je kofen rovnice x° — 6x* +
4 12x2 — 11 = 0. Nékdy je obtizné najit rovnici, jejim%
kofenem je dané &islo uvedeného tvaru, nicméné je to vidy
mozné. Zkuste sami najit rovnici, jejim# kofenem je éislo

V2 + V3.

Viimnéme si, %e zdaleka ne viechny kofeny rovnic tvaru
(1), kde aq, . . ., ap jsou cela &sla, lze vyjadiit &isly ziskanymi
z piirozenych éisel zdkladnimi pocetnimi vykony a odmoc-
fiovanim, Napfiklad kofeny rovnice

$5—3%3%4+3=0

nelze takto vyjadfit. Viechna &isla, kterd jsou kofeny rovnic
tvaru (1) s celotiselnymi koeficienty, se nazyvaji algebraickd
¢isla, MnoZina viech algebraickych &isel obsahuje tudiZ
mno¥inu viech téch &isel, ktera lze ziskat z pfirozenych &isel
pomoci zdkladnich aritmetickych operaci a odmociiovani.
Podaii-li se n4dm oéislovat viechna algebraicka ¢isla, odpo-
vime tim také na otdzku poloZenou na zatéitku tohoto od-
stavce,

Aviak dffve nez odislujeme algebraickd ¢isla, musime
oéfslovat samotné algebraické rovnice tvaru (1). A tim
bude jiz uloha fefena, nebot kaZda algebraxckfi‘ roviice
n-tého stupné ma nejvyde n riznych kofenil. Sta _tedy —
potom co budou viechny rovnice s celofiselnymi koefi-
cienty otislovany — sestavit tabulku, v :]Cjii p.r\_fru’ fédce:
budou viechny rizné kofeny prvni rovnice, v jejiz druht’:
fadce budou viechny riizné kofeny druh€ rovnice, které
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se nevyskytuji v prvai Fadce, v jejiZ tieti fadce budou viech-
nY.n‘izné kotfeny tfetf rovnice, které se nevyskytuji ani v prvni
ani ve druhé fidce, atd. Tabulka bude vypadat takto:

a1+ d2— ... >0k
bbb .. b
—>L1—>Ca—> =l

Nyni je zfejmé, jak je moZné viechna &isla této tabulky
oéislovat (v pofadi naznaleném 3ipkami),

Zbyva tedy otislovat prvky mnoZiny viech algebraickych
rovnic s celoéiselnymi koeficienty, MiiZeme to udélat
dvéma zplsoby. Jeden zpisob spodivid v tom, e se kaZdé
rovnici

agx® - @t - L ay =0

pfifadi jejt ,,vyika®, coZ je ¢islo

h=n4lag) -+ |a| -+ ... A |an].
Napiiklad vyika rovnice 2x? -~ 3x - 5 =0 je

h=44+24+0+0+3+5=14

Pocet viech rovnic dané vysky je zfejmé koneény, Naptiklad
vyiku 2 maji dvé rovnice: x =0 a —x =0, vydku 3 ma
Sest rovnic: 22 =0, —x2=0, x4+ 1=0, x—1=0,
—x 1 = 0a-—x—1=0 A nyni ofisluyjeme rovnice
takto: Nejdifve otislujeme viechny rovnice vyky 2 (#4dné
rovinice vyiky 1 n(?jsou), potom otislujeme viechny rovnice
vyiky 3, pak rovnice vyiky 4 atd. Zadatek tohoto &islovani
ma tento tvar:

N 1 2 3 4 5
x*x=10 —x =0 ¥2=0 —aZ=02x-4+1=0

N 6 ., 7 8 9 10
x=-1l=10 —x4+1=0x—-——-1=0 x3=0 x—-3=0
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Nakonec budou viechny rovnice olislovany a pak jiz —

jak je uvedeno vyie — neni obtiZné otislovat i viechna

algebraicka ¢isla,

Popsany zpiisob éslovani rovnic ma tu nevyhodu, Ze je
obtisné Hci, jaké &fslo piislu¥ dané rovnici (atkoli i tato
uloha je samozfejmé fefitelna). Druhy zpisob je zaloZen
na myslence, které se pokousel uzit k feSeni své nejobtiznéjsi
tlohy Feditel hotelu. Pfipomeiime, %¢ navrhl pouZit Cisel
tvaru 2% . 3m. K fe¥eni na¥f tlohy je tfeba u2it viech prvo-
¢fsel. Ctenat samoziejmé vi, ze libovolné piirozené ¢islo
lze jednoznaéné vyjadfit jako soutin prvodisel.

Budeme postupovat takto: Nejdfive otislujeme viechna
celd &sla, co# jsme jiz uéinili na str, 84. Pofadové &islo
celého &isla @ oznaéime symbolem a. KaZdé rovnici tvaru

agx® 4+ ... +ap =10
(kde, p¥ipometime, go, ..., ay jsou cela &sla, ap #= 0)
pififadime &slo
28g |, 30—1. .. "y

(symbol pu,1 znadi (n -+ 1)-ni prvocislo). Naptiklad, rov-
nici 2x2 — 2 =0 pfitadime ¢islo 24,31, 55 = 150 000
(nebot celému &slu —2 je pfifazeno &islo 4, nule &islo 1
a celému &slu 2 &islo 5). Nynf mé4 ka*d4 rovnice své Cislo,
pficemy riizné rovnice maji raznd &sla (kazdé W se jedno-
znainé rozklada na prvodinitele, tj. jednozna¢né uréuje
&isla an, an_1, ..., ag; témto &islim odpovidaji jista &isla
An, Gn1, - - -, dp & témi je urdena jistd rovnice apx® + ...

+an:0).

B Osmicky v roviné

Metody, s jejich# pomoci jsme otislovali viechna algebraicka
¢isla, jsou poutitelné i v jinych pfipadech. Obecnd situace
je zde tato: Bud dina spoctend mnoZina spocetnych mnoZin
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AL, ..., Ay, ... Utvoiime viechny moZné koneiné ,sou-
bory* prvki téchto mnoin, pfiéemz do Zidného souboru
nepatif vice ne# jeden prvek z kakdé mnoziny Ag. Jinymi
slovy, kazdy soubor ma tvar (am, ..., @), kde an € An, ...

. a; € Ay (podet prvkil v riznych souborech muZe byt
rizny, dalezité je pouze to, Ze kaidy soubor se skiada
z koneéného podtu prvka). Potom je mnozina viech takovych
souborid spodetna.

K dikazu tohoto tvrzeni stadf pfifadit kazdému souboru
(am, - - ., ar) ¢islo

N=pgr

kde pm je podle velikosti m-té prvolislo atd., an je poradové
tislo prvku an v mnozingé A, atd. (pfi nalem oznadeni
index m u prvku a, ukazuje, do které z mnozin tento prvek
patif a nikoli jeho pofadové &islo v mnoziné Ay). Tytéz
fivahy jako v pF{padé algebraickych rovnic ukazuji, Ze pfi
tomto pfitazeni budou réiznym souboriim odpovidat rizna
¢isla W, tj., Ze se podati viechny soubory otislovat. A pieje-
me-li si, miZeme to udélat i jinak: kazdému souboru
(am, ..., q) piifadime jeho ,,vysku” A==n 4 am+ ...
... + a; a odislujeme nejprve soubory vyiky 2, pak soubory
vyiky 3 atd.

Z dokAzaného tvrzeni vyplyva, %e mnoZina A, jejiZ
prvky lze zadat soubory tvaru (ay, ..., an), kde prvky a;
patfi do spofetné mnoZiny Ay, prvky a, do spodetné mnoZiny
A; atd., je sama spodetnd nebo koneéna. Mezi jinymi je tedy
patrné, e mnoZina viech hodi roviny s racionilnimi sou-
Fadnicemi je spocetnd: takové body jsou zadany soubory
ze dvou raciondlnich éfsel (r(, r;) a mnoZina raciondlnich
¢isel je spocetna.

Uvedme slozit&i pfiklad ditkazu spocetnosti jisté mno-
ziny. Méjme v roviné zobrazena pismena T, pficem? Zadna
dvé pismena nemaji 24dné body spoleéné (rozméry pismen
mohou byt libovolné — obr. 23),

Ukézeme, %e takova mnozina pismen je bud spoletni
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Obr. 25

T
X

nebo konetnd. Za timto Uéelem zvolime v roviné soustavu
soufadnic a kaZidému pismenu pfifadime trojihelnik
o vrcholech s racionalnimi soufadnicemi, jeho? jedna strana
protind , noZitku’ pismene T a jecho zbylé dvé strany
protinajl ,bo¢ni vétve* piisluiného pismene (obr. 26}.
Z obrazku 27 je patrné, Ze odpovidaji-li dvé pismena T
témuz trojihelniku, museji se protinat (mimochodem, jak
tomu v matematice ¢asto byva, pfesny dikaz této skuteénos-
ti neni vibec jednoduchy). JelikoZ, podle nadi podminky,
nemaji Z4dnad dv€ pismena spoleéné body, odpovidaj
rdznym pismentm rizné trojuhelniky. Zhyvd ndm tudiz
dokézat, f¢ mnoZina viech takto vybranych trojuhelniki je
spotetna nebo konefna. A k tomu staéi viimnout si, Ze
kazdy trojihelnik je uréen svymi tiemi vecholy 4, B, C a e
kazdy wrchol je uréen svymi soufadnicemi. JelikoZ jsme
vybirali pouze vrcholy, jejichZ obé soufadnice jsou racional-

Obr. 26 Obr, 27
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ni, jc kazdy trojihelnik zadan Sesti racionalnimi Cisly —
soufadnicemi jeho vrcholf. A mnoZina ¥estic raciondlnfch
tisel je spoéetnd. Mnozina viech trojihelnikil s ,,racional-
nimi“ vrcholy je tedy spofetnd a mnoZina trojuhelniki,
které jsme pro nase pismena sestrojili, je pak spodetna nebo
koneéna. Je tudiz spodetnd nebo koneénd i mnoZina samot-
nych pismen.

Stejnym zpGsobem se d4 také dokizat, Z¢ mnoZina
vzijemné se neprotinajicich osmidek v roving {obr. 28) je
spofetnd nebo koneéna.

@

Obr. 28

Réazné& velké mnoZiny

Jiz jsme objasnili, co znamenaji slova ,,dvé¢ mnoZiny maji
stejné mnoho prvki®,

' Nyni vysvétlime, co znamena tvrzeni ,,jedna mnoZina ma
vice prvki neZ druha®. U koneénych mnoZin to lze objasnit,

02

auiz bychom prvky mnozin sefetli. Vzpomenme si na nas
ptiklad s tanecnim parketem.

Jestlize po té, kdy orchestr spusti a mladenci vyzvou divky
k tanci, zostanou néktefi neobratni mléddenci bez partne-
rek, je ziejmé, ze mladenci: je vice. JestliZe East divek bude
smutné pozorovat své tanéicl kamarddky, je ziejme, Ze vice
je divek,

V tomto pifpadé jsme postupovali takto: Hledali jsme
vzajemné jednoznaéné piifazeni mezi jednou mnozinou
a ¢4sti druhé mnoZiny. Podafilo-li se to, vyplyvalo z teho,
se druhi mnofina mA vice prvki nez prvni. Uzivajice
tohoto postupu, snadno zjistime, %e napiiklad viech ryb
v oceanu je méné ne viech atomi na zemékouli (tfebaZe
jsou obé tyto mnoZiny koneéné, sotva lze jejich prvky
spocitat). Staéi piifadit kazdé rybé jeden atom jejiho téla.
Tim bude uréeno vzajemné jednoznaéné zobrazeni mezi
mnozinami viech ryb a &asti mnoZiny viech atomit na
zemékouk.

Bohuzel u nekone¢nych mnoZin nelze postupovat tak
jednoduse. Vidyt jsme jiz videli, e mnoZina muZe mit
stejné mnoho prvka jako jeji &ast. Nelze tedy z pouhé
skuteénosti, ¢ mno¥ina A ma stejné mnoho prvki jako
¢4st mnoZiny B, ulinit zavér, Ze mno¥ina A ma méné prvki
ne¥ mnozina B.

Budeme pii nafich zavérech skromngjii a fekneme, Ze
existuje-li vzajemné jednoznainé zobrazeni mezi mnoZinou
A a hstf mno¥iny B, pak mnozina B mé nejméné tolik proki
jako mnozina A. D4 se dokdzat, Ze tento vztah ma viechny
dobré vlastnosti nerovnosti:

1) Kazd4 mnotina A mé nejméné tolik prvki jako sama
tato mnoZina.

2) M4-li mnozina A nejméné tolik prvki jako mmoZina
B a ma-li mno#ina B nejméng tolik prvka jako mnoZina C,
pak ma mnoZina A nejméné tolik prvki jako mnofina C.

3) M4-li mnogina A nejméné tolik prvki jako mnoZina
B a mé-li zaroveih mno¥ina B nejméné tolik prvki jako
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mnoZina A, pak obé mnoZiny majl stejné mnoho prvkit
(t). mezi témito mnoZinami existuje vzijemné jednoznaéné
pfifazeni).

MiiZe se stat, Ze mnozina B mé nejméné tolik prvki jako
mnozina A a Ze ziroveR tyto mno#iny nejsou ekvivalentnd.
Jinymi slovy, miZe se stat, Ze existuje vzajemné jednoznaéné
pfifazeni mezi mnozinou A a &st{ B, mnoziny B a piitom
neexistuje vzajemné jednoznaéné pfifazeni mezi mnozinou
A a celou mnozinou B. V takovém pifpadé budeme Fikat,
Ze mnofina B ma vice prvkli ne? mnoZina A.

Spogetné mnoZiny jsou nejmensi z nekoneé-
nych mnoZin

JiZ jsme hovofili o tom, %e libovolna nekoneéna &Ast mno-
Ziny pfirozenych &isel je spodetnd. To viak znamen4, ze
nemitie existovat nekoneénd mnozina, jejiz mohutnost by
byla men#f nez mohutnost spodetné mnoziny. Nyni dokaze-
me, %¢ kaZdi nekonednd mnozina obsahuje spodetnou pod-
mnoZinu. Z toho pak plyne, ze mohutnost spodetné mnoZiny
neni vétd ne mohutnost libovolné nekoneéné mnoZiny,
tj. Ze tato mohutnost je nejmensi z mohutnost{ nekonednych
mnozin,

Abychom vybrali z nekoneéné mnoziny A spodetnou
podmnoZinu, budeme postupovat takto: Vybereme jeden
prvek x; — to je moZné, nebot mnozina A je nckoneéni
a neni tedy v Z4dném pfipadé prazdna. DAle je ziejmé,
Ze vyjmutim jednoho prvku x, mnoZinu A nevylerpame
a miZeme z ni tedy vybrat druhy prvek x;. Pak vybereme
tieti prvek »; atd. Timto zpisobem vybereme z mnoZiny A
spodetnou mnoZinu oéfslovanych prvki

X :{xh L PR ---}-
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Nevelkym zdokonalenim tohoto postupu se da dosév}‘mout
toho, ze po vybrani spotetné podmnoziny zbude z mnoZiny A
nekoneénd mnozina. K tomu sta¢i vratit viechny prvky
mnoziny X se sudymi indexy. Z mnoZiny A jsme tak na-
konec vybrali spocetnou podmnoZinu.

Y = {xl, K3y X5 + s .},

a zbyla mnozina jeit¢ obsahuje nekoneémzl'l mnoiiflu
{%2, %4, %, ...} (a pipadné je§t&¢ mnoho dalsich prvkad}.
Neni obtizné dokazat tato tvrzend:
Mohutnost nekonedné mnoZing se nezméni, piddme-li k ni mnodinu
spocetnou. . ' ,
Mok tnost nespoieiné mnofiny se nezméni, vyjmeme-li z ni
muodiny spoletnoy. o .
Tyto véty opét potvrzuji, Ze spodetné mnoZiny jsou nej-
mensi z nekoneénych mnoZin,

Nespocetné mnoZiny

Viechny doposud sestrojené mnoZiny byly spovr':e’tné. T_o
vyvolava domnénku : nejsou vitbec viechny Ivuf:konecnc mnoZi-
ny spotetné? Kdyby tomu tak bylc_', byl by Zivot ranematlku
snadny: viechny nekoneéné mnoziny by mély stejné rm}ohf)
prvkll a #4dnad analyza nekoneéna by ncbyla uz.a'p_)?'trebl.
Ukazalo se vSak, Ze zalezitost je mnohem sloZitéjsf, ne-
spodetné mnoZiny existujl a m(?hou. mit vrﬁzné’ mohutnosti.
Jednu nespoéetnou mnoZinu viichni dobfe zniAme — mno-
Zinu viech bodd pfimky. Aviak diive nez se budeme touto
mnozinou zabyvat, Fekneme si o _]:in’é mno?iné A viech
mo¥nych zplisobil obsazeni neobyéejrl_eh?_ holtelu. . ’

Vsimneme si, e diikaz nespodetnosti ngak;: mnoZiny neni
viibee snadny. K diikazu spocetnosti néjaké mnoziny staéi
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prosté najit predpis pro oéislovani viech jejich prvki.
Dokézat nespodetnost néjaké mnoZiny znamena dokazat, Ze
takovy predpis neexistuje. Jinymi slovy, at si vymyslime
jakykoli piedpis, vidy zistane alespofi jeden prvek ne-
odislovany. Cantor vymyslel velmi vtipny zputsob, jak do-
kazovat nespofetnost mnozin. Tento zphsob dostal nazev
diagonalni proces (a ve skute¢nosti jsme se s nim jif setkali
na str. 18). Cantorova metoda dikazu bude zfejma z na-
sledujiciho vypravéni ITjona Tichého.

Nesepsany seznam

Dosud jsem vypravél o tsp&ich feditele neobyéejného ho-
telu: o tom jak se mu podafilo ubytovat v plné obsazeném
hotelu jeité nekoneéné mnoho hostit a potomn jest¢ hosty
nekoneéné mnoha stejné neobyé&ejnych hoteli, Jednou viak
i tohoto miga a kouzelnika potkal neuspéch.

Z teditelstvi kosmickych hotelt ptisel piikaz sestavit
seznam viech monych zptisobi obsazeni hotelovych poko-
jt. Reditelstvi poadovalo, aby seznam mél tvar tabulky,
jejiz kazda tadka by piedstavovala jeden z moZnych zpi-
sobti. Piitom obsazené pokoje mély byt pfedstavovany
jedni¢kami a volné pokoje nulami. Napiiklad fadka

101010101010160...
piedstavuje zplisob, pii némZ jsou viechny liché pokoje
obsazeny a viechny sudé pokoje volné, fadka
10 U T T A O O
zachycuje zplisob, pfi ném# jsou viechny pokoje obsazeny,
a Fadka
000000000000...

uvadi zpisob vedouci k tplnému finanénimu krachu —
viechny pokoje jsou prazdné.
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Reditel byl zavalen praci, a proto vymyslel jednoduché
vychodisko. KaZdé pokojské nafidil sepsat tolik zphsobi
obsazeni, kolik mé na starosti pokoji. Pfitom uéinil opatieni,
aby se jednotlivé zpiisoby neopakovaly. Za nékolik dni dostal
teditel tyto seznamy a shrnul je do jednoho seznamu.

— Jste si jist, Ze seznam je uplny, zeptal jsem se Feditele.
Neni néjaky zplsob vynechan?

— Nevim, odpovidél. Jednotlivych zpisobi je nekonecné
mnoho a nechapu, jak bych mohl provéfit, zda neni n&jaky
dalsi.

A v tom mé néco napadlo (nebo mo#na trochu pre-
cefiuji své schopnosti a bylo to prosté tim, Ze besedy o ne-
koneénych mno¥inich s profesorem Tarantogou ve mné
zanechaly néjaké stopy).

_ Ruéim za to, e seznam je nedplny. UkadZi vam zpiisoh,
ktery jste urtité vynechali.

8 tim, %e seznam je neuplny, jesté souhlasim. Ale
vynechany zptsob obsazeni nenajdete. Vidyt seznam uz
obsahuje nekoneéné mnoho zplsobi.

Vsadili jsme se. Abych vyhral, pozadal jsem, aby na dvefe
kazdého pokoje piibili jemu odpovidajici rozpis (&tenaf si
snad vzpomina, e zphsobld bylo pravé tolik, kolik bylo
v hotelu pokojit). A pak jsem postupoval velmi jednodude.
Na dvetich prvntho pokoje jsem vidél, Ze jemu odpovidajici
zptisob za¢ina &islie 0 a do zapisniku jsem si zapsal ¢islici 13
byla to prvni islice pro zplsob obsazeni, ktery jsem chtél
najit. U dvef{ druhého pokoje mne prvni islice odpovidaji-
ciho zpasobu nezajimala, nebot prvni &islici svého zpisobu
jsem si jiz zapsal. Zaméfil jsem se na druhou &islici. Kdy2
isem uvidel, Ze je to &islice 1, zapsal jsem si do svého za-
pisniku éislici 0. Podobné, kdyZ jsem zjistil, Ze treti &islice
zplsobu vyvédeného na dvefich trettho pokoje je zase 1,
zapsal jsem si do zapisniku &istici 0. Obecné, jestliZe jsem
zjistil, Ze n-t4 ¢islice n-tého zplsobu je 0, zapsal jsem si do
svého zapisnfku na n-té misto &fslici 1, a byla-li to ¢islice 1,
vapsal jsem si ¢islici 0.
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Kdy# jsem obesel viechny pokoje*), mél jsem v zapisniku
posloupnost nul a jednicek.

Vstoupil jsem do feditelovy pracovny a fekl:

— Tady se pokochejte vynechanym zplsobem.

— A odkud vite, %e je vynechan?

— NemiiZe to byt prvni zpusob, lif{f se od ného prvni
&islici, nemaZe to byt druhy zptsob, 1i§i se od ného druhou
Hslici, nemfize to byt ani tfeti zplsob, nebot se od ného L
téet! &islic{, a obecné to nemiize byt a-ty zpisob, nebot se od
ného 1i# n-tou &islici.

Sazku jsem vyhrdl a ziskal jsem tak navidy pravo na
bezplatné ubytovani v tomto hotelu.

Zaroven se viak zjistilo, #e at uZ vezmeme jakoukoli
spodetnou mnoZinu zpisobi, vidy existuje zpitsob, ktery do
této mnodiny nepatii (zpisoby z této mnoZiny lze vidy vy-
vésit na dvefe pokojil). A to pravé znamend, Ze mnoZina
viech moZnych zpasobt obsazeni pokoji hotelu je nespo-
tetnd — pikaz z feditelstvi byl tedy nesplnitelny.

Bylo rozhodnuto podat o tom zprévu telegraficky. A mu-
sime Fici, e v neobydejném hotelu byl 1 telegraf neobyéejny:
jeho telegramy se neskladaly z koneiné, nybrz z nekoneéné
(pFesnéji Fedeno, spodetné) mnoZiny tefek a &arek. Mély
napiiklad tvar

—— —.———. atd.

Hned jsem si uvédomil, #e také mnoZina viech takovych
telegrami je nespoéetnd, vidyt misto tetek a ¢arek lze psat
nuly a jednicky a pak nebude 24dny rozdil mezi telegramy
se spofetnou mnoZinou znakdl a mnoZinou viech zpisobi
obsazeni hotelu.

Po odeslani telegramu jsem se s feditelem srdeéné roz-
loudil a odletél jsem do galaxie RGC — 8067, kde jsem mél
provadét astrografické mapovand, ..

*) Hm, hm, jak dlouho to trvale?
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Nespoéetnost kontinua

Nyni ji% nenf slo?ité dokazat, e mnozina viech bodi ptimky
je nespofetni, Misto o této mnoZiné muZeme hovofit
o mnoziné viech redlnych &isel, nebot kazdému bodu pfim-
ky odpovida redlné &fslo a také naopak.

Kazdé realné &islo lze zapsat ve tvaru nekoneéného de-
setinného zlomku tvaru

ay, oy Az 03 ... 0y - ..

Nekterd ¢isla lze takto zapsat dokonce dvojim zpisobem,
napiiklad: zapisy 0,500000 ... a 0,4999999. .. pfedstavuji
toté? slo. Pro urtitost budeme pouZivat zapisu s nulami.

Predpoklidejme, Ze se nAm podafilo néjakym zpiisobem
oéislovat viechna realna &sla. K tomu, abychom dokazali,
e tento predpoklad je nespravny, stali najit alespon jedno
neotislované &slo, Niasledujice pfikladu Ijona Tichého, bu-
deme postupovat takto:

Nejprve napiieme nulu a za ni desetinnou ¢arku. Pak
vezmeme prvoi éislo (t. &islo olislované pii predpoklada-
ném odislovani jednitkou) a podivdme se na jeho prvni
desetinné misto. Je-li na tomto misté &islice riznd od I,
pak na prvni desetinné misto ¢isla, které sestavujeme,
zapifeme 1 a je-li na tomto misté {islice 1, zapifeme na
prvni desetinné misto 2. Pak piejdeme k druhému &islu
a podivAme se na jeho druhé desetinné misto. Opét, je-li
na tomto misté &fslice rizné od jedni¢ky, zapifeme na misto
setin v sestavovaném &sle éfslici 1 a je-li na tomto misté
jednitka, zapiSeme &islici 2. Stejnym zplisobem budeme
postupovat i dile a budeme si u n-tého &isla viimat pouze
¢islice stojici na a-tém desetinném misté. Vysledkem bude

s owr

néjaké dislo, napiiklad:
N =0,1121211...

Toto &islo ziejmé neni mezi odislovanymi redlnymi &isly, ne-
bol na prvnim desetinném misté se li8f od prvniho ¢isla, na
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druhém desetinném misté od drubého ¢isla, ..., na #-tém
misté od n-tého &isla atd. (srv. str. 97).

Aby bylo étenafi pochopitelnéji, jak se hleda neotislované
¢slo, budeme ptedpokladat, Ze podle pfedpokliadaného

offslovani m4 prvnich pét ¢isel tento tvar:

4,97364 .. .
—1,312%6...
7,95471. ..
0,62419. . .
8,56280. . .

Potom neodislované reilné &islo bude zaéinat takto:
0,12121...

Pochopitelné, nejen toto, ale i mnoho jinych redlnych
&isel neni mezi offslovanymi {mohli bychom zaméovat
viechny ¢islice kromé& dvojky za dvojku a dvojku za sedmicku
nebo se Fdit je$t& néjakym jinym pravidlem). Nam viak
k vyvriceni pfedpokladu o moZnosti olislovini viech
realnych sel staéf existence jednoho jediného neolislované-
ho redlného ¢isla.

B Existence transcendentnich &isel

‘Rikali jsme, Ze algebraickymi &isly nazyvame ta Cisla, kterd
jsou kofeny rovnic

apx® +ax® 14 ... 4 ap=0

s celodiselnymi koeficienty. Cista, ktera nejsou kofeny tako-
vych rovnic, se nazyvaji transcendenint.
Po dlouhou dobu pracovali matematici pouze s algebraic-

o s 7 = =
kymi gisly — s takovymi jako =, V10, vVZ+ V3 atd.
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Jen za cenu velikého tsil{ se francouzskému matematikovi
Liouvilleovi podafilo v roce 1844 najit nekolik transcen-
dentnich &sel. A dikaz transcendentnosti &isla , provedeny
Lindemannem v roce 1882, byl velikou védeckou udalosti:
2 tohoto ditkazu vyplyvala totiz nemoZnost kvadratury
kruhu.

Najednou se ukézalo, %e algebraicki ¢sla, s nimiZ se
setkdvAme na kasdém kroku, jsou ve skutetnosti velice
tidkym jevem a %e transcendentni &isla, ktera se tak obtiZné
konstruuji, jsou n&iim b&tnym. Opravdu, jiZ jsme videli,
e algebraickd &isla vytvafeji pouze spocetnou mnoZinu,
MnoZina viech redlnych &isel je, jak jsme prave zjistili,
nespotetnd. Je tedy nespofetny i rozdil mnoZiny viech
realnych &sel a mnofiny viech algebraickych &isel, tj.
mno#ina viech transcendentnich &fsel.

Tento ditkaz existence transcendentnich &isel, provedeny
G. Cantorem v roce 1873, utinil na matematiky velky
dojem. Cantorovi se totiz podafilo dokizat existenci
transcendentnich &sel pouze na zékladé obecnych tvah,
bez uvedeni -konkrétniho prikladu takovych &isel. Aviak
to, co je prednosti Cantorova dikazu, je zaroven i jeho
slabou strankou.

Z Liouvilleovych tvrzeni vyplyva jednoduchy zpusob
konstrukce konkrétnich pfikladii transcendentnich disel.
Transcendentnim &islem je napiklad &slo 0,1010010000001

.., v jeho? z4pisu po prvni jednitce je jedna nula, po druhé
jedni¢ce dvé nuly, po tieti jednifce Sest nul,..., po n-té
jedni¢ce n! mul, atd. Cantoriv dikaz neumoZiuje najit
74dny konkrétni piiklad transcendentniho &isla. Takovy
ditkaz je, jak fikaji matematici, nekonstruktivni: ukazuje se
pouze, ¢ predpoklad o neexistenci transcendentnich &isel
vede ke sporu.
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Na diouhé i na kratké lselce je stejné

i
mnoho bod(

Dokud se &tenal nesezndmil s udivujicimi vlastnestmi
nekoneénych mnoZin, nevyvolala u ného otdzka ,.kde je vice
bodd, na tseéce dlonhé 1 mm nebo na Useéce dlouhé 1 m?“*
ani stin pochybnosti — je pfece zfejmé, Ze Usetka dlouha
l m md mnohem vice bodd, vidyt je 1 000krit deld.
Nyni si viak asi ¢tenaf d4 pozor na tak kategoricka prohlase-
ni — vlastnosti nekone¢nych mnoin jsou p¥ili§ nepodobné
tomu, femu nds udi viedni Zivot. A skuteéné, na velmi kratké
usefce 1 na velmi dlouhé tselce je stejné mnoho bodi!
Jinymi slovy, mezi t&émito Gseckami vidy existuje vzajemné
jednoznacné piifazeni. Jak se takové pfifazeni najde, je nej-
lépe patrné z obr. 29,

Je tézké smifit se s myslenkou, Ze na tsedce délky milién
svételnych let je ,,stejné mnoho bodf* jako na poloméru
atomového jadra!

Jedté neolekavanéjsi j€ to, Ze dokonce ani celd nekoneénd
piimka nemd vice bodd ne tseéka, tj., Ze mezi mnoZinou
viech bodi pfimky a mnoZinou viech bodd tsetky existuje
vzijemné jednoznaéné piifazeni.

Nevezmeme dokonce ani celou useCku a vynechdme
z ni oba jeji koncové body (jak se #ik4, nevezmeme tselku,
ale otevfeny interval), Jak lze najit vzdjemné jednoznaéné
piifazeni mezi otevfenym intervalem a ptimkou, je patrné
z obr. 30. Nejprve se bodtim intervalu pfifadi body polo-

Obr. 29

Obr. 30 0

Obr. 31

kruZnice a pak se polokruznice promitne na pfimku. K':a.idé-
mu bodu intervalu piitom zfejmé odpovidd privé jeden
bod pHmky a ¥idny bod pimky pfitom neni vynechan.
Ostatné takové piitazenf lze najit i jinak — pomoci grafu
funkce y = tg x (obr. 31).

Usecka a €tverec

S tim, %e na nckonetné piimce je stejné mnoho bodl jake
na usedfce, se matematici s té2kym srdeem smifili. Ale dal§{
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Cantordy vysledek byl jeité neocekivanéjdi. Pii hledani
mno#iny majici vice prvkil ne# usetka vySetfoval Cantor
mnozinu viech bodt &tverce. O vysledku nebylo pochyb.
Vidyt usetka se da umistit na jednu stranu ¢tverce a mnoZina
viech uselek, na néz se da &tverec rozlofit, ma sama tutdz
mohutnost jako mnoZina bodi usecky.

Po tii 1éta (od roku 1871 do roku 1874) hledal Cantor
diikaz toho, 7e mezi body tsedky a body étverce neexistuje
vzijemné jednoznaéné piifazeni.

Léta plynula a #adouct vysledek neptichazel. A najednou,
zcela neodekdvang, se mu podatilo najit piifazeni, o ném2
se domnival, ¥e neexistuje! Zprvu sam sob& nevefil. Mate-
matikovi Dedekindovi psal: ,,Vidim to, ale nevétim tomu.*

Ale ptece jen bylo nutné, smifit se s tim, Ze i v tomto
pipadé intuice zklamala — ve Etverci je stejné mnoho bodi
jako na Gsefce. Cantoriv ditkaz tohoto tvrzeni zde pouze
naértneme, nebot jeho presny diikaz je ztiZen nejednoznad-
nosti zépisu &isel v des{tkové soustavé.

Vezméme uzavieny interval <0,13 a Ctverec o strané
délky 1. Tento &tverec lze umistit tak, jak je znazornéno
na obr. 32. Mame najit vzdjemné jednoznaéné pfifazeni
mezi body visetky a &tverce. Promitani étverce na usecku 4B
zde nepoméha, nebot se pfi ném do jednoho bodu usecky

‘ Obr. 32

X __oTixy)
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promitne nekonetné mnoho bodd C&tverce (napiiklad do
bodu A se promitnou viechny body usetky DA).

Refeni se dostane takto: Kaidy bod T &tverce ABCD
lze zadat dvéma &isly — jeho soufadnicemi x a » (¢ili jed-
noduge, jeho vzdalenostmi od stran AB a 4D). Tato ¢isla
lzc zapsat ve tvaru nckoneénych desetinnych zlomk.
Jeliko ani x ani y neni v&{ neZ 1, maji tyto zlomky tvar

x = 0,000000 ... 0t + .. {(H
y=0p8p2 ... Bn ... (2)

(pro jednoduchost nebereme v ivahu body Civerce lezic
na jeho stranich, ale pouze jeho vnitini body). Symboly
#n A Pn oznatuji &slice (—n)-tého Fadu Cisel x a y; je-li
napiiklad x = 0,63205... a y =0,21357..., je o = 6,
=3 a3=2atd,af =2 =1, fs =3 atd.

Nyni potfebujeme najit bod Q usetky AB, ktery odpovida
bodu T. Stadl udat délku tisetky AQ. PoloZime tuto délku
rovnou &slu z, jeho# desetinny rozvoj dostaneme ,,promi-
chanim® &slic &isel ¥ a y. Jinymi slovy, ze dvou zipish
(1) a (2) sestavime tieti, a to tak, Ze budeme stifdat jejich
¢islice:

Z = O,oc;ﬁltx;ﬁzrx;ﬁs PN anﬁﬂ, e
Je-li napiiklad
x = 0,515623. ..
a
y = 0,734856. . .,

pak poloZime
z == 0,571354682536. . .

Bod z lezi v intervalu (0,1, a ziejm& riznym bodim
¢tverce pfitom odpovidaji rizné body intervalu. Nejsou-li
totiz body T a T’ totoiné, budou se zapisy Cisel ¥ a 2
nebo y a y v desetinné soustavé liit alespofi na jednom misté,
To viak povede k tomu, ze &sla 2 a 2’ nebudou totoina.
Podrobnéji rozbor ukazuje, e potom ani samy tyto body
nejsou totozné.
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Viechny body usedky jsme nedostali. Napfiklad bod
z == (,191919. . . by musel byt pfifazen dvojici x = 0,111, .,
y = 0,999. .., odpovidajici bodu strany Etverce, a takové
body jsme nebrali v tivahu. Pfi uvedeném zobrazeni étverce
do tisecky tudiZ nebude bod z odpovidat Zddnému vnitinimu
bodu étverce.,

Nasli jsme tedy vzdjemné jednoznaéné pfifazeni mezi
vnitfnimi body &tverce a body &dsti intervalu (0,15, To
ukazuje, Ze mnozina viech vnitfnich bodi étverce nema vetsi
mohutnost nef mnoZina viech bodidl usecky. Aviak jeji
mohutnost nemfi¥e byt mensi, a proto obé mnoZiny maji
stejnou mohutnost.

] Nevelkymi zménami v nafich tivahach Ize ziskat vzijemné

jednoznaéné ptifazeni mezi viemi body &tverce a viemi body
tsetky. Stadi k tomu o néco opatrnéji michat ¢éislice sou-
fadnic.

Opét nevezmeme cely &tverec, ale pouze jeho ¢ast, kterad
zbude po vynechani stran BC a CD. Soutadnice bodii této
&asti vyhovuji nerovnostem 0 = x <1 a 0 =3 < 1. Tyto
soufadnice lze zapsat ve tvaru nekonetnych desetinnych
zlomkd, a diky vySe uvedené podmince nemohou tyto zlom-
ky konéit samymi devitkami.

A nyni slice desetinnych rozvoji &sel x a y rozdélime
na skupiny tim, fe ka¥dou é&islici réznou od devitky od-
délime svislou &arou. Je-li napiiklad

x = 0,3994599967. . .,
y = 0,959978090. . .,

pak rozdéleni do skupin ma tvar
x ~ 3]994|5/9996/7|. . .,
¥ ~ 95/997/8|0/90]. ..
Takto ziskané skupiny &islic zamichdme stejnym zplsobem
Jako jsme zamichali samotné &islice. Dostaneme nekoneénou
posloupnost skupin &islic:

3(95[994/997]5(8]9996;017190] . . .
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Pred tuto posloupnost umistime nulu, napiSeme za ni de-
setinnou ¢arku, vynechdme svislé &ry a dostaneme de-
setinny zlomek

z = 0,3939949975899960790. . .,

odpovidajici bodu &tverce M(x, y).

D4 se ukazat, %e toto piifazeni mezi body ¢tverce 0 = x <
< 1,0 =<y < 1aintervalu 0 <z < 1 je vzhjemné jedno-
znaéné. Nyni u# lze snadno najit ptitazeni mezi body celého
itverce ABCD a body n&jaké usecky. Staéi vzit dsetku
délky 3 a vzdjemné jednoznainé zobrazit Cast Ctverce
0<x<1, 0=y <1 nainterval 0 =z < 1 a lomenou
faru BCD na wsecku 1 €2 <3. J

Nejen &tverec, ale 1 krychle ma stejné mnoho bodi jako
tsetka. Obecné kazdy geometricky utvar obsahujici alespofi
jednu &ru ma stejné mnoho bodd jako usecka. Takové
mno¥iny se nazyvaji mnoZinami mohutnosti kentinua (z la-
tinského continuum —spojité). Mohutnost kontinua mé i mno-
ina nekoneénych telegrami (viz str. 98).

Jedna dloha n&jak nevychazi

Zatim jsme se seznamili se dvéma druhy nekoneénych mno-
%in. Jedny maji stejné¢ mnoho prvki jako mnoZina viech
ptirozenych &sel a druhé majf stejné mnoho prvka jako ma
pifmka bodil. Ukézalo se, Ze druhd mnozina ma vice prvkii.
Vznik4 pfirozené otdzka, zda mezi nimi neexistuje mnoZina,
ktersa ma vice prvkil ne% mnozina viech piirozenych gisel
a méné prvkii nez mnozina viech bodi piimky. Tato otazka
dostala nazev ,,problém kontinug*‘. Nad timto problémem
se zamydleli mnoz{ vynikajici matematici, potinaje sa-
motnym G. Cantorem, aviak a# do nedavné doby zistival
tento problém nevyfeden,
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Mnoho let piemyilel o problému kontinua jeden z nej-
lepsich matematikil, zakladatel sovétské védecké Skoly teorie
funkel realné proménné, akademik N. N. Luzin. Regeni
viak unikalo jak fata morgana v pousti {(b&hem uvah nad
timto problémem oviem vyfedil N. N. Luzin celou fadu
nejobtiZn&jsich loh teorie mnozin a vytvofil cely odgdil
matematiky — deskriptivni teorii mnoZin).

Jednou k N. N. Luzinovi pfivedli patnactilet¢ho chlapce
Lva Snirelmana, ktery mél vyjime¢né matematické nadani
(pozdgji se stal jednim z nejpfednéjsich sovétskych mate-
matikéi a ¢lenem korespondentem Akademie véd SSSR).
Aby vyzkousel schopnosti mladého matematika, uloZil mu
N. N. Luzin tficet velmi obtiznych tloh. Refeni 29 tloh
znal a jednou tlohou byl ... problém kontinua. Ale béda,
za tyden piisel mlady maiematik k N. N, Luzinovi a smutné
tekl: ,,Jedna uloha né&ak nevychdzi.*

Neuspéchy pii Feseni problému kontinua nebyly nahodné.
Situace zde pfipomind historii postulatu o rovnobézkach.
Po dvé tisicilet{ se projevovaly snahy odvodit tento postulat
z ostatnich axiémil geometrie. Prace Lobadevského, Hilber-
ta a daldich védcti ukdzaly, Ze tento postulat ostatnim axié-
mfm neodporuje, ale také jej nelze z nich odvodit.

Podobné se ukazalo, %e ve vhodné axiomatice teorie
mnoZin neodporuje tvrzeni o existenci ,,mezilehlé* mo-
hutnosti ostatnim axiémtm (vysledek némeckého mate-
matika K. Gédela, r. 1938), ale nelze je také z nich odvodit
{dokazali to neddvno, téméf soutasné a nezavisle na sobg
Ameri¢an Cohen, 1963—1964, a Cech Vopénka, 1964).

B Existuje mnoZina nejvé&tSi mohutnosti?

Nejvétsi mohutnost, se kterou jsme se v nadem vypravéni
dosud setkali, je mohutnost mnoZiny viech bodi piimky,
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tj. mohutnost kontinua. Ani mnozina viech hodi ftverce,
ani mnoZina viech bodéi krychle nema vét{ mohutnost.
Nen{ tedy mohutnost kontinua nejvéti mohutnost{? Ukazu-
je se, #& neni. A nejen to, mno#ina o nejvétdi mohutnosti
vithec neexistuje. Ke kazdé mno¥iné A existuje mnoZina,
jejfz mohutnost je vétsi nez mohutnost mnoziny A. Takovou
mnozinou je napfklad mnozina B viech funkef definovanych
na mnoZiné A a nabyvajicich pouze hodnot 0 a 1.

Nejdiive ukdZeme, ¢ mohutnost mnoZiny B neni mensi
ne# mohutnost mnoziny A. Kazdému bodu ¢ mnoZiny A
piitadime funkei f%(x) nabyvajici v bodé a hodnoty 1 a ve
viech ostatnich bodech hodnoty 0. Rtznym bodim zfejmé
odpovidaji riizné funkce. Sklada-li se mnoZina A napfiklad
ze ti bodi 1, 2, 3, pak bodu 1 odpovida funkce nabyvajici
v bodé 1 hodnoty I a bodu 2 odpovid4 funkce nabyvajict
v bodé 1 hodnoty 0. Takové dv& funkce se sobé nerovnajl.

Tak tedy mohutnost mno#iny B neni men3i neZ mohutnost
mnoziny A. Nyni ukadZeme, Ze tyto mohutnosti se sobé ne-
rovnajl, tj. Ze neexistuje vzajemné jednoznaéné pfifazeni
mezi prvky mnoziny A a B. Piedpokladejme, Ze takové
piifazeni existuje.

Oznacme funkci, odpovidajici prvku e z A, symbolem
fa(x). Piipomenme, Ze viechny funkce Sa(x) nabyvaji pouze
hodnot 0 a 1.

Definujme nyni novou funkci ¢(x), a to vztahem

glx) =1 — fa(x).

Hodnotu této funkce v néjakém bodé 4 mnoziny A nalezne-
me tudiz tak, %e hodnotu funkce f3(x) (odpovidajici bodu a)
v bodé a odefteme od jedné. Funkce g(x) je rovnéZ definova-
na na mnoiingé A a nabyva pouze hodnot 0 a 1. Funkce
@(x) je tudi# prvkem mnoziny B. AvZak podle pfedpokladu
funkee (%) odpovida n&jakému bodu & mnoZiny A, a tedy

p(x) = fulx}
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Vzhledem k tomu, jak je funkce ¢{») definovana, dostaneme
odtud, #e pro kaZdy prvek x mnoziny A plati

I — falx) = folx).

Dosadime-li do této rovnosti x = b, dostaneme rovnost
1 — folb) = folb),

At =5

To je viak ve sporu s tim, Ze hodnoty funkce fy(x) jsou 0 ne-
bo 1. Tento spor ukazuje, Ze vzdjemné jednoznaéné pii-
fazeni mezi mnofinami A a B nemiZe existovat.

K libovolné mnozinég A lze tedy sestrojit mnoZinu B o vétsi
mohutnosti, Proto mnrofing o nejvétsi mohutnosti neexisiuje.

Viimneme si, ¥ mnoZinu B Jze sestrojit i jinak. Mno#inu
B lze povaiovat za mnoZinu viech podmnozin mnoZiny A.
Skutedn#, bud C néjakd podmnozina mnoZiny A. Vezméme
funkci f{x) nabyvajief hodnoty 1 v téch bodech x, pro které
x € C a hodnoty 0 v téch bodech, pro které x & C. Zigjmé
riznym podmnoZindm odpovidajl rizné funkce. Naopak,
kazdé funkci f{x}, nabyvajici pouze hodnot 0 a 1, odpovida
podmnoZina mnoziny A, skladajici se z téch prvkd x, ve
kterych funkce f({x) nabyvd hodnoty 1. Tim je urdeno
vzdjemné jednoznalné pfifazeni mezi mnoZinou viech
funkei definovanych na mnoZin€ A a nabyvajicich hodnot
0 a 1 a mnoZinou viech podmnoZin mnoziny A.

a tedy

B Aritmetika nekoneéna

Seznamili jsme se s mohutnostmi riiznych mnoZin. Jak jsme
JiZ tekli, pojem mohutnosti je zobecnénim pojmu pottu
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prvkii koneéné mnoziny. S prirozenymi éisly viak muZeme
provadét aritmetické operace — mufeme je stitat, od¢itat,
nasobit atd. Tyto operace vyjadiuji jisté operace s mnozina-
mi. Naptiklad s¢itani dvou pFirozenych ¢isel odpovidé sjed-
nocovéni dvou disjunktnich kone¢nych mnozin. Ma-li jedna
mnoina m prvkd a druhd n prvki, ma jejich sjednoceni
m -+ n prvki.

Analogicky se definuj{ operace s mohutnostmi. Jednotlivé
mohutnosti budeme ptitom oznadovat zvla§tnimi symboly.
Napiiklad, mohutnost spotetné mnoZiny se oznaluje sym-
bolem No (% je prvni pismeno hebrejské abecedy — nazyva se
alef). Mohutnost kontinua se oznatuje symbolem ¢ (go-
tické c¢), mohutnost mnoziny viech redlnych funkci defi-
novanych na mnofiné viech realnych ¢&isel symbolem f§
atd.

Mohutnosti lze séitat tak, jako se stitaji piirozend &fsla:
M4-li mnoZina A mohutnost 1t a mno%ina B mohutnost n
a jsou-li mnoziny A a B disjunktn{, oznacuje se mohutnost
mnoziny A \ B symbolem t + n. Z vlastnosti sjednocent
mnozin plyne, Ze

mt+n=n-+m,
mi+m+p=(m-+n)4+p
Aviak mnoha pravidla s¢itini nekoneénych mohutnosti se
nepodobaji obvyklym pravidlim aritmetiky. To viak neni
nic divného, nebot vlastnosti nekoneénych mnoZin, jak jiz
vime, se nepodobaji vlastnostem koneénych mnoZin. V arit-
metice nekone¢na napftiklad plati rovnosti
I) n '|" No = No,
2) Mo - No = Nos
3) NoFe=g¢
4 cet+e=g
5) c+f—T.
Prvni rovnost k4, %e sjednoceni koneéné a spoletné mno-
iny je spofetnd mnozina, druhd fika, Ze sjednoceni dvou
spocetnych mnoZin je spofetnd mmnoZina a tfeti vyjadiuje
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10, Ze sjednoceni spotetnéd mnoziny a mooziny mohutnosti
kontinua je mnofina mohutnosti kontinua. Ctendi si jiz
sdm snadno vyloZi ostatni rovnosti.

Nyni se podivime, jak se nekoneéné mohutnosti vzajemné
nasobf. Nejprve musime pochopit, jaka operace s mnoZinami
odpovida néasobeni pfirozenych &isel. Bud A koneéna mno-
Zina skladajici se z m prvk a B konetna mnozina skladajici
se z n prvkil. Utvofime novou mnoZinu A x B, jejimiz
elementy jsou viechny uspofadané dvojice (a, b}, kde a € A
a b € B. Oznadime-li prvky mnoZiny A pismeny a4, a2, .. -,
am a prvky mnoziny B pismeny &y, b3, ..., by, miZeme tyto
dvojice uspofddat do tabulky

(ahbl) (al:bz) .- (alab'n)
(ﬂz,b;) (Gz,bz) PR (ﬂz,bﬂ}

(@msb)) (@msb2) - - . (Gmsbn).

Odtud je patrné, Ze polet takovych dvojic je roven mn, tj.
soudinu ¢&isel m a n.

Pfeneseme tuto operaci na nckoneéné mnoZiny. Budte
A a B nekoneéné mnoZiny. Jejich kartézskym soudinem
nazveme mno#inu A X B, jefimiZ prvky jsou viechny uspo-
FAdané dvojice (a, #), kde a € A, b € B. Je-li napfiklad A
mnoZina viech bodidi intervalu ¢1,3> a B mnoZina viech
bod intervalu (2,5%, lze mnozinu A X B znizornit mno-

7! Obr. 33
5t~
B AxB
24A‘_.
o
i
1 A3

sinou bhodii obdélnika na obr. 33; kazdému bodu tohoto
obdélnika skute¢né odpovidaji dva jeho praméty na osy.

Ma-li mnozina A mohutnost m a mnoZina B mohutnost
n, znadime symbolem ntt mohutnost mnoZiny A X B.
Pro nasobeni mohutnosti plati tato pravidla:

mn = nm,
(mn) p = m (np),
m (n 4+ p) = mn -+ mp.

Dale plati rovnosti

No¥o = No»
Nt = ¢,
=

Prvni z téchto rovnost! zachycuje to, ¥e kartézsky soucin
dvou spoéetnych mnoin je mnoZina spotetnd. Tieti rovnost
vyjadiuje skute¢nost, %e kartézsky souéin dvou mnoZin mo-
hutnosti kontinua je mnoZina mohutnosti kontinua. Mimo
jiné to Fka, Ze poet bodd Usetky je stejny jako pocet bodl
étverce. Vidyt ¢ oznaluje podet bodil useéky a c¢ pocet
bodt kartézského soutinu tsecky se sebou samou, tj. podet
bodh Ctverce.

M Mocniny s nekoneénym mocnitelem

Jelikoz ji umime mohutnosti ndsobit, dovedeme libovol-
nou mohutnost umocnit libovolnym pfirozenym ¢&islem.
A nyni objasnime jak umociiovat mohutnost nekonednym
mocnitelem, tj. objasnime vyznamsymbolu n™. Vratime se
proto opét ke koneénym mnoZindm a popiieme mnoZinu
majici r™ prvki.

Dél4 se to takto: Necht mnoZina A obsahuje m prvkil
a mnoina B n prvki. Symbolem BA oznatime mnoZinu,
jejimiz prvky jsou viechny funkce definované na mnoZiné
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A a nabyvajici hodnot z mnoziny B. Jinymi slovy, kazdy
prvek mnoziny BA udédva pravidlo, které prvkiim ¢ mnoziny
A pfifazuje prvky & = f(a) mnoZiny B. Necht se naptiklad
mnozina A sklada ze tif éisel: 1, 2, 3 a mno¥ina B ze dvou
prvki: te¢ky a ¢arky. Prvky mnoZiny BA jsou pak ,,funkce®
tvaru f(1) = ., f(2) =., f(3)= — nebo f(1) = —,
J(2) = . f(8) = . apod. Jednodu$e lze tyto funkce zadat
posloupnostmi teéek a ¢arek skladajicich se ze téi znakii.
Snadno lze nahlédnout, %e takovych posloupnosti je 8,
tj. 23, Jsou to tyto posloupnosti:
T e— ) ——

Trea T Ty Ty T
Dostali jsme 8 = 23 posloupnosti. Neni to #4dna nihoda.
Skiada-li se mnozina A z m prvkii a mnozina B z prvki,
pak se mnoZina BA skl4d4 z a™ prvki.. Nechdvame na ¢tena-
fi, aby toto tvrzeni dok4zal,

A nyni jiz mizZeme objasnit vyznam symbolu n™ v pi-
padé, Ze m a n jsou nekoneéné mohutnosti. Vezmeme mno-
Zinu A mohutnosti m a mno¥inu B mohutnosti 1 a oznaéime
symbolem BA mnozinu viech ,.funkei definovanych na
mnoZiné A a nabyvajicich hodnot z mnoZiny B. Jej{ mo-
hutnost je oznacena pravé symbolem n™,

Vyle jsme ukézali, %e pro libovolnou mnoginu A Jje mohut-
nost mnoZiny viech funkef definovanych na mnoziné A
a nabyvajicich dvou hodnot 0 a 1 v&tdf ne# mohutnost
samotn¢ mnoziny A. To znamen4, e pro libovolnou mo-
hutnost m plati nerovnost

2M > m,
Viimneme si jedte, ze

¢ =2%,
Opravdu, vidéli jsme, %e mnozina viech nekoneénych te-
legramii ma mohutnost kontinua. Ale zadny nekoneény

telegram neni nic jiného nez funkce definovana na mnosiné
viech pfirozenych ¢&isel a nabyvajici pouze dvou hodnot:
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tecky a &rky. Proto ma mnozina viech nckoneénych tele-

gramii mohutnost 2%, Tim Je nae rovnost dokdzana.

Po pofadku...

Mohutnosti mnoZin (neboli, jak se také nazyvaji, kardindini
¢isla) pini pouze ,,polovinu prace* pfirozenych ¢isel. Vidyt
ptirozenych ¢&isel se pouZiva nejen k tomu, abychom odpové-
déli na otazku ,.kolik?*, ale také k tomu, abychom odpové-
déli na otazku ,kolikdty?. Jinymi slovy, fikime nejen
»dva®, ,pét”, | dvacet, ale také ,.druhy®, ,paty", ,,dva-
caty*. A mohutnosti nefikaji nic o tom, v jakém potadi za
sebou prvky nasleduji. A a¢koliv mnoZina viech pfirozenych
¢fsel ma stejné mnoho prvka jako mmozina viech celych
¢isel, jsou tyto mnoZiny uspofadany riizné. MnoZina viech
piirozenych &isel ma prvni prvek a mnozina viech celych
¢isel prvni prvek nema.

Pti zkouméni pofadi, v jakém jsou prvky v mnoiné rozlo-
Zeny, tudiz nevystaéime s kardinalnimi &sly (s mohutnostmi),
potfebujeme nové pojmy. Nejprve zavedeme pojem uspofd-
dané mnofiny. Rika se, e mno%ina A je uspofadana, jestlize
pro jejf libovolné prvky a, b je definovan pojem ,,uspotada-

ni* g < b, vyznalujici se témito vlastnostmi:

1) je-lia < b, pak a # b;

2)jelia<bad <¢,paka < ¢

Snadno lze uspofddat mnoZiny viech redlnych &isel,
viech raciondlnich &isel, viech pfirozenych éisel atd. Také
mnoZinu viech komplexnich &isel lze usporadat. Stadi,
fekneme-li, e a + bi < ¢ + di, jestlizZe bud @ < ¢ nebo
4==¢ a zaroveii b < d. Naptiklad, 2 + 151 < 3 + 101,
2 + 4 < 2 + 5i. Analogicky lze uspofadat mno¥inu viech
mnohotlenti. MnoZinu lze ovem uspofadat réiznymi zpi-
soby,
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Zkoumejme napiiklad moozinu viech riznych slov vysky-
tujicich se v této knize. Tuto mnozinu lze uspofadat tieba
takto: zatneme knihu &st a budeme z ni vypisovat slova
v tom potadi, jak se s nimi setkdvime. V tomto pfipadé
lze pravidlo uspofadéni formulovat takto: slovo A pfed-
chazi slovo B, jestlize jsme se pii &teni setkali se slovem A
ditive neZ se slovem B,

Mizeme viak postupovat i jinak a Fkat, Ze slovo A
pfedchazi slovu B, jestlife je v abecednim uspofadani
slovo A pied slovem B. Tato dvé uspofadani téze mnoZiny
jsou zfejmé rizna.

Rika se, ze dvé uspofddané mnoziny A a B jsou téhoz
potddkového typu, jestlize mezi nimi existuje vzajemné jedno-
znafné prifazeni zachovavajici uspofadani. Jinymi slovy,
je-li @1« by a ay «+ by, pak z @1 < a2 plyne, Ze b; < b2.

Napiiklad libovolné dvé tsecky jsou téhoz pofadkového
typu. Zobrazeni, zndzornéné na obr. 29 (str. 102) zachovava
uspofddani boddi. Také zobrazeni celé piimky na otevieny
interval znazornéné na obr. 30 zachovdvia uspofddani.
Ale usetka {uzavieny interval) a piimka jsou rizného
pofadkového typu, prestofe mezi nimi existuje vzdjemné
jednoznaéné pritazeni — kazdé takové pfifazeni nutné
porud{ uspofddani, nebot tsetka ma polatetni a koncovy
bod a cela pfimka nikoli.

Dob¥e uspofiddané mnoZiny

Dokonce i spocetnou mnozinu lze uspofadat nejriznéjiimi
zphsoby. Vidyt spofetnymi mnoZinami jsou jak mnoZina
viech pfirozenych é&fsel, tak mnoZina viech celych isel,
tak i mnoZina viech raciondlnich ¢isel. A uspofadani
téchto mnozin je zcela odlisné. MnoZina viech ptirozenych
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#isel ma prvni prvek (¢islo 1) a ani mnoZina viech celych
#isel ani mno¥ina viech raciondlnich &fsel prvni prvek ne-
mé4. Na druhé strand v mnoginéch viech piirozenych &isel
a viech celych &isel existuji dvojice prvkd, mezi nimi#
nelezi 24dné jiné prvky téchto mnoin (naptiklad ¢isla 5 a 6)
4 v mnoding viech racionalnich &isel le%i mezi libovolnymi
dvéma rhznymi prvky nekoneéng mnoho jinych prvki této
mnoZiny.

Pro snazii orientaci v tomto riznorodém mnoZstvi uspo-
tadéni zavedl G. Cantor zvlaétni tiidu uspofadanych
mno%in, jejichz vlastnosti znacné ptipominaly vlastnosti
mnoziny piirozenych &sel. Vybereme-li z mnoziny piiroze-
nych &sel libovolnou neprazdnou podmnoZinu, bude tato
podmnoZina nutné obsahovat nejmenii prvek. Mnoziny,
které se vyznaduji touto vlastnosti, nazval G. Cantor dobfe
uspoFadanymi mnozinami. Jinymi slovy, uspofadand mno-
zina A se nazyva dobfe uspofddanou mnodinou, jestlize jeji
libovoln4 neprazdnd podmno#ina mé prvni prvek.

Jak jsme jiz Fikali, nejjednodusii dobfe uspofadanou
mno¥inou je mnoina viech pfirozenych éisel. Jeji prvky si
mitdeme zndzornit na intervalu (0, oo) body 1, 2, 3, ...
Zobrazeni piimky na interval znizornéné na obr. 30 za-
chovava uspofadani bodi. Polopiimka (0, oo) ptitom
piejde v interval (0, 1). Misto s body I, 2, 3,... miZeme
proto pracovat s body intervalu (0,1). Dostaneme nekoned-
nou mnozinu bodl a4, az, ..., 8 - - - »»priblizujicich® se
k bodu 1 (obr. 34a).

Zkoumejme nyni bod 1. Tento bod jiZ nemtZeme otislo-
vat obvyklymi &isly — spotfebovali jsme je na obislovani

Ohbr, 34a

N . AAlJ_LH
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bodt ay, ..., an, ... K tomu, abychom oéislovali i tento
bod, potfebujeme nové &islo, které neni pfirozenym &islem.
ProtoZe bod 1 leZi za viemi body ay, ..., @n, ..., které
jsou jiz oéisloviny obvyklymi &isly, nazveme toto nové
gislo ,,transfinitnim® (z latinského trans — za, pies; finitus
— koneény}. Transfinitni &islo nasledujici hned za viemi
prirozenymi &isly 1, 2, 3, ... se obvykle oznaguje pismenem
®. Oznadime proto bod 1 symbolem a,. MnoZina A viech
bodt aj, ..., an, ..., e, je také dobfe uspofadanou mno-
%inou (uvaste prot!).

A nyni vezmeme ziskanou mnoZinu A a posuneme ji
o délku I napravo. Bod a; ptitom piejde do bodu a} = a; +
+ 1, bod a; do bodu a5 = a; + 1 atd. Dostaneme takto
mnozinu B, sklidajici se z bodd af, ..., a), ..., a). Neni
obtfiné ovéfit, ¢ mnoZina A U B je dobfe uspofadani
mmozZina. Pokusime se jeji prvky oc¢islovat. Umime jiz oéislo-
vat prvky mnoziny A. Bod g nasleduje hned po bodu a,, (viz
obr. 34b). Je tudiz pfirozené odfslovat bod aj transfinitnim
¢slem @ + 1, 4. polozit a) = a,, ;. Stejné ptirozené je
otislovat dalil bod, tj. bod &}, transfinitnim é&islem « +- 2

atd. A bod a, ktery nasleduje za viemi body a_,,, ...,
By ins - -+ OCIslujeme transfinitnim é&islem 2w, tj. poloZime
t

a, = .

tenaf se jiz asi dovtipil, ¢ nyn{ posuneme body mnoziny
A napravo o délku 2 a dostaneme nové body, které je tfeba
olislovat transfinitnimi &sly 20 + 1, 2w + 2, ... 20 +
+ A, ..., 3w. Postupujeme-li takto dale, dostaneme dobie
uspofadanou mnozinu, tvofenou body oéislovanymi trans-
finitnimi &isly tvaru ko + n, kde k a n jsou piirozeni &sla.

Obr. 34b

Tim viak vytvafeni transfinitnich &isel nekonti, Opét
jsme dostali mnoZinu, jejiZ body lezi na polopiimee {0, oo)
Piitom kazda Gsefka (n, n + 1> této polopiimky obsahuje
nekoneéné mnoho bodit na$i mnoZiny. Zobrazime opét
polopiimku (0, co) na interval (0, 1). Dosta.'ncme mnozinu
bodi, piblizujicich se k bodu 1. K oéislovani bodu 1 potfe-
bujeme nyni nové transfinitni &fslo. Toto éis}o se oznatuje
symbolem 2. Dale se pak konstruuji transﬁn}tm_c1§la w? +
41, ..., 0% ...,0% ... adokonce w”. Existuje 1 transfi-
nitni ¢islo tvaru

Témito otazkami se viak nebudeme podrobnéji zabyvat.

Nepochopitelny axiom

Jiz jsme fikali, Ze nékteré mnoZiny lze uspofadat rﬁznl{zmi
zpisoby. A je moZné uspofadat llbovolnou; mno%l’nu.
A jestlize ano, lze ji uspofadat tak, aby byla dobfe u§pora}da-
n4? Témito otizkami se zabyvali mnozi matematikové —
z kladného vysledku by plynulo, #e transfinitnimi ¢isly lze
otislovat prvky libovolné mnoZiny. _
Netekané jednoduché a kratké feleni uvefejnil r. 1904
Zermelo. Podatilo se mu dokazat, e kazdou mnoZinu l‘z‘e
dobie uspofadat (G. Cantor ptedvidal tuto odpovéd jiz
r. 1883). Aviak zdaleka ne viem matematikim se Zerme-
lav dikaz zalibil, Tento ditkaz se totiz zakladd na jednom
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tvrzeni, které se samotnému Zermelovi a také daBim ma-
tematikiim nezdalo byt nijak ziejmé.

Toto tvrzeni, nazvané pozdg&ji axidm oybéru nebo Jermeliv
axtém, spoéiva v tomto:

Pfedstavte si, Ze mdate pfed sebou nékolik hromadek
jablek. Z ka2dé hromadky lze ziejmé vybrat po jednom jabl-
ku a utvofit z nich novou hroméadku. Zdilo by se, Ze toté
lze udélat i v ptipade, ze kazdid hromadka obsahuje neko-
neéné mnoho jablek a Ze samotnych hromidek je také ne-
koneén& mnoho. A v tom je podstata axidému vybéru:

Je-li ddna nekoneind mnofina nekonelnjch mnoin, lze z kafdé
mnofiny wybral jeden proek, ani¥ uddme pfedem pravidiv vibéru.

A pravé v poslednich slovech je jadro véci — axidm vy-
béru vede ke zcela nekonstruktivnim dikazim. Pomoci
axiomu vyb&ru se da napfiklad dokazat, Ze kaZdou mnoZinu
ize dobfe uspofadat, aviak Zadny , konkréini* zpisob tako-
vého uspofadani odtud nevyplyva. Dlouhd léta u¥ivali ma-
tematikové axidmu vybéru a povazovali jej za zcela ziejmy.
Kdyz se viak nad nim zacali hloubé&ji zamy3let, staval se
stile a stdle z4dhadn&#im. Mnohd z tvrzeni odvozenych
pomoci axidmu vybéru zcela odporuji nasemu nazoru.
Jeden z pfednich matematikii Bertrand Russell se o tomito
axiomu vyjadril takto:

»NejdFive se zda zfejmy, aviak ¢im vice se nad nim zamys-
113, tim podivné&s se zdaji jeho disledky; nakonec pak pfesta-
ne§ chapat, co vlastné znamena.*

Nicméné vétiina matematikd axidému vybéru ve svych
uvahach pouziva.

V posledni dobé se podafilo dokézat, Ze s axiomem vybéru
je to stejné jako s hypotézou kontinua, tj. axiém vybéru
ostatnim axiémim ani neodporuje, ani z nich neni odvo-
ditelny,
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Z jednoho jablka dv&

Povime si o jednom z nejpodivuhodngjsich dusledki
axiému vybéru, Asi jste ji vidéli pii praci estradniho kou-
zelnika. Nejprve ukdze divakim prazdny sacek, pak tam
vhodi kouli a vytihne dvé koule; ob& koule vhodi zpét
a vytédhne étyfi; vhodi tam &tyfi a vytdhne jich osm. Viichni
oviem védi, e nejde o #adné zazraky a Ze vie zaleZ, jak se
#ik4, na ,,8ikovnych rukou®. V teorii mnozin se viak takové
zézraky d&l. Vezméme si nejobylejnéjsi jablko a rozfezme
je libovolnym zpiisobem na &tyfi ¢dsti. Zd4 se byt ziejmé,
e nelze sestavit jablko z pouhych dvou téchto &asti {stejné
jako nelze sestavit cely pomeranc¢ z dilkl zbylych po snédeni
pllky pomerance). .

Aviak matematikim se podafilo rozdelit kouli na &iyf
stejné &asti tak, %e ze dvou téchto casti lze sestavit celou
kouli tého¥ poloméru, aniz by se k nim néco pfidalo; jenom
se s nimi bude pohybovat jako s tuhymi télesy. Ze dvou
zbylych Casti lze sestavit druhou, stejné yelikou ’k(.)uh.
Z jedné koule tak dostaneme dvé koule, stejné velké jako
koule piivodni. S8koda, #e je tento problém vyfefen pouze
teoreticky, jinak bychom mohli z jednoho jablka udélat dvé,
pak ¢tyfi, potom osm atd. Praktické fefeni oviem neni
mozné — odporovalo by zékonu zachovani hmoty.

Zminéné rozdéleni koule na &tyfi ¢asti je zalozeno pravé
na axiému vybéru.

O dalsich, nemén& podivuhodnych disledcich tohoto
axiému nebudeme zatim hovofit,

W Kone&né rozklady

7 hodin geometrie si ¢tenaf patrné pamatuje, co jsou to
shodn¢ rozlozitelné utvary. Q dvou utvarech ickneme, Ze
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jsou shodné rozlofitelné, jestlize je lze rozloZit na utvary
Xy, oo Xma Y, ..., Yy tak, 2e (tvar X je shodny s utva-
rem Yy, ttvar X; je shodny s utvarem Y, ..., itvar Xy je
shodny s dtvarem Yy,. Napfiklad Etverec o stran€ ¢ a rovno-
ramenny pravothly trojuhelnik o zakladné 24 jsou shodné
rozloZitelné (obr. 35).

Aviak z hlediska teorie mnoZin neni tato definice tak
jednozna¢na. Pii rozkladani dtvaru jako bychom ,,zdvo-
jovali“ body lezici na délicim fezu: z kazdého bodu dosta-
neme dva — po jednom v kazdé &4sti. A skutetné, rozklad
étverce ABCD a trojihelnika EFG z obr. 35 se nehodi
z hlediska teorie mnoZin: po rozdéleni trojihelnika a slozeni
(ze ziskanych ¢asti) &étverce body odvésen EF a FG splynou
a dajl jednu uhlopficku AC &tverce, kdeZto body vysky FH
.8e rozdvoji® a vytvof{ strany AB a CD naSeho {tverce.

V teorii mnozin je tedy tfeba definovat tento pojem jinak.
O dvou ttvarech X a Y fekneme, Ze jsou shodné rozloZitelné,
jestlize je lze rozloZit na koneéné mnoho po dvou disjunkinich
casud

xleuxzu...uxm,
Y=Y,UY,uU ...UYy,

tak, %e utvar X; je shodny s dtvarem Y, Xz s Yz, ..., Xn
§ Ym. Ukazuje se, Ze 1 v tomto smyslu jsou étverce ABCD
a trojihelnik EFG shodng rozloZitelné. Nyni je viak dikaz
tohoto tvrzeni podstatng obtizngj¥. Ctenafe, ktery se chce
s timto dikazem sezndmit, odkazujeme na knizku W.
Sierpinského ,,0 teorii mnogosei®.

D " £ Obr. 35
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Polsti matematikové S. Banach a A. Tarski dokazali, e
nutnou a postacujici podminkou k tomu, aby dva rovinné
mnohotihelniky byly shodné rozloZitelné ve smyslu teorie
mnoZin, je rovnost jejich obsahii. Zda se ptirozenym oce-
kavat, Zze pro mnohostény bude takovou podminkou rovnost
jefich ohjemi. Aviak tak tomu viibec neni. Pomoc! axiému
vybéru 5. Banach a A. Tarski dokdzali, Ze libovolné
dva (omezené) mnohostény jsou shodné rozloZitelné ve
smyslu teorie mnotin, dokonce i kdyZ maji riizné objemy.
A navic jeité dokazali, Ze koule a krychle jsou v tomto
smyslu shodné rozloZitelné a ze vibec kazda dvé omezena
iclesa jsou shodné rozlozitelnd. Rozumi se viak, podobné jako
u zdvojeni koule, o kterém jsme hovofili vyde, #e shodna
rozlozitelnost koule a krychle se dokazuje pomoci axiému
vybéru. Ukazat konkrétni zplsob takového rozkladu nelze.
V predkladaném rozkladu se vyskytuji opravdu ,,zdzraéné*
CAsti — nemajici objem; jsou, jak Fikaji matematici, ne-
méritelné.
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Kapitola 3



Podivuhodné funkece a kiivky
aneb prochazky sbirkou matematickych
kuriozit

Jak se rozyvijel pojem funkce

Vétiina matematickych pojmf profla dlouhym vyvojem.
Zpotatku vznikaly jako zobecnéni nazornych pfedstav,
jako zobecnéni kazdodenni skutetnosti. Odstrafiovinim
specidlnich a ndhodnych rysi postupné z téchto predstav
vykrystalizovaly ptesné matematické definice. gasto se
viak ukézalo, %e tyto definice zachycuji nejen objekty,
jejichz studium vedlo k formulact dané definice, ale i mnohé
jiné objekty. Daldi studium téchto novych objekta vedlo
k vy$imu stupni abstrakce a pak k rozéifen{ piivodné za-
vedenych definic. Zarove nabyvaly -matematické pojmy
stale %irdtho smyslu, zahrnovaly v sobé stile ¥ir¥{ a Sirdi
okruh objektti a rozmanitost jejich pouziti stile rostla.

Jak dlouhon vyvojovou cestou — od pfedhistorickych dob,
kdy se potitalo jen ,,jeden, dva, mnoho*‘ aZ do nadich dnli —
prodel naptiklad pojem &isla! Prirozend &isla, zlomky, za-
pornd &sla, komplexni &isla, kvaterniony, hyperkomplexni
¢isla ... A je tieba Fici, 2e ne vidy vitali viichni matematici
zobecnénd toho & onoho pojmu s nadSenim. Napiiklad po
dlouhou dobu nebyla mnohymi védei uznivana nejen &isla
komplexni, ale dokonce i &isla zAporna.
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Slozitym vyvojem proel i pojem funkee. MySlenka zdvis-
losti nékterych velidin ma svij pavod patrné ve starofecké
véde, Stafl Rekové se viak zabyvali pouze veli¢inami geo-
metrické povahy. Dokonce i Newton, jeden ze zakladatelt
matematické analyzy, pouzival pfi studiu zavislych velitin
geometrického jazyka. I kdyZz pojmu funkce uZivali ve skutec-
nosti jiz Fermat a Descartes, termin ,,funkce’ pochdzi aZ
z roku 1694, kdy se objevuje v pracich némeckého myslitele
Leibnize, ktery se s Newtonem déli o zasluhu vytvofeni
matematické analyzy. U Leibnize viak mél pojem funkce
velmi vizky smysl a tykal se pouze nékterych tsecek zaviseji-
cich na poloze bodu na kiivce: potadnice, subtagenty a sub-
normély, poloméru kiivosti atd. A tak i Leibniz ziistal v okru-
hu geometrickych pfedstav. AZ teprve Leibniziv Zik
Johann Bernoulli podal r. 1718 definici funkce, oproiténou
od geometrické podoby: ,,Funkce proménné veliéiny se nazjvd
mnodstvi ulvefend jakymkoli zpiisobem z této proménné velidiny
a z konstant™.

Dali{ krok v rozvoji pojmu funkce je spjat se jménem
genidlniho #4ka Johanna Bernoulliho, petrohradského aka-
demika Leonarda Eulera. Ve svém ,,Diferencialnim poétu
definuje Euler funkci takto: ,Veliting, zdvisejici na drubych
velicindch tak, Ze se zménou drukych se méni i pront, byvaji nazjvdny
Jefich funkecemi®.

Aviak pojem funkce byl u Eulera a jeho sou¢asniki spojen
s moznost{ vyjadfit funkci formuli. Z hlediska matematiki
18. stoleti neuréuje zapis

x ,jellix <0,
y={

x2, jelix =0

jednu funkei, ale dvé.

Brzy se stalo zfejmym, Ze zaleZitost je mnohem sloZité)si.
P#i studiu kmitani struny ziskal Daniel Bernoulli feleni ve
tvaru tzv. frigonometrické fady. Nebudeme nyni hovofit o tom,
co je to trigonometrickd fada, a fekneme pouze, Ze tvar
struny byl popsin jedinou formulf (obsahujici viak nekonec-
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né mnoho ¢lent). Touz dlohu o kmitdni struny fesil fran-
couzsky uéenec d’Alembert, I’Alembertovo fefeni mélo zcela

jiny tvar net fefeni Bernoulliho a mohlo byt pro rizné hod-

noty argumentu popsano riznymi formulemi.

Pro matematiku 18. stoleti tak vznikl zdanlivé nefesitelny
rozpor: T4z tloha méla dvé feleni, ptitemz jedno feSent
bylo pro viechny hodnoty argumentu vyjadieno jedinou
formuli, kdezto druhé nékolika formulemi. To vedlo k po-
chybnostem o Bernoulliho felent. Mnozi se domnivali, Zc
D. Bernoulli nenagel viechna fefeni, ale pouze fefeni, ktera
lzc vyjadFit jedinou formuli. Vznikl rozhof¢eny spor, kterého
se Gicastnili téméf viichni vyznaénéj matematici 18. sto-
leti — Euler, d‘Alembert aj.

Spor se viak vlastné tykal pojmu funkee, souvislosti mezi
funkén! zavislosti a moznosti vyjadfit tuto zavislost formuli,
Koneéné fefeni otazky piinesl az potatek 19. stoleti, kdy
francouzsky ufenec J. Fourier ukazal, Ze soucet nekonedné
fady trigonometrickych funkei se da na riiznych tsecich
vyjadtit riznymi formulemi. Potom podal novou definici
funkce, v ni% zdaraznil, e podstatnym je zadéni hodnot
funkce a ne to, zda je toto zadani uskutenéno pomoci
jediné formule ¢ nikoli.

Fourierovy vysledky byly zpfesneny némeckym matema-
tikem Dirichletem, ktery ukazal, e grafem souctu trigono-
metrické fady maZe byt libovolna kiivka. Je pouze tieba,
aby pofet maxim a minim této kiivky byl konetny a aby
neubfhala nekoneéné vysoko. Dirichlet také upfesnil
Fourierovu definici funkce a dal ji tvar, kterého se uiivd
i nyni (podobné definice podali o néco diive nez Dirichlet
také Lacroix, Lobatevskij a né&kteii dalsi matematici).
Dirichletova definice zni: ,,Proménné veli¢ina y se nazyva
funkei proménné velidiny x, jestlize kazdé hodnoté veli¢iny
x odpovidd jedind pfesné urlena hodnota veliiny »*.

Pozd¢ji byla k sloviim ,,kazdé hodnoté veli¢iny x** piidana
slova ,,ndlezejici uréité mnoZing* {funkce nemusi byt
totiz definovana pro viechny hodnoty veli¢iny x).
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‘I'ato definice hyla neobyéejné nhecna, nic se v nf nefikalo
o torn, Ze funkce musi byt zadina jedinou formuli na celém
intervalu, v némsz je definovana. A nejen to, funkce nemusela
byt zadana vibec ZAdnou formuli — mohla byt definovina
slovy. Samotny Dirichlet napiiklad vyfetfoval tuto funkei:

_ {0, je-i x iracionalni &islo,
S “{ 1, je-li x racionalni &islo.

7 hlediska matematikfi 18. stoleti nebyla touto definici
zad4na %4dnd funkce, nebot nebyla déana formule, podle kte-
vé lze ,,Dirichletovu funkei® vyéislit. Piesto je touto definici
plné€ uréena jistd funkce. Je z ni zcela ziejmé, Ze napfiklad

f(v2) =0.

Dirichletova definice (spolu s uvedenym zpfesnénim)
byla v podstaté koneénym vysledkem pro ¢iselné funkce
¢iselného argumentu. Dali{ vyvoj spotival v tom, Ze se zadaly
studovat funkce definované na libovelnych mnoZindch, je-
jichz hodnoty také patii do libovolnych mnoZin. Méjme dény
dvé mno¥iny A a B a necht je kafdému prvku ¢ mnoZiny A
pfifazen pravé jeden prvek » mnoZiny B. Potom se ikd, Ze
na mnoziné A je definovdna funkce s hodnotami v mnoZiné
B. V natolik obecné formulaci splyv4 pojem funkce s pojmy
pitfazent, zobrazeni, transformace.

Z tohoto hlediska je naptiklad obsah trojihelnika funkee,
definovana na mno#iné viech trojihelnfk a nabyvajici hodnot
z mnoziny kladnych &isel. A kruZnice vepsané do trojihelni-
ku je funkce zadand na mnoZing viech trojihelnfki a naby-
vajici hodnot z mno¥iny kruznic. My viak nebudeme vy-
chézet z natolik obecné definice, 2 omezime se na funkce
zadané na é&iselnych mnoZinich a nabyvajlcl iselnych
hodnot.
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Diin prcha z lahve

Dirichletova definice umoznila konstruovat funkce $ P°°
divuhodnymi vlastnostmi. Jestlize difve bylo pro sest®”
jeni funkce s neobvyklou vlastnost{ potieba dlouho kqmbl'
novat rizné formule, nyni se vie zjednodudilo, ObjusVlla sc
moznost konstruovat a studovat razné funkce, bez ohled!
na to, zda je lze vyjadfit jedinou formuli. A béhem posledn*
ho piil druhého stoleti byly sestrojeny funkce, jejich? vlast-
nosti se zcela lisi od vlastnost! ,,rozumnych** funkci- Sam
Dirichlet patrné neptedpokladal, e mohou existovat takov®
»Zrady*’.

Necbvyklé vlastnosti md jiZ sama Dirichletova funkce
o ni# jsme jiz hovotili. Na jakkoli malé tseéce realné 0sy 5
toti# nachéazi nekoneéné mmnoho jak racionalnich, tak i1rd”
cionalnich ¢isel. Aviak Dirichletova funkce je rovna J'C‘!“e
pro racionalni &sta a nule pro iraciondlni. Probibé-ll %
readlnou osou, ,,preskakuji‘ tudiz hodnoty funkce stale z
na 1 a zpét. Narysovat graf této funkce je zcela nemoZni®
nehof tato funkce je ve viech bodech nespojita, )

Aviak i mezi spojitymi funkcemi jsou funkce s neobyej®Y”
mi vlastnostmi. Napfiklad méze mit na kone&ném interva™
spojitd funkce nekoneéné mnoho ostrych lokalnich maxlfg
a minim? Na prvni pohled je to zcela nemozné, Tako¥V
funkce musi totiz nejprve z bodu maxima klesnout do boc
minima, pak opét riist a dostat se do bodu maxima 2"
A jak to viechno m4 udélat na koneéném intervalu? Pfesto
se ukdzalo, Ze takové divné funkce existuji a Ze dokonce
neni vitbec obtiZné takové funkce sestrojit. ,

Sestrojime takovou funkci na intervalu {0, 1). Nejd_vl:lve
interval <0, 1) rozpilime a na jeho levé poloviné sestrojime
rovnostranny trojihelnik. Zbylou pravou polovint op<t
rozpilime a na jeji levé poloving (4, §> sestrojime druhy
revnostranny trojuhelnik. Popsanou operaci prove erne
nekoneénékrat. Dostaneme horsky pas o nekoneéng mno 2
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vrcholcich postupné klesajici k bodu 1 (obr. 36). Ziskanou
lomenou ¢aru budeme povafovat za graf funkce f{x).
Tato funkce bude definovidna v kaZdém bodé intervalu
<0, 1) s vyjimkou pravého krajniho bodu 1. V tomto bodé
polozime f(1) = 0. Jelikoz vy¥ky vrcholf klesaji k nule,
kdyZ se jejich prvni soufadnice blizi k bodu I, je nale
funkee spojitd ve viech bodech intervalu 0,15 A podet
bod maxima a minima je na tomto intervalu nekoneéné
velky!

Obr. 37
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K sestrojeni takové podivné funkce by matematik 18.
stoletf musel dlouho kombinovat rizné funkee, nez by
dospél k tomu, %e funkce

w .
xcos —, jellix #0,

flo) = raEAS
0 ,jelix=20

ma na intervalu <0,1> nekoneéné mnoho maximalnich

a minimalnich hodnot (obr. 37). o
Aviak funkce s nekoneéné mnoha maximélnimi a mini-

malnimi hodnotami byly pouze po¢itkem nepiijemnosti
ekajicich na matematiky. DZin teprve zatfinal unikat

z lahve.

Mokré body

Funkce, kterou jsme sestrojili v ptedchozim odstavci, ma
pouze jeden bod, v jehoZ okoli je nekoneéné mncho bodd
maxima a minima, a to bod 1. Nyni sestrojime jinou funkci,
kter4d bude mit takovych bodd mnohem vice.

f/ /@
/'/"/'/I‘/f,f/
/,‘ / /' / f’,
. ‘/ ‘/‘f.’; ; / ///
LN
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Predpokladejme, Ze na interval (0,15 redlné osy shora
prii. Pred deitém se budeme chrénit takto: Interval (0,1
rozdélime na tH stejné &Asti a nad stiedni ¢astf postavi;ne
stan ve tvaru rovnostranného trojihelnika. Tento stan ochra-
ni pied dedtém viechny body stiedni &asti (kromg jejich

s . 1 2
krajich bodd, tj. bodii 32 g). Déle kazdou ze zbhyvajicich

dvou &4sti rozdélime opét na thi stejné ¢asti a stiedn{ ¢asti
ochrdnime pfed destém stany stejného tvaru {(ale tiikrat
mensich rozmér(). Dostaneme tak Iomenou &iru, znzorné-
nou na obr. 38. Pii tfetim kroku sestrojime dal¥ &tyfi
stany, pak osm atd.

_Vznika otdzka, zda ziskand lomend Cdra, pripominaifci
pllu,’ ochrafiuje viechny body intervalu & zda ztstaly body
které zmoknou? Neékteré z takovych ,,mokrych* boda lze

Cbr. 38
0 3 2 1
0 & £ % $ 5 £
0 1
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snadno najit; jsou to krajni body chranénych tAstl (tj.
1 8

napf. bodyg,-g ,g,%,%,—g—, atd.) Viechny tyto body

ziistanou po postaveni ptisluSného stanu na deiti a dalsi

stany je jiz neochrani. Snadno se da nahlédnout, e mno¥ina

viech téchto krajnich bodi je nekoneéna, aviak pouze spo-

éetna.

Ukazuje se viak, Ze kromé téchto spoCetné mnoha
,,mokrych® bodil existuje jesté dalsich nespodetné mnoho
,,mokrych® bodii. Abychom je mohli pohodlné popsat,
pouzijeme trojkové soustavy. Jak znamo, tato soustava je
zalofena na stejném poziénim principu jako soustava
desitkova, jen s tim rozdilem, Ze jedna jednotka vy3siho
tadu nepfedstavuje deset jednotek, ale pouze tit jednotky
nizétho tadu. K zapisu éisel v trojkové soustavé proto stadi
misto deseti &islic pouze tii &fslice 0, 1 a 2.

Neni také obtizné nautit se prevadét &isla z trojkové
soustavy do desitkové. Napiiklad éislo majici v trojkové
soustavé zapis

0,02020202. ..

je vlastng soudtem geometrické fady, majici v desitkové
soustavé tvar

2 2 2

ErHE T

o e %o 1 .
Soudet této Fady je roven 72 proto plati

[0,25]x = [0,020202. . ] 111,

kde oviern na levé strané je zapis v desitkové soustavé a na
pravé strané zapis v trojkové soustavé.

Nyni jiz maZeme ukézat viechny body, které zistanou
,»,mokré® i po sestrojeni viech ochrannych stanii. Prvni stan

. . 1 2 )
chrani viechny body leZici meal hody 3 a R To jsou viak
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pravé ty body, které maji v trojkové soustav® zdpis tvaru
0,1...,

kde tecky zastupuji libovolnou kombinaci &islic 0, 1, 2

(stejné tak jako v desitkové soustavé lezl mezi bOdYT%al—Qﬁ

viechny ty body, které maji v desitkové soustavé na prvnim
desetinném mist& jedni¢ku, tj, &isla tvaru 0,1...),
Po prvnim kroku zhstanou ,,mokré‘ ty body, jejich¥
zapis v trojkové soustavé ma tvar
0,0 ...
nebo tvar
0,2...

Stejnym zplsobem se dokdZe, Ze¢ po sestrojeni dvou
.f:tanﬁ ve druhém kroku zdstanou ,,mokré™ pouze body,
Jjejichz zapisy v trojkové soustavé zacdinaji jednou z téchto
CtyF kombinaci;

' 0,00...
0,02, ..
0,20. ..
0,22, ..

Takto, krok za krokem, se picd de$tém ochrafiuji body,

JjejichZ zépis v trojkové soustavé obsahuje jednicky. Nakonec
zlistanou ,,mokré** pouze body, které lze zapsat v trojkové

iotzistavé bez uZiti &islice 1. ,,Mokry* zlstane naptiklad
)

1

= 0,020202. ..,
bod

5 _ 0

3= ,202020. ..
‘atd.

A., nyni je jiz zfejmé, pro¢ mnoZina viech ,,mokrych®
boddi ma mohutnost kontinua. Jejim bodim lze totiz
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vzajemné jednoznaéng piifadit prvky mnoZiny viech ne-
koneénych telegrami (viz str. 98). K tomu stagi ptifadit
kazdému bodu tvaru
0,20220200. ..

nekoneény telegram tim, %e 0 zaménime tetkou a 2 za-
ménime ¢arkou. Vime, #e mnozina viech nekoneénych
telegram® mé4 mohutnost kontinua, a proto ma mohutnost
kontinua i mnoZina viech ,,mokrych® boda.

Mnozinu bodi, které jsme nazvali ,,mokré*, sestrojil po-
prvé Cantor a Fika se ji proto Canforovo diskentinuum. Ze
zpiisobu konstruovani stani je patrné, Ze v okoli kazdého
bodu Cantorova diskontinua je nekonelné mnoho bodd
maxima a minima pilovité lomené Cary.

Certovo schodi¥té

S Cantorovou mnoZinou souvisi jeSté jédna zajimavé
funkce. Sestroji se takto: Opét rozdélime interval (0, 15 na

A o »
tFi stejné Easti a ve viech bodech sttedni cdsti (5-, —?;) pelozime
l . e
hodnotu funkce rovnou 5 :-Levou i pravou tietinu-intervalu
<0, 1> rozdélime opét na tfi stejné Casti a v Casti (§’ §') po-
st 1 oo 8
lozime hodnotu funkce rovnou 3V casti (g, -9—) rovnou

3 sy B
1 Nyni nam zbyvaji &tyfi intervaly, v nichz funkce je$té ne-

ni definovana:

1 2 1 2 7. .8
= —, = —, Iy
050 $Gog (o g (oo
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Kazdy z nich rozdélime na tfi stejné Casti a v kazdé ze
stfednich ¢4sti polozime hodnotu funkce rovnou postupné
1 35 a 7
8’8°87 8"

Postupujeme takto dale a dostaneme funkci definovanou
ve viech ,,suchych* bodech, tj. ve viech bodech nepatiicich
do Cantorova diskontinua. Je snadné definovat ji i v bodech
této mnoZiny tak, aby potom byla spojitdi a neklesajici.

Obr. 39

o

oty

fa

w
fro
taf
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Graf takové Tunkce je pFibliZné zndzornén na obr. 39. Ma
tvar schodiité s nekoneéné¢ mnoha schody (na obrizku
oviem viechny schody nejsou).

Ostatné, kdy# u¥ jsme se seznamili s kfivkami majicimi
nekoneénd mnoho maxim a minim, sotva nékohe udivime
schodi$tém o nekoneéné mnoha schodech. Udivujici je viak
néco jiného. Vypotitdme celkovou délku viech schodi

nadeho schodi§té. Prvni schod ma délku %, oba dalsl maji

1 1
délku —Q—,kaid}'l z daldich ¢tyf ma délku 57 atd. Soufet

délek viech schodi je tudiZ vyjddien soutem geometrické
rady

| 2 4
stgte T

Soutet této Fady je roven

o =1

3
-5

Celkova délka viech schodii je tedy rovna 1. Aviak na
téchto schodech funkce viibec neroste, viechen jeji rist je
soustfedén do bodd Cantorovy mnoziny. A na ,,délku®
této mnoZiny zbyvi ,velmi maélo*. Ma sice mohutnost
kontinua, aviak jeji délka je nulova (délka celého intervalu
<0, 1 je rovna 1 a celkova délka schodit je také rovna jedne,
takze na Cantorovu mnozinu zbyva pouze nulova délka).
Nafe funkee tedy dokaZe ,stoupnout® od nuly do jedné,
atkoli vzriistd pouze na mnoziné nulové délky a ptitom
nedéla zadné skoky. Neni to vskutku podivuhodné?
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Ostnati dara

Po mnoho stoleti pracovali matematikové pouze s kiivkami
majicimi skoro v kazdém bodé¢ te€nu. Pokud byly vyjimky,
pak to byly kfivky nemajici teénu nejvySe v nékolika
bodech. V t&chto bodech se kfivka jakoby lamala, a proto
se takové body nazyvaly body zlomu. Kfivka na obr. 40a
m4 dva body zlomu a kfivka na obr. 40b deset bodi zlo-
mu.

Aviak kiivky, které jsme pfed chvili sestavili, maji jiZ
nekoneéné mnoho bodil zlomu: lomend ¢ara z obr. 36 jich
mé spotetné mnoho a kéivka, kterd vznikne z lomenych éar
z obr. 38 jich ma dokonce nespodetné mnoho. ,,Lame™ se
ve viech bodech Cantorova diskontinua a kromé toho jesté
ve vrcholech viech trojuhelnikti. Aviak dokonce i tato
k¥ivka se lame na pomérné ,,malé” mnoziné¢ bodt — délka
této mnoZiny je nulova.

Dlouhou dobu 24dny matematik nevéfil, 2e mide existovat
spojitd kfivka skladajici se vyhradné z boda zlomu, hrotd
a ostnd, Matematikové byli ohromeni, kdyZ se podafilo
takovou kfivku zkonstruoval a nejen to, podafilo se do-
konce zkonstruovat funkel, jejiz graf byl takovym ostnatym
plotem. Jako prvnimu se to podafilo Bolzanovi. Aviak jeho
prace nebyla uvefejnéna a jako prvni uvefejnil takovy
ptiklad némecky matematik K. Weierstrass. Je viak obtizné

8 Obr. 40ab

14¢

vylozit zde Weierstrassiv piiklad, nebot je zaloif:-n na tcorif
wrigonometrickych fad. Bolzanty piiklad je zcela Jednodug.h_y
a velmi piipomind lomené Cary, které jsme Jiz sestrojili.

S nevelkymi zménami uvedeme nyni Bolzaniv piiklad.
Interval <0, 15 rozdélime na &tyki stejné velke ¢astl a nad
obéma stiednimi &astmi sestrojime rovnoramenny pravo-
Ghly trojiheintk (obr. 4la). Ziskana kiivka je grafem jisté
funkce; tuto funkei oznadime y = fi(x).

Nyni kazdou ze &tyf ¢asti rozdélime jeSt¢ na Etyfi stejné
velké casti a sestrojime dal§i &tyfl rovnoramenné pravo-
1ihlé trojihelniky (obr. 41b). Dostaneme gral druhé funkce

3 = fa(x). Setteme-li tyto dve funkce, bude mit graf

souttu y = fi{x) + fa(x) tvar zndzornény na obr. 4lec.
Je patrné, #e ziskani lomena &ara ma jiz vice bodi zlomu
a %e body zlomu jsou rozloZeny hustéji. Pii daldim kroku
rozdilime kazdou z ¢asti na daldi &tyii Casti, sestrojime
16 rovnostrannych pravouhlych trojihelnikd 2 pricteme
piislusnou funkei y = f3(x) k funkci y = fi(x) + f2(x).

P dalifch krocich budeme dostdvat stale a stile lomeng)si
tary, a2 nakonec vysledna ¢ara bude mit bod zlomu v kazdém
bodé a ani v jednom z nich nebude mozné vést tenu.

Obr. 4labc




QObr. 42a Obr. 42b

Podobny priklad kiivky, nemajici nikde tefnu, sestrojil
holandsky matematik van der Waerden. Vzal rovnostranny
trojiihelnik, kazdou jeho stranu rozdélil na i stejné velké
¢4sti a nad stfednimi &astmi sestrojil nové rovnostranné
trojtihelniky s vrcholem vné pivedniho trojihelniku. Dostal
tak festicipou hvézdu (obr. 42a}. KaZdou z dvanacti stran
této hvézdy rozdélil na dal§i tii ¢4sti a opét nad kazdou
sttednf &Asti sestrojil rovnostranny trojthelnik. Vznikla tak
jeité ostnatéjsi ¢ara, zndzornéna na obr. 42b. Po nekonedné
mnoha délenich a konstrukcich rovnostrannych trojéhelniki
vznikne &ara, jejiz kazdy bod je bodem zlomu, jejiz kaZdy
bod ma osten.

Matemattkové sestrojili mnoho spojitych funkei, jejich
grafy nemaji te¢nu v 24dném bodég, a zacali studovat jejich
vlastnosti. Tyto vlastnosti se vilbec nepodobaly vlastnostem
»rozumnych® hladkych funkei, s nimiz se dosud setkavali.
Proto mnozi matematikové hledéli na nové funkce s GZasem.
A nejen to, nejpPednéjd{ piedstavitel klasické matematické
analyzy Charles Hermite psal svému piiteli holandskému
matematikovi Stieltjesovi: ,,S hriizou se odvracim od toho
politovanihodného viedu spojitych funkci nemajicich deriva-
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¢i ani v jednom bodé* (tj. jak jsme jim fikali, od viude
ostnatych kfivek).

Znamy francouzsky ucenec H. Poincaré psal: ,,Dfivse se
pii hiedani novych funkci myslelo na négjaky prakticky
tigel. Nyni se vymysleji funkce jediné proto, aby se odhalila
nedokonalost tsudku nadich oteti, Z4dny jiny zavér z nich
nelze odvodit.” '

Dali vyvoj védy viak ukazal, Zc se l'oincaré mylil.
Ve fyzice se vyskytuji &ry velmi pfipominajici viude
ostnaté ¢ary van der Waerdena a dalsich matematiki.
Jsou to trajektorie Eéstic vykonavajicich vlivem né.raz‘ﬁ
molekul tzv. Browntiv pohyb. Francouzsky védec Perrin
zachytil v naértech pohyb takovych Castic. Kazdych 30
vtefin pozoroval jejich polohu a ziskané body spojil liseélfa-
mi. Vysledkem byly slozité lomené ¢ary, podobné caram
zn4zornénym na obr. 43. Nesmime si viak myslet, Ze v dobé

Obr. 43
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mezi  jednotivymi  pozorovanimi se  &astice  pohybuje
skuteéné po pifmce. Kdyby ji Perrin pozoroval nejen kazdou
piilminutu, ale kazdou piilvtefinu, musel by kaZdou usetku
nahradit stejné slofitou lomenou ¢arou jako jsou &ary na
obr. 43. A ¢im men¥ by byly fasové intervaly mezi jednot-
livymi pozorovanimi, tim slozitgj§i a ,ostnat&si™ by byly
ziskané &iry. Americky matematik N. Wiener ukdzal, Zc
Browntiv pohyb natolik malé f4stice, Ze jeji setrvaénost lze
zanedbat, je mo#né popsat kiivkou nemajici nikde teénu.

Uzaviena k¥ivka nekonelné délky

S kiivkami nekoneéné délky se setkavame asto — nekonetd-
nou délku ma pfimka, parabola, hyperbola atd. Viechny
tyto kiivky ,,ubfhaji‘’ do nekoneéna, a neni tedy nic podivné-
ho na tom, #¢ maji nekoneénou délku. Ostatné&, neni obtiZ-
né sestrojit také k¥ivku, ktera celd lezl v omezené &asti
foviny a mé pFitom nekonetnou délku. K tomu stadi
vzit krunici a ,navinout” na ni spirilu s nekonetnym
podtem zavitd (obr. 44). JelikoZ zavitil je nekoneéné mnoho
a délka kazdého zavitu je v&t¥i nez délka kruZnice, je délka
celé spirdly nekonedna.

Ale zdalipak mife existovat uzaviend kfivka nekonelné
délky? ,,Obvyklé* uzaviené kfivky, jako jsou naptiklad
kruznice, elipsa, kardioida (obr. 45}, maji kone¢nou délku.
Aviak délka ostnaté van der Waerdenovy kiivky konednd
neni. Opravdu, necht je obved vychoziho trojihelniku
roven tfem. Hvézda vznikla po prvnim kroku mai, jak se da
snadno spoéitat, obvod rovny étyfem. Daliim krokem vznik-

| .
ne lomeni ¢ara, skladajici se ze 48 usecek délky g Jeii

obvod je tedy roven %i Délka dalii lomené ¢ary je - atd.
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Obr. 44 Obr. 45

4\n
Obecné, pti n-tém kroku vznikne Zara o obvodu 3, (_?';)

A pii rostoucim n roste tento vyraz nade vsechny meze.
Délka van der Waerdenovy kiivky je tedy nelfonecné.

Existuji i jiné kiivky nekonecné délky. Sestrojme na-
pifklad lomenou &aru takto: Interval <0, 1> rozdélime na
polovinu a nad levou polovinou sestrojime rovnoramenny

1

trojuhelnik o vyice 1. Potom rozpilime interval (—2—, [
a nad jeho levou polovinou sestrojime rovnoramenny

trojiihelnik o vyice —é Daléi rovnoramenny trojihelnik
. . 3 7. . <k
sestrojime nad intervalem <71"-, —§> a jeho vyiky BN mpesov-
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[

| . . ,
nez 5 - Vysky dalsich ¢tyf trojahelnika zvolime rovny T

atd. {obr. 46).

Dostaneme opét ,.klesajici horsky hieben®, podobng jako
na sir. 132, Nyni viak klesd velmi pomalu. Délka boénich
stran prvniho trojthelnika je zfejmé vétdi nez 1, délka
boénich stran druhého a tfetiho trojihelnika je vétd nez

1
5 délka boénich stran {tvrtého, patého, festého a sedmého

. . 1 .
trojuhelnika je véti ne T atd. {(bolni strana je vidy deli

nez vyika). Délka celé lomené Cary neni tedy mendi nei
soudet nekoneéné fady
2 2 2 2 2 2.
2+ (?"‘5}4’(‘54‘1“‘14‘7{) RUREE
Ale soudet ¢isel v kazdé zavorce je roven 2 a zdvorek je
nekonetné mnoho. Soufet takové fady je nekoneény a délka
na$f lomené &ary je tedy nekoneéna.

Obr. 46
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Matematicky koberec

Vypravi se, e Katefina II. se jednou zeptala jakéhosi
generala, jaky je rozdil mezi moZdifem a houfnici. V roz-
pacich general odpovédeél: ,,Vis, carevno-matuiko, moZdif
— to je jedna véc a houfnice — to je druha véc™. Stejné
obsaznou odpovéd lze asi dostat, zeptame-li se Clovéka,
jemu? je matematika cizi, jaky je rozdil mezi kfivkou,
plochou a télesem. A nejen to, bude se divit, jak je vibec
mozné, ptat se na tak samoziejmou véc. KaZdému je piece
jasné, ze kfivka, plocha a téleso jsou zcela rizné véci a ni-
koho nenapadne nazyvat kruZnici plochou nebo kulovou
plochu kfivkou.

Jeden vtipny ¥achovy velmistr fekl, %e rozdil mezi Sa-
chovym mistrem a $achistou za¢4teénikem spoéiva v tom,
7e v postaveni, ve kterém vidi mistr plno zahad, je pro za-
¢dtednika vie jasné. Podobné je tomu i s nasi otdzkou. Po-
kud jde oviem o takové geometrické tutvary, jako jsou
¢tverce nebo kruZnice, nevznikaji u nikoho zidné pochyby
o tom, zda se jedn4 o k¥ivky nebo o plochy. Ale béhem roz-
voje védy se po Cantorovych objevech vynofilo mnoho
podivuhodnych geometrickych ttvara, o nich? nejen kolak,
ale ani zkudeny profesor matematiky nerozhodne bez vahéni,
zda jsou to kiivky, plochy nebo télesa.

Uvedeme nékolik prikladit takovych dtvari. Vezmeme
interval <0, 1), rozptlime jej a v jeho stfedu vztytime

kolmici délky % Potom ka#dou z polovin opé&t rozpilime

a v kaidém z novych délicich bodd vztyéime kolmici,

nyni viak délky i—- Déle opét ziskané intervaly rozpilime
1

a v délicich hodech vzty&ime kolmice délky e Po patém
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Obr. 47

IIIIIII ||II[|| ||||||| ||||1L

kroku dostaneme titvar znazornény na obr. 47. Neomezime
se viak na pét krokil, ale budeme naii operaci opakovat
nekonetnékrat. Vysledkem bude jakysi geometricky utvar.
A &m je tento utvar, kfivkou nebo plochou? Vazty¢ili jsme
prece nekoneéné mnoho kolmic. Nesliji se tyto kolmice
dohromady a nezaplni maly kousek plochy ,,nad intervalem*
£0, 15? :

A druhy p#klad: Vezmeme &tverec o strané 1, rozdélime
jej na 9 stejné velkych €asti a vyjmeme stfedni ¢ast (strany
vyjimaného ¢tverecku viak ve Ztverci ponechdme). KaZdy
ze zbylych ¢tvercl opét rozdélime na devit stejné velkych

E N NENE Obr. 48
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civercikn a stiedni étveretky opét vyjmeme. Dalii krok nas
jiz privede k ttvaru zn4zornénému na obr. 48 (vyjmuté
¢iveredky jsou vydrafovany). Utvar na obr. 48 je jeité plo-
chou. Nezastavime se viak na tfetim kroku a budeme neko-
neenckrat délit étveretky na devét stejné velkych tasti 2 vyji-
mat stiedni &tveretky. Vysledkem bude jisty geometricky
Gtvar nazyvany po polském matematikovi, ktery si jej
vymyslel, Sierpiriského koberec.

Tento obrazec se podobé latce utkané Silenym tkalcem.
Podél i nap#i¢ se tahnou nité osnovy a utku a splétaji se do
symetrickych a velmi krasnych vzordl. Sama latka je viak
velmi ,,iidka* — kazdy jeji kousek je ,,deravy®, iz toho
nejmenstho &tveretku byla vyjmuta stfedni ¢ast. A neni
viibec jasné, ¢im je tento koberec — kfivkou nebo plochou?
Na jedné strané neobsahuje Zidnou celistvou ¢ast, a proto
je stézi plochou, a na druh¢ strané jsou jeho nit& spleteny

Obr. 49

Jé_
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do tak slozitého vzoru, e sotva nékdo bez vahani prohldsi
Sierpifiského koberec za kfivku. V 24dném pifpadé nelze
tento obrazec narysovat.

A Sierpifiského koberec neni nejslozitéjsi geometricky
Gtvar. Misto ¢tverce bychom mohli vzit krychli, rozdélit ji
na 27 stejné velkych krychliéek a vyjmout spolu se stfedni
krychlitkou je§té Sest s ni sousedicich krychli¢ek. Potom opét
rozdélit kazdou ze zbylych krychli¢ek na 27 ¢asti a pokraco-
vat ve vyjimani (na obr. 49 je znézornéno téleso zbylé po
dvou krocich). Provedeme tuto operaci nekonetnékrat, Cim
je zbyly geometricky ttvar — kiivkou, plochou nebo t&-
lesem?

Euklides nepomaha

Kdyz pred matematiky diiv&jSich dob vyvstal sloZity geo-
metricky problém, podivali se nejdffve, co o tom pile
Euklides. Témé# po dvé tisicileti slouzil Euklides za vzor
matematické piesnosti a jako encyklopedie geometrické
moudrosti, Ne nadarmeo i filosofové, ve snaze vyhnout se
vytkdm z nepfesnosti tvah, se obraceli k Euklidovu jazyku
a formulovali sva tvrzeni jako axiémy, lemmata a véty.
Ale pravé o otazce, je nas zajima, pie Euklides néco
zcela nejasného. Prvni fadky Euklidovych ,,Zaklada®
fikaji toto:
1. Bod je to, co nema &4sti.
Cara je to, co ma jen délku bez ¥irky.
Hranicemi ¢ary jsou body.
Plocha je to, co ma jen délku a §itku.
Hranicemi plochy jsou &ary.
Mez je to, co je hranici néeho,
Utvar je to, co se nachazi uvnitf n&jaké nebo néjakych
mezl.

Mo
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‘Toto je vi{m moZnym, jenom ne pfesnou matematickou
definici. ClovEk, ktery nevi, co je to bod, kiivka, plocha,
se to sotva dovi z téchto ,,definic** pfipominajicich odpovéd
bezradného generala (,,Cira — to je jedna v&c, a plocha —
to je druhd véc*). A urtité se z téchto definic nedovime;
¢m je Sierpifiského koberec — kfivkou nebo plochou,
ma-li pouze délku bez ¥Hfky nebo ma-li délku i sftku.

Ale v Euklidové dobé tak sloZité utvary jako je Sierpin-
ského koberec nebyly znimy a pro jednoduché ttvary ne-
byly definice p#{li§ zapotfebi: kazdy vidél, kde je na obrazku
¢ara a kde plocha. Ostatné i Euklides zfejmé citil, Ze s jeho
definicemi zakladnich pojmi neni vie v pofadku. Uvedl je
na zad4atku knihy a pak na né dodista zapomnél a ani jednou
jich v celé praci nepouZil.

Jsou zapot¥ebi pFesné definice?

Po dv& tisicileti byla Euklidova autorita neotfesitelna.
Pochybovat o n&jakém jeho tvrzeni znamenalo definitivné
a nenAvratné ztratit svou dobrou matematickou povést.
Jeden z nejvétdich matematikit 19. stoleti Carl Friedrich
Gauss, ktery jeft& pfed Lobatevskym dospél k zakladnim
idejim neeuklidovské geometrie, se neodvazil své vysledky
uvelejnit, obdvaje se — jak psal jednomu ze svych pfatel —
kiiku Boiotani*}. A teprve odvainy védecky &in velikého
ruského geometra Nikolaje Ivanovice Lobagevského, ktery
své objevy uvefejnil neohliZeje se na posméch uéencid, ktet
ho nechipali, u¢inil neeuklidovskou geometrii obecnym
majetkem.

*) Boiofané — Fecky kmen, ktery se povaZoval za zvlasf nadany
dufevnimi schoprostmi,
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Po uvefejnéni praci N. L. Lobagevského bylo ziejmé, Ze
existuji dvé, logicky stejné bezesporné geometrie, které viak
vedou ke zcela odlifnym tvrzenim. Ale je-li tomu tak, ztracejt
jakdkoli odvolani na ,,geometrickou nazornost'’ svou oprav-
nénost. Kasdé geometrické tvrzeni bylo tteba zaloZit na
presnych definicich a bezuhonnych logickych tvrzenich.
A predeviim pro zdkladni geometrické pojmy — kiivky,
Gtvary, télesa — bylo tfeba najit presné definice, ni¢im
neptipominajici definice typu ,,toto je jedna véc, a toto
zase druha véc*.

Snaha po pfesnych definicich byla vlastni nejen geometrii,
ale i matematické analyze 19. stoleti.

Pomoci diferencialniho a integralniho potu, ktery svymi
pracemi vytvofili Newton, Leibniz, Euler, Lagrange a dalii
velci matematikové 17. a 18. stoleti, se podafilo fedit nej-
riiznéj$i tlohy — od vypoctu drahy strely az do piedpovedi
o pohybu planet a komet. Aviak zakladni pojmy, s jejichZ
pomoci bylo téchto vynikajicich vysledkli dosaZeno, byly
vymezeny velice nepiesné. ZAaklad tehdejdf matematické
analyzy - pojem nekonecné malé velitiny — se zdal
byt né¢im na rozhrani mezi bytim a nebytim, n&¢im jako
nula, ale ne uplna nula. Matematikové 18. stoleti byli nu-
ceni doddvat svym pochybujicim zakam odvahy slovy:
,,Pracujte a vira piijde.*

Ale matematika pfece neni ndboZenstvi a nelze ji budovat
na vife. A co bylo jeité vAIngjsi — metody, déavajici tak
vyznamné vysledky v rukou velikych mistrd, vedly k chybam
a paradoxtim, jakmile jich pouzivali méné talentovani zaci.
Mistry chrénila pied chybami jejich neomylna matematicka
intuice, onen podvédomy cit, Casto vedouci ke spravné
odpovédi mnohem rychleji nez dlouhé logické vivahy.
Zakam takova intuice chyb&la a konec 18. stoleti byl
poznamenén neslychanou ostudou matematiky — zaplavou
vzorci nemajicich mnohdy ani cenu papiru, na némZ by-
ly tiStény, a pochybnych tvrzeni, jejichz poutitelnost byla
zcela nejasna.
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A tak matematikové — podobni détem, které nici krasnou
hratku, aby zjistily, jak je udélana — podrobili viechny
dosud uZivané pojmy tvrdé kritice a polali na zakladé
presnych definic matematiku budovat znovu. Odkazy na
nazornost se zavrhovaly a misto nich se vyzadovala nej-
pHsn&j¥ logika*). Aviak pozadavkim logiky nevyhovovaly
ani nejjednoduél obraty z uéebnic matematické analyzy,
jako naptiklad véta:

,,Uvazujme oblast G, omezenou uzavienou kfivkou I

Co je to uzaviena k¥ivka? Pro€ je hranici oblasti? Na ko-
lik ¢4sti el rovinu uzaviend kfivka a kterou z téchto €asti
mame na mysli?

Na #4dnou z téchto otizek matematika 18. stoleti ne-
odpovidala. Matematikové jednoduse nakreslili oval a mys-
leli, ze je tim vie fe¢eno. Ale v 19. stoleti jiz obrazkim
nevérili. Otdzka ,,co je to kiivka® se stala jednou z nej-
paléivéjgich.

Trvale viak velmi dlouho, neZ se podafilo dat na ni
vyterpavajicl odpovéd.

K¥ivka je stopa pohybujiciho se bodu

Aby bylo mo#no podat piesnou definici k¥ivky, bylo za-
potiebi vychazet z onéch nazornych predstav, které vedly
k vytvofeni tohoto matematického pojmu: z piedstavy
diouhych a tenkych niti, svételnych paprskd, dlouhych
a tizkych cest. Ve viech téchto piipadech je délka o tolik
vétd{ nez titka, e lze ¥tku zanedbat. Vysledkem matema-
tické idealizace je pojem kiivky nemajici 3tku.

*} Pritom se nékdy s vanickou vylévalo i dité a ve 20. stoleti se
mnohé ze , zavrhnutého'* vratilo opét do védy.
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Prvni pokus o pfesnou definici kiivky patii francouzské-
mu matematikovi Camille Jordanovi. Jordan vychézel
z toho, Ze drihu pohybujiciho se velmi malého télesa si lze
predstavit jako tzkou a dlouhou trubitku. Cim mensi
jsou rozméry pohybujiciho se t&lesa, tim se stava trubicka
uzi a u¥$i, az nakonec dostaneme drahu pohybujiciho se
bodu — é&irn nemajict $fku. Z tohoto piirovnani vysel
Jordan pii definici kitivky a kfivkou nazval drahu pohybuji-
ciho se bodu. S4m bod se pfitom musel pohybovat spojité —
beze skoki.

Ptesngji znéla Jordanova definice takto: K uréeni polo-
hy pohybujiciho se bodu je zapotfebi zadat jeho soufadnice
v ka¥dém okam¥iku pohybu. Jelikoz pohyb se odehrava
béhem né&jakého koneéného tasového intervalu, je moZné
bez djmy na obecnosti pfedpokladat, %e timto intervalem
je interval <0, 15. Jinymi slovy, pohyb bodu zatin4 v néja-
kém okamziku, od néhoz zalneme ¢as potitat a konéi po
uplynuti néjaké fasové jednotky (jedné vtefiny, jedné mi-
nuty, jednoho roku atd.). V ka?dém ckamiiku ¢ tchoto
Zasového intervalu ma pohybujici se bod jisté soufadnice.
Soufadnice pohybujiciho se bodu tedy zavisi na okamZiku ¢,
jsou jeho funkcemi. Oznalme tyto funkce (v piipadg, Ze se
pohyb odehrava v roving) symboly f(t) a g(t):

x=f(), y=gt).

Podminka ,spojitosti pohybu® bodu znamena, Ze funkce
ft) a g(t) jsou spejité v kaidém bodé intervalu {0, 1.
Zhruba feleno to znamend, #e pii malé zméné ¢ se malo

2w

zméni také hodnoty funkci f(#) a g{t). Piesnéji, blizi-li se

fy, - -stay ... k n&aké hodnoté ¢, limi#, — 4, pak plad
rovnosti e

i f{t,) = f(8)
a n—+oo

Iim g(t,) = g(0).

A= co
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Obr. 50 Obr. 51

Ukéazalo se, Ze Jordanova definice byla dosti zdatila.
Viechny kfivky, s nimi# matematici t¢ doby pracovali, byly
kiivkami v Jordanové smyslu, &ili jak se #{ka, byly Fordano-
ofmi kfivkami. Vezméme napiiklad kruZnici o poloméru 1.
Délka této kruznice je 2m. M4-1i ji tudiZ obéhnout bod za
jednotku &asu, musi se pohybovat rychlosti 2n. Za dobu {
tedy obéhne oblouk délky 2nt. Z obrazku 50 je ziejmé, Zc
jeijl soufadnice v ¢ase ¢ jsou ddny vzorci

x = cos 2w,
¥ = sin 2.

‘T'yto rovnice se nazyvajl parametrickymi rovnicemi Kruinice.
Parametrické rovnice kfivky zndzornéné na obr. 51 (tato
kiivka se nazyva asiroida) jsou

x == cos? 27,
¥ = sin® 2xt.

Jordanovymi kiivkami mohou byt i éary utvofené z riz-
nych kiivek. Vezméme napiiklad kiivku, tvofenou pal-
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Obr. 52

X

kruZnici o poloméru 1 a jejim primérem {obr. 52) Po-
hybujici se bod obéhne za polovinu &asu pilkruZnici a za
druhou polovinu primér. Vyjadfeni soufadnic pi‘l_,pohyblll
po kruZnici jiz zndme. Pfi pohybu po priméru zustAva
soufadnice y rovna nule a x se ménf od —1do 1. Vysledkem
budou tyto parametrické rovnice nadl kitvky:

1
cos 2t je-li 0 = ¢ _S_—Q .
o
4t—3,je-li§§t§1 ;
1

sin2nt, jei 0 =t =
-

Véta je ziejma, dikaz nikoli

Pouzitim jeho pojmu kiivky se Jordanovi podafilo
upfesnit vyznam oncho obratu z uebnic matematicke
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analyzy, o uémz jsme jiz hovofili: ,,Necht uzaviend kifivka
I" je hranici oblasti G.* Uzaviena Jordanova kiivka — to
jc takové Jordanova kfivka, kterd se v tase ¢ = 1 dostane
do téhoz bodu, ve kterém byla v gase £ = 0. Jestlize pfitom
riznym okamzikiun ¢, a &, lezicim mezi 0 a 1, odpovidaji
riizné body, pak tato kfivka sama sebe neprotind.

Jordan dokazal tuto vétu:

Uzaviena Jordanova kfivka /', kterd sama sebe neprotina,
d&li celou rovinu na dvé &sti. Dva body lezici v téZe &asti
lze spajit lomenou Zarou neprotinajici kfivku {'a dva body
z riznych st takovou &arou spojit nelze, kazda lomena
thra, ktera je spojuje, protina kfivku I' (obr. 53).

Tato véta se zda byt zcela zfejmou, ale jeji dikaz vy-
aduje velmi jemnych Gvah. Dikaz je dosti slozity dokonce
i v pHpadg, 2e kiivka I' je uzavieny mnohodhelnik. Pokuste
se bez rozmyileni Fici, zda lze body A a B na obr. 54 spojit
lomenou &arou neprotinajici kfivku I

Obr. 53 Obr. 54
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Dve ¢asti, na které uzaviend Jordanova kiivka déli rovi-
nu, se nazyvaji vnitini a vneji oblast ohraniéena touto
kiivkou. Pojem oblasti ohranicené uzavienou kfivkou tak
nabyl pfesného vyznamu.

KFivka prochizi viemi body Ctverce

Kdy% Jordan podal svou definici kiivky, zdalo se zpocétku,
se cile je dosaZeno, e mame pfesnou definict kfivky, de-
finici neopirajici se o nazornost. Brzy se viak ukéizalo, Ze
tomu tak neni — Jordanova definice v sobé zahrnuje nejen
matematikim bé&iné kiivky, ale i utvary, které by nikdo
kiivkami nenazval. Se ,viude ostnatymi kfivkami® by se
matematici jeité néjak smifili, ale nazvat kiivkou ¢tverec,
k tomu by nikdo nenael odvahu. Ukézalo se viak, Ze jak
tverec, tak trojthelnik (ne obvod trojihelnika, ale cely
trojihelnik se viemi vnitinimi body}, tak i kruh jsou kfivky
v Jordanové smyslu. Dokézal to italsky matematik Peano.

Jiz jsme si fikali, Ze Cantor nagel vzajemné jednoznalné
pifazeni mezi body tsetky a étverce, tj. ukdzal, Ze usecka
ma stejné mnoho bodl jako ¢tverec. Toto piifazeni nebylo
spojité. Kdyz se bod pohyboval po tisedee, jemu pfitazeny
bod &tverce nepopolézal jako brouk, ale skakal jako blecha.
Opravduy, vezméme na usecce body

0,50000000... a 0,4999909990000000, . .

Tyto body lezi dosti blizko u sebe, ale jim odpovidajici
body &tverce jsou od sebe dosti vzdaleny. Prvnimu bodu
totiz odpovidd bod {0,50000..., 0,00000. . .). lezici na
dolni strané ¢tverce a druhému bodu odpovidd bod
(0,4999000. . ., 0,9999000. . .), leici aZ u horni strany
¢tverce. A budeme-li zvétiovat potet devitek u druhého bodu,
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takze se bude blizit k prinimu bodu, odpovidajici body
¢tverce ani nenapadne, aby se k sob& pfiblizovaly.

Cantorove zobrazeni use¢ky na &tverec je sice vzijemné
jednoznagné, ale neni spojité. Neurtuje tudi% Jordanovu
kfivku. Peanovi se podafilo najit jiné zobrazenl mnoZiny
viech bodfi Gseéky na mnoZinu viech bodii &tverce, pii
némz blizkym bodtim tsecky odpovidaji blizké body ¢tverce.
Jinymi slovy, Peanovi se podafilo sestrojit Jordanovu kiivku
probihajici viemi body &tverce! .

NemfZeme pochopitelné Peanovu kfivku nakreslit, ledaZe
bychom napodobili abstraktniho malife a nakreslili erny
&tverec. Na takovém ¢&tverci viak stejné nepozndme, kde
kfivka zaéind, kde konéf a jak étvercem prochézi. Nebudeme
proto nasledovat piikladu abstraktniho malife, ale ptikladu
fyzika Perrina a znazornime polohy pohybujiciho se bodu
}omenou tarou. Cim mend budou ¢asové intervaly mezi
jednotlivymi ,,pozorovanimi‘‘, tim vérnéji bude ziskand
lomena &4ra zobrazovat Peanovu kfivku.

. quprvc z::_achyt.ime polohu pohybujiciho se bodu kazdou
&tvrtinu vtefiny, tj. zakreslime jeho pocatecdni polohu, pak po
1. . 1

 Vtefiny od zaZatku pohybu, pak po 5 vtefiny, pak po %
vtefiny a potom koncovou polohu. Dostaneme 5 bodd,
spojime je useckami a dostaneme lomenou ¢aru, znazorné-
nou na obr. 55a. Tato lomen4 &ira oviem neprochazi viemi
lgoclly Etverce. Zmendime viak ¢asové intervaly mezi jednot-
livymi pozorovinimi a budeme zaznamendvat polohu bodu

5 1 -
kazdou 1g Viefiny. Ziskani lomend &ara bude klikatéjsi,

zvét¥ se podet bodi zlomu a bude mit tvar znazornény na
obr. 55b. Budeme-li zaznamenavat polohu pohybujictho se
bodu jeste Zastéji, dostaneme lomenou aru znazornénou
na obr. 55c. Vidime, %e ¢ara zaplfiuje Ctverec stale hustéji
a hustéji. V limité, kdybychom pozorovali pohybujici se

159



B8 C D
L
A E A
Obr. 55abc

bod v kaidém okamziku, dostaneme kiivku probihajici
viemi body ¢tverce bez vyjimky.

Je viak tieba dodat, Ze Peano sice ziskal na rozdil od
Cantora spojitou kfivku, ale na druhé strané jeho kiivka jiz
neudavala vzijemné jednoznaéné zobrazeni tsetky
na &étverec. Nékterymi body prochézela nékolikrit. Pozdéji
se podafilo dokdzat, %e nelze zachovat zaroveit spojitost
a vzajemnou jednoznaénost pfifazeni: neexistuje Jordanova
kiivka prochazejici viemi body &tverce pravé jedenkrat!

Vie bylo v troskach

Tézko lze vyjadtit slovy, jaky dojem v matematickém svété
uéinil Peantiv vysledek. Zdalo se, Ze se vie ziftilo, Ze nej-
zékladngjd matematické definice ztratily viechen smysl —
nebyl vidét #4dny rozdil mezi kiivkou a plochou, plochou
a télesem (vysledek o memoznosti vzajemné jednoznaéného
a spojitého zobrazeni mezi vsetkou a Etvercem nebyl jesté
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ymam). Vyzna¢ny francouzsky matematik H. Poincaré
s hotkosti zvolal:

,»Jak nis mohla intuice do takové miry oklamat!*

Bylo zfejmé, Ze Jordanova definice kiivky neni bez vady.
Na jedné strané je pHli§ %irokd: zahrnuje v soh& i Peanovu
kiivku. A na druhé strané je pfili§ Vizka: ne viechny obraz-
ce, které bychom snad intuitivné zafadili mezi kiivky,
spadajf do této definice. Napiiklad &ara zobrazena na obr.
44 str. 145 (kruZnice s navinutou spirdlou) jiZ neni Jor-
danovou kifivkou. Byl objeven i daléf, hloubédji ukryty,
nedostatek Jordanovy definice — tato definice se tyka nejen
samotné kiivky, ale i toho, jak a § jakou rychlostl ji bod
probihd. Pfedstavine si napfiklad béZce, ktery probéhne

. . |
prvni polovinu kruZnice za T minuty a pak unaven pro-

. . . 3 .
héhne druhou polovinu kruZnice za % minuty. V tomto

ptipadé dostaneme zfejmé zcela jiné parametrické rovnice
ne# na str. 155.

A bod piece mbZe kruznici probihat nekonené mnoha
zpusoby, chvili rychleji, chvili pomaleji. T4 kruZnice miiZe
proto mit rizné parametrické rovnice. A neni pfili§ snadné
domyslet se, Ze rovnice

1 —¢2

Tlyee
2
JJ_1+z2

ur¢uji touZ kruZnici jeho rovnice
x = cos 2w,
¥ = sin 2mt,

U slozitgjsich kiivek se lze snadno zmylit. Vezméme
napiiklad lemniskatu. Tuto kfivku lze prob&hnout tak, jak

Je zndzornéno na obr. 56a a nebo tak, jak je znizornéno
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Obr. 56ab

na obr, 56b. A rozhodnout podle parametrickych rovnic,
zda jsou to kiivky toto¥né anebo rizné, je dosti obt{Zné.

Vznikla tedy opét otazka, co je to kiivka a éim se lisi
od plochy? Odpovéd souviscla s obecnymi Cantorovymi
vysledky o geometrickych titvarech.

Jak se délaji sochy

Kdyz Cantor vytvotil zdklady teorie mnoZin, preel k otazce
,.0 je to geometrickj ditvar™. Nejobecnéj¥i odpovéd na tuto
otazku znéla: geometricky Gtvar je libovolnd mnoZina bodd
prostoru. LeZi-li tato mnoZina v roving, je to rovinny
geometricky utvar. Takova odpovéd je viak prilid obecni
— atvar* v tomto smyslu nemé z4dné dostate¢né zajimavé
vlastnosti.

Bylo proto nejdiive zapottebi omezit souhrn studovanych
mnozin, vy¢lenit z nich ty, které se svymi vlastnostmi nej-
vice blizi béfnym geometrickym tutvartim.

Abychom mohli uréit t¥idu takovych tutvard, objasnime,
o maji bézné geometrické titvary (jako jsou ¢tverec, kruh,
usedka, astroida atd.) spoleéného. Ukazuje se, ze viechny
tyto utvary lze ziskat jednotnym zptisobem.
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Obr. 57

~ Vypravi se, Ze slavny sochaf Rodin odpovédél na otdzku,
Jjak se mu daii délat jeho vynikajici sochy, slovy: ,,Vezmu
kus mramoru a viechno pfebyteéné odtesim.®

Timto zphsobem lze ziskat libovolny omezeny rovinny
geometricky utvar.**) Je tieba vzit néjaky &tverec, ve kterém
dany dtvar le#{*) a potom ,,odsekat” viechno pfebytetné.
Nemusime viak odseknout vie najednou. MiZeme to
udélat po ¢4stech. Napiiklad miZeme pfi kazdém kroku
odstranit maly kousek ve tvaru kruhu. Pfitom wnitfek
kruhu odstranime, ale jeho hranici — kruznici — ponecha-
me.

Na prvni pohled se zd4, %e takto lze dostat pouze utvary,
které maji podobny tvar jako ttvary zndzornéné na obr.
57. Pripustime-li pfitom, #¢ mé¥eme odstranit nejen jeden
kruh nebo dva kruhy nebo koneéné mnoho kruhi, ale i ne-

*) Predpoklidime, #e k Gtvaru patii i jeho hranice (pozn. pfekl.)
_**) Takovy étverec existuje, nebol pFedpokldddme, ze dany Utvar
Je omezeny {pozn. piekl.).
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konecué mmohe kruhi, mideme taklo ziskat libovolny
Gitvar, Staéi dokonce pfipustit pouze moznost odstranéni
nejvyde spoletné mnoha kruhil. Stali postupovat takto:
Vit viechny kruhy, jejichz poloméry i soufadnice stiedt
jsou raciondlni. Podle véty na str. 90 je mnoZina takovych
kruhti spofetnid. A potom odstranit z roviny viechny ty
kruhy na${ mnoZiny, uvniti kterych neni #adny bod geo-
metrického utvaru.

Ziejmé nam zbude pouze samotny geometricky utvar
a odstranénych kruhit nebude vice ne# spocetné mnoho.

Ostatné, neni nutné odstratiovat kruhy. Misto nich to
mohou byt &tverce, obdélniky, elipsy — staéi zachovat
jedinou podminku: vnitfni body se adstrafiuji, hraniéni
body se ponechavaji.

Kontinua

Ukazuje se, e kromé béinych geometrickych ttvarit 1ze
odstranénim spoéetng mnoha kruhd (Etverct atd.) ziskat
i dalsi mnoziny, které se jiz b&znym utvarim pfili§ ne-
podobajf, ale které piesto maji mnoho zajimavych vlast-
nosti. Napfiklad Sierpinského koberec, o némz jsme jiZ
nejednou hovofili, se dostane pravé timto zplisobem: ze
“tverce o strané 1 se postupné odstrafiuji malinké ctverecky,
pritems se jejich strany ve tverci ponechaji.
Odstrafiovanim viak muZeme dostat i wGtvary nemajici
#adny kousek celistvy. Budeme-li napfiklad od-
stranovat kFfiZe*) jak je to zndzornéno na obr. 58,
dostaneme nakonec mno#inu, neobsahujici zadny celistvy

*) A odstranime-li s kazdym ki{zem i jeho krajni dsetky, napf.
asecky AB, €D, EF, GH.
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kousek (¢ili, jak se {ikd, mnoZinu totdlné nesouvision). Zavede-
me proto toto omezeni: po kazdém odstranéni musi zbyt
mno¥ina tvofena ,,jedinym kouskem*. Potom i po viech
odstranénich zbude mnoZina tvofenid jedinym kouskem
(¢l jak Fikaji matematici, mnoZina sourisld). Kromé toho
bude zbyld mnoZina omezena, nebot se cela nachézi v né-
jakém étvercl.

Ziskané mnoZiny tedy vyhovuji témte tfem podminkdm:

1} mnozina F se sestrojuje ze &tverce odstrafiovdnim spo-
¢etn¢ mnoha kruhii (étverc atd.) s ponechdnim jejich hra-
nic;

2) mnoZina F je tvofena ,,jedinym kouskem** {je souvisla},

3) mnoZina F je omezena.

Takové mnoZiny nazval Cantor kentinua (pfipomenme, Ze
latinské slovo ,,continuus’‘ znamena ,,spojity’’). A prave
kontinua se ukdzala byt nejobecnéjimi mnoZinami, jejichz
vlastnosti jsou velmi blizké vlastnostem héznych geometrics
kych witvarg,
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Cantorovy kFivky

Nyni jsme jiZ pfipraveni odpoveédét na otazku, co je to rovin-
nd kiivka. JelikoZ rovinné kfivky maji byt geometrickymi
utvary, je ziejmé, Ze je tfeba je hledat mezi kontinui.
Kontinuem je viak i kruh a &tverec a o téchto utvarech jist&
nefekneme, Ze jsou to kiivky. Musime proto ptidat n&jakou
podminku, kterd by takové utvary vyloudila.

Viimnéme si, e jak kruh, tak i étverec obsahuji ,,celistvé
kousky roviny. A kfivky takové celistvé kousky roviny ne-
obsahuji; vezmeme-li jakkoli maly étveredek, vidy jsou v ném
body, které na kiivce nelezi (obr. 59). A to je pravé potfebna
doplijici podminka: rovinnou kftvkou v Cantorové smyslu se
nazyva kontinuum nachdzejicl se v roving a nezapliujici Zdidny
celistgy kousek roviny (4j. takové, %e v kazdém ¢tverci ledf body,
které do kontinua nepatii).

Napiiklad usecka, obved trojuhelnika, kruznice, hranice
Etyflisté riize (obr. 70)* jsou kfivky. Kiivkou je také Sierpin-
ského koberec. JelikoZ jsme pii jeho sestrojovan{ prodéravéli
viechny &tverce, jeX jsme pii déleni dostali, nemiize obsaho-
vat Zadny celistvy kousek roviny. Cantorovou kiivkou je
i kruZnice s navinutou spirdlou a zubata kfivka z obr. 60

QObr. 59 Obr. 60

=

*) Vizstr. 180,
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spolu s intervalem (0,13 osy y. Vibec v§echny‘ 1'1tv:a.r’y3
které jsou kiivkami v ndzorném, nalvnim pojeti, jsou také
kitvkami v Cantorové smyslu. A obrazce, obsahujic{ alespoi
jediny celistvy kousek roviny, jiz mezi Cantorovy kfivky
nepatii. o

Aviak 1 mezi Cantorovymi kfivkami jsou takové, jejich
vlastnosti se vitbec nepodobaji vlastnostem bé&Znych kiivek.
O nékterych takovych kfivkdch si nyni povime.

Je obsah kFivky vidy nulovy?

Po seznameni s kiivkami prochézejicimi viemi body Ctverce
je asi ttendf pfipraven na vie. Ale pfesto — milZe mit kiivka
nenulovy obsah? Vidyt jiz Euklides Fkal, Ze kfivka je délka
bez &iky. Odkud by se v takovém piipadé vzal obsah?
Nepospichejte viak s koneénou odpovédi.

Diive nef zactneme otidzku zkoumat, musime se dohod-
nout na presném vyznamu pouZivanych slov. Jaky vyznam
maji réeni ,kfoka md nulovy obsah® nebo ,kfivke md nenulovy
obsah'? Vezméme si nejb&in&j¥l kiivku — useCku. Jelikoz
jejt itka je rovna nule, miZeme ji umistit uvnitf obdélnika
libovoln# malého obsahu, staé&i zvolit dostateéné malou ifku
obdélnika. Podobné i kruZnici lze umistit do mnohothelnika
o libovolng malém obsahu. Sta&i do ni vepsat pravidelny
mnohotthelnik s dostateéné velkym poltem stran a zdroved
if analogicky mnohotihelnik opsat. Oblast mezi témito dvér,na
mnohothelniky bude mit maly obsah (tim mens{, ¢im vice
maji mnohotthelniky stran) a celd kruZnice je v ni obsaZena

obr. 61).

( Nyni j)e jiZ vyznam slov , kfivka md nuloyy ob.mh“ d_ostatcéné
zfejmy. Tato slova Hkaji, ze ke kaZdému i jakkoli malé
kladnému é&fslu ¢ existuje mnehovhelntkova oblas*



Obr. 61
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kiivku obsahuje a jejiZ obsah je pfitom mensi nez ¢, A jestliZe
alesponi pro jedno kladné ¢ takova oblast neexistuje, pak
ma kfivka obsah nenulovy.

Abychom tuto definici je§t€ vice objasnili, uZijeme ji
nejen u tak jednoduchych kfivek, jako jsou useéka a kruzni-
ce, ale i u slozit&jiich kiivek. Jednou z takovych kiivek je
oviem Sierpiriského koberec. Uréfme jeho obsah. Nejdfive
si vzpomeneme, Ze obsah celého &tverce byl roven 1. Pii

; : - . 1. s i
prvnim kroku jsme odstranili prostiedni étverec o obsahu 5

8
Vysledkém byla mnohothelnikovid oblast o obsahu 5°
Pfi druhém kroku jsme vyjmuli 8 &tvercii, z nichz ka?dy mél

l
obszah a1 Zbyla mnohotihelnikova oblast o obsahu

Nyni je jiz patrné, #e po tietim kroku zhude mnohothels
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3 4
nikova oblast o obsahu (g » pak oblast o obsahu (% atd.

Vezmeme-li viak libovolny ryzi zlomek a budeme-li ho
umociiovat stile vétiim a vét¥im éfslem, dostaneme v limité
nulu: je-i 0 < ¢ < 1, pak je

limg®» = 0.

A=+ 00

%
Je tedy také lim (% == 0. Aviak podle definice limity to

znamend, ze pro libovolné kladné ¢ existuje takové n, Ze
8\" . e
plati (§ < &. Po n krocich tedy dostaneme mnohouhelni-

kovou oblast, jejiz cbsah je mendfi ne% £. A tato oblast zcela
pokryva Sierpinského koberec. Je tedy obsah Sierpiiského
koberce nulovy.

Zdalo by se, Ze je to naprosty triumf Euklidovy definice.
Dokonce i tak slozita kiivka, jako je Sierpinského koberec,
ma nulovy obsah. Ale s oslavou vitézstvi je tieba jedté pockat.
Nikdo nés piece nenutil, abychom vyjimali tak veliké kousky.
Budeme postupovat hospodérnéji a nerozdélime ¢tverec na
9, nybrz na 25 stejné velkych ¢asti (tj. kazdou stranu rozdé-
lime na 5 ¢&asti). Odstranime prostiedni étveretek, jehoZ
obsah je zfejmé 215 Ctenaf asi bude nyni chtit rozdélit
kazdy ze zbyvajicich 24 ‘tverecki opét na 25 &asti a odstra-
nit prostfedni ¢éast. To by viak bylo opét nehospodarné.
Misto toho vezmeme strany odstranéného &tverce a prodlou-
#ime je aZ na strany velkého ¢tverce. Dostaneme Ctyfi étverce
(v kazdém rohu jeden)} a &tyfi obdélniky. V kazdém ¢tverci
a v ka?dém obdélniku sestrojime kiiz, jehoZ ramena maji
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Sitku 515 a vyjmeme prostiedni ¢asti kifz (obr. 62). JelikoZ
1

kazd4 stiedni ¢ast ma obsah -

5 bude sou¢et obsahti viech

8
tveretkll odstranénych pii druhém kroku rovny 5

P#i tfetim kroku odstranime stejnym zplsobem 64 Etveredki

. 64 64
o celkovém obsahu 95 = 15605
etvereckh tvoiil geometrickou fadu
8 . 64

1
HBram s

atd. Obsahy odstranénych

8 1o i 1 <
5 kvocientem;zng. Soutet této fady ¢ind pouze v Co to viak

znamena? Znamena to, ze pil kaZzdém kroku zbyva na

zbylou obhlast alespoil %97 A #adna mnohouhelnikova
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16
oblast o plofe men$i nez —— nemiZe zbylou ¢dst pokryt.

17
Ale tato zbyvajici ¢ast, podobné jako Sierpiniského koberec,
je kiivkou (v Cantorové smyslu) — pii jejim sestrojovéni

jsme kaidy obdélnik prodéravéli a 2idny cely obdélnik jsme
neponechali.

Vychézi nam tedy, Ze kfivka v Cantorové smyslu miiZe
mit nenulovy obsah!

Oblasti bez plosného obsahu

Ptese viechno neni uvedeny ptiklad jesté piilis presvédcivy;
pfisluina kfivka protind sama sebe v kaZdém svém bodé
a neni hranici Zadné oblastl, Vznikd tudiz otizka, zda také
»rozumna® kfivka, kterd sama sebe neprotind, tj. uzaviend
sama sebe neprotinajici kfivka v Jordanové smyslu miZe
mit nenulovy obsah. Ukazuje se, Ze miiZe!

Abychom sestrojili takovou kfivku, zménime ponékud
pfedchozi konstrukce. Nejprve sestrojime mno#inu, jeZ nema
nejen celistvy kousek roviny, ale ani kousek kfivky, ale
kterA ma pfitom nenulovy obsah. K tomu je zapotfebi
odstrafiovat nejen stfedni ¢tverciky, ale celé kiiZe, jak je to
znazornéno na obr. 63. Rozméry kf{Zh piitom zvolime tak,

¥rv

aby obsah prvniho vyjmutého kiiZe byl roven % , aby sou-

¢et obsahii viech kiZh odstranénych pfi druhém kroku byl
64 8\% ... ( 8 )3 .
oven . = |——] , pit tfetim kroku pak|—| atd. Celk
oven eox (25) pn paklgg] atd. Lelkovy
obsah odstranénych kiiZi bude roven soutiu geometrické

fady
8 +(8)2+(8)3Jﬁ
25 25 25 "
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N Obr. 63
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. 8 . , . o
tj. ik to je méné ne? polovina obsahu celého Etverce.

Pii této konstrukei jsme viak vyjimali celé kiiZe a nelitostné
jsme cely &tveree rozpizlali. Zadné dva body tohoto zbytku
nelze spojit kiivkou, dokonce ani kiivkou ve smyslu Canto-
rovy definice. Jakékoli spojeni mezi jeho body chybi. Jak
fikajl matematici, zbyld mnoZina je totalné nesouvisla.
A obsah této mno¥iny, neobsahujici Zadny celistvy kousek
roviny ani oblouk kiivky, je riizny od-nuly. Tuto mnoZinu
tedy nelze pokryt 2adnou mnohotihelnikovou oblasti, jejiz
obsah je mensf neZ %

Nyni je jiz snadné sestrojit pifklad uzaviené kiivky, ktera
sama sebe neprotind a kterd pfitom ma nenulovy obsah.
K tomu sta&i spojit ziskané body stejnym zpiisabem, jakym
jsou Peanovou kfivkou spojeny viechny body ¢tverce. Diky
tomu, #c jsme pii kazidém kroku odstranovali celé kiiZe,
neproting ziskand kfivka sama sebe v #ddném bodé (a tim

172

se prave 1 od Peanovy kiivky). Jelikoz viak prochdzi vemi

body mnoziny, jej{Z obsah neni men$i nez -, je také obsah
¥ Y J€) i7 ]

ziskané k¥ivky pfinejmendim roven 17"

Nyni lze jiz bez namahy sestrojit oblast majic{ nulovy
obsah. K tomu sta&i spojit dva body A a B nadi kiivky
libovolnou kiivkou, naptiklad ptlkruznici. Takto vznikla
kiivka I je hranic{ jakési oblasti G. Jak velky obsah ma ta-
to oblast? Odpoveéd zavisi na tom, zda do oblasti zapocitame
nebo nezapoéitime jeji hranici — vidyt sama hranice ma

obsah alespon 7 Je ziejmé, Ze obvykly plodny obsah nase

oblast nema. O takovych oblastech, nemajicich obvykly
plodny obsah, se v matematice tika, Ze nejsou schopné kvadra-
fury.

Nedekané pFiklady

Po objevu Peanovy kitvky byli matematikové pravdépodob-
né presvédéeni, e uZ znaji viechny ,nestvlry” ze-svéta
neobyéejnych funkei a kiivek. Ale i pak je jeité nejednou
geometrickd intuice oklamala. Nakolik se vlastnosti Canto-
rovych kiivek mohou lisit od vlastnosti béznych kfivek, o tom
nejlépe svédéi tento pfibéh.

Na pocatku 20. stoleti uvefejnil zndmy matematik
Schoenflies fadu praci, pojednavajicich o riiznych vlastnos-
tech kiivek, hranic oblasti atd. Schoenflies se pii tom asto
odvolaval na ,,geometrickou nazornost'. Aviak po nékolika
letech, roku 1910, se objevil kratky ¢lanek (dvanactistranko-
vy} mladého holandského matematika Brouwera. Clanek
obsahoval nékolik ptekvapujicich piikladi, z nichZ plynulo,
?¢ fast Schoenfliesovych vysledkii je nespravna a ostatni
visledky, byt i spravné, jsou dokdziny nepfesné. Byl to
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Obr. 64

vskutku Spatny Zert, ktery Schoenfliesovi vyvedla ,,geometric-
k4 nazornost®!

Abychom ukézali jak se ,zfejma™ tvrzeni ukédzala byt
nepravdiva, uvedeme nékteré Brouwerovy piiklady (uZijeme
pritom nékterych zjednodufeni, nalezenych pozdéji),

Brouwer sestrojil omezenou oblast, jejf# hranice (v b&¥ném
slova smyslu) neni kontinuum. Vzal ,lahev™ a jeji hrdlo
zatal vytahovat a navijet na kruZnici (obr. 64). Dostal
tak oblast, ohranifenou dvéma spirdlami a ,lahvi. Tato
hranice viak neni kontinuem; abychom dostali kontinuum,
museli bychom ke spiraldm pfidat jeSté kruZnici, na kterou
se navinuji.

Piidame-li k hranici kruZnici, vznikne nova obtif: body
hranice nelze spojit s body oblasti kfivkami koneéné délky.

Oblasti a hranice

KdyZ uZ jsme zatali hovofit o oblastech a hranicich, upfes-
nime si pisluiné pojmy. Vidyt ukdzala-hi se Jordanova
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definice kidvky ne zeela vyhovujici, je zapotiebi definovat
znovu 1 oblast.

Otevienou mnodinou v roving nazveme libovolnou mnozinu,
kterd je sjednocenim kruhil, z nichi jsou odstranény jejich
hranice. Napfiklad doplnék libovolného rovinného kontinua
je otevienou mnozinou v roviné. Viechny beéZné rovinné
oblasti {vnitfck kruhu, vnitfek tverce, vnitfek trojithelnika
atd.) jsou otevienymi mnoZinami v roviné. Krome toho jsou
souvisié: libovolné dva jejich body lze spojit lomenou ¢arou,
ani? vyjdeme z oblasti. Tyto vlastnosti praveé definuji rovin-
nou oblast:

Rovinnou oblasti se nazyvd souvisld mnodina bodi roviny, kierd
Jje sjednocenim kruhit, z nickZ jsou odstranény Jejich hraniéni krugnice,

Poéet kruhtt pfitorn mize byt libovolny. D4 se viak doka-
zat, #e libovolnou oblast lze sestavit ze spoletné mnoha
kruhi,

Kruh, z n¢ho? je odstranéna jeho hrani¢ni kruZnice, se na-
zyva okolim svého stfedu a.

Bod a v roving se nazyva hrani¢nim bodem oblasti G,
jestlize se v libovolném okoli bodu a nachdzeji jak body
oblasti G, tak i body, které do oblasti G nepatii (obr. 65).

Analogicky se definuji pojmy oteviené mnoziny, oblasti
a hrani¢niho bodu oblasti v prostoru. Rozdil spogiva pouze
v tom, %e misto kruhii s odstran¢nou hranici se berou koule
s odstranénou hraniéni kulovou plochou.

Kromé pojmu okoli bodu (v roviné nebo v prostoru)
budeme jeté potiebovat pojem relativniho okoli bodu.

Obr. 65 G
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Obr. 66 Obr. 67

Relativnim okolim bodu @ vzhledem k mnoZingé A nazveme
mnoZinu téch bodh z okoli bodu a, které patii do mnoZiny
A, tj. prinik mnoZiny A a obyZejného okoli bodu a. Je-li
A napiiklad kiivka zndzornéni na obr. 66 a je-li G okoli
bodu 4, pak relativnim okolim bodu a vzhledem k mnoziné
A je oblouk kiivky A mezi body b a ¢. Sklada-Ii se mnozina
A z nekolika bodll, pak kazdy jeji bod ma relativni okolf
tvofené pouze timto bodem. Takové okoli dostaneme takto:
vezmeme obydejné okol bodu, které neobsahuje zadny
z ostatnich bodii mnodiny A a utvoiime priinik mnoZiny A
s timto okolim (obr. 67).

Velké zavlaZovaci prace

Nyni si povime o druhém jeté podivuhodnéiim Brouwerové
pfikladu. Vezméme mapu né&jakého stdtu a stitd s nim
sousedicich. Témét kazdy bod hranice tohoto stdtu pati{
dvéma a jen dvéma statlim: danému stitu a jednomu ze
sousednich. V kazdém takovém hrani¢nim hodé tedy mohou
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Obr. 68

stat dva pohrani¢nici — jeden z této zemé a druhy ze sou-
sedni. Na mapé je také nékolik bod, kde se setkavaji hranice
ti sttd (obr. 68). V téchto bodech jiZ stoji tfi pohrani¢nici.
Takovych bodd je viak na mapé pouze koneéngé mnoho.
A zd4 se byt zcela zfejmym, Ze takové body nemohou zaplnit
celou hranici stitu, tj., Ze nemohou existovat tfi oblasti
(tii staty) majicf tuté spoleénou hranici. Jinymi slovy, zda
se ziejmym, #e nemohou v kaZdém bodé hramice stat tfi
pohraniénici ze tfech riznych stéth.

Ale Brouwer takové tfi oblasti sestrojil. Abychom pocho-
pili jeho piiklad, pfedstavme si, Ze v ocednu je ostrov, na
ném? jsou dvé sladkovodni jezera, pFi¢emz v jednom jezefe
je voda studen4 a ve druhém tepla. Provedeme nyni nisle-
dujici zavlaZovaci prace. Béhem prvnich 24 hodin vykopeme
kanaly vychdzejici jak z ocednu, tak i z obou jezer, ale tak
aby ztstaly ,,slepé” (4. tak, aby to byly pouze zalivy pfi-
sluinych zdroji vody), aby se nikde vzdjemné nedotykaly
a aby vzdalenost kazdého bodu soude jak od moiské vody,
tak i od vody kazdého z obou jezer byla men3i neZ jeden
kilometr (obr. 69).

Béhem dalsich dvanacti hodin prodlouzime tyto kanaly
tak, aby zistaly jako dfive slepymi, aby se vzijemné nedo-
tykaly a aby vzdalenost kaZdého bodu souse od kazdého ze
tfi kanali byla men3i nez pal kilometru, Kanily se oviem
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Obr. 69

budou muset zuZovat. V dalsich Sesti hodinach prodlouzime
kanily tak, aby kazdy bod souse byl od kaZdého z kandli
vzdalen o méné neZ &tvrt kilometru atd. S kazdym novym
krokem budou kanaly stile klikat&ji a uzii. Po dvou dnech
takové price bude cely ostrov protkan témito tfemi kanaly
a stane se z ného Cantorova kiivka. V libovolném bodé této
kiivky si lze podle pFani nabrat jak slanou vodu, tak teplou
sladkou nebo studenou sladkou vodu. A tyto tfi druhy vody
se pfitom nemohou smisit. Kdybychom misto oceanu a jezer
vzali tfi staty, dostali bychom onen podivuhodny obrazek,
o némz jsme hovotili na po¢atku — v kaZzdém bodé hranice
lze postavit tii pohrani¢niky — po jednom z kazdého statu.

178

,,Nezpracovatelné* téma

Jiz jsme hovofili o tom, %e Cantorova definice méla jeden
nedostatek — vithec se nehodila pro prostorové kiivky.
A ¢o je to plocha v prostoru — to uZ viibec nikdo nevédél.
Tuto tdlohu — objasnit, ¢o je to prostorova kfivka a co je to
plocha v prostoru — ptedloZil v 1ét& roku 192! svému tii-
advacetiletému 2iku Pavlu Samuilovi¢i Urysonovi diistojny
profesor Moskevské university Dmitrij Fjodorovi¢ Jegorov
{jak je vidét, myslel vice na matematickou duilezitost problé-
mu ne# na jeho vhodnost pro disertaéni praci — vloha byla
jednou z nejobtiznéjiich).

Uryson brzy pochopil, e Jegorovova tloha je pouze
zvlaitnim piipadem mnohem obecnéjiiho problému: co je to
dimenze geometrického utvaru, pro€ je tieba fikat, Ze Gsetka
nebo kruZnice jsou jednorozmérné (maji dimenzi 1}, Ze
¢tverec je dvourozmérny (ma dimenzi 2) a Ze krychle nebo
koule jsou trojrozmérné (maji dimenzi 3)? Na toto obdobi
Urysonova Zivota vzpomini jeho nejbli3di p¥itel, tehdy
rovnéZ mlady aspirant, nyni akademik a &estny piedseda
Moskevské matematické spoleénosti Pavel Sergejevi¢ Alexan-
drov, témito slovy:

ss+ « . Celé léto roku 1921 probéhlo v usilovnych pokusech
najit ,skuteénou’ definici (dimenze), pfitemz Pavel Sa-
muilovi¢ pfechizel od jedné varianty ke druhé a neustile
konstruoval pfiklady ukazujici, proc¢ je ticha tu & onu defini-
ci zavrhnout. Byly to dva mésice skuteéné plného soustiedé-
ni. Konecné se jednoho srpnového rana Pavel Samuilovié
probudil s hotovou, definitivn{ a dnes viem dobfe zndmou
induktivni definici dimenze. .. TéhoZ jitra mi P. S. Uryson
pFi koupani v Kiazmé vyloZil svou definici dimenze a za-
rovefi béhem tohdto rozhovoru, ktery se protahl na nékelik
hodin, nastinil plan celé teorie dimenze s fadou vét, které
tehdy byly pouhymi domnénkami, o nich se nevédélo ani
Jak se do nich pustit a které pak byly dokézany jedna za dru-
hou béhem nasledujicich mésict, Nikdy jsem u? nebyl
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téastnikem nebo svédkem matematického rozhovoru, ktery
by se skladal z takového neustdlého toku novych myslenek
jako onoho srpnového rana. Cely tehdy nastinény program
se plné uskuteénil béhem zimy 1921/22; na jafe roku 1922
byla celd teorie dimenze hotova...*

Zékladnf myglenka Urysonovy definice dimenze spodivi
v tomto: K oddéleni ¢asti kiivky od jeji zbyvajici ¢asti stadi
obvykle dva body nebo nékolik bodii {(na obr. 70 je tast
ityFlisté rize obsahujici stfed oddélena od zbyvajici &asti
osmi body). Aviak &ast plochy jiZ nelze od zbyvajicl asti
oddélit nékolika body — k tomu je nutné zapotiebi celd
kiivka — at zvolime na plofe body jakkoli, vidy je mfZeme
obejit. Analogicky i 4st trojrozmérného prostoru lze oddélit
od zbyvajici €asti prostoru plochou.

To vie se muselo jeité zpiesnit: u nékterych kiivek je
k oddéleni jejich ¢asti zapotiebi nekoneéné mnoha bodii;
tyto body viak nevytvafeji Zadnou kfivku. Urysonovi se
podafilo pfesn¢ zformulovat viechny potiebné definice.
V jistém smyslu jeho definice pfipominaly definice Euklidovy
(hrarice kfivky jsou body, hranice plochy jsou kiivky).
Ale tato podobnost je asi takova jako podobnost mezi feckou
trojveslici a modernim kriznikem.
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B Induktivni definice dimenze

Rekneme si nyni piesnéji, jak Uryson definuje dimenzi
geometrického titvaru. Nejprve objasnime, co je mnoZina
nulové dimenze. Typickou mnoZinou nulové dimenze je
mnoZina, sklddajici se z jediného bodu nebo z koneéné mno-
ha bodii. Kaidy bod takové mnoiny méa relativni okoli
s prazdnou hranici (vzpomefime si na obr. 67). Pravé tuto
vlastnost ptijal Uryson za definici mnoZiny nulové dimenze.

Piesnéji zni tato definice takto:

Mnotina F md nulovou dimenzi, jestlife jeji libovolnj bod md
libovolné malé relativni (vzhledem k F) okoli s prdzdnou hranici.

Ma-li mnozina F nulovou dimenzi, da se to ve véfing
pripadit zjistit tim, Ze se pro kazdy bod sestroji libovolng
malé oby¢ejné okoli, jeho? hranice neobsahuje Zadny bod
mnoziny F (v takovém pifpadé je jist¢ hranice relativniho
okoli prazdnd). V trojrozmérném prostoru viak existuji
mnoziny nulové dimenze, pro jejichz body takova obytejnd
okoli sestrojit nelze.

Slova ,,Jibovolng malé” jsou do této definice pfiddna
z tohoto déivodu: Kdyby tam nebyla, mohli bychom napfi-
klad pro kazdy &tverec najit tak velky kruh, Ze by se cely
¢tverec nachézel uvnitf tohoto kruhu, takZe ani jeden bod
¢tverce by se nedostal na hranici kruhu. A bez onéch slov
v definici by mél &tverec dimenzi nula a nikoli dimenzi dvé,
jak tomu ve skute¢nosti ma byt.

Nejen konecné, ale i mnohé nekoneéné mnoZiny majf
nulovou dimenzi. Vezméme napfiklad mnozinu F, skladajicf

se z téch bodii realné osy, které maji soufadnice 0, 1, 5

1 1 ; g
T Libovolny od nuly riizny bod této mnoZiny
mé zfejmé libovolné malé relativni okoli vzhledem k F,
jehoz hranice neobsahuje zadny bod této mnoZiny. Jeding
u bodu nula mohou vzniknout pochybnosti. Vezmeme-li
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viak krugnici o poloméru z se stiedem v hode 0, kde « je
iraciondlni éislo, pak Zadny z bodii na#i mneZiny nebude
lezet na této kruZnici.

Nulovou dimenzi ma i mnoZina Q viech bodl piimky
s racionalnimi soufadnicemi. Abychom se o tom piesvéddili,
stati za okoli hodu ¢ z mnoiiny Q vzit otevieny interval
se stfedem v tomto bodé a majici iracionalni délku. Nulovou
dimenzi ma také Cantorova mno#ina (viz str. 137}, mno#ina,
kterd zbude ze Ctverce po odstranéni kifzd (viz str. 164)
a mnoho daldich mnoZin. Analogicky lzc konstruovat mno#i-
ny nulové dimenze nejen v roviné, ale i v prostoru (pfitom
se oviem okoli bodu chape jako okoli v prostoru).

Poté, kdyZ Uryson definoval mnoZiny nulové dimenze, pite-
el k jednorozmérnym mnoZinam, tj. ke kiivkdm. V tomto pii-
padé JiZ neexistuji malinkd okoli s prazdnou hranici (viz
obr. 70). Aviak u béZnych kfivek protina okoli jejtho bodu
samu kiivku pouze v nékolika bodech. A mnoZina skladajici
se z koneéného podétu bodi ma nulovou dimenzi. Uryson
tuto poznamku zobecnil a jednorozmérné mnoziny definoval
takto:

Mnozina F ma dimenzi jedna, jestlize nema nulovou dimen-
zi a jestlize kazdy jeji bod ma libovolné malé relativni
(vzhledem k F) okoli, jeho% hranice mi nulovou dimenzi.

Ukizalo se, Ze nejen béZné kfivky (kruZnice, tsetky, elipsy
atd.} maji podle Urysonovy definice dimenzi jedna, ale Ze
tutéZ dimenzi maji 1 viechny Cantorovy kfivky. Tim bylo
umoznéno definovat nejen pojem rovinné kiivky, ale i pro-
storové kiivky:

Kitokou se nazyod kontinuum dimenze jedna.

A nyni jiZ bylo zfejmé, jak definovat plochy, trojrozmérna
télesa a obecné mnoZiny libovolné dimenze. ProtoZe Uryson
definuje nejdifve dimenzi 0, potom pomocl této definice
podava definici dimenze | a pak analogicky definici dimenze
2 atd., nazyva se obecna Urysonova definice dimenze
definici induktioni.
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Prici je tfeba otisknout, a ne recenzovat!

Uryson dokédzal velmi mnoho zajimavych vét souvisejicich
s jeho definici dimenze. Aviak nejhlavnéj# vétu ne a ne do-
kazat: sthle se nedafilo dokdzat, Ze ta nejoby&ejnéjii krychle
mé4 dimenzi 3. Po dlouhém usili nasel pozoruhodné vy-
chodisko tim, Ze vymyslel novou definici dimenze. Nevylozi-
me tuto definici podrobné, ale objasnime ji na nejjednodus-
gich utvarech.

Vezmeme-li visetku nebo kruZnici, miiZzeme je rozdélit
na libovolné malé ¢4sti tak, ze 2adny jejich bod nepatfi do
vice neZ dvou &asti (obr. 71}, Pritom je zapotiebi brat ¢asti
i s jejich hranicemi (tj. s krajnimi body). Ctverec jiz tak
rozdeélit uejde, Na prvni pohled se’zd4, e pfi délen] étverce
na ¢asti budou vidy existovat body patfici viem &tyfem
¢istem (obr. 72a). Budeme-li viak &asti étverce skladat
podobné jako cihly na stavbé, poda¥i se dosahnout toho, Ze
kazdy bod bude pattit nejvySe do tif rdznych €asti (obr,
72b). Analogicky i krychli lze rozlozit na malinké kvidry
tak, Ze kazdy bod pati nejvyie do étyf kvadra.

Pravé tuto vlastnost pfijal Uryson za novou definici di-
menze: O ttvaru fekneme, Ze ma dimenzi n, jestlize je
mozné jej rozdélit na libovolné malé uzaviené &¢asti tak, Ze
Zadny bod nepatif do z + 2 riznych ¢asti, ale pfi libovolném
dostateéné jemném rozdéleni existuji body patiici do n + 1
riznych &asti.

Pouzitim této definice dimenze Uryson dokazal, Ze étverec
ma dimenzi 2, Ze krychle ma dimenzi 3 atd, A pak dokézal,
Ze tato nova definice je ekvivalentni piivodni definici.

Urysonova teorie dimenze udélala na cely matematicky
svét hluboky dojem. Vyrazné o tom svédéi tato epizoda:
Pti svém zahrani¢nim pobytu piedndSel Uryson o svych
vysledcich v Géttingen. A% do pfichodu nacistt k moci
byla gdttingensk4 universita jednim ze zakladnich matema-
tickych stfedisek. Po piednasce iekl vedouci gottingenské
matematické skoly, slavny David Hilbert, Ze tyto vysledky
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Obr. 71

Obr. 72ab

je tieba otisknout v Zasopise »Mathematische Annalen® —-
jednom z hlavnich matematickych fasopist té doby. Po
nékolika mésicich prednasel Uryson opét v Géttingen a Hil-
bert se zeptal redaktora ¢asopisu ,,Mathematische Annalen‘
Richarda Couranta, zda je ji# Urysonova prace otidténa.
Courant odpovédél, Ze prace je v recenznim fizeni. ,,Ale
vidyt jsem jasné fekl, Ze praci je treba otisknout, a ne re-
cenzovat!® zvolal Hilbert. Po tak nedvojsmysiném vyjadieni
byla prace neprodlené otiSténa.

Po tfi roky trvala Urysonova védeckéd ¢innost, nemajici
co do hloubky a intenzity obdoby (bthem této doby uve-
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fejnil Uryson nékolik desitck védeckych praci). Tragicka
udalost prervala jeho Zivot — 17. srpna 1924, kdyZ se koupal
za boufe v Biskajském zalivu, Uryson utonul.

Uryson zanechal velké mnoZstvi konceptii a na¢rti ne-
uverejnénych vysledkii. Jeho nejblizi pritel (a spoluautor
mnoha praci) Pavel Sergejevi¢ Alexandrov prerudil na
né&jakou dobu své vlastnf vyzkumy, pfipravil Urysonovy pra-
ce k uverejnéni a uéinil tim Urysonovy vysledky majetkem
viech matematikii. Dnes je Urysonova teoric dimenze
dalezitym oddilem matematiky.
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ZAVER

Nekonelné mnoZiny se vyznaduyi neobyceinymi vlastnostmi. V pribéhu
studia téchto vlastnosti museli matematici stdle vice a vice pybrusovat
své tvahy, stdle podrobnéji analyzovat své dikazy a béhem toholo
procesu vzniklo nové dilelitd odvétvi matematiky — malemalickd
logika. Po dlouhou dobu pfevlddalo minéni, Ze teorie mnofin a mate-
matickd logika jsou abstrakini védy nemajici ddné praktické poufitt.
KdyZ viak byly vylvoteny samodinné poditade, ukdzalo se, Ze oldzky
programovdni na téchto pocitalich dzce souvist s metodami matema-
tické logiky a mnohd vizkumy, zdinlivé odtriené od Fvota, nabyly
proofadého praktického viznamu (tak tomu bjvd v déjindch védy

fasto — jelté na poédthu Uicdtych let naieho stoleti bylo moiné

se docist: ,,Uran nemd praktického viznamu'*).

V soucasné dobé je teorie mmoZin jednim ze zdkladit, na nichZ
spofivaji takovd oblasti matematify, jako je funkciondini analyza,
topologie, obecnd algebra atd. Také sama teorie mnofin se ddle
vyvifi a jejt vysledky souvisi se samymi zdklady matematiky. Ukdzalo
se napfiklad, Ze ,natoni® piistup k pojmu mnofiny, o némi jsme
v léto kniice hovofili, v mnoha pfipadech nestaci a Ze velmi plodny
Jje axtomaticky piistup. Tyto otdzky viak daleko prekratujt zamysleny
rdmec této knihy.
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PRIKLADY A CYIEENIT

1. Mnozina A se skladd z celych éisel délitelnych ¢tyimi,
mnozina B se skldda z celych &isel délitelnych deseti a mno-
zina C se sklada 2 celych &isel délitelnych 75, Z jakych &isel
se skladd mnoZina AN BN C?

2. V knihovné se nachazeji knihy z rdznych oblasti védy
a uméni. Oznafme plsmenem A mnozinu viech knih
v knihovné a pismenem B mno#inu viech matematickych
knih (nejen z dané knihovny). Charakterizujte mnoZinu
A~ B.

3. Uzitim pravidel algebry mnoZin zjednoduste vyraz
[(AVBUC)n (AUuBIN{[AU (B C]n AL
4. Mnotina A se sklada z bodd M{x, y} roviny, pro které
plaii |¥] <4, [»] = 4, mnoZina B se sklad4 z bodd roviny,
pro néZ plati 22 + 3 < 25 a mneZina C z bodd roviny,
pro n&z plati x > 0. Zndzornéte mnofinu (AN B) ™ C.
5. Dokazte rovnosti
a) A\B)\C—(A\C SNBN O
) (AN_B) B\C)U(C\A)U(AﬁBmC)—
—AUVUBUC
6. Dokaite, Ze platl
a) (ANQ)u(BNDic(AuB n{CuD),
b) (B C) N (BN A= AN_C,
c) A \\C c\(A \\B) v (B \\C)
7. Plyne z AN B=C, ze A=BuUC?
8. Plynez A=BUC, 2e AN B=C?
9. Ktera z mnoin je Eéstl druhé
a) AN (Bu Q) a AN B \C,
b} Au (B _C) a (AUB)\
c) (AN BUC a Au( C\B)'r‘
10, Uzitim vztaht 1) — 26) ze str. 52 a 53 zjednoduste vyraz
(XN Y)Y n(XuY)T.
11. Naleznéte vzijemné jednoznaéné pfifazen{ mezi inter-
valem 0 < % < | a celou ¢iselnou osou,
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12. Naleznéte vzijemné jednozna&né piifazeni mezi &f-
selnymi mnozinami 0 = x < 1 a0 =x < oo

13*. Naleznéte vzajemné jednoznaéné ptifazeni mezi in-
tervalem 0 < x < | a intervalem 0 < x < .

14. Sestrojte vzijemné jednoznainé zobrazeni intervalu
0 < x <1 na celou ¢iselnou osu.

15*. Sestrojte vzajemné jednoznaéné pfifazeni mezi mno-
#inou viech &isel intervalu 0 = x = 1 a mnoZinou viech
iracionalnich &isel téhoZ intervalu.

16*. Zobrazte vzijemné jednoznainé polopfimku 0 =
= x < oo na celou &iselnou osu.

17. Naleznéte vzajemné jednozna¢né piifazeni mezi body
roviny a body kulové plochy, ze které je jeden bod odstranén.

18*, Naleznéte vzijemné jednoznalné pfifazeni mezi
body roviny a kulové plochy.

19, Naleznéte vzajemné jednoznatné pfifazeni mezi body
otevieného &tverce 0 < x < 1, 0 < y < 1 a body roviny.

20. Naleznéte vzajemné jednoznaéné pfifazeni mezi mno-
$inou viech racionalnich éfsel intervalu 0 < x £ 1 a mno-
¥inou viech bodt roviny, jeiichz dv& soufadnice jsou
racionalni.

21. Naleznéte vzajemné jednoznainé piifazeni mezi
mnoZinou viech celych &isel a mnozinou viech kvadratickych
trojélend s celoéiselnymi koeficienty.

22%, Naleznéte vzijemné jednoznaéné pfifazeni mezi
mnoZinou viech realnych ¢&isel a mnoZinou viech bodd
roviny.

23. Naleznéte vzijemné jednoznadné pfifazeni mezi
mnozinou viech realnych tiset a mnoZinou viech kvadratic-
kych trojélendl s realnymi koeficienty.

24, Jakou mohutnost ma mnoZina viech rovinnych
¢tyFahelnikd, jejichz viechny vicholy maji racionalni souiad-
nice? '
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25, Jakou mohutnost ma mnozina viech rovinnych
mnohotthelnik®, jejichz viechny vrcholy maji raciondlni
soufadnice?

26. Jakou mohutnost ma mnoZina viech konvexnich
mnohostént, jejich? viechny vrcholy maji racionalni sou-
fadnice?

27. Jakou mohutnost mé mnozina viech racionalnich
funkel s celodiselnymi koeficienty v gitateli i jmenovateli?

28. Jakou mohutnost ma mnozina viech mnohotleni
s raciondlnimi koeficienty?

29. Jakou mohutnost mé mnofina viech posloupnost
piirozenych ¢&isel?

30. Jakou mohutnost ma mno¥ina viech koneénych
posloupnosti pFirozenych cisel?

31. Jakou mohutnost md mnoZina viech rostoucich po-
sloupnosti piirozenych éisel? :

32, Jakou mohutnost m4 mnoZina viech mnohotlenii
tfettho stupné s realnymi koeficienty?

33. Jakou mohutnost ma mnoZina viech mnohotlenti
s realnymi koeficienty?

34, Je mozné sestrojit v roviné mnoZinu vzijemné se ne-
protinajicich kruznic mohutnosti kontinua? _

35. Je mozné sestrojit v roviné mnozinu vzdjemné se ne
protinajicich pismen " mohutnosti kontinua? a pismen N?

36. Je moné sestrojit v roviné mnoZinu mohutnosti
kontinua, skladajici se ze vzajemné se neprotinajicich pis-
men A?

37. Jaki je mohutnost mnoZiny viech redlnych
v jejichz desetinném rozvoji se vyskytuje ¢islice 7?

38. Jaka je mohutnost mnofiny viech redlnych disel,
v jejichz desetinném rozvoii se nevyskytuje &islice 57

39. Jaks je mohutnost mnoziny viech realnych ¢isel
vitiich nez nula a mensich ne? 1, v jejichZ desetinném rozvoji
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stoji na druhém desetinném misté &islice G a jinde se jiZ tato
éislice nevyskytuje?

40. Dokaite, #e plati-i AN B ~B™N_ A, pak A~B
(A ~ B znamen4, %e mnoziny A a B maji stejnou mohut-
nost).

41. Doka¥te, %e jei AcB a A~AUC, je také
B~BuC

42, Zjistéte, zda plati tvrzeni: ,Jeli A~C, B~ D,
piidemz A > B, C > D, pak AN B ~ C\ D"

43. Zjistéte, zda plati tvrzeni: ,Jeli A~B, CoA,
C 5 B, pak CHN_A ~ C™_ B

44, Otislujme viechna raciondln{ ¢&isla intervalu <0, 13.
Dostaneme tak posloupnost bodil 1, 72, ... , 7, - . . Sestroj-

me okoli bodu 7, o poloméru 15° okoli bodu 72 o poloméru

516’ okoli bodu 3 o poloméru Zld atd. Obsahuje sjednoceni M

viech téchto okoli cely interval {0, 13?

45. Odhadnéte délku mnoZiny M z ulohy 44

46*. MnoZinu viech posloupnosti redlnych tisel (x1, ...

. Xny ..., pro néz plati 0 = x, = 1, nazveme spoletné-
rozmérnou krychlf. DokaZte, 2e mnoZina viech bodi spofet-
néfozmérné krychle méa mohutnost kontinua.

47*%, Sestrojte spojitou funkci, je? ma na kafdém intervalu
nekoneéné mnoho maxim a minim,

48*, Mnozina M se sklida z téch bodd intervalu {0, 13,
které lze vyjadiit ve tvaru desetinnych zlomki, v nichZ se
nevyskytuji ¢islice 3 a 8. Popiite, jak lze tuto mnoZinu
ziskat z intervalu {0, I} postupnym odstraitovinim otevie-
nych interval(.

49, Provedte toté% s body, v jejichZ desetinném rozvoji
se nevyskyfujg kombinace 38 (ve zde uvedeném potadi}.

50*,; BAd a se nazyvi hromadnym bodem mnoiiny M,
jestlize jelra lillovolné okoli obsahuje nekoneéné mnoho
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bodtt mnoZiny M. Dokazte, ze viechny hromadné body
Cantorovy mnoZiny (viz str. 137) do této mnoZiny patii.
Dokaite, Ze také obricené, kaidy bod Cantorovy mnoZiny
je jejim hromadnym bedem, Totéz dokaZte i o mno2inich
z tloh 48 a 49,
51. Dokazte, Zze kazdy bod intervalu {0, 1% je hromadnym
bodem mnoZiny viech raciondlnich éisel z intervalu {0, 15.
52. Existuji hromadné boedy mnofiny viech celych gisel?
53. DokaZte, Ze doplnék libovolné oteviené mnoZiny
v roviné ohbsahuje viechny své hromadné body.
54. Dokaite, Ze obsahuje-li mnoZina viechny své hromad-
né body, je jeji doplnék otevienou mnoZinou.
55. Uvedte piiklady takovvch mmnoZin v roviné, které
a) nemaji hraniéni body,
b) maji hrani¢ni body, ale 2adny z nich do mnoziny
nepatfi,
¢) obsahuji viechny své hraniéni body,
d) se skladaji pouze z hraniénich boda,
¢) obsahuji pouze Zast svych hrani¢nich bodi.
56. Uvedte piiklady mnozin v prostoru, které maji vlast-
nosti a) — d) z tlohy 33.
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